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2 R. DE LA BRETECHE ET G. TENENBAUM

1. Introduction

Soit T := R/Z. Considérons une fonction 1-périodique F € L'(T), d’intégrale
nulle et partout somme de sa série de Fourier, soit

Z {arp(n)cos(2mnv) + bp(n)sin(2rnd) } (¥ € R).
On a alors formellement, pour toute fonction arithmétique h,

(1-1) Z h(n)F( Z ap * h)(n) cos(2mnd) + (bp * h)(n)sin(2rnd) },
n=1 n=1

ou les convolutions sont prises au sens de Dirichlet. Le probleme de décider dans
quels cas cette égalité formelle prend un sens analytique a été abordé par Davenport
dans [7] et [8]. II considére essentiellement le cas ot F' = B, la somme de la série
de Fourier de la premiere fonction de Bernoulli, By (d) := () — 3, ot (J) désigne
la partie fractionnaire du nombre réel ¥ — on a donc

BoI={ % §0E7

Ce choix s’explique d’une part par l'intérét arithmétique de la fonction By,
immédiatement liée & la fonction partie entiere, et d’autre part par le fait bien
connu que la convergence de la série des coefficients est meilleure dans le cas des
séries de sinus que dans celui des séries de cosinus,!) ce qui augmente a priori la
probabilité de convergence de (1-1). On a

(1.2) B(Y) = — i sin(27rm19)'

Normalisons la fonction h de (1-1) en posant h(n) = g(n)/n pour n > 1. Nous
pouvons alors réécrire (1-1) sous la forme

wm

(Dy) Z f(m) sin(2rmd) + Z =0,

m=1

ou les fonctions arithmétiques f et g sont liées par la relation de convolution

(1-3) f=gx1, ie  f(n)=> g(d (n>1).

d|n

1. Si }2,51 ansin(27nd) est une série de Fourier a coefficients de signe constant, on a
nécessairement 3, -, |an|/n < oo : voir par exemple [18], Corollary 1.4.2.
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Dans tout cet article, nous écrivons

(f’g) EDﬂ

pour signifier que la relation (Dy) est satisfaite pour le couple de fonctions
arithmétiques (f,g) vérifiant (1-3). En outre, par commodité de référence, nous
désignons respectivement par U(f;d) et V(g;19) les séries en f et g de (Dy), soit
formellement

U(f;9):= Z f;;’z) sin(2rmd), Vig;9) := Z @B(nﬂ).

m>1 n>1

Nous remarquons d’emblée que, si (f,g) € Dy pour tout ¥ et si la convergence
des deux membres est uniformément bornée en 9, alors (f x h,g x h) € Dy pour
tout ¥ des que

(1-4) > ‘h(n—n” < 0.

n>1

Cela découle immédiatement du théoreme de Lebesgue, et nous omettons les détails,
qui sont standard.

Une autre application immédiate du théoreme de Lebesgue dans ce contexte
consiste a remarquer que, si

F) =Y {ar(n) cos(2mnd) + bp(n) sin(2mnd) }

n>1

est une fonction a variation bornée sur T qui est en tout point somme de sa série
de Fourier,® et si (f,g) est un couple de fonctions arithmétiques satisfaisant (Dy)
pour tout ¥ € R avec une convergence uniformément bornée des séries U(f;0) et
V(g; ), alors on a

(1-5) Z f(m){ar(m) cos(2rmd) + bp(m)sin(2rmd) } + Z gn)F,(¥) =0

m>1 n>1
ou
1 j .
Fu(d) == F(19+E) — Y {ar(k)cos(2mkd) + by (k) sin(2mkv) }
1<j<n k>1
k=0 (mod n)

2. D’apres un théoréme de Jordan, il suffit pour cela qu’elle soit normalisée par

F(9) = $F(9+) + 3F(0-).
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est la somme de Riemann associée a F. Cela résulte immédiatement de la
représentation

F,(9) = l/TB(mS‘ —nv)dF(v) (n>1),

n

et nous omettons les détails.
Le développement de Fourier classique (1-2) coincide avec (Dy) lorsque

(f,9) = (1,9),

ot & désigne I’élément neutre de la convolution.® Dans [7], [8], Davenport donne un
certain nombre de cas de validité de (Dy) et prouve en particulier que (8, ) € Dy
pour tout nombre réel . Plus précisément, en établissant entre autres, pour chaque
A > 0 fixé, la majoration

i Y
1-6 sup p(n)e? | « 2 y > 2),
(1:6) YER 72 (n) (logy)4 ( )
il obtient la forme quantitative
sin(270) wuin) 1
1.7 A y) = B(nv _—
( ) ( 7y) T + RZ;J n (Tl ) < (logy)A

valable, pour tout A > 0, uniformément en 9 € R.(4)
Posons plus généralement

sin(2rmd) + Z @B(nﬁ),

v f(m)
(18) Ap(dry) =D ——
m<y nxy
de sorte que A(¥; y) = Ag(9; y). En remplagant, dans cette expression, sin(27rmd) /r
par
A(md;y/m) — Z MB(dml?)
’ d

d<y/m

3. Défini par §(1) =1 et §(n) =0sin > 2.

4. L’estimation conditionnelle de A(¥;y) pose également un probléme intéressant encore
partiellement ouvert. Sous I'hypothese de Riemann généralisée, Baker et Harman [1] ont
montré que le membre de gauche de (1-6) est < y(3/4)+"(1). On peut en déduire facilement,
en utilisant le résultat de Davenport, que supycg |A(%;y)] < y~1/4+e(D) En fait, pour
toute fonction ey positive et décroissante vérifiant floo et dt/t < oo et telle que le membre
de gauche de (1:6) soit < yey, on a supycp |A(Y;y)| < €} logy avec ¢} 1= f;o et dt/t. On
peut établir cela en utilisant la représentation (7-39), la majoration (7-41) et le fait que
A(9,y) est dérivable en 9, et de dérivée < yey, sur tout intervalle ne contenant pas de
point de la suite de Farey d’ordre y.
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pour chaque entier m de [1, y|, nous obtenons 'identité

(19) 800 = 3 P A ),

my

qui peut étre utilisée, compte tenu de (1-7), pour donner des conditions suffisantes
de validité de (Dy). Il est clair, en effet, que l'on a (f,g) € Dy si, et seulement
si, I'une des séries U(f;¢), V(g;9), converge et Af(d;y) — 0 lorsque y — oo.
L’énoncé suivant, qui ne fait intervenir qu’une condition de croissance sur f, résulte
immédiatement de (1-7) et (1-9).

Théoréme 1.1. Soient ¥ € R, et (f, g) un couple de fonctions arithmétiques véri-
fiant (1-3). Alors, on a (f,g9) € Dy dés que 'une au moins des deux conditions
suivantes est réalisée :

(i) Les deux séries de (Dy) sont convergentes et I'on a, pour un nombre réel A > 0
convenable,

11 lim inf = 0.
(10 it 3 gyt

(ii) L’une des deux séries de (Dy) est convergente et I'on a

(1-11) dolfm)=oly)  (y— o).

msy

Davenport montre dans [7] que l'on a (1 % A\,\) € Dy pour tout ¥ € R, o A
désigne la fonction de Liouville ; sa démonstration s’adapte plus généralement au
cas »_oo, |f(n)|/n < oo, qui est inclus dans l'assertion (i) de 1’énoncé précédent.

Dans ce travail, nous nous proposons d’aborder le probleme de la validité de (Dy)
en utilisant la notion nouvelle de P-convergence. Ce procédé de sommation a été
formellement défini par Fouvry et Tenenbaum dans [14] ; la notion est comparable
a celle de «densité multiplicativey, introduite par Davenport et Erdds [11], qui
recouvre essentiellement la méme idée.

Rappelons les définitions essentielles dans un énoncé formel. Ici et dans tout
larticle, nous désignons par P(n) le plus grand facteur premier d’un entier
générique n avec la convention P(1) = 1.

Définition 1.2 ([14]). On dit qu'une série de nombres complexes Y .- | o, P-
converge vers « si la série ZP(n)gy a,, converge pour tout y > 2, et si I'on a

Z an =a+o0(1) (y — o0).

P(n)<y
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. ’ ‘. %) . 5N .
On dit qu’une série convergente ) " | o, est P-réguliére si elle est P-convergente
et si sa P-somme est égale a sa somme ordinaire, autrement dit si I'on a

lim Z a, = Zan
T Py

Il est & noter qu’une série ZP(?L)<y oy, est convergente des que «,, < 1/n¢ avec
c>0.
Considérons les P-sommes partielles de la série (1-2), soit

sin(2mnd
(1-12) Biy)=— ¥ %
P(n)<y

La remarque fondamentale, qui justifie I'introduction du procédé de P-sommation
dans cette étude, est que le P-analogue de (Dﬁ)

(1-13) Z f sm (27rmd) + Z 9(n) nd;y) =0 (y>2)
P(m)<y P(n)<y

est trivialement vérifié des que

(1-14) Z lg(n)|/n < oo.

P(n)<y
Introduisant les P-sommes partielles de la série (1-8), soit
(1-15) Z f sm (2rmdd) + Z g(n) )s
P(m)<y P(n)<y

et les «défauts de P-régularité» des P-sommes correspondant aux séries U(f; 1)
et V(f;), soit

flm) g(n)
Ur(0y) == E — sin(2rmad), g ), ®
P(m)<y P(n)<y
m>y n>y

nous déduisons trivialement de (1-15) une autre identité pour Af(d;y) :
(1-16) Ap(0y) = Vi(y) = Up(09) = Ve(Fy)  (y=2).

Cette formule est la base de notre approche. Elle implique en particulier que (Dy)
est réalisée des que les deux séries sont P-régulieres et

(1-17) Vi(iy) =o(1)  (y— o0).

Cela conduit naturellement a la définition suivante.

5. De sorte que, sous réserve de convergence ordinaire, les séries de (Dy) sont P-régulieres
si, et seulement si, Uy (9;y) = o(1) ou V4 (¥;y) = o(1), respectivement.
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Définition 1.3. On dit qu’un couple (f, g) de fonctions arithmétiques liées par la
relation (1-3) est ¥-adapté si I'on a (1-14) pour tout y > 2 et si la relation (1-17)
est satisfaite.

11 est utile de garder a l’esprit que, pour un couple (f, g) ¥-adapté, la P-conver-
gence de 'une des deux séries U(f;9) et V(g;¥) implique celle de Pautre, les
P-sommes étant alors nécessairement opposées.

A fins de référence ultérieure nous récapitulons dans la proposition suivante les
conditions suffisantes usuelles de validité de (Dy) pour un couple ¥-adapté.

Proposition 1.4. Soit (f,g) un couple ¥-adapté. On a (f,g) € Dy si I'une au
moins des conditions suivantes est réalisée :
(a) la série U(f; ) converge et Us(¥;y) = o(1), V4(0;y) = o(1) lorsque y — oo ;
(b) la série V(g; ¥) converge et Us(¥;y) = o(1), V4(0;y) = o(1) lorsque y — oo ;
(c) les deux séries U(f;19) et V(g;9) sont convergentes et I'on a

(118) tim n |V, (9 )| + U7 (95)] = 0.

De plus, sous les conditions (a) ou (b), les deux séries de (Dy) sont P-réguliéres.

Bien entendu, si (f,g) est ¥-adapté, les séries de (Dy) sont simultanément P-
convergentes ou simultanément P-divergentes. Il serait intéressant de savoir si elles
sont nécessairement simultanément P-régulieres. Dans le cas contraire, il faudrait
encore déterminer s’il peut se produire qu’une seule des deux séries soit convergente
au sens ordinaire ou si, lorsque les deux séries sont & la fois P-convergentes et
convergentes, la P-régularité de I'une implique celle de I'autre. Nous verrons plus
loin que les deux séries associées a un couple ¥-adapté peuvent étre P-convergentes
alors que I'une au moins est divergente au sens usuel.

D’apres [14], on a pour tout ¥ € R

(1-19) Vi) = 3 ST By —o)) (g — oo),

™
P(m)<y

ce qui est une reformulation de la P-régularité de la série B(¢) pour tout nombre
réel ¥, puisque

(1-20) B(%y) = B(9) — V1(d;y).

Le P-analogue du membre de gauche de (1-7) est

(1-21) V(ty) :=Vs(dsy) = sn2r) + D in)

P(n)<y

Nous verrons plus loin (Théoreme 2.1) que cette quantité est < 1/logy uni-
formément en 9, avec méme une majoration meilleure lorsque ¥ est irrationnel.
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Lorsque f et g sont liées par (1-3), (1-13) implique

(1-22) Vidhy) = Y %m)v(mﬂ;y)= > @Vﬂnﬂ;y)-

P(m)<y P(n)<y

Les conditions (a), (b), (c) de la Proposition 1.4, liées & la P-régularité, sont fines
par nature. En revanche, il apparait au vu de (1-22) que la ¢¥-adaptation est une
forme en moyenne de I'une ou 'autre des relations V(9;y) = o(1), V1(J;y) = o(1),
que lon sait, d’apres respectivement (1-19) et (2-3) infra, étre satisfaites pour
tout 1. Il est donc naturel d’espérer que la 9¥-adaptation a lieu sous des conditions
relativement générales : c’est effectivement ce que nous établissons au paragraphe 3.

2. Estimations fondamentales : V(¥;y) et B(9;y)

Nous donnons dans ce paragraphe des évaluations quantitatives de V(¢;y) et
B(¥;y) en fonction de y et des approximations rationnelles de .

Le résultat suivant, relatif & V(9;y), constitue une version effective de la P-
régularité de la série V' (p; ). Ici et dans la suite, nous désignons par 7(¢) le nombre
des diviseurs d’un entier naturel q. Conformément a la tradition, nous notons ¢ la
fonction indicatrice d’Euler.

Plusieurs de nos résultats sont exprimés en fonction des bonnes approximations
rationnelles d’un nombre réel 9. Posons, selon I'usage,

19]} := min |§ —n| (I €R).

Pour ¥ € R, Q € N* on a, en vertu du théoreme de Dirichlet,

u; Q) = min [md] <1/Q.

<m
Nous utilisons systématiquement la notation
(21) q(¥;Q) :==min{qg: 1< q<Q, |g9]| = u(¥;Q)}.

Par commodité d’écriture, nous étendons la définition de t — ¢(J;¢t) & [1,00[ en
posant g(9;t) := q(V; [t]). Les q(¥;¢) décrivent I’ensemble

(2:2) {a: llg?ll < minyr<q 79]]}-
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Théoréeme 2.1. Soit A > 0. On a uniformément sous les conditions y > 2,
Qy = y/(logy)***2, 9 € R, ¢:= q(¥; Qy),

q(q)” 1
p(q)*logy ~ (logy)*’
De plus, on a uniformément poury > 2,a € Z, g€ N, 1 < g < Qy,

1

(logy)*”
La puissance du logarithme dans le premier terme du membre de droite de (2-3)

est optimale compte tenu de I'uniformité imposée : il résulte en effet immédiatement
de (1-21) que

V(0—y) =5[] (1= 1/p) ~ 3 /logy  (y — o0).

PY

(2:3) V(v y) <

(2-4) Via/q;y) <

Cette formule est étendue et précisée au Lemme 9.4. Il est intéressant, a ce propos,
de noter que I’étude des variations de V(¥; y) se confond essentiellement avec celle
des discontinuités : en tout point ¢ ot la fonction V(J;y) est dérivable, c’est-a-dire
lorsque V][, ¢, p ¢ Z, la somme en n de (1-21) est de dérivée nulle, de sorte que
V' (9;y) = 2 cos(2m9).

Le second résultat de ce paragraphe est une version quantitative uniforme en ¢

de (1-19) — et donc une mesure effective de la convergence de B(¥;y).
Nous utilisons les notations

(2:5) Uy = logt/logy, wi= gy, wh, =)y
Conformément & 'usage, nous notons g(v) la fonction de Dickman, définie comme
I'unique solution continue & droite sur R tout entier de I’équation différentielle aux
différences

vo'(v)+o(v—1)=0 (v>1)
avec les conditions initiales o(v) = 0 (v < 0) et p(v) =1 (0 < v < 1). Des
informations complémentaires sur la fonction de Dickman sont disponibles, par
exemple, aux paragraphes I11.5.3-4 de [29].

Théoréme 2.2. Soit A > 0. On a uniformément sous les conditions y > 2,
Qy = y/(logy)* 4T, ¥ € R, ¢ := q(8: Q,),

240 (log q)%o(uj ) log(uy , + 2) 1
2:6) B(Vsy) = o(uy,,)B(Y) + O o B '
(2:6) B(V;y) (1) B(Y) ( v(q)logy (logy)4
En particulier, on a

2‘*}(‘1) (log q)2 1

27) Vi) € =i ogy” T Tlogy)”

deés que ||9]| = 1/y.
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On déduit immédiatement de (2-7) que
(2-8) B(9;y) = B(W) +0(1/logy)  (I9] >1/y).

Lorsque ¥ est tres proche d’un entier, 'estimation (2-8) n’est plus valable,(®) et
B(9;y) n’approche pas B(d). Cependant, contrairement au cas de la convergence
usuelle des séries, la P-convergence permet d’éviter le phénomene de Gibbs (cf. [35],
chapitre 8) : la formule (2-6) fournit ainsi

lim sup B(d;y) = 3 = sup B(V).
Y70 9eRr J€ER

Nous généralisons ce résultat au paragraphe 5.

3. Criteres de Y¥-adaptation

Pour @ > 0, nous désignons par L%(N*), ou plus simplement £%, la classe des
fonctions arithmétiques h satisfaisant a

Il = {1msup L 37 iy} < o

n<e

Le Théoreme 2.1 permet d’obtenir une condition suffisante trés générale pour
qu’un couple (f,g) soit ¥-adapté.

Théoréme 3.1. Soienta > 1,9 € R, et (f, g) un couple de fonctions arithmétiques
satisfaisant (1-3). Si f € L%, alors (f,g) est ¥-adapté.

Une autre conséquence, beaucoup plus simple, de la majoration (2-3) du Théo-
reme 2.1 et de la formule (1-22) fait 'objet de la premiére assertion de I’énoncé
suivant.

Théoréme 3.2. Soient ¥ € R et (f,g) un couple de fonctions arithmétiques
satisfaisant (1-3). Alors (f, g) est ¥-adapté dés que

(31) Lo ‘fgl”)‘ —o(l)  (y— o0).

08y i<y

De plus, il existe une infinité de triplets (9, f, g) tels que

(3-2) 1 Z @ <1 (y >2)

o8y i<y

alors que (f,g) n’est pas ¥-adapté.

6. Le prolongement par continuité fournit o(u y) =0 lorsque 9 € Z.
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Le Théoreme 3.1 permet aussi d’exhiber, conformément & ce qui a été annoncé
au paragraphe 1, des couples (f,g) ¥-adaptés pour lesquels les séries U(f;¥) et
V(g;9) sont toutes deux P-convergentes — donc, par (1-15) et (1-17), vers des
limites opposées — mais tels que U(f; 1) soit divergente au sens ordinaire.

Posons
(3-3) S(z,y):={n<z:Pn) <y}

La construction de notre contre-exemple repose sur un résultat qui découle facile-
ment des estimations de [14] pour la quantité

E(z,y;9) := Z e(nd)
neS(z,y)
et que nous énoncons ici formellement & fins de référence ultérieure. Ici et dans la
suite nous utilisons la notation classique

e(u) := ™ (u € R).

Proposition 3.3. Soient ¥, 7 des nombres réels. Alors la série

(3-4) Z 2(1711?2

n=1

est P-réguliére si, et seulement si, I'une des deux conditions suivantes est réalisée :
(a) T = 0 et, pour toute puissance de nombre premier p*, p*9 ¢ 7 ;
(b) T #0 etV &Z.
Démonstration. Le cas 7 = 0 a été traité dans [14] (théoréme 11). Lorsque 7 # 0 et
¥ € Z, il résulte du théoréme des nombres premiers que la série (non convergente)
(3-4) est P-convergente, de P-somme ((1 4 7). Lorsque 7 # 0 et ¥ ¢ Z, les calculs
sont en fait identiques & ceux de de la démonstration du théoreme 11 de [14], &
ceci pres que, dans le cas ¥ € Q, la P-régularité découle du lemme de Riemann-
Lebesgue, dont 'application est permise par la non nullité de 7. Nous omettons les
détails. O

Nous sommes maintenant en mesure de décrire le contre-exemple annoncé.
Soient 7 € R*, e € R\ %Z. Considérons la fonction arithmétique f = f, » définie
par f(m) := sin(2rma)/m'". Ainsi qu’il a été vu plus haut, la série > > 1/m! ™7
est P-convergente et non convergente alors que la série Y cos(2rmd)/m! T
est P-réguliere pour ¥ € R \ Z. Grace a la relation
f(m)sin(2rmd)  cos{27 (¥ — a)m} — cos{27(V + a)m}
m 2mlt+it ’
nous voyons donc que la série U( f; 1) est P-réguliere si 9 # +a (mod 1) alors qu’elle
est P-convergente, mais divergente au sens ordinaire, si ¥ = +a (mod 1). Comme
f est bornée, le Théoreme 3.1 implique immédiatement, dans ce dernier cas, que
la série V(g; ) est également P-convergente.

Lorsque ¥ est rationnel, nous pouvons établir un critere de ¥-adaptation beaucoup
plus large.
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Théoréme 3.4. Soient ¥ € Q et (f,g) un couple de fonctions arithmétiques liées
par la relation (1-3). S’il existe une constante A > 0 telle que 'une ou l'autre des
conditions

Z |fs;n)|<<(logy)A, Z |g(;n)| < (1ogy)A

P(m)<y P(m)<y

soit satisfaite, alors (f,g) est ¥-adapté.

Remarque. L’emploi d’un argument sensiblement plus sophistiqué permettrait de
remplacer dans cet énoncé la majoration (logy)? par exp{c\/logy} pour une
constante positive convenable c.

Lorsque g est bornée, uniformément ou en moyenne, le Théoreme 2.2 permet
d’obtenir des conditions suffisantes de ¥-adaptation portant sur les dénominateurs
des réduites de .

Théoreme 3.5. Soit ¥ € R\ Q. Si {gm}55_, est la suite des dénominateurs des
réduites de 9 et si (f, g) est un couple de fonctions arithmétiques satisfaisant (1-3),
alors (f,g) est ¥-adapté dés que 'une des conditions suivantes est réalisée :
(a) g est bornée, et I'on a10g ¢m41 = 0(gm) (M — o0) ;
(b) il existe a > 1 et 3 < 1—1/a tels que g € L* et log gmi1 < 2, (m > 1).
Lorsque g = 1, la condition (a) est également nécessaire.

4. Criteres de validité pour la relation (Dy)

Posons
.l N sin(27n?)
(@1 B(0ry) = -y ST
1<ngy
de sorte que 'on a classiquement
(42) B(9) = B*(# )+0( ! )
~ = Py 7 )-
L+y[9d|

La relation (4-2) est une forme effective de 1'assertion (1,d) € Dy et I'on peut en
déduire aisément que (f,g) € Dy sous la condition

(4-3) > @ < 0.

n>1

Dans [8], Davenport obtient le résultat pour f = pu?; la fonction g est alors définie
par g(n) = p(m) si n = m?, g(n) = 0 si n n’est pas un carré. Pour établir le cas
général, nous appliquons (4-2) avec nt et y/n a la place de ¥ et y. Multipliant par
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g(n)/m et sommant sur I’ensemble de tous les entiers n < y tels que ||nd|| # 0, nous
obtenons apres regroupement dans le membre de droite

by 3 ) ol
ny m<y ngy, [nd||#0

Sous I’hypothese (4-3), le majorant tend bien vers 0 lorsque y — oo.

Dans la nouvelle approche du probléme explorée ici, la relation (2-7) joue le role
de (4-2) et il n’est pas du tout évident a priori, méme en faisant simultanément
appel a ces deux relations, que le résultat précédent puisse étre retrouvé : il est en
effet théoriquement possible que A (¥;y) tende vers 0 lorsque y — oo alors qu’il
n’en va pas ainsi pour 'un au moins des termes du membre de droite de (1-16). Nous
allons voir cependant que la méthode passe allegrement ce premier test, fournissant
en fait un renseignement supplémentaire spécifique.

Théoréme 4.1. Soit g une fonction arithmétique satisfaisant a (4-:3), et f := 1xg.
On a (f,g) € Dy pour tout ¥ € R et les séries U(f; 1) et V(g;9) sont P-régulieres.

Démonstration. Utilisons le critere (b) de la Proposition 1.4. La ¥-adaptation du
couple (f,g) découle de (2:7) et de la seconde expression (1-22) pour V;(¢¥;y). La
P-régularité de la série V(g;9) résulte immédiatement de (4-3).

Il reste a montrer que

(4-5) Ur(0;y) = o(1)  (y — o).

Une interversion de sommations fournit, avec la notation (4-1),

(46 Upe) = 32 2 B (oY) — B )

nxy

Par (4-2) et (2-7), 'expression entre accolades est uniformément bornée en ¥ et est
< n/(n+logy) lorsque, disons, |[nd| > 1/,/y. Il suit

e ¥ By et

pimey " H108Y P(n)<y
0<lndlI<1//5

Compte tenu de I’hypothese (4-3), le théoréeme de Lebesgue implique donc (4-5). O
Le résultat suivant établit qu’en un certain sens le Théoreme 4.1 est optimal.

Théoréme 4.2. Pour toute fonction & positive telle que lim, 1 £(y) = o0, il
existe une fonction arithmétique g satisfaisant & 3 p ()<, [9(n)|/n < €(y) et un
nombre réel ¥ tels que :

(a) la série V(g; 1) est divergente et P-divergente ;
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(b) le couple (f, g) avec f =1 x g n’est pas ¥-adapté.

Le fait que la majoration (2-7), qui est le P-analogue de (4-2), fournisse la
méme condition taubérienne pour la validité de (Dy) montre que approche du
probleme via la P-sommation n’induit pas de perte systématique. Nous verrons
qu’elle conduit en fait & des résultats nouveaux, non seulement en exploitant le
P-analogue (2-3) de (1-7) — qui est la version duale de (4-2) —, mais aussi en
employant directement (2-7), qui se révele dans certains cas plus pertinent que (4-2).

Le résultat suivant est un exemple d’une telle situation. Nous y établissons que
(log,A) € Dy pour tout nombre réel 9.(7) On peut aisément vérifier qu'avec ce
choix des fonctions f et g 'estimation (4-4) ne permet pas de conclure.®

Théoréme 4.3. Pour tout 9 € R, on a

m™m n

(4-7) i log m sin(2rmd) + i Aln) B(ny) =0

m=1
et les deux séries sont P-réguliéres.

Dans [7], Davenport a prouvé que (4:7) a lieu pour un ensemble de valeurs
de ¥ € T de mesure 1, contenant les rationnels. La validité inconditionnelle de
(4-7) a été annoncée par Segal dans [24] mais sa preuve n'est pas correcte, la
justification de l'interversion dans la formule (4) de [24] étant déficiente. Le résultat
est repris tel quel dans [17]. L’approche de Segal, qu’il met en ceuvre pour les couples
(f,9) = (6, p) et (f,g9) = (log, A), repose sur la représentation intégrale

—c+1i00 s
(4-8) B(z) = —L/ cls)= ds (z>0),
21 J_eCioo s
certainement valable pour ¢ €]0, %[.(9) Cette formule peut étre facilement établie
par déplacement de I'abscisse d’intégration a partir d’'une intégrale de Perron sur
une droite d’abscisse > 1. L’intégrale de (4-8) est semi-convergente mais non
absolument convergente : I’équation fonctionnelle de ¢ et la formule de Stirling

complexe fournissent en effet, pour s = —c + i,

C(s)2* [Tl V(1 + e — ir)eit=(0) 1
49 - {1 0(—)} >1
(49) s iz 2y 12 HaNE (irl>1)

7. Conformément & 'usage, nous désignons par A la fonction de von Mangoldt.
8. En effet,
A A
4(71)19 > Z An) = %logQ—l—o(l).
ney, molizo VYIRS, 20
9. Segal affirme que (4-8) est valable pour 0 < ¢ < 1. L’intégrale de (4-8) ne converge pas
pour % <c<l1
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avec h.(7) 1= Tlog (2nz/|r|) + 7 — 37wsgn(r). Il est & noter que la discontinuité
de B en z = 0 interdit une approximation uniforme de B(z) par troncature de
lintégrale de (4-8). En appliquant (4-8) & z = nt pour n € N* et en sommant sur
n < x, on obtient

1 c+ioco 7
(410 S B =g [ ST S
n<x

’ﬂgCD CcC—100

Un passage a la limite sous le signe d’intégration et l'application de 1’équation
fonctionnelle de ¢ suivi de la formule d’inversion de Mellin fournissent formellement
(f,g9) € Dy lorsque, par exemple, g = u. Cependant, contrairement & ce qui est
annoncé dans [24], la convergence absolue de > g(n)/n**! ne suffit pas a justifier
le procédé puisque I'intégrande du second membre de (4-10) n’est pas dominé par
une fonction intégrable.

Le développement en série de Fourier de logT'(¥) obtenu par Kummer [21]
permet d’exprimer la somme des séries de (4-7) en termes de fonctions classiques.
On a pour tout ¥ € R\ Z

(10)

m™m 7T\/§

SN iy,

ol 7 est la constante d’Euler.

Le Théoreme 4.3 n’est pas transposable au couple (f,g) = (7,1) : ainsi que 'a
remarqué Chowla [6], il existe des réels 9 tels que la série V/(1;9) diverge.(!V) Le
Théoreme 3.5 nous permet de caractériser completement les nombres réels ¥ tels
que (7,1) € Dy.

Théoréeme 4.4. On a
7(m) . B(nv)
(4-11) > —sin(2mmd) + > =0

m21 n=1

pour tout ¥ € Q. Pour ¥ € R~ Q, Ia relation (4-11) est valide si, et seulement si,
la série

log gy,
(412) 3 (-pym 2Bl
= G

converge, ol {¢m }m>1 désigne la suite des dénominateurs des réduites de 1. Lorsque
la série (4-12) diverge, il en va de méme des deux séries de (4-11).

10. Voir Whittaker et Watson [32] §12-31.
11. Un calcul élémentaire permet en effet de montrer que l'on a, pour y > ¢ — 1,
B(n 1
> Bn/a) _ -1 3 ~+001)=-Llogqg+0(1).
n b
ny 1<b<q
Cela permet de construire des irrationnels ¥ pour lesquels la série V(1;9) diverge.
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L’équivalence des convergences de (4-12) et de la premieére série (4-11) n’est pas
nouvelle : elle été établie, avec une méthode totalement différente et sensiblement
plus compliquée, par Wilton [33]. Par ailleurs, Wilton ne considére pas la question
de l'identité (4-11).

Les nombres de Bruno — voir [34] —, qui sont définis par la condition
> (108 dm1)/Gm < o0,
m2=1

satisfont (4-12). Ils constituent donc, en vertu du Théoréme 4.4, des exemples non
triviaux de nombres irrationnels pour lesquels (4-11) a lieu.

On peut, plus généralement, poser la question de la validité de (Dy) lorsque
f = 7% avec a € R. Le Théoreme 1.1 fournit une réponse affirmative pour tout
¥ € R lorsque a < 0. La relation (Dy) a encore lieu lorsque o = 0, autrement
dit f =1 : elle coincide alors avec le développement en série de Fourier (1-2) de
la fonction B. En revanche, pour chaque o > 0, on peut construire des nombres
réels ¥ invalidant (Dy) en imposant la divergence d’une série analogue a (4-12), qui
correspond au cas a = 1.

Les estimations de }_, c 5, ) #(n)B(n?) établies au cours de la preuve du Théo-
reme 2.1 fournissent des cas de validité pour (Dy) fondamentalement distincts de
ceux qui, a 'instar de (4-7), sont déduits des évaluations du Théoreme 2.2.

Théoreme 4.5. Pour tout ¥ € R, on a

(4-13) Z LZLL) sin(2mrmd) — Z M#B(m?) =0

™
m21 n>1

et ces deux séries sont P-régulieres.
De plus, la convergence des deux séries de (4-13) est uniformément bornée.

Comme nous 'avons remarqué dans I'introduction, un argument simple permet
de déduire de ce résultat que (A * h, —(pnlog) * h) € Dy pour tout ¥ € R si la
fonction h satisfait (1-4). Il est & noter que le Théoréme 4.3, qui correspond au cas
h = 1,(12) représente un cas de validité essentiellement différent.

Notre approche est également pertinente lorsque les fonctions f et g sont
multiplicatives. Pour chaque valeur du parametre réel A > 1, nous désignons par F 4
la classe des fonctions arithmétiques multiplicatives f telles que

(4-14) swlfP <A, et S fmP<A%  (teRY).

m<t

Il est clair que F; contient I’ensemble M des fonctions multiplicatives a valeurs
dans le disque unité fermé.

12. On a classiquement A = —(plog) * 1.
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Théoréme 4.6. Soient A > 0, (f,g9) € Fa x F4 un couple de fonctions
arithmétiques satisfaisant (1-3) et 9 € R\ Q. Alors on a (f,g) € Dy dés que
les séries U(f; 1) et V(g;9) sont convergentes.

Soit F% le sous-ensemble de F4 constitué des fonctions multiplicatives f qui,
outre les conditions (4-14), satisfont également &

(4-15) supsup |f(p")|/p™/* < A
p v>2

pour un nombre réel convenable de [0,1[. Le résultat suivant fournit un critere
pratique de validité de (Dy) lorsque f et g sont multiplicatives, g € F% et ¥ € Q.

Théoréme 4.7. Soient ¢ € N*, A >0, g € I et f := g+ 1. On suppose d’une
part que, pour tout caractére y impair*® de module divisant g, on a

(4-16) Pg(A+1)2¢Z%7§O,

v>0

et d’autre part que I'une des trois conditions équivalentes suivantes est réalisée :
(a) la série > 7 g(n)x(n)/n converge pour tout caractére x impair dont le
module divise q ;
(b) Ia série >, g(n)sin(2mwbn/q)/n converge pour tout b € N ;
(c) la série V(g;b/q) = >.°, g(n)B(bn/q)/n converge pour tout b € N.
Alors on a (f,g) € Dy pour tout nombre rationnel ¥ = a/q avec a € Z. De plus,
les séries U(f;a/q) et V(g;a/q) sont P-réguliéres.

Pour z € C, nous désignons par 7, la puissance de convolution d’ordre z de
la fonction 1; autrement dit, 7,(n) est le coefficient générique de la série de
Dirichlet ((s)?. Les Théoremes 4.6 et 4.7 impliquent (7,41,7,) € Dy pour tout
¥ € R lorsque |z| < 1 et |2+ 1| < 1. Une étude spécifique permet de s’affranchir de
la premieére restriction.

Théoréme 4.8. Soit z € C, |z 4 1] < 1. Alors on a, pour tout ¥ € R,

3 T::i(m) sin(2mmd) + ) #B(nﬁ‘) =0.

m>1 n>1

13. On rappelle qu’un caractére impair est caractérisé par la relation x(—1) = —1.
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5. Sur I’absence de phénomeéne de Gibbs

Soit V B, (T) la classe des fonctions F' qui sont 1-périodiques, & variation bornée
sur T = R/Z, et normalisées par F(9) = ${F(J+) + F(J—)} aux points de
discontinuité. Toute fonction F' de VB, (T) est dérivable presque partout et la

décomposition de Radon—Nikodym de la mesure de Stieltjes dF s’écrit
(5-1) dF W) = F'(9)dd + dop(9)

ou la partie singuliere op est également & variation bornée sur T (cf., par
exemple, [23], théoreme 6.10). Pour o > 1, désignons par V B%(T) le sous-espace de
V B, (T) constitué des fonctions F' dont la dérivée pp F’ est dans L*(T). Le résultat
suivant généralise (2-6) aux éléments de V B2 (T) et implique en particulier, pour les
fonctions de cet espace, I’absence de phénomene de Gibbs dans la P-sommation de
Fourier. Dans ce paragraphe, nous notons a,,(F'), b,(F) les coefficients de Fourier
d’une fonction F de L(T), et nous définissons la P-série de Fourier de F par

(5-2) F(;y) :=ao(F) + Z {an(F) cos(2mndd) + by, (F) sin(27nd) }
P(n)<y

pour toute valeur de ¥ ol cela a un sens. C’est en particulier le cas si F' € VB, (T)
puisque |a, (F)|+ |bn(F)| < 1/n, ce qui implique I’absolue convergence de la série
(5-2) pour chaque y > 2.

Théoréeme 5.1. Soient a > 1 et F € VBY(T). II existe une fonction €r(y)

satisfaisant a lim,_,. ep(y) = 0 et telle que 'on ait, uniformément pour ¥ € R et
y =2,

(53)  F(d:y) - F(9) = / {o0s,) — 1} B(v) dop(d — v) + O(cr(y)).

En particulier, on a

(5-4) lim F(9;y) = F(¥) (¥ e
y—o00
et
(5-5) lim sup F(9;y) = sup F(¥9).
Y=o 9eT YeT

Démonstration. Pour toute fonction F' de V B, (T) et tout entier n > 1, on a

an (F) cos(2mnd) + b, (F) sin(2rnd) =2 | cos(2mn(d¢ — v))F(v) dv

sin(27n(¥ — v))

dF(v)

\»4\

=

sin(2mnv) AF (0 — v).

Il
|
—

™n
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Cette quantité étant trivialement < 1/n, on peut sommer pour P(n) < y. On en
déduit que 'on a pour tout y > 2

(5:6) F(9:y) = ao(F) + / B(v;y) dF(0 — v).

Par ailleurs, une simple intégration par parties fournit, dés que F' € VB, (T),
(5-7) F(9) = ao(F) + / B(v)dF (¥ —v).
T
En effectuant la différence de (5-6) et (5-7), nous obtenons

(58)  F(0y) — F(9) = / Va(0;9) AF(0 — v) = Ri(959) + Ra(d;y),

disons, ou R;(¥;y) et Ra(¥;y) désignent les contributions respectives a 'intégrale
précédente des mesures F' (¥ — v)dv et dop(d¥ — v) définies en (5-1).

Soient r := min(2,a), s := r/(r — 1). Alors F’ € L"(T); un résultat classique
(cf., par exemple, [18], theorem 1.4.7) implique donc

T |an (E")| + [bn (F")]

n
n=1

(5-9)

< (Z %)UT(Z{%(F’)IS + Ibn(F’>|S})1/S < o0

n>1

On en déduit que

Ri(0:y) = / V(0 — v y)F'(v) dv

(5-10) " cos(2mnd) — a, (F’) sin(2mn
Ly Y b))~ F)siiaend)
P(n)>y
avec NE(y) = 2,5y {lan(F)| + [bn(F')[}/n = o(1) (y — o0).
L’estimation (2-6) fournit
(511) Ra(0:9) = [ {o(u,,) = 1}B(:) dor (9 = 0) + Or (1/10g).

En reportant (5-10) et (5-11) dans (5-8), nous obtenons bien (5-3), quitte & choisir
er(y) ==nr(y) +1/logy.

Comme {o(uy ,)—1}B(v) tend simplement vers 0 sur T, la relation (5-3) implique
clairement (5-4), en vertu du théoréme de la convergence dominée.
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Montrons maintenant (5-5). On déduit immédiatement de (5-4) que
lim sup F(9;y) = sup F(49).
Yy—00 9 9

Il suffit donc de prouver 'inégalité inverse. Nous pouvons supposer sans perte de
généralité que ag(F') = 0. Posons

Fy(9) = / B()F'(9 — v)dv + / o) B(v) dop (D — v),
de sorte que, par (5~3)Tet (5:7), on a )
Slép\F(ﬁ;y) —Fy(d)=0(1)  (y— o0).
Comme 'application v + o(u; ) B(v) est continue sur T, F,(?) est, pour chaque y,

une fonction continue de 9. Elle atteint donc son maximum en un point J,. Quitte
& extraire une sous-suite, on peut supposer que

lim F,(9,) = limsup F(9,; y) = limsup F(J;y)
Yy 7 Yoy
et que 9, tend vers une limite 9 € T. On peut encore supposer, quitte a changer

F(V) en F(V —v), que ¥Jg = 0.
Soit 0p := op(0+) — or(0—) le saut de oF en 0. Posons

0 siv<O,
H(ﬂ)::{% si =0,
1 sid >0,

de sorte que o := o — dpH est continue en 0. On a pour ¢ € T

(5-12) F,(9) = / B(v)F' (9 —v) dv+/ o(uy ) B(v) dop (¥ —v) +0ro(wy ) B(D).
T T

La premiere intégrale est classiquement une fonction continue de +J. Donc

lim [ B(v)F'(d, —v)dv = /TB(’U)F/(—U) dv.

Yy—o Jr

Comme o(u; ,)B(v) tend simplement vers B(v) sur T avec une convergence
uniforme sur tout compact de T ne contenant pas 0, et comme o est continue
en 0, on a

lim [ o(ul,)B(v) d5p(dy —v) = / B(v) dgr(—v).
y—oeo Jr T
Il suit
F,(0,) < /TB(U)F’(—v)dv—i—/TB(v)d&F(—v)—1— L5x] + o(1).
Or, il découle de (5-12) que
max{F(04), F(0—)} = /TB(U)F'(—U) dv+/TB(u)daF(—v)+ L],

On en déduit que Fy(9,) < supy F(9) + o(1). Cela acheve la preuve de (5-5). O
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6. Sommes d’exponentielles

6-1. Préliminaires

Avec la notation (3-3) pour ’ensemble S(z,y), nous posons

(6-1) Ey(z,y;9) := Z g(n)e(dn), Zg(z,y;9) := Z g(n) sin(2min).
neS(x,y) nes(x,y)

Lorsque g = 1, nous omettons I'indice, soit

La quantité
U(z,y) = |S(z,y)]

constitue la borne triviale de référence pour les quantités (6-1) lorsque |g| < 1.
Nous aurons souvent l'occasion d’utiliser le résultat uniforme suivant, établi dans
[31] (exercice corrigé I11.5.6).

Lemme 6.1. On a
(6-2) U(z,y) < zu®+ a2/t < ze /? (r>2, y>2).

Nos estimations pour les quantités (6-1) sont génériquement exprimées en fonc-
tion des bonnes approximations rationnelles de 1}, dont les dénominateurs sont
définis en (2-1). Nous aurons ultérieurement ’occasion d’exploiter la minoration
suivante de g(m¥; Q) (m > 1).

Lemme 6.2. Soient ¥ € R, Q € N*, m € N*, ¢ := ¢(9;Q), gm = q(m¥;2Q).

Alors I'une au moins des deux relations suivantes a lieu :

(i) am =q/(g;m); (i) gm = Q/(2m).
Démonstration. 1l existe des entiers a et a,, avec (a,q) = (am,qm) = 1, tels que
[0 —a/ql <1/(qQ), ImV — am/qm| < 1/(2qm@Q), et donc

‘a Ay, 1{1+ 1 }
¢ mgn! - Qlq  2mgyJ

Sia/q = am/(Mmqm), alors an/¢m = {am/(m,q)}/{q/(m,q)} et, puisque les deux
membres de cette derniere égalité sont des fractions irréductibles, ¢, = q/(m,q).
Sinon,

1 < 1 {1 n 1 }
qmdgm = Qg 2mgm ’
d’ou %Q <Q - %q < mgm, et done ¢, = Q/(2m). O

Nous aurons également 1'usage du classique résultat d’approximation suivant,
dont nous rappelons la démonstration pour la commodité du lecteur.
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Lemme 6.3. Soient 9 € R, a € Z, ¢ > 1, (a,q) = 1,9 = a/q+ B, |3| < 1/¢%,
teN,0<v<q—1.1ya au plus six valeurs de r € N, 0 < r < q telles que I'on
ait

[9(tq + )l €]v/q, (v +1)/q].

Démonstration. Pour chaque ¢, nous avons |[9(tq + r)|| = ||| avec a, :=
ra/q+rp + tqB. Lorsque 0 < r # s < g, et si {a,) — % et (o) — % ont le méme
signe, nous pouvons écrire |[|os|| — [lanll| = [los — ar || > |I(s = r)a/ql| — 1/q. Wy
a donc au plus six valeurs de 7, 0 < r < g, telles que «, appartienne a l'intervalle
Jv/q, (v+1)/q] modulo 1. O

Nous rappelons enfin certaines propriétés connues du développement en fraction
continue des nombres irrationnels. Rappelons la définition (2-1). Pour chaque
¥ € R\ Q, I'ensemble des entiers de la forme ¢(¢; Q) (Q > 1) coincide avec celui
des dénominateurs des réduites de ¢ — cf., par exemple, [19], théorémes 16 et 17.
Notant {gm}>°_; = {gm(9)}5_; la suite des dénominateurs des réduites de ¥, on
aqgo=1cet

qm = min{q : ||gV]| < |lgm—19||} (m=>1).

La croissance de la suite des ¢, est au moins exponentielle. On a par exemple
dm+2 2 dm+1 + dm 2 QQm
Désignant par a,, /g, la m-ieme réduite de ¢ € R \ Q, nous posons

Em =0 — Qm/Gm.

La quantité (—1)™e,, est de signe constant. On a

1 1

—  <lem| < ——— m>1),
Gm (@41 + Gm) el dmdm+1 (m>1)
d’out
1
lem| = ———— (m=>=1).
Amdm+1
Soient B une constante positive et Q, := z/(logz)? (z > 2). L’ensemble des

nombres réels z tels que ¢(¥; Q) = ¢m est Uintervalle défini par les conditions
Gm < Quz < ¢m+1 ; nous le notons [£,,, {m41[- Nous utiliserons les relations

lo B lo B
(6'3) Em < Qm(log Qm)Ba |5m| Em =< (qu’ |€m| Emy1 < M

m+1 m
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6-2. Estimations de E(x,y;9) et Z(x,y; V)

Dans la suite de ce travail, nous utilisons systématiquement les notations
(6-4) Y = e\/@7 Yy = ylos2Y.
Lemme 6.4. Il existe des constantes positives ¢y et cy telles que, pour tous x > 2,
y = 2,9 € R vérifiant ||9]|x < Y, on ait
(6-5) Z(x,y;9) = o(u)Z(z, z;9) + O(Ra(z, ;7))
avec

log(u + 1) log(1 + 22||9[|?) x

(6 6) Rl(x7y7’l9) (xvy) logy $|\19|| Yo

Démonstration. Nous pouvons nous restreindre au cas x > y car le résultat est
trivialement vérifié dans la circonstance opposée. Nous supposons également, quitte
a changer ¥ en —9, que ¥ = ||¥|.

Il est établi au §2 de [4] que l'on a, sous les conditions de 1’énoncé,

log(u+ 1) log(1+z|¥|) =
E ;9) = E ;0 v .
Cela implique bien (6-6) si ||¢]| > 1/z. Il nous suffit donc d’établir I’estimation

I 1
szwn + 2
logy Ye:

(6:7) Z(z,y;9) — o(u) Z(z,7;9) < ¥(z,y)

lorsque ||9|| < 1/=.
Le membre de gauche de (6-7) est trivialement

L W(x,y) 4+ zo(u) < zu™" + /4,

ou la derniere estimation résulte de (6-2). Cette majoration étant < z/Y lorsque
logx > (log y)3/ 2 nous pouvons supposer dans la suite que

(6-8) y < o < exp{(logy)*/?}.
D’apres de Bruijn [5], on a dans ce domaine
W(w,y) = Az,y) + O(¥(x,)/Y>?)

o [T otu— o)) @tz
A(z+,y) (x € 7).

A(z,y) ==
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11 vient
Z(z,y;9) — o(u)Z(z, x;9)
(6:9) = / sin(2w0t) d{A(t, y) — [tlo(u)} + O(z/Y ).
z/Y°2

Il est nécessaire d’évaluer la mesure figurant au membre de droite. On a, pour y
fixé, I’égalité entre mesures en t :

(6-10) dA(t,y) = At y) de + ¢ d([t]/t)

avec
A(t,y) 1 o
t logy Jo_

ou 'on a employé la notation (2-5). On peut aisément établir ’estimation

)‘(ta y) =

o' (uey —v)d([y*1/y"),

Atsy) = ofuny) + O LU B0 DY (> (1og )

Nous omettons les détails qui sont semblables a ceux de la preuve du théoreme 3
de [14]. Compte tenu de la majoration

o(u —v) < ow){ulog(l +u)}’  (0<v<1)

qui résulte du corollaire I11.5.8.4 de [29], cela implique

Q(u) 1Og(u + 1)) (.CC/YC2 <t < .T)

(6'11) )\(t, y) = Q(Ut,y> + O( logy

dans le domaine (6-8).
11 découle de (6-10) que

(6-12) d{A(t,y) — [tlo(u) } = Ai(t,y) dt + {o(u) — 1} d(t)
At y) == At y) — o(u) + () /t.

Cette derniére quantité peut étre évaluée grace a (6-11). On a, dans le domaine (6-8),

(u)log(u + 1){log(x/t) + 1}
logy

Reportons (6-12) dans (6-9) en tenant compte de (6-13). La contribution de
la mesure d(t) est nulle. Estimons celle de la mesure absolument continue en
employant la borne triviale |sin(279t)| < ||¥]|z. Nous obtenons bien I’estimation
requise (6-7). O

(6-13) M(ty) < 2 (x/Y* <t<z).

Le résultat suivant, qui fait I’objet du corollaire 3 de [2], nous permet de traiter
le cas des grandes valeurs de ¢(¢; Q).
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Lemme 6.5. On a uniformément pourx >y >2, R> 1,9 € R, q(¢;xz/R) > R,
|E(z,y; 9)| < x(log aj)4{R—1/4 n e—\/@}
|Ey(z,y; 9)| < z(log aj)4{R—1/4 + e_\/@}_

Nous traitons finalement le cas des petites valeurs de ¢(¥; Q). Nous introduisons

les notations
a(q) :==5/(6 4 logq),

. logg 2, (Y@
Toly) = o log(u+ 1)+ (1)
2w(a) 1o
Ry(z,y) == W(z,y) B Jy(a,y).

©(q)logy

Lemme 6.6. Soit A > 0. On a uniformément pour ¥ € R, z > y > 2,
Qo = x/(logz)* 16 ¢ .= q(9;Q.) > 2, a € Z, (a,q) = 1, g0 — a] < 1/Qy,
19‘1 =7 - a/qa

oA i) = _stoggi fof‘;uy) {smng)} " O(Rq(x,w - (l_ogxx)A_> .

Démonstration. L’estimation (6-14) peut étre établie par des calculs tres voisins de
ceux qui sont menés dans les preuves des théorémes 1 et 2 de [2], aussi nous nous
bornons a indiquer les étapes essentielles de la déduction.

Posons
_ 1§ ple/(n:9) NPTE o= ) dS,") (z ¢ N
Salt) = n%:t o(q/(n,q))’ Val@:9): Vq{@fj‘;’y) (e € N°).

Le point (ii) du théoréme 1 de [2] fournit une évaluation de V,(z,y) lorsque u
n’est pas trop proche d’un entier par exces. La démonstration fournit en fait% le
résultat suivant, que par souci de concision, nous énongons seulement dans le cas
k = 1 de la forme originale : il existe des constantes positives kg, k1 telles que, pour
x> 3, exp{ro(logy1)?} <y <, 2< g <Y, on ait

A(q)o' (u)

(615) Valo:w) = =2 ogy

Nous sommes maintenant en position de décrire sommairement la preuve

de (6-14).

14. Voir les calculs de la p. 59 de [2].
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Nous observons d’abord que la majoration (6-2) nous permet, compte tenu de la
présence du terme z/(logx)? dans le terme résiduel de (6-14), de limiter 1’étude
au domaine

(6-16) 2<y<x <Y =yl

Lorsque cette condition n’est pas réalisée, (6-14) est impliquée par l’estimation
triviale Z(z,y;9) < ¥(z,y). Au vu du Lemme 6.5, nous pouvons également
supposer que

(6-17) 2 < g < (log z)*4+16,

Si ¥4 =0, le théoreme 1 de [2] implique

B(,yi0/) = Va(eo) +O( o)
d’ou, puisque Vg (z,y) est réel,
Z(x,y;a/q) = Sm E(z,y;a/q) < x/(logz)™.
Nous nous plagons dorénavant dans ’hypothese 9, # 0. Posons
x1 = max (x/(logx)A, y).

Alors on a sous les conditions (6-16) et (6-17)
(6-18) E(21,y;9) < z/(logz)?.

En effet, cette estimation est triviale si y < z/(logz)? et, dans le cas contraire,
elle résulte immédiatement de la majoration

E(y,y;9) < 1/||9] € 2¢ < (logz)4A+16'

Nous déduisons de (6-18) que

(6:19) E(z,y;9) = /T e(dgt) dE(t, y;a/q) + O(z/(log x)™).

1

Posons
vg(t,y) = Vo(t,y)/t.

Avec des calculs essentiellement identiques & ceux du paragraphe 2.5 de [2] et
reposant sur I’évaluation de E(t,y; ) obtenue au théoreme 1 de ce méme travail,
nous pouvons déduire de (6-19) que l'on a

E(z,y;9) = /m e(Ugt)vg(t,y) dt + O(Rq(x, y) + x/(log x)A).

Z1
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La fonction vy (¢, y) est réelle. En égalant les parties imaginaires des deux membres,
nous obtenons

Z(x,y;9) = /x sin(2mdt)vg(t, y) dt + O(Rq(x7 y) + 2/(log x)A)

Z1

_L@) xsjn T "(u xr x/(lo ;I;A
- @(Q)logyél (2m04t) 0’ (ur,y) dt + O(Ry(z,y) + z/(log z)*),

ou le terme d’erreur issu de celui de (6-15) a été traité en majorant trivialement
|sin(2md4t)| par 1 et en utilisant ’estimation du lemme 4.1 de [14] :

| etu= 0y do < ofw)/ gy,
0

valable pour y > 2, 0 < u < /y. Une intégration par parties permet maintenant
d’écrire

/z z0 (u){1 — cos(2mqx}

sin(2my )0 () dt — P
- /I {eos@mdyt) — 130" (ury) 4, . (L)
. 2m,tlogy (log x)4

(u){log(u +1)}? x
log y T Qoga) ™

T
<<Q

ol 'on a utilisé les majorations
0" (ury) < o(u){log(u+1)}*  (¢/(loga)* <t <),
{1 = cos(2m, t)}/2mY, < t (t € R).

Cela implique bien l'estimation requise (6-14). O

6-3. Estimations de E;_(x,y; V) et Z-_(x,y; )

Nous conservons les notations du paragraphe 6.1. La fonction 7, est définie a la
fin du paragraphe 4. Nous utiliserons & plusieurs reprises dans la suite les inégalités

(6-20) |7.(m)| < 7. (m) < 7a(m) (2l < k<A, m=1).

Les deux lemmes suivants fournissent des majorations de F._ (x,y;9) en fonction
des approximations rationnelles de 9.

Lemme 6.7. Soit £ > 1. Sous les conditions z € C, |z] < kK, x > 2, ¢ € N,
1<q<z,a€Z, (a,q)=1,|9—a/q <1/¢* on a

R v logq 1/4
(6-21) E. (z,2;9) <, z(logz)*t" /2{87 + (%) +eV logx}.
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Remarque. Nous n’avons pas cherché & optimiser la puissance de logz dans (6-21).
Démonstration. Nous utilisons la méthode de [8], qui correspond au cas de la

fonction de Mobius, c’est-a-dire z = —1. Posons y := min {62\/10“, «/:c/q}. La
contribution & E._(z,x;9) des entiers n tels que P(n) < y est

« Y nm< {w,y) me?}m

(6:22) neS(oy) =
< mu7“/2 (log J;) (x*=1)/2 < xe*Q\ /log x

ou l'on a fait appel a (6-2).(15) Décomposons les entiers n restants sous la forme
n = mp avec p = P(n) > y. Nous obtenons

E(w,z9)= Y. m(mp)e(@mp) +O(we Vi)

mp<e
p2P(m), p>y

= T1 + T2 + T3 + 0(33672 v loga:)’

ou 11, Ty, T correspondent respectivement aux conditions supplémentaires m < vy,
m>yetptm, m>yetp|m.
Nous avons

7=z Z T, (m) Z e(¥mp)

(623) m<y y<p<z/m
' 4/5 z
log )3 ’ z ( x ) [dm
< (log x) m§<y7' (m){m i + - + e

ot l'on a posé ¢, := q/(q,m) et ot la somme en p a été estimée selon la majoration
de Vaughan — cf., par exemple, Davenport [9], chapitre 25. La fonction 7,; est sous-
multiplicative lorsque x > 1. On peut donc écrire
Z Tr(m)y/(m, q) < Z 7 (d) Z 7(n)
~X
m<y mn dlq vd "

. K Kk(kt1)
< (logy) g(lJrﬁJer )

< (log x)"/ eV,

n<y/d

Par ailleurs, on déduit de l'estimation classique de la fonction sommatoire de 7,(n)
(cf., par exemple, [29], chap.IL.5) que 'on a

1—0o

> ;’fb(m) <o y7(logy)"t  (0<o <)

my

15. Voir Smida [25], [26], pour des estimations précises de 3, c g5 ) Tw(n)-
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En reportant ces majorations dans (6-23), nous obtenons

4/ lo
(6-24) T1 <, z(log x)3+“/2{ oV ! + (2) i +eV logm}.
Va z
Pour majorer 75, nous utilisons une technique classique due & Vinogradov. En
intervertissant les sommations et en scindant la sommation en p en intervalles
dyadiques, nous obtenons

(6-25) T, < Y W(2y),

0<j<J

W (P) := > > r(m)e(Wmp)

P<p<min(2P,z/y) y;(mfr/p
m)<
(6-26) P
< Z Z T, (m)e(¥9mk)|,
P<k<min(2P,z/y) | y<m<x/k
P(m)<k

ol nous avons étendu la somme en p a tous les entiers £k du méme intervalle. Pour
chaque P, y < P < z/y, 'inégalité de Cauchy-Schwarz fournit

W(P2<P Y > m(mn)e(kd(n —m))
P<k<2P y<m,n<z/k
P(mn)<k

=P Z 7.(mn) Z e(kd(n —m))
(627) y<m,n<z/P max(P,P(mn))<k<min(2P, z/m, z/n)
<P Z T (mn) min (P, 1/[9(n — m)||)
1<m,n<Lz/P
< P Z min (P, 1/[|9h]|) Z Te(m(m — h)).
0<h<z/P h+1<m<z/P
Une seconde application de 'inégalité de Cauchy-Schwarz nous permet d’écrire
(6-28) Z To(m(m —h)) < Z To(m)? < %(bg x)”z_l.
h+1<m<z/P 1<m<z/P

Pour estimer la somme en h de (6-27), nous écrivons ¥ = a/q+ 3 avec |3 < 1/q>
et h =tq+r avec 0 < r < q. Le Lemme 6.3 implique

> min(P/vR)) < > Y min(P1/[ar/ql)
0<h<a/P 0<t<z/Pq0<r<q
< (1+z/Pq)(P + qlogq)

P qg 1 1 1 ¢ 1
<<9L‘10gac(——|——+—+—) < xlogx(——i———i——).
x x q P y x q
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En reportant cette estimation et (6-28) dans (6-27), nous obtenons

1\ 1/2
a ) (y< P<aly),

2,5(1
6-29 W(P) < z(logz)™ /?(= + = + =
(6:29) (P) < afloga)™ /(4 T+

ce qui fournit, par insertion dans (6-25), la majoration

(6-:30) Ty < x(logx)lJf”?/Q{\ja + (%)” "o

Pour évaluer T5, nous nous contentons d’une majoration triviale de l’expo-
nentielle :

1 k—1
(6-31) T3<<Z Z To(m) < z(logz)"~ 1Zl/ <<%

P>y m<x/p? P>y
En regroupant (6-24), (6-30) et (6-31), nous obtenons bien (6-21). O

Lemme 6.8. Soit k > 1. On a uniformément pour z € C, |z| < K, z 2 y > 2
R>1,9€R, q(¥;2/R) > R,

7

(6-32) By (z,y:9) < a(loga)< {7/ 4 e~ Viwr |,

Démonstration. Nous pouvons manifestement supposer R < e?VI°8% et au vu
de (6-2) et (6 22), y > R2. La proposition 1 de [2] appliquée avec f = .,
A% = (log x)® ~1, implique sous les hypotheses effectuées

2 1
6-33 E, (z,y;9) < z(logz)~ +1/2 \/Q+_+C\/logr .
(6-33) . (z,y;9) < a(logr) -

Par ailleurs, la proposition 2 de [2], appliquée avec f = 7., a1 = Kk, ag = 0, fournit,
sous I'hypothese supplémentaire y > x/ VR,

(6-34) E. (z,y;0) < |E. (z,2;9)| + 2(log z)* T3 R™Y/4,
La relation (6-33) implique Pestimation annoncée (6-32) si y < z/v/R. Dans le

cas contraire, nous reportons la majoration (6-21) pour |E._(x,z;9)| dans (6-34) ;
cela fournit encore (6-32). O
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Lemme 6.9. Soit k > 1. On a uniformément pour 9 € R, 2z € C, |2| < k, y > 2,
R>1etq(V;y/R) > R,

7,(n) (log y)”2+5 L floza
(635) E Te(ﬁn) < W +e 2 &Y,
P(n)<y
n>y

En particulier, si q(0;y/(logy)**+21) > (logy)*<° 2, on a
Ur.(5y) =0(1)  (y— o0).

Démonstration. 1l suffit d’intégrer par parties I'estimation (6-32) en utilisant la
majoration triviale issue de (6-22) pour x > Y;. Nous omettons les détails. O

Lorsque 9 est un nombre rationnel a « petit » dénominateur, nous pouvons donner
un développement asymptotique pour E;_(z,z;9).

Pour g e N*, 2 € C, s = o +ir, 0 > 1 —¢/(1+1log™ |7]), avec ¢ assez petite, nous
posons

S)s — 8 (v (15—
(6-36) Gqls, 2) ;:M H(l_p-S)z{Z Z(pg: ) 7(p Lp 1}’

1 1-1
1 pila o P /P

ou le logarithme complexe est pris en détermination principale.

Lemme 6.10. Soient A > 0, k > 1 et J € N. On a, uniformément pour x > 2,
€N, 1<g< (loga)?, a€Z, (a,q) =1, 2€C, || <r,

J

rozala) = Zlogz) 1 Aj(z,q) Trt1(q)(log 2¢) 72
(©37)  Er.(2.5i0/0) = 2 (log) {;(logx)jJrO( o2 )1,
avec

(639 X(50)i= 1o (1) o rea(a)og20 (0 << )

Démonstration. Une variante de ces résultats est établie au lemme 4 de [12] pour
la fonction n +— 2™ & la place de n +— 7 (n). La technique employée dans [12] est
encore valable ici, moyennant quelques modifications contingentes que nous nous
contentons de décrire brievement.

Posons -
(an/q)

F(s,z,a/q) = ZTz(n)e s

n=1

(o0 >1).

En classant les entiers n selon leurs résidus modulo ¢ et en introduisant les
caracteres de Dirichlet pour repérer les entiers en progressions arithmétiques, on
obtient ’identité

F(s,z,a/q) = Fi(s,z,q) + Fa(s, z,a/q)
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avec

(5,2,q) Z % T:L : Z Tz(nq/m)xmm(n)’

Fy(s,z,a/q) = Z c,o(nT:L—S)(]S ; G (%) x(a) Z M7
! xmodm "

ol xo,m est le caractére principal modulo m et G,,(x) désigne génériquement la
somme de Gauss associée a un caractere xy de module m.
On a

(6-39) (s,2,q) Z & Z (g/m, s, z)

mIq

avec, pour m|q, u(m) # 0, et en posant r := q/m,

a

T.(TNn n T, b b
To(r,s,2) = Z W (s, X0,q) H Z 2 ;(ai(bOm(P )

nzl pe H7 b=>0
v—1
=((s)* H(l —p °)* H Z 7= bs H %
pla p¥llg ptm b>v plaplm P
— () (1 - 9" M(q; )My ),

plg

ol ¢ — M(q;s) et m — M,(m;s) sont des fonctions multiplicatives satisfaisant &

)= Z Tz (pf)p—Zs’

L>v
My(p;s) = 7.(p" ")p~ "D /M(p*is)  (p”la).
En reportant dans (6-39), il suit

Fi(s,z,q) = () [T —p7) Mg ) T] {1 - %}

plg p”llq

Tz(py_l)p_(y_l)s} _ Gy(s,2)

o TL0 e - T Gule)

p”llq

La série Fy s’exprime comme combinaison linéaire de puissances L(s, x)* ou x est
un caractere non principal de module divisant ¢. Elle possede donc un prolongement
analytique & une région du plan complexe débordant dans le demi-plan o < 1. On
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obtient (6-37) en employant la méthode de Selberg-Delange (cf. [29] chap.IL.5).
La majoration (6-38) résulte de l'inégalité de Cauchy pour un cercle de centre 1
et de rayon 1/log2¢q. Nous ne détaillons pas les calculs, mais nous mentionnons la
majoration

(6-40) Gy(s,2) < 14+1(q) log 2g (Is — 1] < 1/1og2q).

O

Nous déduisons maintenant de ce qui précede une estimation de Z,_(z,z;9) en
fonction des approximations rationnelles de .

Lemme 6.11. Soiente >0,k > 1, A > 0et B > 4A+4k>+12. On a uniformément
pourd €R, 2 €C, 2| <k, 2 >2,Q=Q, :=x2/(logx)?, ¢ =q(¥;Q.), (a,q) = 1,
gV —al < 1/Qy, Vg :=0 —a/qg#0,

z(log z)* {sinQ(m?qx))\o(z, ). o <qf log(1 + ﬁg:ﬂ)) }

T Yy logx

Z: (z,2;9) =

z

(6-41) q .,
+ O(W).

Démonstration. Le Lemme 6.8 nous permet de supposer que I'on a ¢ < (logz)® :
dans le cas contraire, E,_(z,z;9), et donc Z,_ (z,x;3), est majoré par le terme
d’erreur de (6-41), qui domine alors le terme principal.

On a

x

(6-42) By (z,2;0) — Er.(Vr, Va;9) = /fe(ﬁqt) dE(t, t;a/q).

x

Notons R(t;a/q) le terme d’erreur de la formule (6-37) pour J = [B] + 1. Une
intégration par parties permet d’écrire

/ " e(9,t) dR(E: a/q)

x

(643) < |R(w:0/a)| + [R(VE ofa) | +104] | " | R(usa/g)| du
vz
< log)A”

De (6-42), (6-43) et (6-37), on déduit donc que

T

J x
Z, (x,2;0) = A(2:9) / sin(2m,t) d{t(log t)* 17} + o( )
=0

¢ Juz (log )4
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Admettant momentanément 1’évaluation
xr

sin(2m0,t) d{t(logt)*>~'~7}

( sin? log(1 + 9222
= x(log:v)z_l_J{Sm (m0,2) +O( ogl + Uy )>},

T Yqxlogx

(6-44)

nous sommes en mesure de conclure grace aux majorations (6-38).
Il reste & prouver (6-44). Cette estimation est une conséquence immédiate de la
formule

v w w [ sin® (m9) log(1 + ¥?2?)
(6-45) /\/5 sin(2mdt) (logt)™ dt = z(log x) {W +0 (W) },

valable pour chaque w € C fixé et uniformément pour z > 2, ¥ € R*. Pour établir
(6-45), nous effectuons d’abord une intégration par parties pour écrire le membre
de gauche sous la forme

2 T
[(log By sin (gﬁt)}
T vz

et nous notons que la majoration

/ sin? (m9t) — / (sin U)Z—U < log(1 + 9?2?)
Nz t 0 v

permet d’estimer convenablement 'intégrale. Il reste & observer, en comparant |¢|
al/xetal/y/rzlogx, que
-2 2,.2
) log(1+ 9
sin®(m ﬁ)<<min< 7|19|> og(1+ m)
9 |9 Jlogx

dt

3 /I sin?(m0t) (logt)“~!
v N i 4

7. P-convergence de V (u;9) : preuve du Théoréme 2.1
7-1. Estimation de W, (x,y;19)
Etant donnée une fonction arithmétique f,nous posons pour z > 2, y > 2,9 € R,
(7:1) Wi(z,y:9) = Y f(n
neS(z,y)
Pour chaque ¢ €]0, 1], nous notons encore
L.(v):= ollog 20)2(1=)/° (v=>=1),
et

(7:2) K.(z,y) = — :

logy " Le(x/y)
Notre preuve de I'estimation (2-3) du Théoréme 2.1 repose sur le résultat suivant.
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Proposition 7.1. Soit A > 0. On a uniformément sous les conditions x > y > 2,
Q :=x/(logz)**, ¥ € R, ¢ = q(8;Q),

qr(q)* K. (x,y) x
©(q)?logy (log )2

(7-3) Wy(z,y;9) < ¥(z,y)

En fait, une estimation sensiblement plus précise que (7-3) pourrait étre obtenue
en utilisant notamment les résultats de [2]. Nous nous sommes cantonnés & 1’énoncé
le plus simple qui permet de déduire le Théoreme 2.1.

Nous dégageons les ingrédients essentiels nécessaires & la preuve de (7-3) sous
forme de cinq lemmes. Le premier, qui repose sur un argument bien connu, permet
de disposer du cas ou 1 possede une bonne approximation rationnelle avec un
«grand» dénominateur. En vue d’applications ultérieures, dont certaines sont
d’ailleurs développées le présent travail, nous donnons une formulation plus générale
que nécessaire pour prouver (7-3). On pourrait en fait étendre encore davantage la
généralité en remplacant dans ’énoncé la fonction 7, par une fonction quelconque
de £!(N*) satisfaisant une majoration de type (6-32).

Lemme 7.2. Soient k > 1 et R > 1. Si q¢(¥;2/R) > R, on a uniformément pour
r2y222€C, |z|<k JER,

(7-4) W (z,y;9) < z(log x)”2+35(R, x),

z

ot I'on a posé e(R,z) := R™Y/% + e~z Vg,

Démonstration. Le principe de la preuve consiste a approcher B(¥) par une série
de Fourier absolument convergente et a appliquer I’estimation du Lemme 6.8 pour
Er (z,y;9).

Soit 6 un parametre positif que nous choisirons ultérieurement. Nous approchons
B(¥) par

e (B si [[9]| > 34,
bs () := 6/6/23(19'“) du = { () — (9)/5 i ||| < L6.

On note que b est 1-périodique, continue et impaire. Posons
X +
b3(9) = |B(9) — bs(9)| = 5(1 - 2[9]|/3) ",

de sorte que

(7-5) We(z,y:9) = > Tz(n)bg(nﬁ)JrO( > Tﬁ(n)bz(nﬁ)>,

neS(z,y) neS(z,y)
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ou l'on a utilisé la majoration |7,(n)| < 7x(n) (n = 1). On a les développements en
séries de Fourier

bs () = Z bs,m sin(2rmd), b5 (¥) = Z as,m cos(2mrmd),
m=1 m=0
avec
bs = _sin(mm) (m>1),
(7-6) ’ m2m20
Ly psemij
as,0 ‘= 29 asgm = 772’/’77,2(5 m =z .

En particulier

1
: — = 1), — 2 0),
(7-7) |bs.m | < T om) (m=>=1) las,m| < TRy (m > 0)
d’otl
(78) Y lasm| <1, > (bsm| + lasm|) < 1/(6M) (M > 1).
m>0 m>M

Nous choisissons M = R/5 et imposons RJ > 1. Une interversion de sommations
permet d’écrire

Z Tz(n>b5(n’l9) = Z bs,mZr. (Ivy;mﬁ)
(79) neSs(z,y) m=1

= Z bs,mZr, (x,y;m0) + O(%(logm)“*).

m<M

Nous pouvons supposer sans perte de généralité que 3R® < 2. Posons Q := z/R.
Le Lemme 6.2 implique

q(m3;2Q) = q(¥;Q)/2m > R/2m (1<m<M).

Il vient grace au Lemme 6.8

S bom e (o yimd) < allogz* 3 bl { ()" 4 e VE

m<M m<M
(log )3+ ( 1 1 (log z) 4+
<zt + 0> ) fao—
1/4 3/4 7/4 /
R / m<1/6 m / 1/5<m<M om / e log x

2 1 —1\/logx
< 1’(10g.’£)3+n (W—’_e 2 log )
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Nous déduisons donc que

K2 1 1 ogx
(7-10) Z 7.(n)bs(n?¥) < z(logx)** (W 4+ e zVlog )
nes(z,y)

Notant K-, (z,y;9) 1= 3_,,c5(s.y) €0S(2mnd), nous avons de méme

Z ()b (nY) Z as.m K7, (x,y;md)
m=0

nes(z,y)
(7-11) Z asm K-, xy,mﬁ)—i—O( (10gw)"‘_1{5+1/(R6)})
1<m<M
2 1 —1/logz K—
< z(logz)3T" (W +e 2Vl )+x(logm) s

ol 'on a utilisé I'inégalité Ré > 1
Reportons (7-10) et (7-11) dans (7-5) pour le choix § := R~/%. Nous obtenons
bien (7-4). O

Les deux lemmes suivants sont dévolus a mettre en place des outils généraux pour
estimer Wy (x, z; ). Nous en déduirons ensuite la majoration requise en choisissant
f = IU’IS(oo,y)

Notre approche s’applique aux fonctions arithmétiques qui sont bien réparties
dans les progressions arithmétiques de « petit » module. Nous formalisons la notion
sous-jacente dans la définition suivante.

Définition 7.3. On dit qu’une fonction arithmétique f est de type Siegel-Walfisz
fort, et I'on note f € SWT, si I'une des deux conditions équivalentes suivantes est
satisfaite :

(i) pour tout A > 0 fixé, et uniformément pour r € N*, m € N* ¢ € N*
(¢,m)=1, on a

(7-12) ng:/r f(rn) = m ngl;/r f(rn —i—O(m).
n=c (mod m) (n,m)=1

BS)

(ii) pour tout A > 0 fixé, et uniformément pour q € N*, a € Z, on a

(7-13) Yoo fn)= () > fqn/m)+0<(logx))

n<w pim n<mz/q
n=a (mod q) (n,m)=1

ott I'on a posé m := q/(q,a).

L’équivalence entre ces deux assertions résulte d’'un simple changement de
variable dans les sommations. Des notions analogues ont été utilisées dans de
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nombreux travaux. Ainsi, par exemple, les fonctions de type Siegel-Walfisz fort
satisfont & la condition (i) du théoreme 1 de [13].

Nous montrons aux Lemmes 7.6 et 13.5 que les fonctions 1g(,,)p et 7. sont
de type Siegel-Walfisz fort, les constantes impliquées dans (7-12) et (7-13) étant
uniformes en y et localement uniformes en z.

Lorsque (a,q) =1 et m | ¢, la quantité

(7-14) ymib/g) = Y B( )

1<ds<m
(d,m)=1

est clairement indépendante de a. L’énoncé suivant fournit une majoration.

Lemme 7.4. Soient ¢ € N*, m | q. On a

(7-15) sup Iy(m;b/q)| < T(m) + 3.
€

Démonstration. On ne réduit pas la généralité en supposant 0 < b < g et, ainsi que
nous l'avons remarqué, ¢ = 1. On note également que v(m;0) = 0 en vertu de la
symétrie autour de m/2 des entiers premiers & m. On a

B(i+é):B(£>+éfX<i+9) o X(v):= siv=1,

{O si0<wv<l,
sil<wv<2.

1
2
1
Il s’ensuit que

Iy (ms;b/q)| = |y(m;b/q) — v(m;0)] < 1|+ 1,

b

—p(m) — >

a m(1-b/q)<d<m
(dym)=1

ou le terme % dans le membre de droite prend en compte I’éventualité d/m+b/q = 1.
Le changement de variable d — m — d permet de récrire la somme en d sous la
forme

S o= Y% u(c%Zﬂ(c)m}‘W‘Z“(C)<$>’

d<bm/q d<bm/q c|(d,m) clm clm
(d,m)=1

ol nous avons utilisé la formule p(m)/m = 3", pu(c)/c. Cela implique bien (7-15).
O
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L’énoncé du lemme suivant nécessite quelques notations. Lorsque ¥ € R\ Q et
b > 0, nous posons z; := min(z, b/||gY||) et introduisons, étant donnée une fonction
arithmétique f, les sommes

R T EI DI (O] (inas }

Ty <NKTp41 q
@) _ @)y b
7.16) T2 = TP (@9) = Y f(n)(m?q—g),
Tp<NEThy1
LY =T (@)= Y. f).
Tp<NEThy1

an=—b (mod q)

Lemme 7.5. Soient A, B > 0. On a uniformément pour f € SW, 9 c R\ Q,
x> 2 Q= Q= z/(logz)? ¢ = ¢(9;Q,) < (log)?, a € Z, (a,9) = 1,
gV —al <1/Qy, ¥y :=10 —a/q >0,

(7-17) Wi(z,z;0) = > T+ 0((logz)’Ny(z))
0<b<z||gd ||

ott Ny(x) := maxngq [f(n)] et
(7-18) Ty=1," + 1,” = 31,7

De plus, on a sous les mémes conditions, et uniformément pour 0 < b < x||q¥||,

) :Zv(m;b/q) 3 f(%) +0((10g5)3+,4>a

m|q go(m) zym/q<l<xTp41m/q
Lom)=1
(7-19) . (tm) y i
(3)
Bt S %) ot
D)y o<ictmninsa O (log z)
(6,d)=1

ot1 I'on a noté d = q/(b, q) et ot les constantes implicites ne dépendent que de celles
de (7-12) et (7-13).

Remargue. Puisque z||q¥|| < (logz)?, la contribution & (7-17) des termes d’erreur
de (7-19) est toujours < z/(log z)4.

Démonstration. Soit T, la sous-somme de Wy (x, z;9) correspondant & la condition
supplémentaire xz, < n < xpy;. Lorsque n est compté dans 7}, on a donc
b/g <n¥y < (b+1)/q, ou la seconde inégalité est stricte sauf pour au plus une
valeur de n. Lorsque xp, < n < xp41, on a la décomposition

(7-20)  B(n¥) = B(na/q+ nd,) = B(an;— b) 4 (m9q - §> — %1Z(anq—|— b).
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Il s’ensuit que
(7-21) Ty =Ty + O(N¢(x))  (0<b < allgl),

et I'on note immédiatement que, puisque [|¢¥]| < 1/Q < 2(logz)?/z, la contri-
bution globale & (7-17) des termes d’erreur de (7-21) est < (logz)B® Ny (x). Cela
établit bien (7-17).

Il reste & établir les estimations (7-19).

Classons les entiers n comptés dans Tb(l) selon leurs résidus modulo ¢, paramétrés
sous la forme c¢q/m (mod ¢q) o m | ¢ et (¢, m) = 1. Nous obtenons la décomposition

1 ca b
(7-22) nY=3 > B(E*;) >, I,

m|g 1<esm Ty <NKTp41
(e,m)=1 n=cq/m(mod q)

Compte tenu de la notation (7-14), nous déduisons donc de (7-13) estimation

requise pour Tb(l) .

On déduit par ailleurs directement de (7-13) que

T, :ﬁ > (%) +O(W)’

dxy /q<t<dzpi1/q
(£,d)=1

c’est-a-dire I’évaluation annoncée dans (7-19). O

Nos deux derniers lemmes concernent le comportement de la fonction somma-
toire de la fonction de Md&bius sur l'intersection de S(x,y) et d’une progression
arithmétique. Nous posons

M(z,y;a,q) == Z wu(n), My(z,y) = Z p(n).

nes(z,y) neS(z,y)
n=a (mod q) (n,q)=1

(7-23)
Lemme 7.6. Soit A > 0. On a uniformément pour x >y > 2, q > 1, a € Z,
(a,q) =1,

(7-24) M(z,y;a,q9) = — =

De plus, notant pi, := 1g(ec,y)it, ON &

(7-25) py € SWT (y =2 2),

les constantes implicites de (7-12) et (7-13) pour f = p, étant indépendantes de y.
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Démonstration. Les estimations triviales

(M (z,y;a,q)| <min {¥(z,y),1+z/q} [ My(z,y)| < ¥(z,y),

nous permettent, grace par exemple & (6-2), de restreindre la preuve de (7-24) au
cas /10827 <y <z, g < (logz)?. La formule requise est donc une conséquence
immédiate des évaluations des quantités (7-23) établies aux théoremes 3 et 5 de [2].

Nous allons maintenant déduire, avec 'uniformité annoncée, (7-25) de (7-24).

Observons d’abord que (7-24) coincide avec (7-12) lorsque r = 1. Pour obtenir
I'assertion générale, il suffit donc de considérer le cas 1 < r < (logz)? ot A est
une constante arbitraire positive. Soient m > 1, r > 1. Désignons par 7, le plus
grand diviseur de r premier a m. Lorsque (¢,m) =1, on a

Soopr)y=pr) Y pn)=pr) D S un).

neS(xz/ry) nesS(xz/ry) d=c (mod m) nesS(xz/ry)
n=c (mod m) n=c (mod m) (dyrm)=1 n=d(modmr,,)
(n,rm)=1 1<d<rmm

La relation (7-24) fournit alors, puisque 7, < r < (logx)%,

S ) =) S S o ()

neS(z/ry) p(mrm) neS(z/ry)
n=c (mod m) (n,mry,)=1
1 T
=— M(TLT)+O(7>.
e(m) HES%;W) (log z)
(n,m)=1

Lemme 7.7. Soit A > 0. On a uniformément pourx >y >2,z>1,q> 1,

q¥(z, y) K (2, y) z

(7-26) My(x+x/2,y) — My(z,y) < :

oo /2 y) = Myl zp(q)logy (log )4
Démonstration. Comme précédemment, nous pouvons restreindre 1’étude au cas
(7-27) pl/ g2 y < o, 1<2< (10gw)A.

Posons
M) = Y uln).
n<
(n,q)=1

Le théoreme 3 de [2] permet d’écrire, dans le domaine requis,(*6)

(7-28) Mq(z,y) = /Om pq(t; y) dt + 0(@)

16. Le résultat de [2] comporte la restriction supplémentaire ¢ < y. On peut vérifier qu’elle
est en fait superflue.
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avec

- - y
ty) = —u)M,(y*)y~’d —— M, (t
palten) = [ oty =)Mo do+ M 1/y)

ot w désigne la fonction de Buchstab.(?)
La quantité M,(x) est la fonction sommatoire associée & la série de Dirichlet

) [Ja-p)h
rlq
Cela implique d’une part

(7:29) M, (y")y™" dv =0
0

et d’autre part, en appliquant par exemple le théoréme I1.5.5 de [29], pour chaque
e >0,

@
¢(q)Le(z)

Les relations (7-29) et (7-30) permettent, en raisonnant comme dans [28] ou le cas
q = 1 est traité aux pp. 235-6, d’obtenir ’estimation

(7-30) M,(z) < (x>2,¢>1).09

QQ(ut,y)Ke (t, y)

(t=2,y>24¢>1).
¢(q)logy )

(7-31) pq(t y) <

Nous renvoyons le lecteur & [28] pour les détails calculatoires, qui sont essentielle-
ment indépendants de la valeur de g. En reportant cette estimation dans (7-28), on
obtient bien (7-26). O

Fin de la démonstration de la Proposition 7.1.

Soit B := 5A + 20, de sorte que Q = z/(logz)? et ¢ = q(9;Q). Si q =
q(9; Q) > (logz)?, le Lemme 7.2, appliqué avec z = —1, permet de conclure. Nous
pouvons donc supposer dans la suite que ¢ < (logz)?. Au vu de la majoration
triviale |W,(z,y;9)| < ¥(z,y) et de (6-2), nous pouvons également, sans perte de
généralité, faire I’hypothese supplémentaire

(7-32) zt/1os T <y o,

17. Voir par exemple [29], chap. IIL.6.

18. En toute rigueur, le résultat invoqué n’implique cette estimation qu’en y remplagant
Le(x) par e®V1°82 avec une constante ¢ > 0 adéquate. Cela est di au fait que la
démonstration donnée dans [29] n’utilise, pour des raisons de cohérence et de complétude,
que la région sans zéro classique de La Vallée—Poussin pour la fonction zéta de Riemann.
En incorporant celle de Vinogradov—Korobov, la preuve fournit immédiatement la borne
annoncée. On notera que, dans la formule (II1.5.30) de L%Q], toutes les quantités Ag(z)
sont nulles pour z = —1 et que 'on a Hy (—1) < (log 2¢)V+3.
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Il existe un entier a vérifiant (a,q) = 1 et tel que, notant ¥, = ¥ — a/q, l'on ait
llg¥|| = £q¥,. Nous supposons, pour fixer les idées, que ¥, > 0.

Le Lemme 7.6 nous permet d’appliquer le Lemme 7.5 aux fonctions 1, = 11 g(o0 y)
avec des constantes implicites indépendantes de y. Avec les notations (7-16), on
peut donc écrire

Wy(z,y;9) = Z Ty, + O((logm)B).

0<b< g0 ||
On a
(7-33) > ulgt/m) = p(q/m)My(x,y).
LeS(z,y)
(£,m)=1

La conjonction des Lemmes 7.4, 7.5 et 7.7 fournit donc
;b
1 3 Oy, (M )y (M)
mlq

p(m)
K. (zv/q,y) 7(m)q zym z
< blogy z;]so(m)so(Q)\P( q y) + (logz)B+A"

(log x)B+A

En observant que, dans le domaine (7-27) et pour 1 < ¢ < (logz)?,
Tpm m
Ke(rn/g,y) < Kelwny),  W(700y) < T 0(my) (m]a),

on en déduit que

W o 47(@)* W (@, y)Ke (20, y) T
T\ < : S
(7-34) be(q)? logy (log )
< q(q)?¥ (2, y) K. (z,y) x
zgd¢(q)? logy (logz)B+4’

ol la seconde évaluation résulte, compte tenu de (7-32), de propriétés bien connues
du comportement local de ¥(z,y).
Semblablement, le Lemme 7.7 appliqué avec ¢ = 1 fournit par sommation d’Abel

) K,
Tb(2) < (wp, y) Ke (2, y) x .
(735) bglogy (log z) B+
V(z,y)Ke(z,y) x

zlgdllqlogy  (loga)B+A”
Enfin, nous déduisons de (7-33) et de (7-26) que

7 o 1¥(@e/dy) Ko (p/d, y) x
(7-36) ’ dp(q/d)*blogy (log z)B+4
*9(z,y)Ke(z,y) z

zllg9llgp(q)®logy ~ (logz)P+A”
En reportant (7-34), (7-35) et (7-36) dans (7-18) puis (7-17), nous obtenons bien
lestimation requise (7-3). O
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7-2. Estimation de W, (x,y;a/q)

Nous rassemblons ici deux résultats auxiliaires nécessaires a la preuve de (2-4).

Lemme 7.8. Soit A > 0. On a uniformément pour © > y > 2, q € N,
1< g < (loga)?, a€Z, (a,q) =1,

x
7-37 Z,.(z,y;a L —
Démonstration. Cette majoration est une conséquence immédiate de I’estimation
de E,(x,y;a/q) donnée au théoreme 6 de [2] et dont le terme principal, réel, ne
contribue pas & Z,(z,y;a/q). O

Lemme 7.9. Soient A > 0, B := 5A + 20. On a uniformément pour x > y > 2,
geN, 1<g<z/(logz)®, a€Z (a,q) =1,

x
(738) WH(LL', Y, a/q) < W
Démonstration. L'inégalité triviale |W,(z,y;a/q)| < ¥(x,y) nous permet, compte
tenu de (6-2), de restreindre ’étude au cas y > /19827 D’apres le Lemme 7.2,
la majoration (7-38) a bien lieu si ¢ > (logx)”. Dans le cas contraire, nous allons
montrer que le résultat souhaité est une conséquence de (7-37).

Pour tout a € 7Z, la relation suivante résulte du calcul des coefficients de Fourier

discrets de la fonction g-périodique n +— B(n/q) :(1%)

B(g) :72—1(1 chot (%b) sin(QZba)
—2—1(12 Z cot(%)sin<27;:a>.

m|g 1<ec<m
(e,m)=1

(7-39)

Nous en déduisons que

1 me
Wu(z,y;a/q) = % E E cot (E)Zu(m,y,ac/m).
4 mlg 1<c<m
(e,m)=1

(7-40)

19. On sait a priori qu’il existe des coefficients ¢, tels que B (a/q) = Zl<b<q cp sin (2wba/q).
L’orthogonalité des caracteéres additifs implique donc

1 1
cp = — Z B (k/q)sin (2mbk/q) = — Z ksin (2mbk/q) (1 <b<q).
1<k<q 1<k<q
La relation 37, kzF = 2{1 + (¢ — 1)2? — ¢z971}/(1 — 2)? (2 # 1), appliquée a
z = exp(2mib/q) fournit alors ¢, = —(1/2q) cot (wb/q) .



Séries trigonométriques a coefficients arithmétiques

On conclut donc en appliquant (7-:37) et en remarquant que

(7-41) ’ o ’<< (m) log m.
lg;m co (m) p(m)logm
(e,m)=1
En effet
’cot e ‘é m
lgcz<m <m> 1<c\;m/2
(e;m)=1 (e;m)=1
<m Y LY pa=m My
1<e<m d\ c,m) dlm t<m/d
ZM {logm/d)+’y+0(d)}
dlm
= p(m){logm+7 -3 gp}+0(2w<m>)
plm

45

olt nous avons calculé la somme 3, . 1(d)(logd)/d par dérivation logarithmique

du produit J,,,(1 —p~*) en s = 1.

7-3. Preuve du Théoréme 2.1

Grace a la convergence de la série Y-~ | yi(n)B(nd)/n, nous pouvons écrire

Z p(n)B(nd) / Wy (z,x; ﬁ)x2 u(x,y;0) .

P(n)>y
Soit A > 0. Posant Q, = y/(logy)E‘A+20 q:= q(19' Qy), on a

+o0 d
I/VIL(SC o 19) €z _ yaya Z :u

(7-42) Y n>y
qT(Q) 1

<
©(q)?logy  (logy)4

d’apres (7-3) et (1-7).
Nous avons ensuite par (7-3)
e’} . o] 2
/ Wu(m;y,ﬁ) s < / q7(q) 2\I’(w,2y)Ke($,y) Qo4 1 .
x y z?2p(q)*logy (logy)
q7(q)* 1
(q)*logy ~ (logy)”

Nous avons donc bien établi (2-3).

a

La relation (2-4) résulte immédiatement de (7-38). La preuve du Théoréme 2.1

est donc complete.

O
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8. P-convergence de U (1;¢) : preuve du Théoreme 2.2
Nous montrons d’abord trois résultats préliminaires faciles.
Lemme 8.1. Pour tous ¥ € R, y > 2, on a

(8'1) Vl(ﬁ,y) = /200 Z(.’lﬁ,x;ﬁ) — Z(.Z',y;’l?) dz.

T2

Démonstration. La convergence de la série B(1)) permet d’écrire

sin(27nd) _ /0C d{Z(z,x;9) — Z(x,y;ﬂ)}'

Vi(dyy) = Z

P(n)>y

—Tn —Tx

La formule requise (8-1) s’en déduit par sommation d’Abel, puisque I'intégrande
est nul pour 2 <z < y. a

Lemme 8.2. On a uniformément pour x > 2, y > 2,

Uty N
(8-2) / (t2 ) dt < (logy) u™* 4 z=3/4,
Démonstration. Cela découle immédiatement de (6-2). O

Lemme 8.3. On a uniformément pour 9 e R\ Z etT > 1

TN 7z ) )
(8:3) B(z?):/ 2259 404 o(L).
v T (T)

Démonstration. On a

B(0) :/100 dZ(z, z;9) :/100 Z(x,x:9)

—7x —mx?

La majoration
(8-4) Z(z,z;9) < 22||9||/(L + 22|9]?)  (z=2,9€R)
implique donc la formule annoncée. a

Fin de la démonstration du Théoréme 2.2.

Rappelons la notation Y7 définie en (6-4). Nous observons d’abord que 1’on peut
disposer simplement du cas [|[J]| < 1/Y7. En effet, on a alors o(uy ) < 1/(log y)4,
et il suffit donc de montrer que B(¥;y) < 1/(logy)?. Or, on déduit immédiatement
de (8-2) et (6-2) que l'on a, pour ces valeurs de 9,

sin(27nd) 1 1 1
B(¥;y) = — I < ) (e =
(0 y) > —— <l (Ilﬁll’y)+ > <

-
P(n)sy P(n)<y n (logy)
n>1/||9]]
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Nous supposons dans toute la suite de cette démonstration que
(8:5) 19l > 1/v:.

Posons B = 4A+20, T := (logy)® et q, := q(¥;y/T). Nous procédons différemment
selon que ¢, = 1 ou g, > 1.

Lorsque g, = 1, et donc [|d] < 2T/y en vertu du théoréme de Dirichlet, nous
allons voir que la contribution de I'intervalle

1 T
Ti=|—
[IWIIT IIﬂII}

a l'intégrale de (8:1) en fournit une bonne approximation. On déduit en effet du
Lemme 6.4 que

Z({E,y;'&) - Q(U)Z(CU,{E; 19)

3 - -
©r logy Gleliol) + (logy) A+t

oll nous avons posé G(v) := v(|logv| + 1)/(1 + v?). Nous notons que G(v)/v est
intégrable sur R,
On a

o(up ) log(uj , +2)
logy

*

o(u) — o(uy,) <

[log(z[[9ID] (= € 1).

En utilisant (8-4), nous déduisons donc de ce qui précede que

Z($7y719) - Q(’U/E’y)Z(.’IJ, I 19)

o(uj,) log(uy , +2) x (z € 1).

9 [
«r logy Gll=) + (logy)A+!

En reportant cette estimation dans (8-3), nous obtenons

— 2

/Z(x,y;ﬂ) — Z(x,x;9) d
(8:6) !

ouy, ) log(uy, +2) 1 )

= {o(uy,) —1}B() + O< logy (logy)*

Il reste donc a majorer la contribution du complémentaire de l'intervalle I a
I'intégrale de (8-3). Pour < 1/(||9||T), la majoration triviale

|Z (@, 239)] + 1 Z(x,y;9)| < [[0]]
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suffit : on a

VAT 7 (0 ) — Z(x. ) 1/(19)17)
2 0

(87)
< 1/(logy)®Z.

Pour > T/|¥Y||, nous traitons séparément les contributions de Z(z,z;?)
et Z(xz,y;¥). Nous avons d’une part, compte tenu de la majoration triviale
|2, z;9)| < 1/[|19],

de < —

- [7 e,
T 2 101 Jrypop 2 T

D’autre part, en remarquant que U'inégalité ||¢| > T'/z implique
¢ = q(02/T) 22

et donc ||[9|| = 1/2¢* d’ott ¢* > 1/2||9| > y/2(logy)®?, nous déduisons du Lem-
me 6.5 que 'on a pour z >y

|Z(x,y;9)| < z(logz)*/(logy)®/* (x> T/|[0]).

Il s’ensuit que

Y;

b Z(z,y; 0 - -

(8-9) / %dx«bgyﬁ B/4 < (logy) ™.
/|19l LR

Comme le Lemme 8.2 fournit en outre

> Z(x,y;9) < U(x,y)
“\a 7 < —\dJ
/Y1 E— dz| < /Y1 p dr <« (logy) ™’

(810)

nous obtenons bien

1
(logy)A”

Compte tenu de (8:6) et (8-8), cela établit bien (2-6) sous les conditions (8:5) et
qy = 1.

Considérons maintenant I'éventualité ¢, = ¢(J;y/T) > 2. Notons que cela
implique [|J|| > T'/y et donc uj, < 1. La contribution de [2,y] & l'intégrale du
Lemme 8.1 est nulle et nous avons

/“72(93,@19) dr < L/w% - < 1
y a? 19l 22 Wly ~ T

o d
/ (Z(e.y:9) — Z(z,2:9)} 2L <
/9] z



Séries trigonométriques a coefficients arithmétiques 49

En reportant dans (8-1), nous obtenons donc

(8-11) Vl(ﬁ;y):—/wwdx—i—O(%).

T2

Soit T, := (logz)B. La définition de t — ¢(¥9;¢) implique que, pour z > y et y
assez grand, on a soit ¢(V;2/T,) = qy = q(¥;y/T), soit q(¥;2/T,) > y/T. Les
Lemmes 6.5 et 6.6 fournissent donc pour = > y, ¢ = gy,
Z(x,y;9)
(812) 22+ (log ) o(u) log(u + 1) f  z|d,|
< {
¢(q)logy 1+ 2293

_r
(log )+

+ Ty ) )+

Reportons cette majoration dans (8:11) pour évaluer la contribution & 'intégrale
du domaine pour y < z < Y] et estimons celle du domaine complémentaire x > Y3
par le Lemme 8.2. Nous obtenons

240 (log ¢) 1
o(q)logy  (logy)4

avec ¢ = ¢y > 2. Cette estimation coincide bien avec (2-7) lorsque ||| > T'/y. Cela
termine la preuve du Théoreme 2.2. a

(8-13) Vi(%y) <

9. Démonstration des criteres de ¥-adaptation

9-1. Discrépance de la suite {{9n)},,c 524

Soit
Dayd)= sp | Y 1-(F-a)(ey)
Osa<fsl neS(z,y)
(nd) €la, B[

la discrépance de la suite {(Jn)} Le résultat suivant nous sera utile &

nesS(z,y)’
plusieurs reprises.

Lemme 9.1. Soit A > 0. Il existe une constante B = By telle que, pour
r>y>2 Q:=21a/(logx)?, q:=q(¥;Q), on ait uniformément
¥(z,y) x
(9-1) D(z,y;9) < +
) q (logz)4
Démonstration. Compte tenu de la majoration triviale D(x,y;9) < ¥(z,y) et du
Lemme 6.1, nous pouvons supposer y < < Yj := y'°%2¥ et ¢ > 2. L’inégalité
d’Erdés-Turdn (voir par exemple [20] théoreme 2.5) implique, pour tout H > 1,
(z, E(x,y; hd
(92 D,y i) < L0W) 5o B0

1<h<H
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Nous choisissons H := min {q — 1, (logz)?}. D’aprés le théoreme 10 de [14] et le
Lemme 6.5, on peut choisir B tel que, sous la condition ¢ := ¢(¢; Q) > 2, on ait

2¢(9) (log q) log(u + 1) T

¢(q)logy (logz)A+1"
Nous allons appliquer cette majoration pour les valeurs hd (1 < h < H) avec
q(h¥;2Q) a la place de ¢. Posons g, = ¢q/(h,q). D’apres le Lemme 6.2, on a (non

exclusivement) soit ¢(hd;2Q) = gqn, soit q(ht;2Q) > Q/2h. Cela implique bien
q(ht;2Q) > 2 pour 1 < h < H. En remarquant que

T d2*D(log d) /o (d) = ¢2°? (log q) /(q),
q

(9-3) Bz, y;0)| < ¥(z,y)

nous déduisons de (9-3) que

q2¢@ log ¢

©(q)qn

log(u + 1) n x
logy (log z)A+1"

Maintenant, nous avons
1
h Z
<H
e(d q) log a
d q

1<k<H/d

En reportant (9-4) dans (9-2) et en tenant compte de ’hypothése x < Yi, nous
obtenons donc

1 ()2 (1o 210 x
D(z,y;9) < \I/(xvy){H + @) (p(((jlqo)gy ggy} + (log z)4

En observant que le dernier terme domine des que, par exemple, ¢ > (log z)4+,
on constate sans peine que cette majoration implique bien (9-1). O

Le Lemme 9.1 permet une estimation des moments absolus de V(md;y) sur
S(x,y) qui, & son tour, sera utilisée dans la preuve du Théoreme 3.1.

Lemme 9.2. Soient A >0, 8 > 0, ¢ > 0. Il existe une constante C = C(A,5) >0
telle que, I'on ait uniformément pour x > y > 2, Q, = y/(logy)®, ¥ € R,
q = q(¥; Qy),

9.5 V(nd;y)|? < ) +
I =

avec (1 :=min(1, 3/2).
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Démonstration. Au vu de la majoration supycp |V (9;y)| < 1/logy, issue du Théo-
reme 2.1, et de la majoration 6-2 pour ¥(z,y), nous pouvons supposer y < < Y7.
Soit C' := max{5A + 30,Bsa42} o A — Ba est la fonction apparaissant au
Lemme 9.1. Nous posons @, := y/(logy)®, ¢ := q(9; Q,), et nous introduisons un
parametre M satisfaisant & 1 < M < (log y)o(l). Pour 1 < m < M, nous posons

Ep = {01 €R:q(1;Qy) =m},  Ejp =R\ Uicmen B

D’apres le Théoreme 2.1, on a

96 V(Vy; S — V(¥:; . —
(9-6) ﬁlsélgml (y)| < T logy’ ﬁfé%,' Wyl < M logy

Nous remarquons ensuite que

a 1 a 1

Y € B, = (U1) € U |:me7771 mQ, |’
Y Yy

1<asm
(a,m)=1

et I’ensemble figurant au membre de droite peut étre écrit comme une réunion d’au
plus ¢(m) + 1 intervalles du tore T = R/Z, d’une mesure totale n’excédant pas
2/Qy < 2/q. Il résulte donc du Lemme 9.1 que

v
Z 1<<m (xay)+(lo xx)2A+l (lngM)
nes(z.y) 1 s
ndebE,,

Nous déduisons de cette majoration et de (9-6) que

> Vs y)l®

neS(z,y)

< Y osup [VOsw)l® D 1+ > sup [V(@iy)l°

91€EEm

lsmsM nes(z,y) nesS(x,y) M
nYe€E, ndeE},
1—5(1—5)\1, o
< Y {m éx,y) N 2A+1}+ - gfg,y) .
L<meM q(logy) (log z) M1=9)5(log y)
\P(x’y) M2—261+208¢ N 1 . -
(logy)P q MPB(~e) (logz)4"

La majoration requise (9-5) en découle en choisissant M# = min {qﬁl, (log y)A+1 },
quitte a altérer la valeur de ¢. O



52 R. DE LA BRETECHE ET G. TENENBAUM

9-2. Critére de 9-adaptation lorsque f € L*(N*) : preuve du
Théoréme 3.1
Le Lemme 9.2 contient, sur le comportement en moyenne de |V (nd; y)|, une infor-
mation suffisante pour nous permettre de prouver le Théoréme 3.1. D’apres (1-22),
on a

(97 V= Y {00

P(n)<y

et il s’agit ici d’établir, sous I'hypotheése f € L*(N*), que cette quantité tend vers 0
quand y tend vers I'infini. Nous fournissons en fait une forme quantitative de cette
assertion.

Lemme 9.3. Soiente >0, a > 1, f € L*. Il existe une constante C > 0 telle que
I’on ait, uniformément pour y > 2, Q, = y/(logy)®, ¥ € R, ¢ := q(9; Qy,),

1 logy y
q(lff)ﬁl/ﬁ logy ’

avec 1/ =1—1/a, f; :=min(1, 5/2).
Démonstration. Le cas ¥ € Q résulte aisément de (2-4). En effet, 'hypothese f € £
implique trivialement, via I'inégalité de Holder et (6-2),

1/«
(99) > 1o < { Sifor ] v < aevi

neS(z,y)

(9-8) Vi y) <

n<e
d’ol1, par sommation d’Abel,
[f(n)]
(9-10) > = <logy.
P(n)<y

Il s’ensuit donc, en vertu de (2-4), que 'on a pour chaque A > 0 fixé et

uniformément par rapport a y > 2, a € Z, q < y/(logy)>4+2°
f(n) 1
E V(na/q;y) < )
n (logy)4

P(n)<y
Choisissons A = 1. Cela fournit I’assertion de I’énoncé dans le cas 9 € Q, puisque
la valeur C' = 30 convient.
Supposons dorénavant ¥ € R \. Q et posons, avec les notations du Lemme 9.2,
C:=C(28,8)+30, Q, :=1y/(logy), ¢ = q(¥; Qy), de sorte que ¢ tend vers 'infini
avec y. L’inégalité de Holder et (9-5) impliquent

> tvom<{ S} { 3 wor)

neS(z,y) n<w n€S(z,y)
xe /20 x
< R Flogy " (loga)?
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Par sommation d’Abel, il suit

f(n) , 1 1
(9-11) Z — V(nd;y) < STV + gy
P(@Sy
n>y

Il reste a majorer

(9-12) > @V(nﬁ; y).

n<y

53

A cette fin, nous utilisons Pestimation (2-3) du Théoréme 2.1 pour majorer
V(nd;y) pour tous les entiers n < y sauf peut-étre ceux d’un sous-ensemble
dont la contribution globale a (9-12) est trivialement acceptable. Comme C > 30,
on a 2Q, < y/(logy)®® pour y assez grand. Or, d’aprés le Lemme 6.2, pour

n < Qy/(logy)?, on a ¢(nv;2Q,) = q/(n,q) ou q(nd;2Q,) > %(1ogy)2. Le Théo-

reme 2.1 implique donc

1
> va< oy I {,/ 1)
n logy
n<Qy/(logy)? Y <y

(9-13)
1
Z Nz Z |f(n)] n
logy d‘q el n logy
n=0 (mod d)

ol nous avons fait appel & (9-10). Appliquant une nouvelle fois I'inégalité de Holder,

on peut écrire, grace a ’hypothese f € L%,

n<y n<y n<y

n=0 (mod d) n=0 (mod d)
Reportons dans (9-13) en tenant compte de I'inégalité
ST dPTYE < r(g)g P (351, q 2 1),
dlq

Nous obtenons

(914) > v« S0+ o

n<Qy/(logy)?

La majoration V(nd;y) < 1/ logy issue du Théoréme 2.1 fournit enfin

(9-15) Qy/(log y)?><n<y Qy/(logy)?<n<y
1
< 082 y’
logy

1/B o 1/a
n 1 n lo
3 If(n)|<<{ 5 ;} {Z'f(n)' } <loey

ou nous avons estimé la derniére somme en n par sommation d’Abel a partir

de (9-9).
La conjonction des relations (9-11), (9-14) et (9-15) implique bien (9-8).

O
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9-3. Preuve du Théoréme 3.2

Le fait que 'hypothese (3-1) est une condition suffisante de ¥-adaptation résulte
trivialement du Théoreme 2.1 et de 'expression (9-7). La preuve de la seconde
assertion de 1’énoncé, concernant l'optimalité de cette condition, repose sur le
lemme suivant. Nous conservons la notation Y; de (6-4).

Lemme 9.4. On a, uniformément pour y > 2 et 0 < ||9|| < 1/Y7,

V(d;y) = %{%sgnB(ﬁ)JrO( ! )}

logy

Démonstration. Les deux membres de la formule a établir sont des fonctions 1-
périodiques impaires. Nous pouvons donc supposer sans perte de généralité que
0 < ¥ < 1/Y;. Nous avons

nin 1
V@)= Y %{”ﬁ—%}JFO( > g>'
nes(1/9,y) P(n)<y
n>1/9

La majoration (6-2) et le Lemme 8.2 fournissent

V(ty) = -

[ I

3 @ + 0(19\11(1/19,21) +
)

P(n)<y
(1- %) + O(@).

On conclut en appliquant la formule de Mertens — voir, e.g., [29], théoréme 1.1.11.0

1
(log y)z)

N[

PY

Nous sommes maintenant en mesure d’établir la seconde assertion du Théo-
reme 3.2. Nous construisons a cette fin, par une méthode analogue a celle de
Liouville, des nombres réels ¥ ayant des propriétés d’approximation adéquates.
Etant donnée une suite croissante de nombres premiers {p,},>1 satisfaisant

(9-16) e < py <287

on définit ¥ par

(9-17) 0= 1

A, 1
(9-18) = S = (amibm) =1,
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satisfont alors
by, = H Dy (m>=1).
1<r<m
On vérifie aisément que pour m > 2 on a
(9-19) " L by = H pr <™ <2 Pmt1 = by, +2
1<r<m
et

_m4'm+2

(9-20)

a 2
9 — —’"’ <
‘ b h Pm+1 h bm
Nous définissons ensuite une fonction arithmétique f par
£(n) ::{bm si by <n <2, bln,
0 sinon.
La fonction f satisfait la condition (3-2). En effet,

Z @: Z Z b?m<< Z 10gbm<<210gpm<<1ogy.

P(n)<y P(bm)<Y by <n<b?, P(bm)<y Pm <Y
b |n

%e’v, et plus précisément

Nous allons prouver que limsup,_, ., [V (¥;y)| >
(9-21) lim |Vy(9;bm)| = 3e77,

ce qui montrera bien que (f, g) n’est pas ¥-adapté.
Nous pouvons écrire

(9-22) Vi@ibm) = D Gkm
1<k<m
avec ( ) ( ) ik
_ f(n ) V (£bi; by, k
S = > SV (1) = > J €

b <n<b? 1<0<by,

en vertu de la majoration V(nv;b,,) < 1/logb,, < 1/m*™ issue du Théoreéme 2.1.
11 vient
1
(9-23) > bkm < — =o(1).
k<m
Il reste donc seulement & estimer 6, ,,. Pour m assez grand et n = ¢b,, < bfn, on
a |09 < by ||bm?|| < b %2 et sgn B(nd) = sgn B(bm¥). Les Lemmes 9.4 et 8.2
fournissent donc
e~

(9-24) P = 1<§<:bm Llog by, {% sgn B(bm?) + O <log1bm ) }

1
= L= -
e sgnB(bmﬁ)—l—O(logbm).

En reportant (9-23) et (9-24) dans (9-22), nous obtenons bien (9-21). O
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9-4. Critére de 9-adaptation lorsqued € Q : preuve du Théo-

réeme 3.4
On considere le cas ¥ = a/q ou (a,q) = 1 et g est fixé. La majoration (2-4)
implique V(nd;y) < 1/(logy)?*! pour tout n € N. On en déduit grace a (1-22)
que V¢(0;y) = o(1) pour toute fonction f satisfaisant &

|f(n)] A
(9-25) Y. o < (logy)”,
P(n)<y
ot A est une constante arbitrairement fixée. Etant donné que
f(n g(n 1 g(n
Z \ Eﬂ[/)|< Z |(n)| Z ﬁ<<(10gy) Z |(n)|7
P(n)<y P(n)<y P(n)<y P(n)<y

il est clair que la condition
n
> T < (logy)*
n

est également suffisante. O

9-5. Critére de 9-adaptation lorsque g € L*(N*) : preuve du
Théoréme 3.5
Nous établissons d’abord un critere de ¥-adaptation directement issu du Théo-
reme 2.2.

Lemme 9.5. Soient « > 1, 9 € R et (f,g) un couple de fonctions arithmétiques
satisfaisant (1-3) et g € L. Alors (f, g) est ¥-adapté si, et seulement si,

(9:26) Tm 37 g {1 - ofugy, )} 20
) P(n)<y

=0.

Démonstration. D’apres (1-22) et (1-20), on a

g(n
Vi) = Y o) - By},
P(n)<y
Or, la formule (2-6) permet d’approcher B(nd) — B(nd;y) par {1— Q(u;‘“&y)}B(TL’ﬂ)
avec une erreur qui est, a un facteur (logq)? pres, de 'ordre du majorant fourni
par (2-3) pour V(nd;y). La moyenne pondérée de ces erreurs peut donc étre évaluée,
sous I’hypothese g € L%, avec des calculs identiques a ceux de la preuve du Théo-
reme 3.1 pour la majorer V¢ (¥;y) sous 'hypothese f € £*. Nous obtenons ainsi
que cette moyenne est o(1), soit

02 V= Y w1 o)} o) (5 )
P(n)<y

Cela implique bien le résultat requis. a
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Fin de la démonstration du Théoréme 3.5.

Commengons par établir que la condition (a) est suffisante pour la J-adaptation.
On a o(uy ) =1 dés que ||| > 1/y. Lorsque g est bornée, la condition (9-26) est
donc réalisée des que

. 1
(9-28) ylggo E o= 0.
P(n)<y
In9]I<1/y

Soit A > 0. D’apres le Lemme 9.1, il existe une constante B = B(A) > 0 telle que,
si lon désigne par m = m(y) I'unique entier tel que ¢, < Qy := y/(logy)? < g1,
on ait

W(x,
You< (xy)+(lx)A (x>y>2).
neS(xz,y) dm g
Ind]I<1/y

Comme ¢, < y, il résulte en outre du Lemme 6.3 que I'inégalité ||nd| < 1/y a
lieu pour au plus six valeurs de n dans chaque intervalle [tgy,, (t + 1)gn[ (t > 1). 11
s’ensuit que

Z 1<<£ (I1<z<y).
dm

n<x
IndlI<1/y

Par sommation d’Abel, on déduit des deux dernieres estimations que

(9-29)

1 lo 1 log gy, 1
Z S« gy+(10 E < g4 L+1+(lo o
Pln)<y Am gy m gy
[Ind[I<1/y

Cela montre bien que la condition (a) du Théoreme 3.5 implique (9-28).

Montrons maintenant que la propriété (b) est également une condition suffisante
de ¥-adaptation. Nous observons d’abord que ’hypothese g € £ implique, pour
tout s, 1 < s < a,

lg(n)|*
(9-30) Z . < logy.
P(n)<y

Cela se déduit par sommation d’Abel de la majoration

Y el < w,y)l—s/a{ NG

}s/a
(931) Sy (>2,y>2)

n<

< xe—%(l—s/a)u
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obtenue par 'inégalité de Holder et (6-2). Nous déduisons de (9-30) que ’on a, pour
l<s<a,1/s+1/r=1,A>0,

. Bw) lg(m)[*1"* Y
> {1 st} 200 < {3 > oo
P(n)<y P(n)<y \ngﬁ)fl?;
nd||<1/y
1/r
< (log g +1)"/ + (logy)—A+D/7,

am

d’aprés (9-29). En choisissant r assez proche de o/(a — 1) et A > r, on obtient
que cette quantité est o(1). Cela montre bien que la propriété (b) implique la -
adaptation.

Montrons maintenant que le couple (7,1) n’est pas J-adapté si

I
lim sup 08 dm+1

m— oo qm

> 0.

Soit A > 2. Il existe une constante positive ¢ et une infinité d’entiers m tels que
(9-32) Qi1 > €l > g8,
Posons y,,, := an/if. Nous allons montrer que, pour un choix convenable de A, on a

(9-33) V(05 ym)| > 1

lorsque m tend vers I'infini sous la condition (9-32). D’apres (9-27), on a

B(nd .
Vet = Y 20 o, )} o) (m o).
P(n)<ym
InINI<1/ym

Décomposons la somme en n du membre de droite sous la forme Dy + Dy + Ds,
selon les conditions supplémentaires

n < Qm\/Qm+1a Qm*n
(DQ) N < qm/qm+1, Gm ‘ n
(Ds) > Gmr/qm+1-

Nous supposons pour fixer les idées que B(g,,¥) > 0. Si n satisfait (D;), on a

1 1 1 1
I > = - —F— > = -

dm Amdm+1 - dm RV dm+1 ym’
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donc Dy = 0. Si n satisfait (Dz), on a

”nﬂH < anmﬁn/Qm < n/‘]m‘]m+1 g 1/\/ dm+1,

et donc B(nv) = % +o(l) et uyy,

de Ds sous la forme n = rq,,, que

> A. 1l s’ensuit, en décomposant les entiers n

Dy Hi-od) +o)} Y

TG
P(r)<ym
r<\/qm+1
1og g1 [ 108 Grmt1
—{1—o(A 1)) 08 dm+1 do > 28 dm+1
(1 o) o)} 8L [ () 5 Pt

pour m assez grand : la somme en r a été estimée par sommation d’Abel en faisant
appel a des estimations standard de ¥(x,y) et 'on a utilisé I'inégalité

A 2
{1 - o(4)) / o(w)dv > {1 - 0(2)} / o(w)dv > 1.

Nous majorons D3 en utilisant le Lemme 9.1, qui fournit

U(x, x
Z < (z,y) T Tog 177 (= ym).
n€S @ ym) m &
IRIN<L/ym

Par sommation d’Abel et compte tenu de (9-32), nous déduisons de cette majoration
que

log yom /Oo 1 log gm 1 /OO
D3 <« o(v)dv + < o(v) dv.
° m A ( ) (logym)A71 Aqm A ( )

Pour un choix convenable de A, nous déduisons donc de ce qui précede que 'on a,
lorsque m tend vers I'infini sous la condition (9-32),

log gimt1

V(9 ym) >
(03 Ym) "

+ o(1).

Cela établit bien (9-33). O
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10. Preuve des Théoréemes 4.2 et 4.3
10-1. Preuve du Théoréme 4.2

Nous pouvons supposer sans perte de généralité que la fonction £ est croissante
et satisfait

(10-1) §(y) = o(logy)  (y — o0).

Nous construisons une fonction g et un nombre réel ¢ conformes aux conditions de
I'énoncé a partir d’une suite de nombres premiers {p, },>1 astreinte & la condition
de croissance (9-16). Définissons ¢ par (9-17). Pour définir g, nous nous donnons
une fonction positive strictement croissante &; tendant vers l'infini avec y assez
lentement pour que

aw <y w1, XX:X:%><ﬂm) (r>1)

ksr <€ (pr)

Les approximations rationnelles a,, /b, de ¥ étant données par (9-18), nous
posons
o(n) = {bm sgn B(n?),  si bm < n < bm&i(pm) et b,
0, sinon.
Comme g(n)/n ne tend pas vers 0, la série V(g;9) est divergente et P-divergente.
Montrons qu’on a également également

S

2
N
A
&
<=
Y
=

P(n)<y

11 suffit de considérer le cas y > p;. Soit alors r € N* tel que p. <y < pr+1. On a

(10-2) > |g(:)‘< o> %éf(m)éf(y)-

P(n)<y 1<k £<61(pr)

Pour établir que (f, g) n’est pas ¥-adapté nous minorons V f(; b, ). Compte tenu
de (10-1), (10-2) et (1-22), le Théoreme 2.2 implique

Vewiba = Y Ty )} Bw) + o)
(10-3) Fshe

1— o(uy
= —Q(meﬂ’y)|3(ebmz9)\+o(1),
1<l (bm)

Or, pour 1 < ¢ < & (b), nous avons, grace a (9-20) et a Uinégalité &1 (by,) < by,

[0bm9]| < E1(bn)e™ ™" < blm/?

)



Séries trigonométriques a coefficients arithmétiques 61
ou la derniere inégalité résulte de (9-19). Cela implique d’une part
[B(th9)] = & — bt = & + (1),
et d’autre part, en vertu de la décroissance de la fonction g,
1= 0(ujp,p,) > 1= 0(zm* —1) = 1+o0(1).
En reportant dans (10-3), il vient
V(0,bm) > {3 + o(1)} log &1 ()

et, par conséquent, limsup,_, ., V¢(¥,y) = oo. Cela prouve que le couple (f,g)
n’est pas Y-adapté. O

10-2. (Dy) pour (f,g) = (log, A) : preuve du Théoréme 4.3
Lemme 10.1. Pour tout ¥ € R, le couple (log, A) est ¥-adapté, autrement dit

104) Vi@ = 3 v =01) (@)

P(n)<y

Démonstration. Le cas ¢ € Q releve du Théoreme 3.4. Nous supposons donc dans
la suite que ¢ est irrationnel.
Posons

Qy :=y/(ogy)®, q:=q(1;Q,).

Comme ¥ ¢ Z, nous pouvons supposer y assez grand pour que ¢ > 2. Par le
Lemme 6.2, nous avons

(10-5) q(n¥;2Q,) > min (¢/(n, q), Qy/2n).
Soit a € Z* tel que |9 —a/q] < 1/¢Qy. Sigfnetn < %Qy, alors
Ind —na/q| < n/qQy < 1/2q,

donc ||nd|| > 1/2¢ > 1/2Q, > 1/y. Cette minoration et (10-5) nous permettent de
déduire du Théoreme 2.2 que, si g 1 n,

V(n,9)/q+ /n/Q, Lot

Vi{ntiy) < logy (logy)?’
et donc, posant N, := Q,/(logy)?,
, 1
(10-6) Va(ndsy) <« YLD/ (atn, 1<n < N,).

logy (logy)?
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En adjoignant a cette estimation la majoration Vi(nd;y) < 1, qui découle
trivialement de (2-7), et en reportant dans (10-4), il suit

(10-7) Z le(m?;y) < _ 5 + !

—— + 5o,
¥, n \/ﬁlogy logy

avec

n<Ny n<Ny
n=0 (mod q)

Maintenant, on observe que

S1 < Z #-ﬁ-zloﬁ«logy—kvbgq

n<Ny plq VP
alors que
A 1 A
5, < M9 > 5 < Alg),
P=q,520 4
Nous avons donc obtenu
A(n) 1
(10-8) ——Vi(ndy) < — + :
n;\/y n Va  logy
Comme on a clairement
lo lo 1
(109) > i<« Y e
b ; P logy
pY >N, p'>Ny
V22 v>2
il reste seulement & estimer la contribution correspondant & n = p €N,y

dans (10-4). A cette fin, nous observons qu’il existe au plus un nombre premier
Po €]Ny,y] tel que ||po?|| < 1/2y. En effet, pour un tel premier py, il existe ag € Z
tel que po 1 ap et |pod — ap| < 1/2y. Alors, pour tout premier p # pg < y, on a

po - %P P L
2poy  2po
d’ou ||¥p|| = 1/2po = 1/2y. Le Théoréme 2.2 implique donc
Vi(pdiy) < 1/logy

pour p # po, Ny < p < y. Il suit

log p logy y
—=V1(pv; .
(10-10) g » 1(pvy) < log y

Ny <p<y
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En sommant (10-8), (10-9) et (10-10), nous obtenons

A 11
> %Vﬂnﬁ;y) < —+22Y

P(n)<y Vi logy

Comme ¢q = ¢(V; Q) tend vers I'infini avec y, cela implique bien (10-4). O

Fin de la démonstration du Théoréeme 4.3.

Nous employons le critere (a) de la Proposition 1.4. Il nous reste donc & établir
que la série U(log; ¥}) est P-réguliere et que lim,_.o Va(¥;y) = 0.

Le théoreme des nombres premiers implique immédiatement

logp 1
Ay < Y — < —.
vy P VY

P>y

La série U(log;¥) est convergente en vertu du critere d’Abel. Sa P-régularité
équivaut donc a

(10-11) Uiog(U59) = o(1)  (y — 00).
Nous allons établir que, lorsque q := ¢(0; y/(log y)*4+28) > 2,

22(9)(log q)* 1
©(q) (logy)4”

(10-12) Uiog(V:9) <

Cela implique bien que Ulog(V;y) = o(1) lorsque y — oo pour chaque irrationnel ¢
fixé, et fournit donc la conclusion attendue.
Une sommation d’Abel permet d’écrire

logx — 1
2

I
dr + ijZ(y,y;ﬁ).

o0
(10-13) Uiog (V5 y) = / 2w,y 0)——
y
La majoration triviale Z(y,y; ¥) < 1/|¥|| implique, sous la condition indiquée, que
le second terme du membre de droite est < 1/(logy)®~1. Nous évaluons l'intégrale
en utilisant (8-12) dans le domaine y < x < Y} et en faisant appel au Lemme 6.1
pour le domaine complémentaire = > Y;. Nous obtenons bien (10-12). O
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11. Le cas (f,g) = (7,1) : preuve du Théoréme 4.4
11-1. Réduction préliminaire
Le cas 9 € Q résulte immédiatement du Théoreme 4.7 avec g = 1. Les détails
sont fournis au paragraphe 13.2. Dans toute la suite de cette démonstration, nous
supposons donc ¥ € R\ Q.

Nous montrons d’abord que la preuve du Théoréeme 4.4 peut étre réduite au
résultat suivant.

Proposition 11.1. Soient ¥ € R\ Q et {gm }m>1 la suite des dénominateurs des
réduites de ¥. Les trois conditions suivantes sont équivalentes

(i) La série U(r;¥) converge ;

(ii) La série V(1;9) converge ;

(iil) La série >, ~,(—1)"(log gm+1)/qm converge.

Déduction du Théoréme 4.4 a partir de la Proposition 11.1.

Le critere du Théoreéme 4.4 coincide avec la condition (iii) de la Proposition 11.1.
Cette condition est donc bien nécessaire & la validité de (Dy) pour le couple (7,1).
Pour montrer qu’elle est suffisante, nous utilisons le critere (c) de la Proposition 1.4.
La convergence de (4:12) implique log ¢mmt1 = o(gm) (m — o0), donc le Théo-
réme 3.5(a) appliqué & la fonction 1 fournit la J-adaptation. Le Lemme 13.2 infra,
qui releve d'une technique spécifique aux fonctions multiplicatives, implique que
Vi(¥;y) = o(1) des que q(¥;y/(logy)'*) > (logy)'. Or, le Lemme 6.9 fournit
U, (9;9) = o(1) lorsque q(¥;y/(logy)®") = (logy)37. La condition (c) de la Propo-
sition 1.4 est donc satisfaite. O

11-2. Convergence de U (1;9)
Lemme 11.2. Soit A > 0. On a uniformément pour x > 2, Q, := z/(log z)*4+24,
YeER, ¢=q(¥Qu), a €Z, (a,q) =1, |¢¥0 —a| <1/Qu, ¥, :=9 —a/q,

Z(z,x;9)

(111) g {squx)+O<<logq>log<1+wqx>2>+ L)k

- nqiqx qYg|zlog x (log z)4

Démonstration. Les Lemmes 6.8 et 6.10 appliqués avec z = 2 fournissent

T T
11 Ja/q) =~ ~1-21 T
(11-2) Er(z,w;a/q) = (logz + 2y 2 ogq)+0((logI)A)

uniformément pour z > 2, 1 < ¢ < z/(logz)**?* (a,q) = 1.9 La formule
asymptotique annoncée est déduite de (11-2) par sommation d’Abel, comme dans

20. Jutila a montré dans [16] que, pour chaque € > 0 fixé, on a la formule uniforme
Er(z,7;a/q) = g(logw +2y—1-2logq) + O(¢**2"/**%) (222,92 1,(a,q) = 1).
Nous n’avons pas besoin d’une telle précision ici.



Séries trigonométriques a coefficients arithmétiques 65

la preuve du Lemme 6.11. En fait (11-1) coincide avec (6-41) dans le cas z = 2 &
I’exception du facteur log ¢ dans le premier terme résiduel, qui est remplacé par ¢°
dans (6-41). Nous omettons la vérification de cette légere amélioration. O

Preuve de l’équivalence des points (i) et (ii1) de la Proposition 11.1.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir ’équivalence des points (i) et (iii)
de la Proposition 11.1. Nous utilisons les notations de (6-3). D’apres le Lemme 11.2,
on a

Em+1 dt 1 Sm+1 (gin e, t)? log ¢
/ Z‘r(tat;ﬁ)?zi %dt
t am Je,, TeEmML

10g g / S dt
+0l——+ —_—
( Gm ¢, t(log )4 )

) log |, /ls’“lgm*rl (sin 7ru)?
\

qm Em‘gm ﬂ-U2
log gm, /5*"“ dt
O ). o)
T T, Hiogn?

ou, pour établir la seconde égalité, nous avons utilisé 'intégrabilité sur R de la
fonction (sin7u)?(logu)/u?. De plus, le méme calcul fournit

m

(11-3)

= —sgn(em du

T dt log Qg1 /§1n+1 dt

11-4 Z(t ) — « ——— _ m < T < Emrt)
( ) /.fm ( )t2 < " + ‘e t(lOgt)A (5 x 6 +1)
Grace a (6-3), nous avons encore

+oo : 2 1/B
sin Tu 1 m ™
/ 7( 5 ) du < < d 57 < g
lemlemin U Lt lemlémir — am + (08 Gm+1)"  10g gm

et
leml&m (gin ro)2 lo B
/ % du < lem|ém < {oggm)”
0 U dm+1
Compte tenu de la formule classique

/°° (sin 7ru)? du —
0

T,

SIS

Tu?
nous déduisons donc de (11-3) que

bt dt 1
/ Zr (6, 40)—5 = %wsgn(am)M
(11-5)

0 1 Smt1 dt
+ (q#—l/B +/Em t(logt)A)'
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Choisissons A > 1, de sorte que I'intégrale [;° dt/t(logt)* converge. Comme

Z gIFUB <o

m2=1

en vertu de la croissance exponentielle des ¢,,, on voit que le terme d’erreur de
(11-5) est le terme général d’une série convergente. Comme sgne,, = (—1)™ sgneq,
nous obtenons que la convergence de la série > -, ;:“ Z.(t,t;9) dt/t? équivaut
a celle de la série apparaissant au point (iii) de I’énoncé.

Considérons maintenant un nombre réel x > 2 et désignons par M = M, I'unique
entier tel que &y < o < pr41. On a par (11-4)

T(n) . _ Zr(x,x;0) /x oy dt
Z - sin(2mnd) = . + 1 Z.(t,t;9) e

n<x
bt dt 1
= Y / ZT(t,t;ﬂ)ﬁJrO(()g(IW) +o(1).

1<m<M 7/ ém am

(11-6)

Sous la condition (iii), on a lim, o (108 ¢m+1)/¢m = 0. On déduit donc de ce qui
précede I'implication (iii) = (i).

Etablissons la réciproque. Au vu de (11-6) et (11-5), il suffit de prouver que la
convergence de U(7;4) implique

(11-7). log gm+1 =o0(gm)  m — o0

Or on a

. §m+l §m+1
) () i (2n) = [M] N / 7zt )L
n

2
T t
Em<n<Em+1

&m m

La formule (11-1) et les relations (6-3) permettent de montrer facilement que le
premier terme du membre de droite est < (log¢m)/¢m = o(1) (m — o00). Sous
Ihypothese (i), le membre de gauche tend vers 0 puisque c’est le terme général
d’une série convergente. On déduit donc (11-7) de (11-5). O

11-3. Convergence de V (1;9)

Nous commengons par estimer Wi (z,z;9), en vue d’intégrations par parties
ultérieures.

Lemme 11.3. Soit A > 0. On a uniformément pour z > 2, Q, = z/(logx)54+2,

§€R7q::(Z(19;QI),a€Z7 (aaQ):]-a ‘qﬁ*a|<1/Qx; 19(1 ::ﬁfa/q:

(118) Wale,239) = 5 - {sen(@) +O(ellad)} +O(omrs) (elladl <),
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et
x
(11-9) Wi (x,x;09) < +
V< 4ol Tlog )
Démonstration. Le cas ¥4 = 0 est trivial. En effet, seule la relation (11-8) est alors
& démontrer, et il résulte du fait que n — B(an/q) est de moyenne nulle dans Z/qZ

que

(zllgo| > 1).

Wi(z,z50/q) <z —qlz/q] < q.

Plagons-nous donc dans le cas ¥, # 0. Soit B := 5A 4 20, de sorte que
Q. = z/(logx)B. Si ¢ = q(¥;Q.) > (logz)?, la majoration (7-4) fournit & la fois
(11-8) et (11-9). Nous supposons donc dans la suite que ¢ < (logz)?. Comme les
deux membres de (11-8) sont des fonctions impaires de ¥, nous pouvons également,
sans restreindre la généralité, supposer que 9, > 0.

Appliquons le Lemme 7.5 a la fonction 1. Nous pouvons écrire, avec les notations
(7-16) pour f =1,

Wi (z,x;9) = Z T, + O((log LI:)B)

0<b<z|lgd ||

avec Ty := Tb(l) + Tb(z) - %Tb(g), ol

Tb(l): Z B(an+b): Z B(ac+b)($b+1—$b+o(1>) <4

Ty <NKTp41 q 1<egq q 1
9 b
Tb( )= Z (nﬂq B 6) = 394(xp41 — 24)* + O((log z) "),
wb<n§xb+1
E T — X
Tb(S) _ Z 1= bt T O(1).
Tp<NETpp1 q

an=->b (mod q)
11 reste a sommer ces évaluations. Si x < 1/||¢?||, on obtient
9 2
Wl(x’x;ﬁ) =Ty = _; + O(M 4 (logaj)B),
q q
ce qui implique bien (11-8). Si x > 1/[|g¥||, on a [|g¥||(zp4+1 — 25) = 1 pour tout b
tel que b+ 1 < z||¢Y||, d’ot, sous cette condition,
9 1
+——d_ + 0((log2)?) < (logz)®.
2llg9l1> 2qllgd| ( )
Comme on déduit aussi de nos estimations des Tb(j ) que
1

max |Tp| < ——— + (logz)?,
e [Tl < Zqa * (o8

T, = O(q)

il s’ensuit finalement que

1
Wiz, z;9) € — + (logz)ZB (x > 1/]|q¥])),
qllqV||

ce qui implique bien (11.9). O
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Preuve de l’équivalence des points (ii) et (iii) de la Proposition 11.1.
Une sommation d’Abel permet d’écrire

> B(nd) _ Wi(w,;9) +/$ Wt 1 0)F.

n x t2
1<n<Lz

En notant que ||¢gm?|| = |em|¢m, on déduit du Lemme 11.3 que

Em+1 dt sgn(s ) 1/llgm 9|l dt 1 Em41 dt

m m

log gm+1 log gm Sm+1 dt
= (=1 m+1 m+ O /
( ) bgn(al) qu * dm * Em t(log t)A ’

ou 'on a utilisé les estimations (6-3). De la méme maniere, on obtient
dt _ loggm+1

Wi (z, z;9) 1 z
t,t;9)—
x < (loggm)®”  Je, ek )t2 <

(Em <o <&nya)-

dm

Ces estimations sont suffisantes pour obtenir I’équivalence requise des conditions
(ii) et (iii). Nous omettons les détails finaux, qui sont identiques & ceux du
paragraphe 11.2. a

12. (Dy) pour (f,g) = (A, —plog) :
preuve du Théoreme 4.5

Nous employons la Proposition 1.4(b). La ¥-adaptation, soit

121)  Va@) = Y i) =on) (oo,

P(m)<y

est déduite de (2-3) de la méme maniere que celle du couple (log, A) Vest de (2:7).
Nous renvoyons le lecteur au Lemme 10.1 pour les détails. La P-régularité de la
série ™
p(n)logn
V(ulog; ) = ——————B(nv
(nlogi ) = =~ (nd)

n>1

est une conséquence banale, par sommation d’Abel, des estimations (7-3) ou (7-38)
de W, (z,y;¥) — nous omettons les calculs correspondants. Comme on a

A(m) 1
(12:2) Ua@iy)l < Y, ——= < —
Py ™ VY

m>y

(y = 2),

d’aprés une majoration classique, toutes les conditions de la Proposition 1.4(b) sont
bien remplies.
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Il reste & montrer que la convergence des deux membres de (Dy) est uniformément
bornée pour (f,g) = (A, —plog). C’est une conséquence immédiate de (1-7), par
sommation d’Abel, dans le cas de V(g;9). Il suffit donc, au vu de (1-16) de
montrer que les trois quantités Vi (0;y), Ua(V;y) et Vy(¥;y) sont uniformément
bornées en y et 9. La premiere propriété résulte de (12-1) et de la majoration
supy |V(¢;y)| < 1/logy du Théoreme 2.1. La seconde découle de (12-2) et la
troisieme de (7-3), par sommation d’Abel. O

13. Cas des fonctions multiplicatives
13-1. Preuve du Théoréme 4.6 : (f,g) € Fa xFpetdI e RN Q

Nous établissons le Théoreme 4.6 en faisant appel au critére (a) de la Proposi-
tion 1.4. Il est donc nécessaire de disposer d’une majoration de Vg (9J; y). Nous ferons
appel, & cette fin, & un théoréeme de Montgomery & Vaughan [22] qui implique que,
pour chaque A > 1,

x (log R)3/?

(131) Eg(xayvﬁ) <<A IOgQZ‘ + € R1/2 ({E

uniformément pour g € F4, ¥ € R, R > 2, ¢(¥;2/R) > R. Il est & noter que nous
avons utilisé ici un aspect essentiel du théoreme de Montgomery & Vaughan, a
savoir I'uniformité de 'estimation dans la classe F 4 : cela permet, en appliquant le
résultat a la fonction multiplicative glg(oo,y), d’estimer indépendamment de y des
sommes portant sur S(z,y).

Bien entendu, en raison méme de son caractére d’uniformité, la majoration (13-1)
n’est pertinente que pour des « grandes ) valeurs de y. Lorsque y est petit devant z,
nous remplagons (13-1) par I'estimation

(13-2) Ey(z,y;9) < A%z(logz) 3/2{\/7+—+e logl}

établie dans [2] (proposition 1), avec les mémes conditions de validité que (13-1)

en z, y, g, R et ¥. Il est en outre & noter que la constante implicite dans (13-2) est

absolue, et donc que le parametre A est en particulier autorisé & dépendre de x.
En cohérence avec la notation (7-1), nous posons, pour z > 2, y > 2, 9 € R,

(13-3) Wy(z,y;9) = Z g(n)B(nd).
nes(z,y)
Lemme 13.1. Soit A > 1. On a uniformément pour g € Fa, x 2y > 2, 9 € R,

R>1,q(W;z/R) > R,

log, x log R
log 7 + x—Rl/S

(13-4) Wy(z,y;0) < @
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et

. 5/2 ) 1 —/log z
(135) Wg(xayaﬁ) < m(Ing) {\/;—’— R1/3 +e ® }

Démonstration. Nous réemployons ici la technique utilisée au Lemme 7.2 pour
g = T., et qui consiste & approcher B(«}) par une série de Fourier absolument
convergente. Le role des estimations (6-32) est joué par (13-1) pour la preuve
de (13-4) et par (13-2) pour celle de (13-5). Comme les détails techniques sont
essentiellement identiques & ceux de la preuve du Lemme 7.2, nous nous contentons
de breves indications.

Avec les notations (7-6) et en posant Ky (z,y;0) := >, g, h(n) cos(2mnd),
nous avons pour M > 1,0< 6 < 1,

Wo(z,y;0) = Y bsmZy(a,y;md)

1<m<M

(13-6)
+O( Z a(;,mK|g|(x,y;m79)+‘I’(x,y){(5+1/M(5}>.

1<m<M

En employant la minoration ¢(md;2x/R) > R/m issue du Lemme 6.2, nous
déduisons de (13-6) et (13-1) que l'on a, sous les hypotheses indiquées et pour
2< M < iR,

' xlog M x  x(log R)3/?
Wy(z,y;9) < log 7 + oz + S + iR

Nous en déduisons (13-4) en choisissant

5 log R n 1
" YR (logz)3’

Nous procédons parallelement pour établir (13-5), en utilisant (13-2) au lieu
de (13-1). Le résultat énoncé correspond au choix M := iR, § :== 1/VR. O

M := min {%R, (logx)/é}.

Nous déduisons a présent du Lemme 13.1 un résultat que 'on peut qualifier de
B-analogue du théoreme 2 de [3].

Lemme 13.2. Soit A > 1. On a uniformément sous les conditions g € F, y > 2,
Qy :=y/(logy)™, ¥ € R, q(9;Q,) > (logy)™*,

(logy y)?

(13-7) Voliy) < ozt

Démonstration. ]:ilvauluons7 sous 'hypotheése ¢(9¥;y/R) > R, le membre de gauche
de (13-7) par sommation d’Abel en utilisant (13-4) pour y < = < Ry, (13-5) pour
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Ry < z < Y7 et la majoration triviale Wy (z,y;9) < ¥(z,y) pour z > Y;. Nous
obtenons, compte tenu du Lemme 6.1,

(logyy)?  (logy)™/?(logy y)7/?

Vy(0y) = Z @B(ﬁn)<<

1/3
P(m<y logy .
n>y
Pour R = (logy)'4, le premier terme de cette majoration domine. a

Nous reformulons qualitativement le Lemme 13.2 sous forme d’un B-analogue du
corollaire 2.1 de [3].

Corollaire 13.3. Soient A > 0, g € F4 et ¥ € R~ Q. Si la série V(g;9) est
convergente et P-convergente, alors elle est P-réguliere.

Démonstration. Soient « la somme et a* la P-somme de la série V(g;9). On a
clairement o —a* = V(¥;y) +0o(1), donc a = a* deés que liminf, . [Vy(9;y)| = 0.
Cette derniere condition résulte immédiatement du Lemme 13.2 puisque, si 9 est
irrationnel, on a ¢(¥;y) = y pour une infinité d’entiers y. O

Fin de la démonstration du Théoréme 4.6.

Nous utilisons le critere (c) de la Proposition 1.4. Comme F4 C L2, le Théo-
réme 3.1 implique que le couple (f,g) est ¥-adapté. D’apres le Lemme 13.2, nous
avons Vy(9;y) = o(1) des que ¢(9;y/(logy)**) > (logy)*. Or, le théoreme 2 de [3]
implique Uy(¢;y) = o(1) sous la méme condition. La condition (c) de la Proposi-
tion 1.4 est donc bien remplie. a

13-2. Preuve du Théoréme 4.7:9 € Iy et ¥ € Q

Nous utilisons la Proposition 1.4(b).
La ¥-adaptation résulte immédiatement du Théoreme 3.4 puisque les hypothéses
effectuées sur g impliquent facilement

> @ < logy, > @ < (logy)?,

P(n)<y P(m)<y

ou la premiere des ces deux majorations a été établie en raisonnant comme dans
la preuve de (9-10) avec v = § = 2.

Pour établir la P-régularité de la série V(g;¥), nous observons d’abord que
I’espace vectoriel des fonctions de Z dans C qui sont g-périodiques et impaires
admet les familles génératrices suivantes :

I’ensemble des caractéres x impairs dont le module divise g ;
Pensemble des fonctions n +— sin(2wbn/q), b € N;
I'ensemble des fonctions n — B(bn/q), b € N.

Cela implique que V'(g; 1) est combinaison linéaire de séries du type

(13-8) > gn)x(n)/n

n>1



72 R. DE LA BRETECHE ET G. TENENBAUM

ou x est un caractere de Dirichlet impair de module divisant g. Un théoreme de
Montgomery (voir [14], théoreme 12) stipule que ces séries sont P-régulieres des
qu’elles sont convergentes si g € M;j et si les séries (4-16) sont toutes non nulles
lorsque p = 2 — ce qui est alors équivalent a lexistence d’un entier v > 1 tel que
g(2¥)x(2") # 0. Or, la démonstration donnée dans [14] du résultat de Montgomery
s’étend sans difficulté au cas des séries (13-8) avec g € F% sous 'hypotheése (4-16).
L’hypothese (a) implique donc la P-régularité de V' (g;99).
Il reste a montrer que

(13-9) Ur(9iy) =o(1)  (y — 00).

A cette fin, nous faisons appel a (4-6), sous la forme

(13-10) Ur(iy) =Y @{B*(nﬂ; %) — B(nd) + Vl(m?;y)}.

nLy
La relation (2-4) implique

sup IV (nd;y)| < 1/(logy)*+?
n\y

et la formule (1-22) appliquée avec f = 1 permet d’en déduire immédiatement une
majoration identique pour sup,, ¢, |V1(n¥d;y)|. Cela montre que la contribution des
termes Vi(nd;y) dans (13-10) est négligeable. Introduisons alors un parameétre
T > 1 et écrivons la contribution complémentaire sous la forme

G1(T;y) + Gao(Tsy),

ou (G1 et Gy correspondent aux intervalles de sommation respectifs n < y/T et
y/T < n < y. Pour estimer G1(T;y), nous faisons appel a (4-2) sous la forme

B*(nd;y/n) — B(nd) < n/(n+y/q) <o n/y.

Insérons cette estimation dans 'expression de G1(T; y). En utilisant le fait que g est
bornée en moyenne quadratique et en appliquant I'inégalité de Cauchy—Schwarz,
nous en déduisons que

G1(T;y) <9 1/VT.

Nous avons enfin

Go(T;y) = — Z g(n)iB(an/Q)— Z n Z g(n)w.

n ™m n

y/T<n<y 1<m<T " y/T<n<y/m
Les hypotheses (b) et (c) impliquent donc que G2(T';y) = o(1) pour chaque T fixé
lorsque y — oo. Nous obtenons alors (13-9) en faisant tendre successivement y et
T vers Uinfini. O
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13-3. Preuve du Théoréme 4.8 : (f,g) = (T241,Tz)

Nous pouvons aisément disposer du cas ¥ € Q, pour lequel le Théoreme 3.4
fournit immédiatement la 1¥-adaptation. En effet, en utilisant, comme dans la
preuve du Théoreme 4.7, le fait que ensemble D(q) des caractéres de Dirichlet
impairs de module divisant ¢ constitue une base de ’espace vectoriel des fonctions
g-périodiques impaires de Z dans C, nous voyons que la conclusion requise résulte
de la P-régularité de la série 3, -, 7w (n)x(n)/n pour x € D(q) et w € {2,z + 1}.
En fait, cette série est P-réguliere, de somme L(1,x)", pour tout x non principal
et tout w € C. La P-convergence vers L(1,x)" est une conséquence bien connue
du théoreme des nombres premiers en progressions arithmétiques. La convergence
au sens ordinaire découle de (6-37), grace a la représentation classique

X() =G, Y x(ae(an/q)  (n>1).

1<axgq

ol G4() désigne la somme de Gauss associée & X. Le fait que la somme ordinaire
soit égale & L(1, x)* est alors une conséquence de la continuité de L(s, x) sur [1, ool.

Nous nous limitons donc dans la suite a considérer les nombres 1 irrationnels. Le
cas z = 0 étant trivial puisqu’il correspond a la convergence de la série (1-2), nous
pouvons supposer e z < 0. Nous utilisons alors le critére (c) de la Proposition 1.4.
Le Théoréme 3.1 fournit la Y-adaptation de (7,41, 7,) dés que |z + 1| < 1, puisque
|7w(n)] < 1 pour |w| < 1etn>1. Le Lemme 6.9 implique ensuite que

(1311) UTz+l(,l9;y) = 0(1)

lorsque y — oo sous la condition ¢(; y/(logy)¢) > (logy)¢ avec C > 4(k+1)2+21.
Les trois sous-paragraphes suivants sont consacrés a établir que

(13-12) Ve (9;y) = o(1)

pour les mémes valeurs de y et un choix convenable de C, et que les séries V (7,;4),
U(7.+1;¥) sont respectivement convergentes pour Re z < 0 et e z < 0.
18-3-1. Majoration de |V (9;y)|

Le Lemme 7.2 fournit immédiatement une estimation du défaut de P-régularité
V. (9;9).

Lemme 13.4. Soit k¥ > 1. On a uniformément pour y > 2, z € C, |z| < k, ¥ € R,
R>1,q(0;y/R) 2 R,

(1313)  Vo.(diy)= > TZ'](zn)B(ﬂn) < (1Ogy)ﬁz+5{R_1/5+e_%./—10gy}.
P(TQSy
n>y

Démonstration. 11 suffit d’intégrer par parties Pestimation (7-4) en utilisant la
majoration triviale issue de (6-22) pour x > Y;. Nous omettons les détails. O
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On déduit en particulier de (13-13) que l'on a (13-12) lorsque y — oo sous la
condition ¢(v;y/(logy)®) = (logy) avec C > 5x% + 26.

Compte tenu du domaine de validité de (13-11) rappelé plus haut, nous avons
donc établi que, pour tout nombre complexe z, la condition (1-18) de la Proposi-
tion 1.4(c) est bien vérifiée pour le couple (7,41, 7).

18-3-2. Estimations de W,_(x,y; V) : convergence de V(7,3 9)

Ce paragraphe est consacré a établir la convergence de la série V(7,;9) sous
I’hypothese Re z < 0.
Le résultat intermédiaire suivant nous sera utile.

Lemme 13.5. Soient A > 0, B > 0, k > 1. On a uniformément pour = > 2,
I<w<a, 1<r<(logz)?,1<m < (logz)B, (¢,m) =1, 2| <k,

Z T.(rn) = % Z 7.(rn) + O(@)

r<n<z+z/w ® r<n<r+a/w
(1314) n=c (modm) (n,m)=1
Tx (1) log(2rm) « Foe 21 x
MV STTONT T T 1 ez .
< m w( og2) * (log x)4

En particulier, on a T, € SW™ pour tout z € C, les constantes implicites de (7-12)
et (7-13) pour f = 1, étant localement uniformes en z.

Démonstration. Le résultat annoncé pourrait étre déduit formellement du Lem-
me 6.10, mais il est plus simple de procéder directement. Nous nous contentons
d’indiquer les étapes essentielles.

Désignons par x un caractere générique de module m et posons

F(s;r,m) = Z r=(rn) (o >1).

ns
n>1
n=c (mod m)

Nous pouvons écrire grace aux relations d’orthogonalité des caracteres

F(s;r,m):ﬁ Z X(c)F(s;7,x)

x(mod m)

avec

F(s;r,x) =) xwrrm) _ 11 (1 B %)Z 11> BN

P
n>1 ptr p¥||r j=0

z v+j j
— 150 T (1= 52 3 ZE N T )
pim = pim
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On a en particulier, en notant xo ., le caractere principal de module m,
(13-15) F(s;r,x0m) = C(s)°G(s, z;7,m)

avec

G(s,z;m,m) := H ( ) H ZTZPJQ H T.(p

p|mr p¥||r 520 ¥ |7
ptm plm

En utilisant (6-20) et la sous-multiplicativité de 7, on montre aisément que 'on a
pour |s — 1| < 1/log(2rm)

(13-16) |G(s, z;7,m)

m
(pgn )Tn('f‘) log(2rm).

On conclut la démonstration en employant la méthode de Selberg—Delange
(cf. [29], chap.I1.5). La contribution des caractéres non principaux est estimée grace
aux propriétés de prolongement analytique des fonctions L(s, x) dans le demi-plan
o < 1. Celle du caractere principal est évaluée en faisant appel a (13-15) et (13-16).0

Nous sommes maintenant en mesure d’établir une estimation de Wy, (z,z;9)
valable uniformément pour ¥ € R.

Lemme 13.6. Soient A >0, x> 1, B := 5(A + k% + K +4). On a uniformément
pourx =2, z€C, |z| <K, Qp = x/(logm) ,U9ER, q:=q(9;Qy),

_1f Twut2(q) log g 1
z,z;9) < z(log z)Re? 1{ & }
( ) < z(logx) . + (log )
Démonstration. Nous employons la méthode précédemment mise en ceuvre dans les
démonstrations de la Proposition 7.1 et du Lemme 11.3.
Lorsque ¢ satisfait aux hypotheses de 1’énoncé, on a

W, (z,7;0/q) < z/(log 2)AFL,

z

(13-17) W,

z

Cela nous permet de disposer du cas 1 € Q.

Placons-nous maintenant dans le cas ¥ € R\ Q. Si ¢ = ¢(¥;Q,) > (logz)?
la majoration (7-4) fournit (13-17). Nous pouvons donc supposer dans la suite que
q < (logz)B. Comme le membre de gauche de (13-17) est une fonction impaire de 9,
nous pouvons également, sans restreindre la généralité, supposer que, si a € Z est
tel que (a,q) =1, |¢¥ — a| = ||g¥]] < 1/Qy, alors ¥, := 9 —a/q > 0.

Comme, d’apres le Lemme 13.5, on a 7, € SW™ pour |z| < &, nous pouvons
évaluer W,._(z, x;9) al'aide du Lemme 7.5, les constantes impliquées ne dépendant
que de A, B et k. Le nombre des indices b dans la somme de (7-17) avec f = 7,
n’excédant pas 1+ z||¢d|| < (logx)®, il suffit, pour établir (13-17), de montrer que
l'on a

Twt2(q) logq
q
pour 0 < b < zflgdf et 1 <j<3.

_ X
Re z 1+

)
(13-18) T, < {zp4+1 — 23} (log ) (log )B4
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Commencons par majorer Tb(l). 11 résulte immédiatement de (7-15) et (13-14) que

O () o)

m|q xpm/q<l<Tpraim/q
(¢,m)=1
_1loggq x
Rez—1
< {zp41 — 20} (log ) E;deAWm»+&%@EM
m|q
Tm+2(q) 1qu Re z—1 L
< T{berl — a3} (log z) + (logz)B+A"

ol nous avons utilisé la relation de convolution 7 * 7,, = 7,;42. Cela garantit bien
(13-18) pour j = 1.

Nous estimons Tb(2) par sommation d’Abel & partir d’une évaluation classique de
ant 7.(n). Il vient

Tb(2) < Dy(zpy1 — 2p)2(logz)® =1 + 9,22 /(log )BT,

Comme 9, (zp41 — 1) < 1/q et 9,2 < (logz)B /g, cela implique (13-18) pour j = 2.
II reste & évaluer Tb( ). Compte tenu de (7-19), le Lemme 13.5 fournit

T

3)
b (log) PP

(g1
7x(q) ogq{mb+1 ~ 2} (log) "> 4
q

Cela acheéve la démonstration du Lemme 13.6. O

Nous sommes maintenant en mesure d’établir la convergence de V(7,;1) pour
tout z tel que Re z < 0. Une sommation d’Abel fournit d’abord

(13-19) 3 %")B(nﬂ) _ W (@,:9) / W (t,t:9)
n<x

L’ensemble des x satisfaisant & ¢(%; Qx) = gm, c’est-a~dire ¢, < Qz < ¢m1, st
un intervalle, que nous notons [£,,, &mr1[. D’apres (6:3), on a &, < ¢, (1og g )®
Ainsi que nous I'avons remarqué au paragraphe 11.2, on a logg,, > m, donc
également

(13-20) log&m > m (m > 1).
Le Lemme 13.6 implique par conséquent pour Rez < 0

W, (z,2;9 1 Rez—1 1 1
(w,2:9) _ (loga)

E Vim logg Sma nSS )
Em41 (log«f )ERez 1
W (t,t;9)|— '« = + <m!=A
/m ‘ ( )‘ VAam (loggm)Ail
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En particulier, la seconde majoration est, pour tout A > 2, le terme général d’une
série convergente. En reportant ces estimations dans (13-19), nous obtenons bien
la convergence de V(7,;1) sous ’hypothese Re z < 0.

13-3-3. Convergence de U(T,41;9)

Nous établissons ici la convergence de la série U(7,41;9) lorsque Re z < 0.

Le cas ¥ € Q résulte immédiatement, par sommation d’Abel, de la formule (6-38)
du Lemme 6.10 qui implique pour a, ¢ fixés et tout A > 0

x
13-21 Z, (z,x; —_—
(13-21) (rafe) < o
Nous omettons les détails, qui sont faciles.
Considérons maintenant le cas ¥ € R\ Q.
Une sommation d’Abel permet d’écrire
sm (2mnd) ZTz+1 (x,2;9) x dt
1322) Y™ kil /1 Zro (1:0)

n<x

Conservons la définition de la suite {&,,}°°_; utilisée en (6-3). On déduit du Lem-
me 6.11 que V'on a, pour = € [£n, Emti),

Zy (z,2;0 log )¢ 7 log(1 + 9222 1 1 1
(13-23) aun ) < (log ) B o) + 5 < + —=5.
x Vam |9, (log z) VIm m
En majorant (logz)®¢* par 1 dans la premiere de ces estimations, nous obtenons
Emt1 > log(1 + 192152 W] dt 1
/ |Z:. ., (L, 1;0)] / 192t2)| d 1 5
(13.24) Jém \/ a (log&m)
W'

La convergence de la série U(7,41;7) lorsque Re z < 0 résulte clairement de (13-22),
(13-23) et (13-24).
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