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Résumé

L’utilisation de la méthode de génération de colonnes s’est intensifiée ces
dernieres décennies, en particulier pour la résolution de problemes discrets
de grande taille afin d’obtenir une borne lagrangienne. Elle est également
integrée dans la méthode de séparation et d’évaluation (branch-and-price) ot
elle est utilisée pour le calcul de la fonction d’évaluation en chaque noeud de
I’arbre de recherche.

A Tinstar des méthodes itératives, elle souffre du phénomene d’amortis-
sement, particulierement lorsqu’elle est utilisée pour résoudre des problemes
dégénérés. Le schéma de génération de colonnes offre plusieurs possibilités
d’améliorations. Nous présentons dans ce rapport quelques unes de ces pos-
sibilités proposées dans la littérature, qui se basent sur des principes variés
selon que ’on opere sur le plan primal ou dual, que I'accélération concerne la
résolution du probleme maitre, du sous-probleme ou du processus global, ou
encore son hybridation avec d’autres méthodes de résolution.

Nous mettons 'accent a la fin de ce rapport sur les techniques de réop-
timisation qui s’averent prometteuses pour ’accélération de la génération de
colonnes, particulierement lorsque le temps global de résolution est dominé
par celui des sous-problemes.

Abstract

The use of the method of column generation was intensified during the
last decades, in particular for the resolution of huge discrete problems in
order to obtain a lagrangian bound. It is also integrated in a branch and
bound method (branch-and-price) where it is used for the computation of the
evaluation function at each node of the research tree.

Like iterative methods, it suffers from the long tail effect, particularly
when it is used to solve degenerated problems. The scheme of column gene-
ration offers several possibilities for improvements. We present in this report
some of these possibilities suggested in the literature, which are based on
varied principles according to whether one operates on the primal or dual
plan, or that acceleration relates to the resolution of the master problem, the
subproblem or the whole process, or his hybridization with other resolution
methods.

At the end of this report, we focus our study on reoptimization techniques,
which prove to be promising for the acceleration of column generation, par-
ticularly when the total time of resolution is dominated by that of the sub-
problems.

1 Introduction

De nombreux problemes rencontrés dans la pratique sont complexes, de grande
taille et difficiles a résoudre. Ce qui les rend hors des capacités de résolution des lo-
giciels disponibles aujourd’hui, méme les plus spécialisés. Pour pouvoir les traiter,
des méthodes de décomposition de Iespace des solutions sont utilisées [1, 9, 43].
La décomposition engendre souvent des problemes avec un nombre démesuré de
variables, d’ou un interét croissant pour la méthode dite de génération de colonnes
[3, 10, 13, 25, 29, 31] dont le point fort est de pouvoir caractériser une solution



optimale d’un probleme en manipulant un ensemble réduit de ses variables.

La génération de colonnes a été introduite indépendamment par Dantzig et
Wolfe [9] d'un coté et Gilmore et Gomory [20] de lautre. Elle consiste & résoudre
alternativement un probleme malitre et un sous-probléeme, résultants de la décom-
position du probléeme d’origine. Le principe est de sélectionner a chaque itération
une variable candidate a améliorer la valeur courante du probleme maitre, en ex-
ploitant le cas particulier ou les variables ont une structure spécifique qui permet
de les définir par un sous-probléme d’optimisation (plus courts chemins [10, 13],
sac-a-dos [20]).

A Dinstar des méthodes itératives, la génération de colonnes peut souffrir d’un
probleme de convergence, particulierement lorsqu’elle est utilisée pour résoudre des
problemes dégénérés ou elle peut passer beaucoup de temps a générer des colonnes
qui n’améliorent que faiblement la valeur de I'objectif, ce phénomeéne est appelé
lamortissement de la génération de colonnes. La version duale de la génération de
colonnes, connue sous le nom de la méthode des plans coupants de Kelley [23], est
basée sur le méme principe, mais utilise des techniques de résolution différentes.
Du point de vu dual, le probleme de convergence se traduit par des variations
d’une grande amplitude des solutions duales.

Plusieurs méthodes visant a améliorer la convergence de la génération de co-
lonnes ont été proposées dans la littérature. Elles se basent sur des principes variés
selon que 'on opere sur le plan primal ou dual, que 'accélération concerne la ré-
solution du probléeme maitre, du sous-probleme ou bien du processus global, ou
encore de son hybridation avec d’autres méthodes de résolution. Les méthodes les
plus connues et les plus utilisées sont les méthodes de stabilisation [4, 10, 35, 34]
qui operent sur le processus global en ayant comme objectif la diminution du
nombre d’itérations en réduisant les oscillations des valeurs des variables duales.

Nous rappelons dans la section 2 le principe de la génération de colonnes du
point de vu primal et dual et ses problemes de convergence. Dans la section 3
nous exposerons différentes méthodes de stabilisation. Enfin dans la section 4,
nous présenterons d’autres techniques d’accélération et des pistes de recherches a
explorer qui nous semblent prometteuses.

2 Principe de la génération de colonnes

Considérons le programme linéaire a n variables et m contraintes :

(P) max} ;;cm; s.c Do Az;<a
T >0, VjedJ

ot J est I'ensemble des indices des variables (avec |J| = n), (¢j, A7) € (R x
R™),Vj € J et a € R™.



Soient BB une base réalisable de (P) et x(3) une solution de base associée. La
solution duale correspondante est donnée par :

= 0(3)571

La résolution du probleme (P) par I'algorithme primal du simplexe consiste
a améliorer itérativement la solution de base x5y en sélectionnant, parmi toutes
les variables hors base, une variable de cout réduit améliorant, i.e. positif pour
un probléme en maximisation. Le cott réduit d’'une variable x; est donné par :
¢j =c¢j — mwAJ. La colonne qui rentre dans la base peut étre obtenue en résolvant
le probleme d’évaluation :

G+ = maxc; — mA’ 1
- = maxc, (1

Si ¢j« > 0 alors la solution courante peut étre améliorée en introduisant x;«
dans la base. Sinon, la base courante B est optimale pour (P).

Si on est amené a manipuler un nombre démesuré de variables (plusieurs mil-
lions), il est alors tres difficile de les énumérer explicitement et par conséquent,
la résolution de (1) devient ardue, voire impossible. Dans le cas ou les colonnes
ont une structure particuliere, on peut les définir en résolvant un probleme d’op-
timisation [43]. Par exemple, le probleme de découpe [20] dans lequel les colonnes
sont des vecteurs a composantes entieres non nulles, la définition d’une colonne
revient a résoudre un probleme de sac-a-dos a variables entieres. Les méthodes de
décomposition reposent sur le méme principe : le probleme d’origine est décom-
posé en un ou plusieurs sous-probléemes plus simples a résoudre, I’ensemble étant
généralement coordonné par un programme linéaire appelé le probleme maitre.

L’algorithme de génération de colonnes est particulierement adapté a la réso-
lution des problemes engendrés par la décomposition de Dantzig et Wolfe [9]. Son
principe est similaire a celui de I'algorithme du simplexe et consiste a résoudre le
probleme (P) avec un ensemble réduit de ses variables, puis a ’alimenter itérative-
ment avec de nouvelles colonnes jusqu’a atteindre 'optimalité. Ainsi, on construit
A une itération k donnée, un probleme (PF) (appelé probleme maitre restreint) &
partir de (P) en utilisant un sous-ensemble de colonnes J* C J :

(P*)  max djegk CGiTj 8L D ic gk Az <a
z; >0, VjeJk

Soient B* une base optimale et réalisable de (P*), z* et 7 les solutions pri-
males et duales associées. On cherche donc une colonne de cotut réduit positif
(maximal) qui rentre dans la base en résolvant le probleme d’évaluation (1) appelé
sous-probleme. Deux cas peuvent se présenter :

(i) Soit ¢;+ > 0 : la colonne j* est rajoutée & 'ensemble J* et le probleme (P*)

augmenté d’une colonne, est réoptimisé sur ensemble J*¥+1 = JF U {5*}.

(i4) Ou bien ¢j= < 0 : aucune variable ne possede un coit réduit positif et par

conséquent la base BF est également optimale pour (P).

L’algorithme suivant résume les étapes de résolution par la génération de co-

lonnes.



Schéma générique de I’algorithme de génération de colonnes

{début}
k1
Initialiser (PF)
J¥ — Ensemble des indices des variables de la base de départ
Répéter
Résoudre (P*)
B¥ base réalisable et optimale de (P¥)
(xF; %) « solution optimale (primale; duale) de (P¥)
¢* — maxje {c; — 7F AT}
j* — argmazjc{c; — AT}
JHHL— PO k= k41
Jusqu’act >0
BE=1 est réalisable et optimale pour (P)

{fin}

2.1 La génération de colonnes pour l'optimisation discrete

La résolution des problemes en nombres entiers nécessite souvent 1'utilisation
de techniques de décompositions [9, 17, 19, 22, 43]. Nous nous intéresserons dans ce
qui suit a la méthode de décomposition de Dantzig et Wolfe [9] dont ’application
aboutit, d’une part a un probleme maitre et d’autre part a un ou plusieurs sous-
problemes [2, 3, 12, 13, 20, 21, 33]. Pour résoudre le programme en nombres entiers
ainsi obtenu, la génération de colonnes peut étre utilisée directement [28, 29] ou
intégrée a un schéma de type branch-and-bound pour donner la méthode de branch-
and-price.

Considérons le programme linéaire suivant :

(PNE) maxcx s.c. Az <a (m contraintes)
Bx <b (p contraintes)
r €N

ou A e R™" BeRP" g€ R™etbe RP.

Soit X = {x € N® : Bz < b} un ensemble fini indicé par I. En notant z?,
i € I, les éléments de X, le probleme (PN E) peut se réécrire comme suit :

max{cz’ : Az’ <a,icI}

En associant une variable binaire \;, i € I, & chaque élément 2’ de X, on obtient
la formulation du probléeme maitre de Dantzig et Wolfe équivalent au probleme
(PNE) :

max Y, (cz'); s Y. (AN <a
diierhi=1 (2)
NeEN, Viel



En relachant les contraintes d’intégrité sur les variables du probleme (2) et en
substituant I par J, ensemble des indices des points extrémes de Conv(X), on
obtient la relaxation continue du probleme maitre de Dantzig-Wolfe :

(PM) maXZjEJ(c:L‘j))\j s.C. ZjeJ(A:nj))\jga

ZjeJ)‘jzl (3)
)\jz(), VjeJ

Le nombre de points extrémes étant potentiellement exponentiel, on définit le
probleme maitre (PMP") restreint au sous-ensemble des variables d’indices dans
JF C J construit itérativement avec 'algorithme de génération de colonnes (voir
procédure décrite ci-dessus).

D’apres le paragraphe 2, le cotit réduit d’une variable \;, j € J, est donné par :
cx! — m(Az?) — mg
et le probleme d’évaluation appelé aussi le sous-probleme est formulé comme suit :

SpP — Azl — — 1Az —
(SP) 1"]@3}{(0 TA)w ﬂo}ﬁxegggﬁx){(c mA)x — o}

ou m € R est le vecteur des variables duales correspondant aux contraintes
> jes(Ax7)A; < a (dites couplantes) et mp € R la variable duale correspondant a
la contrainte de convexité > ;. ; A;j = 1.

Remarques 1

(a) Le probléme maitre peut étre initialisé avec un ensemble de colonnes gé-
nérées par une heuristique ou bien en utilisant des variables artificielles a
linstar de la phase 1 de l’algorithme du simplexe.

(b) 1l n’est pas nécessaire de résoudre les sous-problemes jusqu’a ’optimalité,
une méthode heuristique peut fournir des colonnes de cout réduit positif en
un temps raisonnable [37], la résolution exacte des sous-problémes n’est né-
cessaire que pour prouver l'optimalité.

(c) Afin de réduire le nombre d’itérations de la génération de colonnes, il est
préférable de générer lors de chaque itération un ensemble de colonnes de
cotits réduits positifs (cela revient a déterminer plusieurs solutions du sous-
probleme de cotts réduits positifs en utilisant des heuristiques ou bien en
calculant les k meilleures solutions) que de n’en générer qu’une seule.

(d) Les problémes (PNE) et (2) sont équivalents mais leurs relaxations conti-
nues respectives sont différentes. La relazation continue de (2) correspond a
la relazation lagrangienne des contraintes Ax < a [39].

(e) D’aprés la remarque (1-(b)) et lorsque le sous-probléme posséde la pro-
priété d’intégralité' (probleme du plus court chemin [10] par exzemple), la
borne obtenue est la méme que celle de la relaxation continue. Afin d’obte-
nir une meilleure borne, il est préférable que le sous-probleme ne posséde pas
la propriété d’intégralité.

1La résolution de la relaxation continue d’un probléme en nombres entiers possédant la pro-
priété d’intégralité fournit des solutions entieres.



2.2 La Génération de Colonnes dans 1’espace dual

Considérons le dual du probleme (PM) :

(DM) minma+m s.c. m>ca! —n(Ax)) VjeJ
(71-7770) S (RTaR)

Ce probleme peut étre résolu par la méthode des plans coupants de Kelley [23].

Posons 0 = wa + m, le probleme (DM) peut étre rééerit comme suit :

(D) minf sc. 0>cx/+7w(a— Ax?) VjieJ (4)
(6,7) € (R,R)

il en découle les formulations équivalentes :

minf s.c. 6> 0O(n) .
(0,m) e ®RRY) & Mmiteery O

ot O(7) = max;je {ca? + m(a — Az?)}.

Remarques 2
(a) La fonction m— O(m) est une fonction conveze et linéaire par morceaux.
(b) Pour tout m € R, M = maxjec;{cz’ + m(a — Az?)} définit un majorant
de la valeur optimale du probléme maitre (PM).
(c) Le probléme (4) est équivalent au dual de la relazation lagrangienne du
probléme (PN E) obtenu en dualisant les contraintes Ax < a.

Par analogie avec la procédure présentée au début de la section 2, on définit le
probleme maitre (D) restreint & un ensemble réduit de contraintes générées par
le sous-ensemble de colonnes J* C .J :

(D¥)  min® sc. 0>cr! +7n(a— Azd) VjeJ* (5)
(0,7) € (R,RY)

Ces contraintes qui sont (éventuellement) des supports de la courbe de O,
définissent une approximation ©F de ©. La valeur de ©(7) est fournie par la
résolution du sous-probleme

max{cz! 4+ m(a — Az?)} (6)
jeJ
Soit, 7% la solution optimale de (D¥), pour vérifier si 7% est optimale pour (D),
on calcule la valeur de O(7*) en résolvant le sous-probleme (6). Deux cas peuvent
se présenter :

(1) Soit O(n*) > ©F(7*), la solution 7% n’est pas optimale pour (D) et la
nouvelle coupe associée a la colonne générée par le sous-probleme est rajoutée a
I’ensemble des coupes déja générées pour obtenir un nouveau probleme (DkH), et
le processus est réitéré.



(4i) Soit ©(7*) < ©F(7*), dans ce cas 7F est optimale pour (D) et ’algorithme
s’arréte.

Chaque coupe dans le dual correspond & une colonne dans le primal, le théo-
reme ci-dessous permet de construire une solution primale réalisable a partir des
conditions d’optimalité du probleme dual restreint [7].

Théoréme 1 (1) La solution optimale 7% de (D¥) est caractérisée par l’existence
d’une solution primale réalisable x* satisfaisant les conditions de complémenta-
rité :

AzF —a <0, >0, (AzF¥—a)7*=0
(2) 2 coincide avec la solution optimale de (PMF).

(8) ¥ est optimale pour (PM) si cx® = O(m), avec 7 la meilleure solution duale
courante.

2.3 Convergence de la génération de colonnes

La génération de colonnes assure une tres rapide amélioration de la valeur
du probléme maitre durant les premieres itérations. Cependant, elle peut passer
beaucoup de temps & générer des colonnes qui n’améliorent que faiblement la va-
leur de l'objectif. La figure 1-(a) illustre ’effet d’amortissement lors des dernieres
itérations.

valeur de

l'objectif e(m)

o(n?)
o(rl)
o(r3)

itérations

(a)

Fia. 1 — Convergence de la génération de colonnes du point de vu primal et dual

Les problemes de convergence de la génération de colonnes proviennent es-
sentiellement de la dégénérescence primale et de la qualité des colonnes générées
qui n’appartiendront pas a la base optimale. Sous I'aspect dual, ces problemes de
convergence se traduisent par des oscillations des valeurs des variables duales ou
I’'on observe des déplacements qui causent une détérioration de la qualité de la
solution (figure 1-(b)). L’étude de la convergence de la génération de colonnes du
point de vue dual a été la source du développement des méthodes de stabilisation,
dont le principe de base est de générer des solutions proches de la meilleure solu-
tion courante, pour diminuer les oscillations des valeurs des variables duales. Une
synthese des différentes méthodes est présentée dans la section suivante.



3 Meéthodes de stabilisation

Il existe dans la littérature plusieurs approches dites de stabilisation qui visent
a diminuer les fluctuations des variables duales en guidant la méthode pour générer
des solutions proches de la meilleure solution trouvée jusqu’a l'itération courante.
Ces méthodes operent donc sur l'espace dual et ont pour effet de diminuer le
nombre d’itérations. Le principe de base de ces méthodes est de restreindre la ré-
solution du probleme dual (4) au voisinage de la meilleure solution trouvée appellée
le centre de stabilité. Nous présentons dans ce qui suit deux types de stabilisation
des variables duales. Le premier, basé sur la pénalisation du probleme dual, en-
globe les méthodes de type faisceaux et les méthodes de stabilisation par pénalités
linéaires et consiste a rajouter un terme de stabilisation a ’objectif du probleme
dual qui a pour effet de générer des solutions proches du centre de stabilité. Le
second, englobe les méthodes du centre qui déterminent une localisation (bornée,
convexe et fermée) et calculent un point a l'intérieur de cet ensemble. Nous pré-
senterons a la fin de cette section une méthode basée sur un autre principe, qui
est de perturber la solution duale.

3.1 Meéthodes de stabilisation par pénalisation du probleme dual

La méthode du point proximal a été la premiere technique a introduire ce
concept [44], pour l'optimisation des fonctions convexes non différentiables. Le
principe est d’approcher la fonction © par une fonction 5) également convexe et
possedant les mémes points minimaux que © et de plus différentiable. Malheureu-
sement, le probleme a résoudre lors de chaque itération est aussi difficile que le
probleme d’origine. Afin de remédier a cela, nous avons besoin de réunir les infor-
mations déja obtenues sur © lors des itérations précédentes pour faciliter le calcul
de la prochaine approximation, d’ou I'idée d’utiliser la méthode des plans coupants.

Les méthodes présentées dans cette section consistent a rajouter un terme de
stabilisation a ’objectif du probleme dual afin de pénaliser les solutions éloignées
du centre de stabilisation. Cette pénalisation permet de réduir ’espace des réali-
sables et a pour effet de diminuer la complexité de résolution du probleme (D).
Le probleme stabilisé est formulé comme suit :

~

(Dgie)  min O(n) on O(x) = O(x) + F(r — 7)

TER™

ou 7 est le centre de stabilité et F' une fonction convexe qui atteint son mi-
nimum au point 0. On utilise la méthode des plans coupants pour résoudre le
probleme (Dgy,). On définit le probleme stabilisé (DY,) & Pitération k& comme
suit :

(DE,)  min ©f(x) on ©F(x) = ©F(x) + F(r — 7) (7)

TER™

Les principales étapes des méthodes de stabilisation sont résumées ci-dessous :



Algorithme général de stabilisation de la génération de colonnes

{début}
Choisir un centre de stabilité 7 et un ensemble de colonnes de départ J°
Poser k < 0 et fixer € > 0 petit
Faire
Résoudre le probleme (7), soit 7 une solution optimale
Calculer ©(7*) en résolvant le sous-probleme (6)
Si (O(7) > O(7*)) Alors 7 « 7% FinSi
Enrichir ©F avec le plan coupant obtenu
Jusqu’a (0(7%) — k(7)) < ¢
{fin}

L’algorithme s’arréte lorsque I’écart entre le majorant ©(7"*) et le minorant
OF (7%) est suffisamment petit (c’est-a-dire inférieur & € et la solution obtenue est
e-optimale).

Résolution du probleme stabilisé

Ajouter des contraintes au dual restreint correspond a rajouter des colonnes
au probleme malitre restreint, le théoreme 1 permet de calculer une solution pri-
male réalisable du probleme maitre restreint a partir d’une solution duale. Notons
qu'une solution 7% du probleme (D¥,,) n’est pas forcément optimale pour (DF),
afin d’obtenir une solution primale réalisable, le probleme maitre restreint doit
étre résolu en incluant toutes les colonnes générées. Afin d’éviter ce calcul, il serait
avantageux de formuler le dual du probléeme (7) en fonction des variables d’origine,

cela deviens possible en utilisant les fonctions conjuguées et la dualité de Fenchel

[7]-

Le probleme (D

¥.,) peut étre reformulé comme suit :

min OF(m) +F(y), y=n—*
ool @ @),

Le dual de la relaxation lagrangienne de cette nouvelle formulation obtenue en
relachant les contraintes v = m — 7 suivant le multiplicateur y € R™ est appelé le
dual de Fenchel :

(DFk) = INnaXyecprm min(w,fy)eRT xR™ oF (m) —ym + F(v) + yvy
= maxyepn [mingegy (08 (1) — ym) + min,erm (F(7) + y7)]

= maxyepm [~ maxzery (yr — % (7)) — max,ern ((—y)y — F(7))]
On définit 7™, la fonction conjuguée d’une fonction 7' comme suit :

T*(u) = maxuv — T'(v)

v

Remarquons que “maxrcrm (ym — OF (1)) = OF (y)” et “maxyegrm ((—y)y —
F(v)) = F*(—y)”. Le dual de fenchel du probleme (D¥,,) peut donc se reformuler
comme suit :

10



(DF*) = max —"(y) - F*(~y)

Le terme —©*(y) peut étre développé comme suit :
~0'(y) = - max{yr - Ok(r) | 7 € RT}
= —maxgeryp {ym — max;c p{ca’ +m(a — Ala’)}}
= —maxgrerp {YT — MaAX cony(xt){cT + m(a — Az)}}
= - maneRT{yﬂ' + mingccony(xry{—cx — m(a — Az)}}
= —milyecopuxk){—cr + maxgerm{r(y +a — Az)}}
Le probleme (DF*) devient :

max cx +yn — F*(y)
Ar—a+y=20 8
x € Conv(XF) (8)
yeR™

Une correspondance similaire que celle du théoreme (1) peut étre établie entre
les problemes (8), (PM¥) et (PM) (voir [7]).

3.1.1 Les méthodes de type faisceaux

Ces méthodes ont été introduites dans [26] et [51]. Elles ont été congues a ’ori-
gine pour 'optimisation des fonctions convexes non différentiables avec ou sans
contraintes. Elles peuvent étre vues comme des méthodes de stabilisation de la
méthode des plans coupants.

Soit 7 la meilleure solution obtenue jusqu’a litération courante et g(7) un
sous-gradient de © en 7 vérifiant donc la propriété suivante :

O(m) > O(7) + g(7)(mr —7) VmeRY

Le principe de base des méthodes des faisceaux est de collecter un faisceau
d’informations sous la forme {(©(77), g(77)), j € J*} généré jusqu’a l'itération k
pour tenter de calculer une direction de descente pour © au point . Etant donné
que la direction obtenue n’est pas forcément une direction de descente [6], cette
méthode consiste a se déplacer vers une meilleure solution si la valeur de 'objec-
tif est améliorée significativement (étape de descente) ou & rester dans le point
courant (étape nulle) et utiliser le sous-gradient généré afin d’enrichir le faisceau
courant pour tenter de trouver une meilleure direction.

L’approximation ©F de © est donnée par

6" (m) = max{®(n’) + ¢/ (r )}

Ol ¢/ = g(n7). En posant d = m — 7, ©F(7) s’écrira :
0%(d) = max{a’ + dg’} + O(7)
jeJk

ot &/ = O(m)) + ¢/ (7 — 1) — O(7)
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Le prochain point désiré est ™ + d* ou d* est solution optimale du probléeme

Iﬁm@g@}:%?{ezeza%+@ﬂjeJﬂ+@ﬁ)

Remarques 3

(a) La transformation ci-dessus est une translation de © au repére d’origine
(7, 0(7)).

(b) La méthode des plans coupants peut étre vue comme une méthode de calcul
d’une direction de recherche de nouvelles solutions. Si OL(d*) = (7 + d*)
alors m = 7 + d* est optimale pour (D), sinon, (O(r),g(m)) est rajouté au
faisceau courant.

Etant donné que O est non différentiable, chaque point 7 est caractérisé par
un sous-différentiel 0O(7), ensemble de tous les sous-gradients de © en 7. La re-
cherche d’une direction de descente pour la fonction © au point 7 revient a la
recherche d’un vecteur de norme minimale dans 9O (7) qui est malheureusement
difficile & caractériser [18]. Une idée est alors de calculer une approximation de
00(7). La méthode la plus simple est la méthode de sous-gradient (ou de ma-
niere équivalente la méthode des plans coupants) qui utilise un sous-gradient g(7)
comme approximation de 0O(7). Cette méthode est simple et d’une large utilisa-
tion, mais elle souffre d’un probleme de convergence.

Afin d’approcher 00(7), d’autres méthodes se basent sur le principe suivant :
on espere que les sous-gradients générés en des points proches de 7 sont proches
de certains sous-gradients de 90 (7). Au lieu d’utiliser un seul sous-gradient, on
utilise un faisceau de sous-gradients autour de 7, cet ensemble est appelé 1’e-sous-
différentiel de © en 7 et est noté 0.0 (7) (pour plus de détails, voir [18]).

Lorsque la fonction & optimiser est convexe et linéaire par morceaux (dans
notre cas 0), le probleme de la recherche d’'une direction de descente est le dual
du probleme d’origine (4) auquel on rajoute un terme quadratique a 'objectif,
cette technique a donné lieu a la premiere variante des méthodes des faisceaux
pour la stabilisation de la méthode des plans coupants qui est présentée ci-dessous.

i) Stabilisation par pénalisation quadratique

Le probleme résolu lors de chaque itération est le suivant :

1
: @k - =2
min (04(x) + o || 7~ 7 )

Ce probléme est équivalent au probleme (D) auquel on a rajouté le terme de

stabilisation o || 7 — 7 ||, qui a pour objectif de pénaliser les solutions éloignées

de 7. Le prochain point est obtenu en résolvant le probleme quadratique :

mind + || — 7> : 0<OF) +¢/(n—7) VjeJk
(0,7) € R x R7

Le parametre t est appelé coefficient de stabilisation et a pour role de régler
effet de stabilisation. Si ¢ est tres grand, la stabilisation est faible (i.e. on tolere les
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éloignements de ), si t est tres petit, la stabilisation est forte et on risque d’avoir
des améliorations tres faibles de la qualité de la solution ; la figure 2 montre 'effet
de la stabilisation en fonction du parametre ¢.

7 w1 72 7F 73 ks

F1G. 2 — Stabilisation avec différentes valeurs de ¢ : t1 < 12 < t3
ii) Stabilisation par région de confiance (Trust region)

Cette méthode a été introduite dans [45], elle offre une technique simple pour la
mise a jour de t. Dans le cas d’une étape de descente, élargir ¢ peut étre préférable
au déplacement vers un nouveau point, car I'approximation ©F de © peut étre
meilleure a 'extérieur de la région de confiance définie par la fonction de pénali-
sation. Dans le cas d'une étape nulle, décroitre ¢t peut étre préférable a l'insertion
d’un nouveau sous-gradient.

iii) Stabilisation par niveaux (Level stabilization)

Cette méthode a été introduite dans [27], le principe est de controler la valeur
de 'objectif avec un niveau [ lors de chaque itération k. Le probleme stabilisé a
la forme suivante :

min (5l 7 0(r) < 1) (9
Le principe est le suivant :

Calculer Iécart A(k) = 0% — 0%, tel que 6% (resp. 8%) est le meilleur majorant (resp.

minorant) de © & litération k. 7% est une solution au plus A(k)-optimale pour ©,

Iobjectif est donc de forcer ’écart entre le majorant et le minorant a s’annuler.

Ayant A € [0, 1] on résout (9) avec la valeur

e = MNF + (1= N)0* = 0% + AA(K)

Fixer A\ = 1 entrainera I, = 0% cela revient & fixer ©(7) comme majorant,
donc aucune information supplémentaire n’est apportée au probleme et la solu-
tion optimale restera 7, d’un autre coté, si A = 0 on obtient la méme solution que
la méthode des plans coupants, donc la méme convergence. Il est donc conseillé
d’attribuer de petites valeurs a A. Des regles simples peuvent étre appliquées pour
mettre a jour [ (voir [27]). Cette technique permet d’éviter les pas nuls et donc
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de diminuer le nombre d’itérations de la génération de colonnes.

3.1.2 Meéthodes de stabilisation par pénalisations linéaires

Cette classe de méthodes englobe celles qui utilisent une fonction de stabilisa-
tion linéaire par morceaux, nous présentons ci-dessous quelques variantes.

Fy(m) Fa(m) Fs(m) Fy(m)
o_ I+
‘ ‘ ‘(0N (\ /4 E* & /
q

T ™ T ™ 7 a4 ™ P— 4— 7 4+ P+ g

Fic. 3 — Quelques fonctions de stabilisation

i) Méthode du Boxstep

La méthode du boxstep a été proposée dans [32], le probléme (4) est résolu sur
une « boite » (un hyper-cube) de largeur 2¢, ¢ € R centrée au centre de stabilité
7. Le modele stabilisé est formulé comme suit :

min OF(7) + Fy (7 — 7)
TER™
La fonction de stabilisation F} est illustrée dans la figure (3). Posons 7 — ¢ = ¢—

et T+ q = q4+. La formulation linéaire du probléme stabilisé est donnée par (DB)
dont le dual est (PB) :

'y _
ming ( max} e el \j+qoy- — qiy+

(DB) 0 > ca!) + w(a — Ax?) jeJk (PB) Yjes AT +y- —yy <a

<m<q i=1l..m )\ZjEJR)\j :vl, 7
(6,7) € (R,RY) Cemt
Y-, y+ € RY

La largeur de la boite doit étre fixée efficacement. Si ¢ est grand, il n’y a pas
d’effet de stabilisation et si ¢ est petit, la convergence devient lente. Contrairement
a la méthode des plans coupants, cette méthode ne fournit pas, lors de chaque ité-
ration, un minorant de la valeur de la solution optimale.

ii) Méthode proximale avec une norme L;

Les auteurs de [24] ont utilisé la fonction Fy(7) = t||m — 7|1 (voir la figure 3)
comme fonction de stabilisation. Le probleme stabilisé s’ecrit :

min OF + t||7 — 7|
TeER™

iii) Stabilisation avec une fonction linéaire & 3 morceaux

Cette méthode a été proposée dans [35], elle consiste & combiner la méthode du
boxstep avec la méthode des perturbations. Alors que dans la méthode du boxstep,
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les nouvelles solutions doivent appartenir a une boite, cette méthode autorise des
solutions a 'extérieur de la boite mais impose un prix a payer. Nous présentons
ci-dessous le probleme perturbé (PP) et le probleme stabilisé (P B) par la méthode
du boxstep du probleme (4) :

maijEchj)\j 4
Yies AT +y- —yy <a max e, ex/\j +qoy- — g1y
djesNi=1 djes AN+ y- —ys <a
(PP) y- <e_ (PB) Djesdi=1
Y+ < et Aj >0, VjieJ
A >0, VjeJ y—,y+ € RY
[ Y- y+ €RY

Ou y_ et yy sont des variables de surplus et d’écart, auxquelles on associe
respectivement des majorants e_, €4 € R' dans (PP) et des cotts ¢—, ¢+ € R
dans (PB).

De la combinaison des deux problemes ci-dessus découle la formulation stabi-
lisée (SP), soit (SD) le dual correspondant :

maijEJ eI \j+q-y- —qiyy
L ATIN; _ - <

%EJ Af”_ J1+ Yy-—br =a minmTa + Ty +e_w_ + 1wy
jes N — mAx) + g <cad, jeJ

P D < g
(SP) y—ig— (D) - —w_ <7 <qy +wg

Y+ > €+ ) 7T,W+,W_GRT

Aj >0, Vjed

y—ay-‘rERT

La figure 3 présente la fonction de stabilisation, linéaire & 3 morceaux F3.

Remarques 4

(a) [qg—,q4] est Uintervalle dans lequel la pénalité est nulle (w— = wy =0) et
e_ et ex sont les vecteurs de pénalité correspondants a m suivant que l'on se
trouwve 4 gauche ou a droite de lintervalle [q—, q+].

(b) Lorsque la pénalité est infinie, cette méthode est équivalente a la méthode
du bozstep.

(c) Siqr =q- =7 etey =c_ = (¢,...,€), on obtient une méthode de stabili-
sation utilisant la norme linéaire ||.||;.

iv) Stabilisation avec une fonction linéaire & 5 morceaux
Les auteurs de [5] ont proposé une méthode de stabilisation par une fonction

linéaire a 5 morceaux, représentée par la fonction Fy sur la figure 3. Les problemes
stabilisés, primal et dual, sont donnés ci-dessous :

15



maijEJ crINj+p_z+q Y- —qys —p_z-
YjesArINj — 2o —y_+ys +z <a
ZjeJ Aj=1
(SpPP) y-<e_,z_<o_ (10)
Yy S €424 S04
A >0, VjelJ
[ #— Y- 2 Ut € R

minwa + 79+ o0_fP- +e_w_ +eqwi + 040+
miAzl +my <cal, jEJT
(SDD) - —w- < T < qq twy (11)
p-— B <7 <py+5s
w+7w*7ﬁ+aﬁf >0

Remarques 5

(a) les probléemes (SPP) et (SDD) possédent respectivement 4m variables et
4dm contraintes de plus que (PM) et (D).

(b) Si une solution optimale 7 de (D) appartient a lintervalle [q—,q4] alors
les problémes (D) et (SDD) ont les mémes solutions optimales.

(c) Siqg-=p_=—-M, qr =pr =+M ete_ =c; =+M, avec M — o0 on
se trouve dans le cas ot 'on pénalise la non-réalisabilité par des cotts tres
élevés (méthode du big M).

(d) Plus le nombre de morceauz est grand, plus la courbure de © est bien
approchée, mais le nombre des parametres du probleme devient important,
cela tmplique donc plus d’efforts pour la mise a jour de ceuz-ci.

3.2 Les méthodes du centre

A la différence de la méthode de Kelley, les méthodes du centre déterminent
une localisation (bornée, convexe et fermée) et calculent un point a l'interieur de
cet ensemble (voir la figure 4). Ces méthodes combinent deux techniques d’opti-
misation : la méthode des plans coupants et la méthode des points intérieurs.

Soit le probleme (4), on définit ’ensemble de localisation

Lk(e):{(ﬂ,ﬂ): 0<e ' ' .
0>0(m)+g(r—7) VjeJk
(m,0) € (R xR)}

comme la meilleure approximation a l'itération & du support de la fonction ©
(77 est la solution duale avec laquelle la j°™¢ colonne est calculée). Les méthodes du
centre consistent alors a trouver un point central dans I’ensemble de localisation.

Elles different principalement par les propriétés du centre prises en compte.

3.2.1 Méthode ACCPM (Analytic Center Cutting Plane Method)

Le premier développement de la méthode ACCPM revient a [21]. Le principe
est de trouver le point suivant en calculant le centre analytique de I’ensemble de
localisation reformulé comme suit :
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ok

centre de stabilité

F1c. 4 — Processus des plans coupants

f={y « Mly<m; j=1,..k} (12)
ony = (m,0) € (R, R), M; € R m; € R.

On note s; la variable d’écart de la j®me contrainte de £F. Le centre analytique
est I'unique solution qui optimise ¥ = E;?:l sj pour y € L. Notons que :
k
eV = eXim1% = H;?:lsj
On en déduit que le centre analytique est le point qui maximise le produit
des variables d’écart de £, ce qui se traduit géométriquement par le point qui
maximise le produit des distances vers toutes les facettes du polytope £¥. Notons

par ailleurs que I’ajout d’une contrainte redondante au polytope £* ne change pas
la géométrie du polytope, mais change le centre analytique.

3.2.2 Meéthodes d’Elzinga-Moore et pc’pa

La méthode d’Elzinga-Moore [15], trouve le prochain point comme le centre
de la plus grande hypersphére contenue dans £F. Ce point est appelé le centre
de Chebichev et peut étre calculé en résolvant un programme linéaire de la forme
suivante [38] :

maxr o
0+o<e

O(n) + gi(m — 1) + o /T+ [ P <0, je J*

0,0 eR, meRY

(13)

ou o est le rayon de hypersphere. Cette méthode est facile a mettre en oeuvre et
assure pour certains problemes de meilleurs performances que la méthode des plans
coupants. Elle a pu étre améliorée dans [40], dérivant la méthode pc3pa (Proximal
Chebychev Center Cutting Plane Algorithm), cette amélioration consiste d’une
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part a remédier au probleme de compacité de I’ensemble de localisation, et d’autre
part aux insuffisances des approximations linéaires de la fonction duale (indépen-
demment de la technique de calcul du point courant).

Le principe de la méthode pc®pa est similaire & celui des faisceaux pour la
stabilisation de la méthode des plans coupants, et consiste & forcer la résolution
a calculer des solutions proches de la meilleur solution obtenue. Le probleme (13)
est donc remplacé par le probleme perturbé :

mar o — L | x—7F|?
0+ o <0O(rh)
O+ g/ (m —m)+ o1+ g7 [2 <0, je Jk

0,0 eR, meRY

ott t > 0 est un paramétre de pénalisation et ¥ est la solution obtenue &
litération précédente (supposée k). Notons que I’ajout du terme quadratique rend
le probleme compact.

3.3 Méthode pondérée de Dantzig et Wolfe

Cette méthode a été introduite dans [50], le principe est analogue a celui dé-
crit précédemment (& savoir, calculer des solutions duales proches de la meilleure
solution duale courante), mais la procédure de résolution est différente.

A chaque itération k, la solution duale utilisée pour résoudre les sous-problemes
n’est plus 7%, mais

ﬁk:iﬂ'k—l—sk_lﬁ

Sk Sk

telle que s = min{¢,a}, ¢ € N est une constante supérieure ou égale a 2 et
a = (k+ le nombre d’améliorations du majorant de la solution optimale de ©)/2.

Le choix de la constante ¢ est un compromis entre, d’'une part, éviter les solu-
tions trop éloignées de 7 (s doit étre petit), et d’autre part, considérer de nouvelles
informations 7% (s; doit étre relativement grand).

4 Autres techniques pour accélérer la convergence de
la génération de colonnes

Nous présentons dans cette section d’autres techniques, qui visent a accélérer la
convergence de la génération de colonnes, se basant sur deux principes. Le premier
est de tirer profit des avantages, comme la rapidité de résolution ou la qualité des
solutions calculées, qu’offrent certaines méthodes d’optimisation. Le second est
d’utiliser des techniques de réoptimisation qui sont adaptées au cas des processus
itératifs et qui visent a diminuer le temps de résolution des problemes a chaque
itération.
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4.1 La relaxation lagrangienne au sein d’un schéma de génération
de colonnes

Cette méthode [8] consiste a modifier le schéma de la génération de colonnes
en effectuant lors de chaque itération une résolution exacte et plusieurs résolutions
approchées des sous-problemes. Dans la résolution exacte, les sous-problemes sont
résolus par rapport a la solution duale obtenue en résolvant le probleme maitre
avec 'algorithme du simplexe (boucle externe). Dans les résolutions approchées,
les sous-problemes sont résolus par rapport aux solutions duales obtenues en ré-
solvant la relaxation lagrangienne du probleme de départ (en relachant les mémes
contraintes) avec ’algorithme de sous-gradient. Les étapes principales sont résu-
meées ci-dessous :

Relaxation lagrangienne dans un schéma de génération de colonnes

{Début}
initialiser le probleme maitre et la précision e.
{début de la boucle externe}
Résoudre le probleme maitre, soit Vpjs sa valeur optimale.
Résoudre le sous-probleme, soit Vgp sa valeur optimale.
Si Vgp — Vpar < € Alors
Arréter, la solution obtenue est e-optimale.
Sinon
{Début de la boucle interne}
Générer un ensemble de solutions duales avec I'algorithme de sous
-gradient appliqué au dual lagrangien du probléeme maitre (en
relachant les contraintes liantes).
Résoudre le sous-probleme avec ces nouvelles variables duales
et générer de nouvelles colonnes.
{Fin de la boucle interne}
Rajouter les colonnes générées dans la boucle interne au probleme maitre
si elles n’ont pas encore été générées.
{Fin de la boucle externe}
{Fin}

Le critere d’arrét de la boucle externe est celui de la génération de colonnes.
Le critere d’arrét de la boucle interne peut étre un nombre d’itérations fixé, lié
au nombre de colonnes a rajouter au probleme maitre lors de chaque itération.
Afin de ne pas produire des colonnes déja générées, une procédure est appliquée
a la solution duale afin de générer de nouvelles solutions (pour plus de détails,
voir [8]). Cette méthode permet de combiner entre la rapidité de ’algorithme de
sous-gradient et 'exactitude de 'algorithme de Dantzig et Wolfe.

4.2 La relaxation agrégée au sein d’un schéma de génération de
colonnes
Lors de chaque itération de la génération de colonnes, la résolution du sous-

probléme fournit un majorant sur la valeur optimale du probleme maitre (cas d’un
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probléme en maximisation), cette technique [30, 46] tente de générer de meilleurs
majorants, donc de meilleures colonnes en utilisant la relaxation composite (la-
grangienne/agrégée).

Soient (PNE), (PM), (DM) et (SP) les problemes définis dans la section 2.

Le majorant de la valeur optimale du probleme maitre obtenu lors de chaque
itération pour une solution duale 7 est donné par

M = max{cz’ + n(a — Alz?)}
jed
En agrégeant les contraintes Az < a du probléeme (PN E) avec le multiplicateur
o € R™, on obtient le probleme suivant :

(PA) maxcr: ocAx <oa
Bxr <b
r e N

Soit 7% € R4 le multiplicateur lagrangien correspondant a la contrainte agrégée
oAz < oa. La relaxation composite de (PN E) est donnée par :

max{cx + om(a — Az) : Bx <b, z € N"}

o est appelé le multiplicateur composite, sa valeur optimale est obtenue en
résolvant le probleme dual ci-dessous en fixant la valeur de 7 [30] :

min ©(m)o (14)

Soit X = {z € N : Bz < b} 'ensemble défini dans la section 2, la formula-
tion de Dantzig et Wolfe de (PA) est donnée par (PS), soit (DS) son dual

max ZjeJ(‘?xj)Aj min 7¥a + g
A M\ < : :
(ps)} T TATN S0 gy L s e —wta(ard) Vi
jeJ Ni =

s m8) € (R, R
N >0, YieJd (%, m5) € (R, R)

Le sous-probleme possede alors la forme suivante :
(SPS) ©(°), = ma}c{(ca:j — o Ax?) — 75}
j€
ou 7% est le multiplicateur de la contrainte agregée et 7 le multiplicateur de la
contrainte de convexité. On peut écrire d’une maniere equivalente :

O(1%)y > {cx — oAz} — 75,V € X
et
O(1°)e + 5 > {cx — 0 Az}, Ve € X

Remarquons que (70, O(7%), + 7)) est une solution réalisable pour (DM),
donc

M?® =r0a+ O(1°)s + my = ma}:é;{cxj —%0(a — Az’)}
Te
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est un majorant de la valeur de (PM). Selon la valeur de o, on distingue les cas
suivants :
~ Pour 0 = I = (1,1,...,1), M* = max,ex{cx’ — m°I(a — Az7)} est la borne
lagrangienne.
— Pour o = ¢* solution de (14), M*? est la meilleure borne composite.

Il en découle que

s _k( < sS(,,
max {cx + 70" (a — Ax)} < max {cx +7°(a — Az)}

lorsque o* # 1.

Les problemes (SP) et (SPS) ne fournissent pas les mémes colonnes. Celles
fournies par (SPS) sont meilleures car elles offrent de meilleurs majorants de la
valeur optimale du probleme maitre.

4.3 La réoptimisation

La réoptimisation consiste a étudier les possibilités de résolution efficace d’un
probléme (P’) obtenu & partir d’un autre probléme (P) en modifiant une partie de
ses données. Plusieurs travaux se sont intéressés a la réoptimisation dans le cadre
de diverses situations, nous en présentons quelques-uns ci-dessous.

4.3.1 Réoptimisation dans la résolution d’une suite de problémes de
plus court chemin

Plusieurs travaux se sont intéressés a la réoptimisation dans la résolution de
plusieurs instances d’'un probleme de plus court chemin, lorsque certaines données
changent. Dans [42] est proposé le premier algorithme de réoptimisation pour la
résolution d’une suite de probléemes de plus court chemin lorsque le cott d’un ou
plusieurs arcs diminuent. Le cas ol une perturbation du cotut est appliquée a un
seul arc est étudié dans [36] pour les graphes orientés et dans [14] pour les graphes
non orientés. Le cas général ou le cout d’un ou plusieurs arcs changent est étudié
dans [41].

4.3.2 Réoptimisation dans la résolution du probleme du plus court
chemin avec fenétres de temps

Dans [11], les auteurs se sont intéressés a la réoptimisation dans la résolution
du probleme du plus court chemin avec fenétres de temps (PCCFT) pour le calcul
de chemins disjoints de cotits minimaux. Cette technique peut étre intégrée dans
un schéma de génération de colonnes pour la résolution du probleme de tournées
de véhicules avec contraintes de temps ou le probleme maitre est de type couver-
ture de taches, et le sous-probleme de type (PCCFT).

Le probleme (PCCFT) consiste a trouver la route la moins couteuse reliant 2

nceuds d’un réseau en visitant chaque noeud i dans un intervalle temporel [a;, b;].
Soient G = (N, A) un réseau ou N est I'ensemble des nceuds représentants les
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taches, s est le nceud source et p le noeud puits. A chaque arc (i,7) € A sont
associés un cotit ¢;; qui inclus le cotit de la tache 7 plus le colit d’enchainement
des taches i et j, et une durée positive d;; qui inclus la durée de la tache i plus la
durée d’enchainement des taches i et j. Ce probleme est formulé comme suit :

min Z(i,j)eA CijTij

Zjerij_ZjeNxﬂ:—i_l? 1=,
Zjeinj_Zjeijizoﬂ Z'GN;Z'#S ;i?ép, (15)
djeNTij — D jenTi=—1, i=p

xijzo, (i,j)EA

ti+di; <tj, (i,j) €A

aiftigbi, 1 €N

\

ou z;; représente la quantité de flux acheminée sur 'arc (4, j) et ¢; la date d’arrivée
au noeud 3.

On s’intéressera a la résolution de ce probleme par la programmation dyna-
mique. A chaque chemin réalisable X; allant du nceud s au noeud j est associée
une étiquette (temps, cout) correspondant respectivement a la date d’arrivée au
nceud j et au cotit du chemin X;. Ces étiquettes sont notées (Tf, C’jk) pour indi-

quer les caractéristiques du k™ chemin de s a j.

Soit Z° le sous-probleme de départ et S ’ensemble des noeuds du chemin
optimal calculé avec I’algorithme de la programmation dynamique. Etant donné
que l'objectif est de générer des chemins disjoints, tous les noeuds appartenant a
SO sont supprimés du réseau, on cherche donc a calculer un chemin optimal dans
le réseau réduit, on appellera le nouveau sous-probleme Z'. Pour chaque nceud j,
I'ensemble @); des labels associés aux chemins efficaces de 79 peuvent étre parti-
tionnés en deux sous-ensembles :

Cjk)\ le k*™¢ chemin de s & j X fj est réalisable pour Z!}.

(1) P
D C']k)| le k*™¢ chemin de s & j X@- n’est pas réalisable pour Z!}.

{7},
(2) {(z},

Sachant que les éléments de I'ensemble P; sont des chemins efficaces pour le
probleme ZY, ils sont aussi efficaces pour Z', on dispose donc d’une partie de la
solution du probleme Z'. Cette solution doit étre complétée en remplacant les
éléments de D;.

Remarques 6

(a) Les labels de l'ensemble Q; = PjUD; définissent une fonction duale repré-
sentant un minorant des cotits des labels efficaces au neeud j du probléme Z*
en fonction de la date d’arrivée, car les labels de QQ; dominent leurs éventuels
remplacants.

(b) D’un autre coté, les labels de l'ensemble P; définissent une fonction pri-
male représentant un majorant des cotts des labels efficaces au neud j du
probléme Z' en fonction de la date d’arrivée, car les labels de P; sont ef-
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ficaces pour les deux problémes Z° et Z'. La figure (5) montre ces deux
fonctions pour un neud j donné.

------ fonction duale

X
__  fonction primale
Xp—

F1c. 5 — Fonctions primale, duale et zones d’incertitude

Les nouvelles solutions efficaces du probleme Z! appartiennent aux rectangles
gris, appelés les zones d’incertitude. L’objectif est donc de réduire ces zones jus-
qu’a les éliminer. Pour ce faire, il exite deux moyens :

e Augmenter la fonction duale en remplagant le colit d'un label de D; par un
nouveau minorant. Ce nouveau minorant est calculé en cherchant tous les chemins
X,i pour lesquels un prolongement par un arc (i,j) € A produit un chemin Xj;
dont le label appartient a la zone d’incertitude traitée. L’ensemble EF'F' des labels
efficaces est calculé pour obtenir de nouveaux labels qui définissent le nouveau mi-
norant comme suit :

R; = EFF{(T]',C]') = (maa:{aj,Ti + dij},Ci + Cij)|V(i,j) € A (T;,C;) €
P; U Dj et (T},C) appartient a la zone d’incertitude traitée }

e Améliorer la fonction primale en calculant tous les chemins réalisables Xg;
dont le prolongement par un arc (i,j) € A produit un chemin X; dont le label
appartient a la zone d’incertitude traitée. L’ensemble des solutions efficaces qui
définit la nouvelle borne primale est calculé comme suit :

RP; = EFF{(T]’C]) = (mal'{ajvj—‘i + dl]}vcl + C@])|V(Z,]) € A (T;,Cy) €
P; et (T}, C}) appartient a la zone d’incertitude traitée }

Les ensembles P; et D; sont alors mis a jour comme suit :

P; = P; U (Rj N RPj), car les labels appartenants a la fois & R; et RP; dé-
truisent l'incertitude en ce point, et D; = (D; — {(T3,C})}) N (R; — (R; N RFPj)).

Cette procédure s’arréte lorsqu’il ne reste plus de zones d’incertitude, elle pré-

sente 'avantage de générer lors de chaque itération des solutions diversifiées (cou-
vrants le maximum de taches possible) en un temps réduit da a la réoptimisation.
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4.3.3 Réoptimisation dans la résolution du dual lagrangien du pro-
bleme du sac-a-dos a deux contraintes

Les travaux [49] et [48] considerent la réoptimisation dans le cadre de la ré-
solution du dual lagrangien du probleme du sac-a-dos a deux contraintes, résolu
par Dalgorithme de sous-gradient. Ce probléme est donné par le programme li-
néaire (BK), soit K(7) le probleme lagrangien obtenu en dualisant la premiere
contrainte :

max ¢
Ar < a max7a + (¢ — TA)x
(BK) Br<b (K (7)) Bz <b

z; €{0,1}, jeJ z; €{0,1}, jeJ

ot (cj, Aj, Bj) € N3,Vj € J; (a,b) € N> et m € R, le multiplicateur lagrangien
de la contrainte relachée. La résolution de (BK) par I'algorithme de sous-gradient
consiste a résoudre une suite de problemes de sac-a-dos unidimensionnels (K (7)),
dont chaque résolution est composée de plusieurs phases (ces phases sont détaillées
dans [47]). La réoptimisation est intégrée dans la phase du calcul d’'un majorant
de la valeur optimale de (K (7)) en résolvant sa relaxation continue que I’on notera

(K(m)).

Soit Z(7) la solution optimale de (K (7)), on caractérise la tripartition suivante :
i(m)e J,U(m) CJet L(m)=J\ (U(r)U{i(m)}), tels que :

P - i — i i(m) Az L
1 si j €U(m) C {i € J|ggi > SEp e of 3,0 Bi < 0}
.. . A o —mA,
T = 0 si g€ L(m)C{ieJ“ B’ZAz < Cl(fr)Bi:T)z(w)}

b= icu(n) Bi .
%lj() tel que j =i(m) et > ;i (n) Bi + Bim) > b

(16)
Ou i(7) est I'indice de la variable fractionnaire que 1'on appelle aussi 'indice
critique. Cette tripartition est calculée avec l’algorithme NKR [16] qui consiste

N

a sélectionner les objets a mettre dans le sac parmis ceux qui ont les rapports
i—mA; . , , N 412 )y . N s
C]B#,V] € J les plus élevés par rapport a un élément de référence, mis a jour

au cours du tri.

Deux techniques ont été élaborées dans ce contexte : la méthode MARIE (Me-
thod combining Approximation and Reoptimization for Integer programming Evo-
luating instances) [49] et la méthode ASIA (Adapted Step slze Algorithm for a
0-1 biknapsack lagrangean dual) [48].

La méthode MARIE :

Cette méthode est basée sur un algorithme de sous-gradient projeté qui amé-
liore le sous-gradient classique et offre un cadre favorable a la réoptimisation. Rap-
pelons que les multiplicateurs lagrangiens générés par ’algorithme de sous-gradient
n’améliorent pas forcément la valeur du lagrangien lors de chaque itération.
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Le schéma de sous-gradient projeté consiste en la considération d’un intervalle
[, 7] contenant un multiplicateur optimal. A chaque itération k£ de ce schéma, un
multiplicateur 7% appartenant & cet intervalle est généré en utilisant une formule
particuliere pour le calcul du pas de déplacement (voir [49]). De plus, cet inter-
valle est dynamiquement réduit selon le signe du sous-gradient. Compte tenu de
la convexité de la fonction duale, lorsque ce signe est positif, (resp. négatif), 7 est
alors diminué (resp. 7 est alors augmenté).

Cette procédure permet de générer des multiplicateurs proches qui engendrent
des problemes lagrangiens voisins (dont les solutions sont probablement voisines)
favorisant ainsi la réoptimisation qui consiste a utiliser la variable fractionnaire a
Iitération précédente comme élément de référence a l'itération courante lors du
calcul d’une tripartition optimale.

La méthode ASIA :

Cet algorithme est construit pour calculer directement (sans résolution) la va-
leur de K(7) lors de chaque itération. Le principe est de caractériser pour un
multiplicateur © donné, le multiplicateur voisin 7 et la solution optimale de I'ins-
tance K (7). Pour cela, définissons les droites C7, j € I qui représentent 1’évolution
des coefficients de I'objectif des variables x;,Vj € J en fonction du multiplicateur
.

Pour 7 = 1 = 0, I'ensemble {C7, j € U(mg)} (resp.{C7,j € L(mp)}) représente
les droites qui se situent au-dessus (resp. en dessous) de la droite C*(™) (voir la
figure 6). Notons M®%J I'abscisse du point d’intersection entre les droites C* et C7
et soit m; = minjEU(Tl'o)UL(ﬂ'o) Mimo).3

Dans lintervalle [mg, ] la tripartition ne change pas, donc l'indice critique
reste le méme, au dela de 7 la tripartition change, mais 'indice critique peut
rester le méme. L’idée est de caractériser lors de chaque itération le premier point
d’intersection entre la droite correspondant a l'indice critique courant et celles
correspondant aux indices restants (voir la figure 6). Cette maniere de générer les
multiplicateurs duaux permet de déduire la solution courante de K(.) du moment
ou l'on dispose lors de chaque itération de la solution duale et de la variable
fractionnaire.

5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce rapport quelques méthodes d’accélération de la
génération de colonnes issues de la littérature, les premieres méthodes apparues
sont connues sous le nom des méthodes de stabilisation. Elles visent a stabiliser
le comportement des variables duales en guidant la méthode pour générer des
solutions proches de la meilleure solution courante. Ces méthodes permettent de
diminuer le nombre d’itérations de la génération de colonnes. Une comparaison
entre ces techniques appliquées a une série de probleémes a été présenté dans [7].
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CI,j € U(mo)

CJ,j € Lmo)

FIG. 6 — Evolution des rapports Q_TZAi ViedJ

A coté des méthodes de stabilisation, le schéma de génération de colonnes
offre plusieurs autres possibilités d’améliorations, notamment en le combinant avec
d’autres méthodes d’optimisation afin de tirer profit de leurs avantages.

Nous nous sommes intéressés dans ce rapport a la possibilité d’amélioration
qu’est la réoptimisation. Cette technique a été appliquée efficacement sur divers
processus itératifs. Dans le cas de la génération de colonnes, le principe est d’exploi-
ter la résolution du sous-probleme lors d’une itération pour résoudre efficacement le
sous-probleme a l'itération suivante. Notons que la réoptimisation est plus efficace
lorsque les instances résolues sont voisines (lors des derniéres itérations). A la dif-
férence des méthodes de stabilisation qui visent a diminuer le nombre d’itérations,
cette technique va tendre a diminuer le temps de résolution des sous-problemes.

L’efficacité de chacune des méthodes citées dans ce rapport a été validée sur des
problemes variés. Il serait intéressant de les tester sur un ou plusieurs problemes
pour pouvoir établir une comparaison cohérente entre leurs efficacités. Cela per-
metterait de détecter les points forts et faibles de chaque technique et d’essayer
d’y remédier en hybridant les unes avec les autres si possible.
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