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Fonction Zéeta de Hurwitz p-adique et irrationalité

Pierre Bel
10 mai 2007

The knowledge on irrationality of p-adic zeta values has recently pro-
gressed. The irrationality of (2(2), (2(3) and of a few other p-adic series
of Dirichlet was obtained by F. Calegari(cf. @]) F. Beukers gave a
more elementary proof of this result(cf. @]) In parallel, T. Rivoal has
just obtained, in the complex case, some Padé approximants of Lerch
functions (cf. [Rid]). It is this work which, transposed to C,, enables us
to obtain results of irrationality and linear independence.

1 Introduction

1.1 Préliminaires

Soit p un nombre premier. On note v, la valuation p- adique sur Q et |.|, = p~» la valeur absolue p-adique. On
pose g, = p si p # 2 et go = 4. Pour = € Z5, on désigne par w(x) 'unique racine de I'unité, d’ordre p — 1 si p # 2, et
AN dordre 2 si p = 2, telle que |z —w(z)|, < g, ' On étend la définition de w & @} en posant w(x) = pr@w(prr@)g),
>t on pose < x >= ﬁ (donc < px >=< z > pour tout = € Qy).

On note log,, la fonction définie par

007

—+o0

k
X
log, (1+a) = Y_(~1)"*1 2
k=1

pour z € C, tel que |z|, < 1.
On note ((s,x) la fonction zéta de Hurwitz définie par

b=y
((s,z) = —
2 vy

versionl1-10 Ma

_pour (s,z) € C xR, avec R(s) > 1 et x > 0. Pour z fixé, cette fonction admet un prolongement en une fonction

00 holomorphe sur C\{1}, dont 1 est un pole d’ordre 1 et de résidu 1.
;! La formule d’Euler-MacLaurin conduit aisément au développement asymptotique suivant, pour xr — 400 :
LO 1—s k
T s \Bj _,_. e
S C(S’””):sfz(jJTJxl T+ 06" .
=1
) ’
C:? ott les B; sont les nombres de Bernoulli, et pour tout £ > 1 le symbole O est uniforme en s pour s borné. Par passage
T a la limite sur s, on en déduit que la valeur en 1 de la fonction holomorphe s — ((s,2) — - L 7 vérifie :
L
k .
1 -1YB; _.
(0= 25)  =me Y SR ot 2)
s=1 j=1

La fonction zéta p-adique de Hurwitz peut étre exprimée par son développement en série de Laurent :

—s +oo )
Cp(s,z) = <ot <z > Z ( o7 )&xj (3)

s—1 par iV Al VA



Ce développement est p-adiquement convergent pour |z|, > 1 car le nombre

()= (7))

est entier. On a aussi :

+00 i
—1) B,
):—1ogp<x>+zu

Jj=1

lim (G5, 7) — —— . (4)

On pourra se référer au livre de H. Cohen ([Col]) pour une vision exhaustive de ces différents résultats.

La connaissance sur l'irrationalité de valeurs des fonctions z éta p-adiques a progressé récemment. L’irrationalité
de (2(2), (2(3) et de quelques autres séries de Dirichlet p-adiques a été obtenue par F. Calegari(cf. @]) F. Beukers en
a donné une interprétation plus élémentaire(cf. [@]) Parallelement, T. Rivoal vient d’obtenir, dans le cas complexe,
certains approximants de Padé de fonctions de Lerch (cf. [RiZ]) et d’étudier leur propriétés diophantiennes. Cest ce
travail qui, transposé a C,, nous permet d’obtenir des résultats d’irrationalité et d’indépendance linéaire, grace a
un critere comparable a celui de Nesterenko, mais dans lequel nous utilisons des formes linéaires supposées a priori
indépendantes. Un point crucial de notre travail sera d’ailleurs de vérifier que cette condition est bien satisfaite dans
Papplication que nous en ferons (N.D.L.R. lemme du déterminant).

1.2 Résultats

Soient un entier e > 2, v = ppcm(e, p — 1), £ une racine primitive e-eéme de I'unité et x une racine primitive v-éme
de 'unité.
Pour un nombre p-adique z, tel que |z|, > p et s un entier strictement positif, on pose

Ty(s, ) —Zf JCP( x"‘]) sis>1et |z|>qp (5)

z4+7

> sis>1, p=2et |z|, =2 (6)
et

z4+7

e—1
Tp(L,2) = lim Tp(s,2) = lim Y " £77¢,(s,—). (7)
j=0

Théoréeme 1 Soit v = ¢ un rationnel, tel que |x|, > p, et soit A un entier supérieur ou égal a 2.

Alors la dimension T de 1’ espace vectoriel engendré sur Q(x) par la famille {1, (Tp(s,x)) [ A]} vérifie
s€|l,

L [©(0): 0 Alnlal,

) b+Z—+A+(A—1)1n2
q\b

Théoréme 2 Pour tout entier A supérieur ou égal a 2, il existe une borne My explicite tel que si le nombre premier
p est plus grand que M 4 alors

l’ensemble < ¢ — ¢ (s, B2 contient au moins A — 1 nombres irrationnels.
P P 2p €[L,A]

Le point crucial de la démonstration des résultats est le calcul du déterminant de la partie 5 qui permet d’appliquer
le critere d’indépendance linéaire suivant.



2 Critere d’indépendance linéaire

On rappelle la formule du produit pour un corps de nombres K. Pour v une place de K, on note K, et @, les
complétés de K et Q pour cette place et n, = [K, : Q,].
Si a € K*, alors on a

0= Z nvInlal, .

v place de K

De plus

Z nv:[K:@]

v place de K infinie

Si « est un élément non nul de O(K), comme |a|, < 1 pour toute place finie v de K, si p est une place finie, on a :

np In forp + Z nyInfaf, > 0.

v infinie

Soit m un nombre entier positif. Pour L = ({1, ...0,,) € K™, et 6 = (01, ...,0,) € CJ*, onnote (L, 0) = £101+...+L1,00,.
Si v est une place de K, on note ||L||, = maxi<;j<m [j]o-

Lemme 1 Soit p un nombre premier. Soit K un corps de nombres sur Q. On considére K comme plongé dans C,, dans
lequel on note K, = Q,(K) son adhérence. Soit 0 = (61, ,0m) un élément non nul de K,. On suppose qu’il existe
m suites (L,(f)), otn €N et 1<i<m, déléments de (O(K))™ telles que pour chaque n les LS), pour 1 < i< m,
soient linéairement indépendants sur K, et des nombres réels strictement positifs c et p satisfaisant pour chaque i les
conditions :

1 .
limsup — In || O, < ¢
n N
pour les places infinies v, et

1 .
lim sup — In ’(Lgf), 0)

n n

< —p.
p

Alors la dimension 7 du K-sous-espace vectoriel de K, engendré par les 0; pour 1 < j < m vérifie

T>p[Kp:@p]
— ¢[K:Q] -

Démonstration
Effectuons tout d’abord quelques réductions. En renumérotant les variables (0;);e[1,m], on peut supposer 61 # 0. De

plus, en remplacant les variables (6;);e[1,m], par (g—i) L] les hypotheses étant encore vérifiées, on peut supposer
Jje[l,m
0, = 1.
Si 7 est la dimension du K-espace vectoriel engendré par les 0, alors il existe m — 7 éléments (A(i))ie[TH’m] de
(O(K))™, linéairement indépendants sur K, tels que (A®,0) = 0 pour tout i € [ + 1,m].

On peut en faisant des permutations entre les LS )

famille (Lg), c LAY L , AU est libre.
Soit M, la matrice dont les lignes sont formées des vecteurs (LS), e ,L%T),A(T“), e ,A(m)), i.e., en posant
L = (09D Y et AD = (@, o),

a chaque rang n se ramener au cas, ou pour tout n € N; la

n,1
€ e
U R S e
ag-r-i-l) agr+1) ag-i-l)
oM G g

Comme la matrice est non singuliere, on a



An = det(My) # 0
Comme A,, appartient & O(K), on en déduit que

0 <mpn|Ayl, + Z Mo I [Ap . (8)

v infinie

Le développement du déterminant, nous permet d’obtenir pour les places infinies :

n|A,|

lim sup L < Te. (9)

n

Pour le calcul du déterminant, on peut aussi ajouter a une colonne, une combinaison linéaire des autres colonnes. En
ajoutant & la premiere, les colonnes suivantes respectivement multipliées par ¢;, on obtient :

w0
| @D e e e,
n 0 angrl) o agr‘IL'Jrl)

0 a;"” aﬁT)

Le développement du déterminant sous cette forme nous permet d’obtenir :

In|A,]

lim sup L <—p (10)

n
En divisant 'inéquation (§) par n et utilisant (f]) et ([L0), on en déduit :
0<—pmp+7c Y
v infinie

Comme Z Ny = [K: Q], le résultat est donc démontré.

v infinie
3 Approximants de Padé simultanés de fonctions Zéta de Hurwitz
Dans cette partie, comme dans la suite, £ est une racine primitive e-eme de I'unité avec e entier, e > 2.

On définit, pour x un nombre complexe différent d’un entier négatif, s un entier strictement positif et z un nombre
complexe tel que |z| <1 et z # 1, ¢ la fonction de Lerch :

(z,2) f 7
balw,2) =Y
k:O(kJrz)

On remarque pour R(z) > 0 et pour m > 0 entier, Uexpression

+o00 k +o00 m—1 1 m—1 1 4z—1 m—1
d (-1) k/ —1+k - (-1) / t* (In?)
= —_ = R E— TR (In )™ tdt = dt
9m(,7) ;O(Hx)m ];)(m—l)!z o (Int) (m—1) J,  1—zt
qui montre la convergence de la série Z;:S ﬁ pour |z| <1 et z # 1, et permet de prolonger la fonction ¢, (z, 2)

en une fonction holomorphe en z sur C\ [1,+oco[. Par translation entiere, il en est finalement ainsi pour tout nombre
complexe = tel que —z ¢ N.

On suppose que A est un entier supérieur ou égal a 2, considéré comme fixé. Le nombre n est un entier positif
vérifiant An > n + 3.



On rappelle que le symbole de Pochamer est noté
(t)m = H (t +J )
0<j<m

pour t € C et m € Z.
Posons pour ¢ € [0, A] et un nombre x tel que x ¢ Z~

_ k)n+1

R(q) k) = !A 1 ( n—+

w (k) =n (k+2)A(x + k +n)
et

S\ (g, z) ZR(Q)

La fraction rationnelle RS{” (k) est de degré n+ 1 — An — g par rapport & k donc de degré inférieur ou égal & —2, vu

les hypotheses. La fonction S,(Iq) (z, z) est donc définie pour tout complexe z de module supérieur ou égal & 1. La série

S,(Iq) (z, z) converge normalement sur I’ensemble des complexes x de partie réelle plus grande que 1 et des complexes z
de module plus grand que 1.

Proposition 1 Il existe A+ 1 polynomes (Ps(q) (7, 2))sef0,4] @ coefficients rationnels de degré en x au plus n+ 1, de

degré en z au plus n, et le degré en z de Ps(q) (x,2) est méme au plus n — 1 si s > q, tels que pour tout z avec |z| > 1
et z # 1 et tout x € —N, on ait :

A
S0(02) = P (02) + Y P26 (1) (1)

s=1

De plus, on a, quand R(z) — +oo

S (x,2) = o(x=AnTn+3=a),

Démonstration
La décomposition en éléments simples de R,(lq) (k) nous donne

n (Q)
R(q) ZZ k-i—ac—f—j

s=1 j=0
ol
A—s . ..
@ (%) {Rﬁlq)(k;)(x +k +J)A} ey, S ef0,n—1] et se[1,A4]
quz(w) = ﬁ (L) [R%Q)(k)(z +k+ n)q} o sij=netsellq
0 sij=netseg+1,A]
Remarquons tout de suite que, pour ¢ > 0,
o o 1A-1 (_n — T)nt1
i) = [ROW) @ +hbn)] =S 0, (12)

Par le changement de variable | = —k — x, on obtient

_1)A—s A—s . ..
% (£) [R,({J)(fl —x)(j — l)ALl:j sije0,n—1]etsell,A]

rif@) =q G dyem (R (—1— 2~ 1y7] Sij=netsellq

|lI=n

0 sij=nets€qg+1,A]



On en déduit

_)A-s A—s —l—z), - -
((Al—)—s)! (@) {”!A%%O B l)A:||l:j sijelln—1letsell )
(@ () — (DT (d IS | A1 (Zl=T)n s i g 1
r]as (w) (g—s)! (m) {n' ' (*l)fJr :||l:n Sr=n ets € [17 Q] . ( 3)
0 sij=netsclg+1,A4]

Les fonctions 7%

s () sont donc des polynémes en x de degré au plus n + 1.

Il en résulte que

) = 33
+oo

s=1j=0k=0
A n —k—j
_ (q) j Z
- T<S(SC)Z
A n j—1 —k
_ CR 1 z
- 33 o () s
S_lj:O k=0 (k + :C)
A 1 n ‘ A n j—1 Z_k
S ACH) SEERE B e W e
s=1 7=0 s=1j=0 k=0

On a donc

ou l'on a posé

A n j—1 —k
; z
R @) = =3 3 @Y g
s=1j=0 k=0
et, pour tout s € [1, A]
P (z,2) = Zr§qs) (z)27. (14)
j=0

Les égalités (B) montrent immédiatement que pour s > 1, pY (z, z) est un polyndme a coefficients rationnels de
degré en x au plus n + 1 et de degré en z au plus n. On voit directement que le degré en z de Ps(q) est au plus n — 1,

sis > q.
Pour Péq) (z, z), on voit directement que c¢’est un polynome en z de degré au plus n. De plus, on remarque que

j—1 ik B (71)571 i s—1 [ J ok
I;)(k—i—x)s C (s—1)! <dl) lz(l—k:—i-x)

k=1

Il en résulte que pour j € [1,n — 1]



k

: A —1 J
q $2 _ (1)t rady\° z
SieY gy - Yl (@) B

G (@) e,

s—1 J k A—s
_ et (AT (4 z 4 RO (] — (i —1
(A=1)! Z(Sl) (dl l—k+zx di |: n ( :E)(j ) i|\l—g
s=1 k=1 li=j
DA d AT p(a) A . G
= (A—D)1 (m) n (71 - x)(] - l) Zl —k+a (15)
k=1 li=j
On a
RYW (=1 —2)(j — l)Azj:L = nlA—l(_l_—"“ —1) AZ (16)
m T szﬂ
J k J k
5 : o ; (a) . A o
Comme les poles simples en x de Zm sont des zéros de (—1 — z)p41, Ry (=l —2)(j = 1) Zm est un

polynéme en x de degré au plus n. On justifie de maniere similaire le cas j = n et il en résulte que Po(q) (z,2) est un
polyndéme de degré au plus n par rapport a x. La premiere partie de la proposition est donc démontrée.

Pour le dernier point, on a la majoration pour R(z) > 0 :

too An—n—34q
An—n—3+q ¢(@) A-1 (k)nt1]7|
pAn—n—3+qg( (%Z’)‘ <nlATTy et 2T
+ o
S Wl 12
=n. k_0|z+k|An n— 3+q|k+x|n+3 — |k+z|n+3

La convergence normale de la derniére série sur ’ensemble des complexes z tels que R(z) > 1 permet de passer &
la limite sous le signe somme et on conclut que

‘xAn*n*ngqS,(f) (x,2)] =0.

im
R(x)——+o0
La proposition est donc démontrée.

Corollaire 1 On a
A
S (x,€) = P{V(2,€) + S P (2, €) b, €71)
s=1

et, lorsque R(x) — +o0,
S (@,€) = ofw™Antn+3)

Lemme 2 On a :

¢S('T’ 1) =( (S"T)

e Zs Jc( “j)

La preuve est évidente.



4 Propriétés arithmétiques des polynomes plY (z,2)
On pose d,, = ppem(1,---,n). On sait par le théoréme des nombres premiers que

Ind,, ~ n.
On pose pour tout entier b non nul et pour entier positif n
pn(0) = 6" [ ol 7).
alb
(ot ¢ désigne un nombre premier).

Lemme 3 Si x est un nombre rationnel ¢ (b > 0) et k un entier appartenant a lintervalle [0,n], alors les nombres

(@)n (@)n+1
b) et ———

n! tn (b) € nl(x + k)

tn(b)d, sont des entiers et on a

Ingq

) 1
lim —1In (u, (b)) zlanqu_l.

n—+4+oo N
qlb

(17)

Démonstration

On a

Montrons que la valuation g-adique de ce nombre rationnel est positive ou nulle pour tout nombre premier q.

— Si ¢ divise b, alors la valuation g-adique de n! étant au plus L%J, on en déduit que la valuation g-adique est
q
positive ou nulle.

n—1 n—1
— Si ¢ ne divise pas b, alors la valuation ¢g-adique de H (bi + a) est égale a celle de H (i+ %) Dans l'intervalle
i=0 i=0

[0, n — 1], pour un entier positif j, il y a au moins Lq%J entiers congrus a —¢ modulo ¢’ Z4. La valuation g-adique

n—1 00
a n
de H (i + E) est donc au moins Z {—]J qui est exactement la valuation g-adique de n!. La valuation g-adique
; . q
1=0 j=1
est donc positive ou nulle.

(z)

Le nombre —'n tn (D) est donc bien un entier.
n!

On a

II ®i+a

(@)nt1 0<i<n, ik | 2]
Wt (b)d,, = [[ol7! | dan.
n!(w—l—k)u (®) n! |bq

q

Pour cela, montrons que pour tout nombre premier ¢, la valuation ¢g-adique de ce nombre rationnel est positive ou
nulle.
Si ¢ divise b, ceci est évident puisque vg(n!) <

_n_

qg—1
On suppose donc que ¢ ne divise pas b. Pour tout entier j compris entre 1 et J = {E—ZJ, on désigne par v; le
nombre d’entiers i vérifiant 0 <i < n, i # k et i = —§ mod ¢’. Le nombre



n

v= J[ @®i+a

0<i<n,izk
est de valuation g-adique

Z] Vj — Vjt1 +JV]—ZZ/].

Jj=1
Pour chaque j compris entre 1 et J, et pour chaque entier tel que 0 < K < % — 1, il y a un entier ¢ appartenant

a lintervalle [K¢’, (K + 1)¢’[ tel que i = —% mod ¢’. Le nombre de ces intervalles disjoints est {%J, par suite

v > LEJ — 1. On a donc
q

J

Or vg(n!) = Z'j]:l L%J et vg(dyn) = J, on en déduit
ve(Y) — vg(n!) + v4(dy) > 0.

On conclut que le nombre (fv(zb"_ﬁ;) tn (b)d,, est de valuation g-adique positive ou nulle. Le nombre (,I();Ig) tn (b)d, est

donc bien un entier.

Pour la limite ([L7), le calcul est direct.

Proposition 2 Pour tout nombre premier p, et tout s € [1, A], on a
plelal= P (e,€) € Z,[¢]le]

et
pl#=1]aA=1 PO (2, €) € Z,[€][x).

De plus, pour un nombre rationnel ¢, avec (a,b) = 1, pour tout s € [1, A], on a

bt~ (b) PO (5,€) € 2

et

d i (0) PV (5

.6) e 7).

Démonstration
Démontrons d’abord le premier et le troisitme point. Supposons j € [0,n — 1] (le cas j = n se traite de maniere
similaire, en se limitant & s < q)

D’apres ([L3) ) .
oy DA (AN (e
70e ) = <&) {”!A SR

Ecrivons
—1 (717:6)71 1 . _ —1
o i e 0 = PO G ),
. _(_l_w)n . _ n! - o _(_ nA—qn_ —
O F() = St D), G = (=D et H{) = (L) ).

Décomposons maintenant F'(I) et G(I) en éléments simples

Fl)=1+ Z (j;jil)lfm’ al) = Z (J';lﬂj)lgm’

m#j m#j
0<m<n 0<m<n



ou

et
g = % — ().

Il est immédiat que g,, est un entier. D’autre part n! f,, € Z[z|, donc ptﬁjfm € Zylz]. De plus le lemme

N 3
implique que pour x = £, p,(b) fm est un entier. On note Dy = % (%) , on a alors pour tout entier A > 0 :

NI IS _fm

— A
m#j Ogmgn(m '7)
et

(DAGW))j=j =— > gim-x

m#j 0<m<n (m - '7)

On a donc montré que, pour tout A\ entier positif,

D (DAGW),_, €Z et plF*tlad) (DAF(),_; € Z,[2). (18)

De plus, pour 2 = &, d) fin () (DxF(1)),—, est entier. Enfin les dérivées Dx(H (1)) sont des polynémes de Z[z] de

ll=j

j
degré au plus 1, et pour x = ¢, b Dx(H(l));—; est entier.
Grace a la formule de Leibniz, on a
— (_l - -T)n 1 .
Dy [t 1m0 DM = (Day () (D (G- - (D (@) 1 (Do (H)) 1
n [l=3 v

(ot la somme est sur les multi-indices v € N4*! tels que v+ - - - +v4 = A—s), on déduit alors que pl#=] dA—s T](?s) (x)

appartient & Z,[z] et que bdi ~*11,,() T;?s) (z) est un élément de Z. Le premier et le troisieme point sont alors démontrés.

Pour le deuxieéme et le quatrieme point, en utilisant les équations (E) et (E), il suffit de montrer que

725 ]ga-1 7 g\ A" (—1—2) 1
p n —1 n+1 .
s () <—z>ﬁ<—z++n>q“”Az—kwhfz‘”[x]
et, pour z = 7,
dipn(®) (AN T 4 (Fl= @)y 1
en (@) e 0 )
Ecrivons
et Elo@o a1 pgyep A (19)
S ) VY R ) VA ey
PO = G2 - s GO = (=0, et A() = (<L



Grace au résultat ([1§) sur G et comme Dy (H(l )ji=; est un entier, il suffit de montrer que pLﬁJd;\LDA(F‘(l))

=J 1=y
appartient & Z,[z] et que pour @ = %, d)™ 1, (b) Dx(F (1)) 1=, est entier; or

Fly=-1+ 3. %

m#j
0<m<n
avec
P (=m — Z)nta o ym (M= @) (n)
fn = = (L D (),
(m—k+z) [] (h—m) nl(m =k +2) \m
h#m
0<h<n

On voit donc que pLﬁJ fm est dans Z,[x], et que, d’apres le lemme E, pour x = ¢, dn,un(b)fm est entier. La formule
[ _ fm
(DAF(D)j=j = =0or— D, —"=%
i emen (M=)
m#jJ <m<n

permet alors de conclure comme ci-dessus, et les deuxieme et quatrieme points sont établis.

Corollaire 2 Si = est un nombre rationnel £, alors bd? i, (b) sS4 (x,€) est une combinaison linéaire a coefficients

dans Z[€] de (¢S(x’§_1))se[1,,4} et de 1. v

Démonstration On utilise le corollaire I et la proposition B

5 Propriétés asymptotiques des polyndémes Pg,(q)(x, 2)

Proposition 3 Si z est un nombre compleze fixé, alors

lim sup | P{P (z, §)|% <2471,

n—-+o0o

Démonstration Puisque

PO(,6)| <3 |l @)
j=0
il nous suffit de majorer T§q2 (z). Or on a
1
7’5‘2 (x) i Rglq) (2)z+7+ z)sildz o)
TS ot j+al=1
: PO o
e — !A 1 n+1 . 1d .
On en déduit que
|T§q§ AR (n!A1 |1(4Z)n+1| ) . (22)
) lz+j+x|=% |(Z+;L')n (5E+Z+n)q|

Soit m un entier positif tel que |x| + % < 'm, on a, pour z tel que |z +j+ x| = %,

11



n

(@] = ]Iz +#]

k=0

n
= [[le+i+z—j—az+k|

k=0
< H( +|x|+|k:—y|)
< [+ k-4

k=0

[(Znsil < mm+ 1) (m+G)(m+1)..(m+n—j) < (m+j)m+n—j).

Maintenant minorons

4ol = []lz+k+a]

n—1
= [[lz+i+a—i+kl
k=0
n—1

- 11

k=0

1
o4 k—
5t J|’

En minorant par “k —jl- ;’ >|k—j]—1si|k—j|>1,etpar “k —jl- ;’ > % sinon, on obtient, dans tous les cas

I .
|(z 4+ 2)n| = @J!(n =
En utilisant (23) et (R4), on en déduit que

|(2)nt1]

3
Gt o |_8n H J+E)(n—j+k) <8nd(n+m)*m

k=1

Enfin 1
(z+n+a)!|=|+a+i—J+n)|!> .

2q
On déduit en utilisant (23), (24) et (23) dans (2D) que
A-1
H'?s) (iﬂ)‘ < 9SHIHBA (| )2 34 (j)

Comme (?) < 2™ il en résulte que

(q) < 9—s+q+3A 2m+3A+1on(A—1)
|P?(z,8)| < 2 (n+m) 2 :
On conclut donc

1
" S 2A71-

D (a,€)

n—-+o0o

Corollaire 3 Pour tout s € [0, A], on a

Ingq

hmsup In |bpty (b)dA PO (z, §)’ < lanrZ
q\b

12

S+ A+ (A-D2.

(24)

(25)



6 Indépendance linéaire des formes linéaires

On considere la matrice

et on note

Proposition 4 On a

Qn(x,z) — ’YZnJrl(Z _ 1)(A71)n72$A
ou v € Q*.
La preuve de cette proposition résultera des lemmes suivants.
Lemme 4 Le polynéme Q,(x, 2) est divisible par z*.
Démonstration En dérivant ([L3), on a
(DA AL | a1 (=2 (o AN —1 ;o
(g [ e gy | e
d k= li=3
(9)
—r(x) = 1 _
J,1 (=1)? d\e—1 A—1(=l-z)n s
dx W(m) [nl l)A+IZklx]| sij=netqg>0
l=n
0 sij=netqg=0

En utilisant la formule de Leibniz, on obtient, pour j € [0,n — 1],

d
arﬁqf (x)
A-1 A—1-u u n
Sn(OE G, () (e
-1) A-1! (—)A(n—1)4 = dl k:ok —l—=z e
A-1 @ n 1
Z( 1)U+1 ?u"‘l(z) T harle
u=0 ’ i k—i—2)
De méme, pour j =n, on a
IS (@ - 1
1 u+1,.(q . 0
dirff)l (1,) — ZO( ) Tn,u—i—l(‘r)kzo (k —n— ;L')u+1 s1.q >
€T ) u= =
0 sig=0.
On en déduit que
d n 1 A-1
wn@ = > g aa 2 @k -yt
k=0 u=0
n 1 A-1
= Y G D @k o)
k=0 J u=0

(28)



Les quantités que ’on dérive étant des polynomes, les dérivées sont aussi des polynémes. On en déduit que, pour tout
A-1

€ [0,n], pour tout k € [0,n], le polynéme Z(—l)A_“r](?j,_u(x)(k — j —x)" est divisible par (k — j — z)4. Cela
u=0
implique que pour tout v € [0, A — 1], Z(fl)A_“rj(-?ifu(:c)(k — j —x)" est divisible par (k — j — z)""! et donc que

u=0

1 - (@ -

> (D) (@) (k@)
(k—j—=)" =

est un polyndéme qui s’annule en z = k — j.

Il en résulte en prenant k = j que pour tout j € [0,n] et v € [0, A — 1]

v

1

u=0

est un polynome qui s’annule en x = 0.
Par linéarité, on obtient que, pour tout v € [0, A — 1]

v v 1
va uP(q) ( )7 Zw—uPngZUJru(ZL',Z)

u=0 u=0

est un polynéme en x s’annulant en x = 0.
Or, par multilinéarité sur les colonnes du déterminant (@), on obtient :

PO(O)(%Z) Z upgfl z) Z upiig z) e P,SxO)(waZ)
Qp(x,2) = . (29)
A — 1 A
Py (r.2) Y =Pl 2) Z S Pih@z) o PV (2)
u=0

Chaque colonne (excepté la premiére) est un polyndéme en  admettant & = 0 comme zéro, on obtient donc que x =0
est zéro d’ordre au moins A de Q,(z, z). On conclut que z* divise Q,,(z, 2).

Lemme 5 Le polynéme Q,(x,z) est de degré An —1 en z.

Démonstration En ajoutant a la premiere colonne du déterminant @) les colonnes suivantes multipliées par
qbé( , ) on obtient :

S0 (z,2) Pl(o) (x,2) - Pjgo) (z,2)
$(w,2) P,z - P (a,2)

Les éléments de la premiere colonne sont exactement de degré —1 en z, car le premier terme de la série 57(;1) (x,2)
étant nul, on peut faire la somme & partir de £ = 1, et on obtient ainsi une série formelle en %, de degré —1. Les
autres colonnes sont de degré au plus n en z, grace a la proposition . On en déduit que le déterminant est de degré
au plus An — 1 en z. La proposition [ nous montre que les éléments surdiagonaux sont de degré inférieur ou égal
an—1en z On en déduit que dans le développement du déterminant, tous les termes, autres que le produit des
éléments diagonaux, sont de degré en z strictement inférieur & An — 1. Mais les équations ([[J) et ([4) impliquent
que Pq(q) (z, z) est exactement de degré n en z. Le produit des éléments diagonaux donne donc un élément de degré
exactement An — 1. Le degré en z de Q,(z, z) est donc exactement An — 1.

Lemme 6 Le polynéme Q,(x,z) est de degré au plus A en x.
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Démonstration Développons 'expression ) du déterminant €, (x, z) par rapport & la premiére colonne, on obtient

A
Z 1789 (x, 2) Ay o(x, 2)
q=0
ol les A, o(x, z) sont les déterminants extraits.
On a
™A 8D (2, 2)Ago(, 2) Zz Ago(z, 2) R (k)27 (31)

Cela implique, pour (z) > 0

(B)ns1 Agol(z,2)
(x +n)e xA+l)

k)nJrl

( 1A-1
(z + k) (z + k +n) '

x Ay o(z, z) 1At

‘x*AAq,O(x, 2)R@ (k;)‘ - (32)

La propositionl | permet de majorer le degré en x de Ay o(z, z) par A(n+1). Cela implique que pour z fixé quelconque,

q 0(1 z)

avec |z| > 1, —445 est bornée pour R(x) > 1. On a donc pour R(x) > 1

K
’zfAAq,o(iE,Z)Rszq)(k)fk < W(’“)nﬂ Emd (33)

ou K = K(z) est une constante indépendante z.

Le terme de droite de I'inégalité précédente étant le terme général d’une série convergente pour |z| > 1, on en déduit
que les termes de I’équation @) tendent vers 0 quand R(x) tend vers +oo si ¢ > 0 et restent bornés pour ¢ = 0. On
en conclut que le degré en x de Q,(x, z) est au plus A.

Corollaire 4 Le polynéome Q,(x, z) est de la forme

21Q(2),
ot Q(z) un polynome de degré An — 1.
Démonstration Cela résulte des lemme , E et E
Lemme 7 Le polynéme Q,(z, 2) est divisible par 2"+,

Démonstration
Du corollaire |, on déduit

Q(2) =z (z,2) = lim 271Q,(z, 2),
R(x)——+o0

d’ou

A
= Z(—l)q %(zl)igl—i-oo A8 (2, 2) Ay oz, 2).
q

Le résultat (B3) nous permet de conclure que pour |z| > 1, on a

Q(z)= lim x_AS,(lo) (x,2)A00(z, 2).

R(z)—~+o00
On a de plus
+190 =
el S0 =t ot S (L S (34

15



Or pour |Z| < 1, 0n a

T nt+l 00 n+1 n n+1
d oz d 1 z
k)ni12% =2 AR =7 — m—= .
kzzo( It azni k; iz Zapmiioz - Ve e

Donc pour |z| > 1,

n!4 (n +1) 2+t
Ii An ¢(0) _ e\ )
(m)lm xSV (x, 2) = CEGE

Le fait que Ag ¢ soit un polynéme en z et z de degré au plus A(n + 1) en = permet d’obtenir que
lim =AY AG o (2, 2) (35)
R(x)——+o0

est un polynéme M(z).
A n+1
On a donc Q(z) = M(z)m et il en résulte que 2" divise Q(z).

—1)" 12
Lemme 8 Le polynome Q,(x,z) est divisible par (z — 1)(A=1n=2
Démonstration Pour z € C\] — 00, 0], on pose 27t = e~*1°8% o1 log 2 est la détermination du logarithme de z de

partie imaginaire comprise entre —7 et 7. Considérons l'intégrale

1
— / RW(t) z~tdt
2mi [t+x|=n+1

qui définit une fonction holomorphe pour z € C\] — o0, 0].

I () =

La nullité en 1

Par dérivation sous le signe somme, on obtient

k 1(q) _\k
ddz:Z (Z):( -

: R () (1), 2~ *dt.
27 /t-‘rac—n-l-l

On remarque que

deg, RO(t) () =n+1+k— An —q.

Or l'intégrale d’une fonction rationnelle de degré inférieur ou égal a —2 est nulle sur un contour fermé contenant
I’ensemble de ses poles. Cela implique que, si

E<(A—1)n+q—3,

on a

S0 (1) =o. (36)

Lien avec Q,(z, 2)

La formule des résidus nous donne

J’r(zq) (2) = iR@S[tzfjfz] (R,(,q) (t) z_t) .

=0

On a

4 —D)* (t+ 2+ j)*(log 2)*
—t log z (z+37) 10gz§ :( J g
€ =€ %l .
k=0

En utilisant les mémes notations que pour la proposition m, on obtient
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A

Resp—_j_4] (R%q) (t) zft) = er(qs) (x)

s=1

(_1)571 e(erj) logz(logz)sfl

(s —1)!

On en déduit

n A .
(_1)5—1 e(z-i—]) log z (1ng)s—1
S0 = Yyt o (37)
j=0s=1
(a) rlog =N pla) oy (C1) " (l0g 2)*!

L (z) = e les (z, 2) Go1) . (38)
Dans (B()), en ajoutant & la deuxieéme colonne les suivantes multipliées respectivement par —(_1)5251933!2)571 , on obtient

Sw)(w,z) 8 L (s B (wz) o PY(w,2)

Si(x,z) el (@) PyV(a,z) o P{V(,z)

Grace a (@), les fonctions Ji? (z) ont un zéro en z = 1 d’ordre au moins (A4 — 1)n — 2, cela nous permet de conclure
que (z — 1)A=D"=2 divise Q,(z, 2).

Démonstration de la proposition E

Les lemmes ﬂ et E et le corollaire @ permettent de conclure.

7 Passage du cas complexe au cas p-adique et démonstration du théoreme

Pour s complexe tel que R(s) > 1, et x réel positif, on pose

Comme la fonction s — ((s, IT“) peut étre prolongée en une fonction holomorphe sur C\ {1} admettant le point 1

pole simple d’ordre 1 et de résidu 1, la fonction s — T'(s,z) peut étre considérée comme une fonction holomorphe
sur C.
Pour un nombre p-adique z, tel que |z|, > p et s un entier strictement positif, on pose

e—1 x+7 1-s .
Tp(s,z) = ( e+) 175§7j§p(s, z +]) sis>1 (39)
Jj=0 e’ <Iej>
et
e—1 SC+]
— _ T —J
Ty(la) =- lh“%_zf G(t, =) (40)
7=0
On remarque que
1 1—s _
Ty(s,2) = —w (f) (s, 2). (41)
e’ e

Proposition 5 Soit x = § un rationnel, tel que |z, > p, et soit A un entier supérieur ou égal a 2.

Alors la dimension T de 1’ espace vectoriel engendré sur Q(€) par la famille {1, (Tp(s,gc))se[1 A]} vérifie

[Qp(&) : Q) Alnz|,

PO g thiql A4 (A—1)In2
qlb

T>

17



Lemme 9 Soient s réel, s > 1, et x réel, x > 0. On a pour tout entier k > 0

e—1 k—1 -
1 _ s -5 .. B; _ e e
T(S,CU)ZHZE l(fﬂ‘f'l)l —Z(,l)ej 1—.JZ§ l(x‘i‘l)l 7+ Opogoo(@ iy
1=0 = N gy
et
1 e—1
1) B. .
———Zs In( 1+ +Zeﬂ 1 j) LY @+ D)+ Oupoc (@),
1=0

Démonstration Le cas s > 1 est une application directe de ’équation (fl). Le cas s = 1 résulte de I'équation (f) car
on peut écrire

-1
1 <. x+1 1
) =— — .
R D (O
=0
Lemme 10 Soient p un nombre premier, s un entier plus grand que 1 et  un élément de Qy, tel que |z|, > p. On a

e—1

1 ., B; _ e
Tp(&l’)Zm;E "z+0)' Z(Jl) TJ;E Ho 1)t (42)
et
! V(B ;
T,(1,2) = f—Zg logler +Zeﬂ . e+ (43)
=0

Démonstration Le cas s > 1 est une conséquence directe de I’équation (E) Pour le cas s = 1, en utilisant ’équation
M), on obtient :

e—1 I e—1 I +oo . i I —j
3ol 0 = St m(SE) e R () @
=0

1=0 j=1

On doit distinguer deux cas

— Si ||, > gp, alors pour [ compris entre 1 et e — 1, on a

On conclut que

2511 < +l> _ Zg llogp<wé)>

— Sip=2et|z|, =2, on a alors




On conclut de méme que
. x+1 - . ot
Zf on (%) - Zf 1°g2<>w<%)>
I e—1
_ Zg_llogQ(l—l—E)—i—ZE_llogQ( E) Z& "log, ((
=0 =0 e
e—1
= Zgillog2 <1+é).
1=1

Proposition 6 Soit x = § (a et b premier entre eux) un rationnel, tel que |x|, > p, si on note

A
U (x) = byin () di} (Péq’ (.6) + > P (x,6) Ty (s, x)) ,
s=1
on a

1
limsup — In U (z)], < —Aln|z|,.
non

On va démontrer cette proposition en plusieurs étapes.
On pose

A
U9 (z) = dA <P(§‘J) (z,€) + Zps@ (z,€) Tp(s,:c)> .

s=1

Lemme 11 On a, pour x un nombre p-adique, tel que |x|, > p

—+o0
5 o
k=0
ot (uy) est une suite de nombres rationnels indépendant de x, vérifiant
up =0
pour tout k < A(n —1) — 3.
Démonstration On a dans le corps des séries de Laurent Q((1/x))

m=0

et

—+o0
1 =yt .
logp(1+ E) :"LZ:lTSC s

On peut donc considérer les séries formelles de Laurent dans K((1/x)) (ot K = Q(&))

e—1 e—1

l 1 Bj -1 1—s—j

0.0 = Sl Y (7 ) B ey
l 0 j=1 1=0

pour s entier, s > 1, et
jB e—1
o(1,z) 7—25 "log,,( 1+ +Ze] i — LN e+

1=0

1)



On peut calculer le terme général de ces séries en écrivant, pour s > 1,
1 +oo 1 s e—1 00 e—1 s _]
_ = - - —lym, 1—s—m __ - - m, l1—s—j—m
o= E A B SR E ()
m=1 =0 j=1 m=0

donc
—+o0
—k
x):E ak,sx ",
k=0

avec ay s = 0 pour 0 < k < s et, pour k > s :

e—1 k—s+1 .
1 =5 Z —lk—st1 Z 1B [ —s —5J E: I7k—j—s+1
e — - . 4
Tk, e(k—s-l—l)(k—s)z_og : ‘ U —1 k —s+1 < (45)

De méme
—+oo
x) = Z akJack
k=1
avec
71 k—1 e—1

Uy = —— Zg lzk+z yeim1Z ( ' )Zg kI (46)

En utilisant les lemmes E et E, on voit que pour & € Q, avec |z| > p, la série O(s,x) converge, et a pour somme
T,(s,x), alors que pour x réel positif, on a pour tout entier K > 1 le développement limité

K—1
ap.sx F +0(x™5).
k=1

Comme les polynémes Ps(x,z) sont de degré au plus n + 1 en z, cela implique que si on considére la série formelle
dans K((1/x))

A +o00
VD (2) = d} (PP (,6) + Y PO (z,6)0(s,2)) = Y upa™*

s=1 k=—n

on a pour x réel positif

dASD (g, ) Z ufez ™ + O(x™F)

k=—n

alors qu’au sens p-adique, pour x rationnel tel que |z| > g,
U (x Z upzF.
k=—n

le corollaire [l] nous donne que

UL (2) = 0p(r)— oo (x AT H370), (47)
L’unicité du développement limité montre donc que ujf =0si k < A(n —1) — 3.
Lemme 12 Les termes uj} vérifient

ktntl o

||
P lel,
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Démonstration On rappelle que la valuation p-adique d’une nombre de Bernoulli est supérieure ou égale a —1, par
le théoreme de Clausen-von Staudt (cf. | pour une démonstration) et que pour tout entier n strictement positif et
tout entier positif i, (7") = (fl)i("*'z.'_ ) est un entier. Les expressions [#9) et ([#d) nous donnent donc directement,
pour s entier, s > 1,

k

(koly < P

La proposition El et la proposition E assurent que les polynoémes d;‘}PS(Q) (z,z) sont de degré en x au plus n + 1 et ont

des coefficients majorés par p 71] en valeur absolue p-adique.
On en déduit, en utilisant la série formelle

VD (2) = d} (R (2,6) + Y P9(,6)0 Zukx*’“

k=—n
que
n k + n + 1 n 1
ugl, < T ],
p
Lemme 13 On a
Inp
I 1 ‘U@) < —(A-1)1
giggnn ()p_]%1 ( ) In |z,
Démonstration En utilisant le lemme EI, on a
00@)| < s Jug], lal,

P k>(A-1)n—3
En utilisant le lemme [I, on en déduit que
k 1 | _
< s RISl
P k>(A-—1)n—3 |€|p

On en déduit que

<M sup (k+n+1)prit? |x|;k
p k>(A-1)n—3

avec M une constante indépendante de n. La décroissance du terme de droite nous permet alors de conclure pour n
suffisamment grand

09

<M (An _ 2)pﬁ+1 |$|;D—((A—1)n—3) )
p

Démonstration de la proposition E

Comme z = ¢ et ||, > gy, on a |b], = |z[;!. I en résulte

i (B)]p = |l p~[757]
On en déduit

Inp
-1

hm 1n|un( ), =—Infz|, - (48)

En utilisant le lemme [[J et 'égalité (£d), on conclut

1 In In
i z (a) e _ Py
hmsup In ’Unq (x)‘p < <p — (A 1)1n|:c|p) + < In |z, P 1> = —Aln|z|,

Démonstration du proposition E

La proposition E prouve que les coefficients des combinaisons linéaires U(q)( ) sont des éléments de O(K). La
proposition I donne l'indépendance des formes linéaires. Le corollaire E donne une majoration de la valeur absolue
aux places infinies des coefficients, ce qui permet de prendre
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1
c=lnb+ Y —L 4+ A+ (A-1)n2
=
qlb

La propositionﬂ nous donne une majoration de la valeur absolue p-adique des formes linéaires. On prend

p= Az,

On peut donc appliquer le critére d’indépendance linéaire et la proposition est démontrée.

Démonstration du théoréme 1
Le théoréme 1 repose sur la proposition f] et le fait que [Q(x) : Q(¢)] elv),

Démonstration du théoreme 2
Appliquons la proposition ﬂ ax= % et e = 2. On remarque alors que pour p > 2, on a

245\178
2 1

2, .\ 1—s 25’
25<£i1>

2

2y _ L LA pt2
w(on) =z (0 () e (57))

Aln’ ‘

2
p

Cela implique

On a de plus

Jim - r — A (49)
potoelnp+ 2+ A+ (A—1)In2

On en déduit que pour p suffisamment grand, I’espace vectoriel engendré par

L (3).0)

est de dimension au moins A. L’équation @) permet de calculer explicitement la borne. Le théoreme 2 est donc
démontré.

Je te tiens a remercier particulierement Tanguy Rivoal pour m’avoir fourni son article sur les approximants de
Padé de la fonction de Lerch ] et Henri Cohen pour 'aide que m’a apporté son enseignement sur les fonctions
p-adiques.
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