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������� ����M N���� ����� ��� ����	�
�� �������� & 	�������� ����� �������� ��	��#
��	� �������
���� �� �� ������� ���
���� ��� ������� & �� ����	�
� & 	����� �� ������� �� ���� �� O������� ��
	�����	 ��� ��	�������

?���	�
���� �� ���� ����
�� 	� ��
���� ������� �� 	� 
������ �������� �
� 	�����
�	� V ��� ������	�� �� 	� ������ � ��! S ��� ��
������ 
������		�� ����� ��������
������� �� ����� ��� ����� �� ��
��� ��� �	�
���� ����� "�
�		� ��� ����������� ������	��
��� ���������� ��	��#
���� $

� �� ����� 	� 
����� ���� ���������� ��� �	�
���� $
� �� ����� ���� ��� "��
� ��������� ��� �������� �������� 	� ����
�������� �� ���� ���������
��	��#
��	 �� V ���� S�

>



%� �� & 	����� ��� �������� �� ��������	���� �� � ����� ����� & 	��������� ������	� ����� "��
� ��	�'
�#
��	� ���� 	�� "�������� ������ �� 	�� ��������	� ��� ������'��������	�! �� ������������ ���� ��
������ 	��� ������ �� 	��� ��
�	�
���������

" #�� �� ������ �� �� ��	
���

)� �	����� ��� ����	���� 
���
������� ������� �� ���	���� ��� ���� ����� �� 	�������� �� ;�
3��� P� )���	� �� ;� ��/�� E>F ��� ���� ���	�
��� ���� ��	�� �� ;��D��� �� Q�
��� EAF!� �� ������
������� ���	�
��� 	��������	��� ��� �����	� �� ��� 1���� ������� �� 	� 
����� �������� ���� 	��
������� �� ������� �� �	� �E55F� E57F!�

��� ����� ��	
���	���

�� ������� ��� ��� 	�� ������	�� 
���	����� 	�� ����
���� �� ���� �� 
�	��� ���� �� ����
���������� 	� 	�� �� ��
�����
���� ���� �

� 
 �������� �� IR3 ����� vi(1 ≤ i ≤ m)� )���� ��
�������� ���� ������ xi,j(1 ≤ j ≤ 3) ����
	� ���� ���������� )� ��	���� �� 	���� ����������� ��� ����� vi $

� � 
������� ������� ���		�� > � >� �����'&'���� � 
������� �� M3(IR) ������ Aj(1 ≤ j ≤ p)�
)���� ��
�������� ���� ������ aj,kh(1 ≤ k, h ≤ 3) ���� 	� ���� ���������� )� ��	���� ��
	���� ����������� ��� ����� XAj �

4���� �

vi =




xi,1

xi,2

xi,3


XAj =




aj,11

aj,12

aj,13

aj,21

aj,22

aj,23

aj,31

aj,32

aj,33




siAj =



aj,11 aj,12 aj,13

aj,21 aj,22 aj,23

aj,31 aj,32 aj,33




%����

���� 	� ��
���� ���� 6��� ������� & ��� ������	�� �������� ������ ��������	� ���������
������� ������� ���	������  �� ��� ���1���� �� �	�
��� ���� ������ �� ��
������  ��� ��� IR3�
-��������� �� �� ��������� �� ��� �@ 	�� ������	�� ������ 
���	����� 	�� ����
���� & ������� ��
��
��� ���� 
 �������� �� � 
�������� �� �� �	��� ���� 	������� ��������	 ��� IR3 ���� W � �� �� ��
	� 
������ �������� �

W =
(
IR3

)⊕m ⊕ (M3(IR))⊕p

�@ ���� ������� w ������� w = v1 + . . . + vm + A1 + . . . + Ap� �� 
���� ������ ��� 
 ������ ��
IR3 �� ������ ��� � ������ �� M3(IR) �� 	��� ���� ����������� )� ������� �� ������ ��� ����� ���
��� ���� �� W � )������ ��� �	�
���� ���  �� �� ��		� ����� ��� 	� ������� w ��� ���� ��	���� ��
����������� ���� ����� ���� �

XW =




v1
���
vm

XA1

���
XAp




= X =




x1

���
���
���
���

xn=3m+9p




��� ���
���
� ��� ����	���� ������������ ��������	�� ���� �� ������ ��

����	����

)� ��� ��� �� ���������� ��� "������� f ��	��#
��	� ��� W � �� ��		� ����� ����		� ���� ����������
���� 	������� �� S ��� W � S ����� 	� ������ ��� ��
������ 
������		�� �� 
�	��� ����� ����'������

A



 �� �� O(3) �� ��������	� �� ����� �� ��
��!� %� �������� ���
��� �� ����� & ���������� f �
��	��#
��	�� ��		� ��� �

∀g ∈ S

f(g ∗ v1 + . . .+ g ∗ vm + g : A1 : gT + . . .+ g : Ap : gT ) = f(v1 + . . .+ vm +A1 + . . .+Ap)

-	�� �	���	�
���� �� ������������ 	����
�����
� �� W � ���� ρW (g) �� ����	� ��������������
�� S ���� W � ���� 	������� ��� W ��� ������ ��� �

ρW (g)(w) = g ∗ v1 + . . .+ g ∗ vm + g : A1 : gT + . . .+ g : Ap : gT

	� ����	�
� ���� ���  ��	�
��� 	� ������� �� ���� 	�� ��	��#
�� f �� � R >
 S B� ������	���
���� ��� � ∀g ∈ S, f (ρW (g)(w)) = f(w)� �� ���� �

G = {ρW (g), g ∈ S} = ρW (S), |G| = 	� ��
��� ���	�
���� �� G.

�� ���� �	��� 
������ ��� �
� ρW (g)� ���� 	� ���� ������ �� W � ��� ���������� ��� ��� 
������ ������ ���		� ��������	�
������� >
 S B� $

� G ��� �� ����'������  �� �� GL3m+9p(IR) $
� |G| ≤ |S|�

��� ������	��� ���� �� �������� ��� ��������	� ���������� ! � ��"

���#��� ���� �� ������ ��� �� ��	�����

�� ���� IR[x1, . . . , xn] 	������� ��� ��	��#
�� & � ������	��� �� ���� IR[x1, . . . , xn]G 	���'
��
�	� ��� ��	��#
�� �� IR[x1, . . . , xn] ���������� ���� G� �� 
����� ����	 ��� �� ����'������ ��
IR[x1, . . . , xn]� %� �� ��� �������� �� ����������� 	� �������� "����
����	� ��� 	� �������� � ������'�'
�	 �� ����
�	�  �� �� ��� �	�
���� f1, . . . , fk� ����	� �����
� �� ����������� �� "�
�		� ������������
��	 ��� ���� ����� �	�
��� f �������� ��

� �� ��	��#
� ���	 �� f1, . . . , fk� ���� �

f(x1, ..., xn) = h(f1, ..., fk) �@ h ∈ IR[y1, ..., yk]

)� �����
� ��%� T����� ������ & 	� �������� �� ���
�� 	� ������������ ���	����� �� �����
"�
�		� ������������

�������� ���� ������� ' /��� 	� "�
�		�  ��� ���	�
���� �� IR[x1, . . . , xn]G �� ��� ��� �

F = {RG(Xα), ∀α = (α, α, . . . , αn) ∈ INnavec |α| ≤ |G|}

�@ RG ��� 	���������� �� ,����	�� �� G� 4	���� ���� ��	��#
� P �� IR[x1, . . . , xn] ��������� ����
G ������� ��

� ��� ���������� ��	��#
��	� ��� �	�
���� �� F �

�	 ���� ������� ��� ��	������ ����� 	�� �	�
���� �� F � 	��������� ���� �	�
��� �� IR[x1, . . . , xn]G

����� ���� ��� �������

��$ %��������	��� ���� ��������	 ����������

/�������� ��������� �� �����
�  �� F = (f1, . . . , fk) �� ����������� �� IR[x1, . . . , xn]G� (���'
������� ���� ���	��� �������� & 	� �������� �������� � ���� ��� "�
�		� F ������� ������� ����
������ ������ 	�� ����
��������� ���� ��������� f ��� ������� & F U )� ������� ��� ��������� -���
������� ����� ��������� �	 �������� ����
����� �

� ��� 	� ������� & ����� �������� ������� & ������� ������ 	�� ��	������ �	��������� ����� 	��
�	�
���� �� F $

� ��� 	� ��������� �� 	�����
�	� �� ��� ��	������ ��� �� ����	� ���� IF $
� ��� 	� 
��� �� �������� ����� ���� �������	���� �� ��� ����
�	�� ����	�� ���� �� O�������
���
�� �� ������� ����� & 	�������� �� 	��������� ���� ��������� ��	��#
��	�

C



)� �����
� ��<�	���� �=�
� ����	 ������ �� �����
�  �� �� ����������� �� 	�����
�	� IF �
/�������� ����� �� ��	 �����
�� ���� (g1, . . . , gs)� T��� ��

�� ���� ���� 	� ��������� �������� �
�� �����  �� �� �����
� �� ����������� F = (f1, . . . , fk) �� 	������� ��� ���������� IR[x1, . . . , xn]G�
4	��� ���� ��������� f ������� �

f(x1, ..., xn) = g (f1(x1, ..., xn), ..., fk(x1, . . . , xn)) �@ g ∈ IR[y1, . . . , yk]

(��� g ����� ��� ������� �� ���� ������� 
������ ��� ����� ����
�������� �� 	���������� f ���
������� & F = (f1, . . . , fk) ��� �� 	� "��
� �

f = g(f1, . . . , fk) + a1(f1, . . . , fk)g1(f1, . . . , fk) + . . .+ as(f1, . . . , fk)gs(f1, . . . , fk)

�@ 	�� ��	��#
�� a1, ..., as �� g ���� ��� ��	��#
�� ���	������� �� D ������	���

)� "��
�	� ��'������ �� ��� �� "��� 	� �������� �� ��	��#
� f ��� 	� "�
�		� �� ��	��#
��
(g1, . . . , gs) �@ g ���  ��	�
��� 	� ����� �� ����� ��������� )� �������� ��� �� ���� 
��������� ��� 	�
�������� � ����� ����� �� ��	��#
� f �� D ������	��� �� ��� "�
�		�  ��� (g1, . . . , gs) �� ��	��#
��
�� D ������	��� 	� ����� �� 	� �������� �� f ��� g ���'�	 ������ U )� ������� & ����� �������� ���
�������� ���" �� �� �
���� & (g1, . . . , gs) ��6��� �	�� ����� �����
� �� ����������� �� 	�����	 ����	�
���������� � 6��� ��� ���� �� O��������

��� ����	���	��� �� ��������� �#&��	���

/� 	��� �� �������� ��� 	� ����	�
������ ������ & ������ �� 	� ������ ���� ����
�	� V ��
������	�� ��������		�� �� �� ������ � ��! S ��� ��
������ 
������		��� �� ���������� ��� "��������
��	��#
��	�� ��1������� ��� �	�
���� �� V � ����������� ���� S� �	��� 	� ��� ��� ������� ��������
%� �.��� 	�� ��	��#
�� ���������� ���� 	���� ��� �� ��		� ����� ����	� ������ ���������� ���� 	� ������
S� �����"���� ���� �������� ����	� ������ ��1����"�� -��� ������� ����� ���	���� ��� ��	����� ��� 	�
�������� � ���� 	�� ��
�������� �� ��	��#
� " ������'&'���� ��� ���=������! ��

� ����� ��		��
������ ���� ��� �	�������! ������� Xf ����� �� "��� ��������� ���� S �� ��������� ��� ��������
�� ��������	���! �� ����� ��� �	�������! ��������� ��������		�� )� ��������� ��������	 �� Xf �� ���
������	�� �� V ������� & �� ��� 	� "������� Φ �� ��� ��� Φ(V,Xf ) = f(V ) ���� ��1������ � ���
����	��� ���� �� �.��� ��������� ���� O(3)� ��� ������������� )� ������� Xf ��� ��������� ��

� ��
������� ���������	�

$ %������	���

�� ������� ���������� 	� "������� ������ ������� 	���� Ψ ���� 	� ��� �@ 	��� ������� �� ���� ��
��
���� ������ �

� 	�<������� ��� -������ -������������ $
� 	� ��
�������� ��������� �� ���"��
� $
� 	���������� ���� ����
��� ������� 
���	��� ��� �� ������� �V $
� ��� 	� ������ ��� ��
������ 
������		�� ��� 	� ������ S2 = {I, R1} ���� �

I =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


R1 =



−1 0 0
0 1 0
0 0 1




;��� �� ���� 	�� ������	�� ������ �� ����
��� �� ������� ���
�������! ��� ��"��
������ ε ��

& 	������� ������� �V ��� 
���	��� 	� ����
��� �������� /�������� ����� ��� ������� 	���� &
��� �������������� ��������! ��� ����� ������ ��� �������� 	� "������� ������� 	���� ��

� ��

��	��#
� ��������� ���� S2 �� ����� ������	 7 �� 8 ��� ������� ��� ��
�������� �� ε �� �V � ��
����� & 	� ������ �� �� 
������ ���������		�� 	�� ������ ��� ���� ���
����� ��������� & 	���������
�������� )������� H ��� ��� � W = IR3 ⊕M3sym(IR)� )� ����	�
� & �������� �������� & ����������
f ��		� ��� �

∀g ∈ S2, f (ρW (g)(w)) = f(w) �@ ρW (g)(w) = g ∗ V + g : ε : gT

G



)� ����'������ G2 ��� G2 = {ρW (g), g ∈ S2} = {ρW (I), ρW (R1)} = ρW (S2) �� �� � |G| = 2
���� �

ρW (I) = diagonal(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)

ρW (R1) = diagonal(−1, 1, 1, 1,−1,−1, 1, 1, 1)

)����	������� ������� �� �����
� �� T����� ����� ��� ���
���� "�
�		� �� ����������� �

F ′
2 =




V2, V3, ε11, ε22, ε23, ε33, V
2
1 , V1ε12, V1ε13,

V2ε11, V3ε11, V2ε22, V2ε23, V2ε33, V3ε22, V3ε23, V3ε33,
ε211, ε11ε22, ε11ε23, ε11ε33, ε

2
12, ε12ε13, ε

2
13, ε

2
22, ε22ε23, ε22ε33, ε23ε33, ε

2
33




�� �� ������ ��� ���� ����������� �

F2 = {V2, V3, ε11, ε22, ε23, ε33, V
2
1 , V1ε12, V1ε13, ε

2
12, ε12ε13, ε

2
13}.

�� ���� �

f1(�V , ε) = I1(�V , ε) = V 2
1 f2(�V , ε) = I2(�V , ε) = V1ε12f3(�V , ε) = I3(�V , ε) = V1ε13

f4(�V , ε) = I4(�V , ε) = V2f5(�V , ε) = I5(�V , ε) = V3f6(�V , ε) = I6(�V , ε) = ε11

f7(�V , ε) = I7(�V , ε) = ε212f8(�V , ε) = I8(�V , ε) = ε12ε13f9(�V , ε) = I9(�V , ε) = ε213

f10(�V , ε) = I10(�V , ε) = ε22f11(�V , ε) = I11(�V , ε) = ε23f12(�V , ε) = I12(�V , ε) = ε33

)� ������� ����� ���� �� O������� �� 	�����	 ��� ��	������ ������� ���� �� ���
��� ��
���
	� 	���� ��� ��	������ ��� �������� ����� 	�� �	�
���� �� F2 �

I9(�V , ε)I7(�V , ε) − I2
8 (�V , ε) = 0

I9(�V , ε)I2(�V , ε) − I8(�V , ε)I3(�V , ε) = 0

I2(�V , ε)I8(�V , ε) − I7(�V , ε)I3(�V , ε) = 0

I9(�V , ε)I1(�V , ε) − I2
3 (�V , ε) = 0

I1(�V , ε)I8(�V , ε) − I2(�V , ε)I3(�V , ε) = 0

I1(�V , ε)I7(�V , ε) − I2
2 (�V , ε) = 0

)� ��	��#
� ������� ���� �������� ���� 	� "��
� ψ(ε, �V ) = ϕ20(ε)+ϕ02(�V )+ϕ22(ε, �V ) ���� �

ϕ20(ε) = A1ε
2
11 +A2ε11ε22 +A3ε11ε23 +A4ε11ε33 +A5ε

2
22 +A6ε22ε23 +A7ε22ε33

+A8ε
2
23 +A9ε23ε33 +A10ε

2
33 +A11ε

2
12 +A12ε

2
13 +A13ε12ε13

ϕ22(ε, �V ) = (B1ε
2
11 +B2ε11ε22 +B3ε11ε23 +B4ε11ε33 + B5ε

2
22 +B6ε22ε23 +B7ε22ε33

+B8ε
2
23 +B9ε23ε33 +B10ε

2
33 +B11ε

2
12 +B12ε

2
13 +B13ε12ε13)V 2

1

+ (C1ε
2
11 + C2ε11ε22 + C3ε11ε23 + C4ε11ε33 + C5ε

2
22 + C6ε22ε23 + C7ε22ε33 + C8ε

2
23 + C9ε23ε33

+ C10ε
2
33 + C11ε

2
12 + C12ε

2
13 + C13ε12ε13)V 2

2

+ (D1ε
2
11 +D2ε11ε22 +D3ε11ε23 +D4ε11ε33 +D5ε

2
22 +D6ε22ε23 +D7ε22ε33

+D8ε
2
23 +D9ε23ε33 +D10ε

2
33 +D11ε

2
12 +D12ε

2
13 +D13ε12ε13)V 2

3

+ (E1ε
2
11 + E2ε11ε22 + E3ε11ε23 + E4ε11ε33 + E5ε

2
22

+ E6ε22ε23 + E7ε22ε33 + E8ε
2
23 + E9ε23ε33 + E10ε

2
33 + E11ε

2
12 + E12ε

2
13 + E13ε12ε13)V2V3

I



ϕ02

(
�V

)
= F1V

2
1 + F2V

2
2 + F3V2V3 + F4V

2
3

3� ��	��#
� � ��� ��������� �� ��		� ����� ����	 ���� ��������� ���� 	� ������ S2 ��� ��
������

������		�� �� 
�	���� �����"���� ���� �������� ���� 	�������� ��� ���� ��1����"� 3���� �� ����	 ��������
�� �������� 
���������� -��� ��	�� ������� 	�� �������� �V �� ε ���� ��� �� "��� 	�� �������� ��
��������	���� ��
������� ��� 	�� ��������� �

ω(2)(�V ,X) = XijVjVi, ω
(4)(ε, Y ) = Yijkhεkhεij , ω

(6)(ε, �V , Z) = ZijkhpqεkhεijVpVq

�@ X � Y � Z ���� ����������
��� ��� �������� ������� 8� A �� G ����� ��� ��������� ��� �������� ��
��������	���!� ���� ����������� ��� �����
��� �� ����� ���� ��1�������� /�� ����� ��
������ �� ���

	����
�� �� 	� "��
� �� ��	��#
� ψ(ε, �V ) �� �������� ��� 	��� ���� ����� �

ϕ02(�V ) = ω(2)(�V ,X), ϕ20(ε) = ω(4)(ε, Y ), ϕ22(ε, �V ) = ω(6)(ε, �V , Z)

�@ 	�� ��
�������� ��� �������� X � Y � Z ���� �������� ��� ������ ������ ��� ���� 
�
���� ���
����������� ������������ )�� �������� X � Y �� Z ������� ����� 6��� ���������� ��

� ��� ��������
����������� �������� ��� ������������ 
6
�� �	� �� ���������� ���� S� ?���	�
��� �

ψ(ε, �V ) = ω(4) (ε, Y ) + ω(2)
(
�V ,X

)
+ ω(6)

(
ε, �V , Z

)

& '��������

J��� ��� 	� ������ ��� ����������� �� & 	����� ������	� �� ��	��	� "��
�	�� �� � ������� ���

����� ������	� �� ������������ �� ��� �� 	��������� �� "�������� ������� �� ��������	 �� �����'
������ �� �� ���������� ���� "��
� ��	��#
��	� �� ���������� 	�����
�	� ��� ����������� �
������
��� 	� ���
�����
���� ��� (�	���� �� 	�� O����� -�������� �� 	� -������� & 	� ������������
�� 	��� �� ��
�����
��� ���������� �� � ���� ��������� ��� "������� ��	��#
��	� ��� �������
��� ��
�������� ��� ������	�� ε� �V � X � Y �� Z ��� ��� ���������� ���� 	� ������ ��� ��
������

������		�� �� 
�	��� �� ���� 	����	 	���1�������� ��� �������� )� ��������� ������� �� �� ��	��#
�
��� ������ �� 	�� ��.������� 
������� �� �������� ���� ��
�������� �� ��� ������"��

(�)������

E5F P�%� 4�D���� /�

���� ��	������ "�� ���������� ��� ����������	� ��������� 
������	�� �����
���� �	��� �
�� A �5B>�85>� 5BG7�

E8F P�-� J��	��� 4��	�������� �" ������ "�������� �� ��	�� 
�������� ���
�	� � �	����� 5BKI�

E>F ;� 3��� P� )���	�� ��� ;� �/��� ����	�� ��������� ��� �	�����
� � �� ������������ �� ��
��'
�������	 �	������� ���
���� ��� ��

������� �	������ ���
�	� � �	����� 5BB8�

EAF <� ;��D��� ��� O� Q�
���� 3�
���������	 ��������� ������ �����	������ �" 
���
�����	
��������� ���
�	� � �	����� 8778�

ECF ,�/� ,��	�� ��� P�)� %���D���� /����� ' ��"��
����� ��	����� "�� ��������� 
������	�� �� ����
�	��� �
�� A �>8>�A8C� 5BCC�

EGF O�?� /
�� ��� ,�/� ,��	��� �� ����������� �������� �� ����� ������ 5C �>7B�>5A� 5BCI�

EIF 4�P�(� /������� ����� �" ����������� ��
�
��� ������� 	�� �� �� ��
�	
� ����	��

��	��� ����� 8>B�>C>� 5BI5�

EKF ,� ��	��1�� ?������ �" ��
������ 
������	�� �	��
���  
!	���� �" #	
���$� 5BKC�

EBF 4� �������� 4 
���	 "�� �� ���������� �" ���
�
�������	 ���������� �� ������	� ��������'
��� ��
���� 
������	�� ����
�� �" �������	� ���	����� >C �I>5�IC7� 8775�

E57F 4� ������� ��� 3� (������ 4 ��V ������������ 
���� ����� �� ����� �" ���������� ��
������ 
������	 ������� 	�V�� %
�	�
���
�� ����
�� �" ����� �
� ��������	�� A>L8 �>8C�>AC�
877G�

K



E55F 4� �������� 3� (������ ��� /� J�������� (�������� �� ��
�����
���� ��� 
�	���� ���������
��
� 8 � ���	�������� �� ������ ��� ����������� ����
� �����	�� %�&' (�)(*+�,+-)�.� 877>�

E58F 4�/� H���
�� ��� 4�3� -��D��� (������	 ��

���� ������������ �� ������������ ����������
����� ���� �	��� �
�� 5I �5KA�85A� 5BGA�

B


