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Résumé : Cette communication présente un algorithme de filtrage de
mesures effectuées sur un systeme linéaire en régime transitoire. La
difficulté du probléme, mais aussi son intérét, réside dans le fait que les
systemes a considérer sont de grandes dimensions que ce soit au niveau
du nombre de variables, du nombre de mesures ou que ce soit au niveau
du nombre de modeles pris en compte. L'application de l'algorithme
propose€ est particuliérement bien adaptée a I'estimation des débits et des
stocks dans des installations industrielles pour lesquelles les mesures sont
disponibles.

Le probléme, qui consiste  obtenir une estimation des grandeurs
réelles des flux de matiére dans un réseau physique, est en général traité
par des méthodes statiques (1], [2], [3] ; des solutions completes existent
pour le cas linéaire et bilinéaire, des approches ont été envisagées dans le
cas multilinéaire.

Cependant, dans le cas général, un processus est en régime
transitoire ; physiquement, cela se traduit par des variations de stocks dans
les unités de production [4]. Ce probleme est présenté ici dans le cas ou
l'on dispose de toutes les mesures de débits des flux de matiere en
fonction du temps.

1 - REPRESENTATION D'UN RESEAU DE TRANSPORT DE MATIERE

Le réseau physique est représenté par un graphe dans lequel les
noeuds correspondent aux unités de stockage de la matiére et dans lequel
les arcs correspondent aux voies de transfert de la matiére. Considérons
par exemple le réseau de la figure 1 :

Figure 1 : Réseau simple de transport de matiére

Si q(t) représente le débit de matiére de la voie i a l'instant t et si
W (t) représente la quantité de matiére contenue dans le noeud numéro 1 a
l'instant t, la loi de conservation de la matiére permet d'écrire pour ce
noeud :

t
Wi = Wit-4) + | [q1(t) + q2(1) - qe(¥)] dt (1)
t-A

En raisonnant en terme de flux de matiere totalisés pendant
l'intervalle de temps A, on a avec des notations évidentes pour les

quantités de matiére :

Wit) = Wi(t-4) + Qi(t-A,t) + Qat-A,t)- Qe(t-A,1) (2)

Dans la suite, on supposera la période A constante, et on notera plus
simplement j l'instant t = j A :

WiG) = WiG- 1) + Qi) + Q) - Qs(h) 3)

De fagon analogue pour les noeuds 2 et 3on a :
W) = Wa(i- 1) + Qs() - Qi() - Qu(j) 4)
Wi3() = W3(-1) + Qua() - Q2() - Qs(j) (5)

Le systeme (3), (4), (5) représente le modele structurellement exact
du procédé ; les grandeurs vraies doivent vérifier ce modzle.

Pour généraliser les équations précédentes a un procéde plus
complexe, on définit les notations matricielles suivantes :

v : nombre de voies du réseau

n : nombre de noeuds du réseau

N . nombre d'observations

j : instant d'observation

QG) : vecteur de dimension v des débits cumulés Qi)

Q : vecteur de dimension N-v des débits sur I'horizon N
W(@) : vecteur de dimension n des stocks Wi(j)

w : vecteur de dimension (N+1)n des stocks sur I'horizon N
AG) : vecteur de dimension n des parametres de lagrange
a(j) : vecteur de dimension n

A : vecteur de dimension N'n des paramétres de lagrange
E(G) : vecteur de dimension n des résidus

E : vecteur de dimension N-n des résidus

A

G . vecteur estimation du vecteur G

Remarque : Dans le but d ‘alléger les notations, on confond les variables et
leur valeur numérique.

Le réseau est caractérisé par sa matrice d'incidence M de dimension
n.n qui traduit les connexions orientées entre les noeuds.

Avec les notations précédentes, le systeme (3), (4), (5) se généralise
sous la forme :

WG - WG-1) = MQ() pour j=1,., N (6)
soit encore sous forme plus contractée :
AW + BQ=0 @)
avec :
I -1
I -1
A= I -1 ®

I -1

ol A est de dimension (n-N)-(n-(N+1)) et I est la matrice identité de
dimension n'n ;

avec B de dimension (n-N)-(v-N).



2 - LA VALIDATION DES DONNEES
2.1 - Equations d'optimalité

Les mesures ne vérifient pas en général les équations fondamentales
de conservation de la matiere (7). Le traitement qui suit a pour but
I'estimation des grandeurs vraies W* et Q* a partir des mesures de W et
de Q ainsi que des équations de bilan.

A A
Au sens du maximum de vraisemblance, les estimations W et Q
sont solutions du probléme :

. 1, 2 1A
min ® = i W- Wi +5iQ-Ql? (10)
W,é Pw = PQ

A A
sous AW + BQ =0 (11)

Les matrices Pw et P pondérent les erreurs commises sur les
mesures effectuées sur W* et Q* ; elles peuvent étre prises égales aux
matrices de covariance de ces grandeurs et de plus en les supposant
constantes, on a :

- Vw = - Vo -

Pw = : Po = (12)

L. Vw = . Vq -
avec dimension (Vy,) = (n,n), dimension (VQ) = (v,v)

Le Lagrangien associé au probleme (10),(11) s'écrit :

L-=d+2TAaW+BO (13)
11 est extrémal si (W, (3, A) est la solution du systéme :
Py W-W)+ATA =0 (14)
PSQ-Q+BTA -0 as
AW + BQ -0 (16)
Ce systéme admet comme solution :
W = W-.Py ATA a7
Q@ =Q-Py BT (18)
A =(APy AT + BP, BN (AW + BQ (19)
Cette solution correspond bien a un minimum du critére @, puisque :
’L_ _ Pyl
oW owT :
(20)
9? L . P
A / -
0QaQT

sont des matrices semi-définies positives.

Pratiquement, les parametres de Lagrange A ne sont pas calculés
directement a partir de 'équation (19) dont la dimension croit trés
rapidement avec le nombre d'observations N et le nombre de nceuds n du
réseau ; ainsi, pour trente observations et dix nceuds, le systeme (19)
nécessite l'inversion d'une matrice 300 - 300.

Pour réduire cet inconvénient. on propose trois algorithmes
numeériques de mise en ceuvre aisée.

2.2 - Résolution

2.2.1 - Résolution par estimation itérative des parametres de Lagrange

En posant :

F = APy AT + B Py BT 1)

E=AW4+BQ (22)
A est solution de :

FA=E (23)
Nous décomposons la rﬁauice F suivant :

F=R-S 24

de telle maniere que la matrice R soit diagonale par blocs de dimension
n.n, ces blocs étant les blocs diagonaux de la matrice F.

On a alors :

RA=SA+E (25)
et on adopte comme algorithme de résolution :

Miyg = RT (S A + E) (26)

avec Ag = 0

On remarque de plus (iue les blocs diagonaux de la matrice R sont

égaux, ce qui simplifie encore la procédure de calcul. La valeur A obtenue
apres convergence de I'algorithme itératif (26) est ensuite substituée dans
les équations (17) et (18) pour obtenir respectivement les estimations des

stocks VAV et des débits 6 [5].

2.2.2 - Résolution hiérarchisée des équations d'optimalité

Utilisons une relaxation a deux niveaux pour résoudre les équations
(14), (15) et (16).

Le premier niveau de cette relaxation utilise les équations (15) et

A
(16) pour estimer A en supposant W connu :
A= (BPyBN! BQ+AW @7

oll on pourra vérifier le caractére de régularité de la matrice B Py BTa
partir de la définition (9).

Le deuxiéme niveau estime w a partir de (14) et de la valeur
précédente de A obtenue par (27) :

W =W - Py AT A (28)

A w

l 6=Q-PQBTX l

Figure 2 : Estimation hiérarchisée



On peut ainsi reprendre ce cycle 2 deux étapes jusqu'a obtenir la
convergence de la solution [4]. Les itérations étant notamment terminées
lorsque les résidus du systeme (14), (15), (16) sont inférieurs a un seuil
donné€. Quand l'algorithme diverge, on doit changer les pondérations, ou
bien utiliser une autre méthode de résolution.

La figure 2 schématise cet algorithme et les échanges d'informations
nécessaires a son exécution.

2.2.3 - Autre résolution itérative

Pour les différentes itérations, la méthode précédente s'explicite :

‘AVi+1=W-PwAT7~i A =2 + Cy
avec :

Wy = W

Ay = (B Py BTY!(BQ + AW)

C = -(BPy B)! APy AT

Sous cette forme, cette méthode apparait comme un cas particulier
de la premiére méthode itérative (§ 2.2.1) (avec R = B PQ BT et
S=-APyAT

Pour faciliter I'inversion de la matrice R, tout en assurant la
convergence de l'algorithme [5], on pose :

R=R81 avec I matrice identité de dimension (N-n, N-n)
donc: R'! = %
avec :

B scalaire non nul

R'S matrice du systéme itératif

La valeur de 8 agit directement sur le rayon spectral de la matrice

R! S, sans modifier la solution du systéme (23). De plus, en cas de
divergence de l'algorithme, on peut forcer ce dernier a converger en
modifiant la valeur du paramétre 8. Sous cette forme, cette méthode
généralise les deux premiéres.

Remarque : A est la limite quand n tend vers l'infini de la série
n .
-FY E
Ao = Z—O (]_I'S_) 3

2.2.4 - Résolution en temps réel

} Pratiquement, lorsque le procédé doit étre conduit en ligne, il est
int€ressant de procéder  la validation immédiate des informations au fur
et a mesure de leur acquisition. L'algorithme suivant est une réponse a

. . . . A N
cette exigence, car il effectue le calcul des estimations W(N) et 6(N) a
I'instant N ol on dispose des mesures W(N) et Q(N).

On note Qy le vecteur N.v des informations "débits" disponible a
l'instant N et Wy le vecteur (N+1).n des informations "stocks" disponible
alinstant N. Les vecteurs ainsi définis correspondent strictement a ceux

définis au paragraphe 1 ; I'indice N rappelle que ces vecteurs contiennent
des informations disponibles 2 l'instant N.

On a alors A l'instant suivant N+1 :
Qn Wy
WN+I = (29)
W(N+1)

QN+I =
Q(N+1) )

La structure des équations de bilan montre que :

ANat =|: j} Ay =[1-1]
0I -I

By 0
Bnyt = [ ] B,
0 M

La solution (17), (18) est toujours valable a l'instant N<1 2
condition d'utiliser les nouvelles expressions de A et de B (relatives a
N+1). Pratiquement, on remarquera que les n demieres composantes de

A
W et les v derniéres composantes de Q s'expriment respectivement :

B0

i
<

W(N+1) = WN+1) + Vy A(N+1)
G
A
QN+1) = QIN+1) + Vo MT A(N+1)
Procédons maintenant a l'extraction de A(N+1) en résolvant le

systeme (19). Tout d'abord, exprimons la matrice F compte tenu de (8).
D et(12):

2Vy -V

[ MV MT
MVoMT

Vw  2Vy

L MVoMT |
avec :

U=2Vy +MVoM"  dimension(U) = (n,n), dimension(V) = (v,v)
V=Vy dimension(V) = dimension (Vy) = (n,n)

Le systeme (18) s'explicite alors sous la forme tridiagonale par bloc :

U -V m r M) ] T EQ@ T
-VU-V }\'(2) E(z)
-V U -V
ORI 32)
-V . .
~ -V U4 Lanmd L EmA
Sa résolution s'effectue 2 partir de la triple récurrence :

w1y = -ulv
i) = -U+Vy@-D)ylv i=2,..,N-1 (33)
a(l) = Ut E1)
ai) = (U+VyGi-1))"' G +Vai-1) i=2 ..,N (34)

AN) = o(N)
AG) = ad)- i) Al+1) i=N-1, .., 1 (35)
avec dimension (Y(i)) = dimension (U) = dimension (V) = (n,n)
En particulier,on a :
AN) = (U + VyN-D)(EN) + V anN-1)) (36)

Lorsqu'on dispose de N+1 observations, on a alors :

AN+1) = (U + V yN))' (E(N+1) + V a(N)) @37



soit encore :
AN+D = - MN+D(AN) + VT E(N+1)) (38)
avec
YN+ = - (U +VyN))ty
(39)
(1) = -Ulv

Ainsi, l'estimation en ligne des stocks et des débits est
complétement définie par les équations (31), (38) et (39) qui, & chaque
étape, mettent en ceuvre des calculs tres réduits notamment au niveau des
inversions de matrice (par exemple, pour un réseau a dix nceuds, on
inverse a chaque étape une matrice 10 - 10).

3 - APPLICATION NUMERIQUE
Le réseau de la figure 3 comporte quatre nceuds, huit voies et il a été

observé sur quinze points d'échantillonnage. La matrice d'incidence
associée a ce réseau est définie par :

l1-1-1 00010
001-1-1 000
M =
010O01-1 00
000O0O0OTl-1-1
" Les matrices V, et Vq sont telles que :
Vg, =1 eV -38
w4 Q1

ou I, la matrice identité de dimension n - n.

7

Figure 3

En simulant 15 prises de mesures effectuées sur le réseau décrit par
la figure 3,ona:

Débits mesurés :

QM| 1 2 3 4 5 6 7 8
112061 1587] 12,89 | 806 | 527 | 20,80 | 7,28 | 12,59
2 120511513 | 13,22 825 | 494 | 21,46 | 7,37 | 13,11
3120261570 13,04 | 7,19 | 538 | 20,89 | 7.27 | 13,08
412030 | 15,66 | 12,57 | 7,94 | 5,11 | 20,82 | 7,53 | 13,16
5120068 | 1556 13,16 | 841 | 488 | 21,17 | 7,55 | 13,45
6 120531530 12,54 7,78 | 5.50 | 21,54 | 7,26 | 13,49
711088 (1529 12,50 7,14 | 4,98 | 20,60 | 7,83 | 13,40
8 | 11,41 | 1507 | 11,41 7,53 | 4,79 | 21,10 | 7,46 | 13,21
9 | 11,01 | 13,37 ] 10,29 | 7,74 | 4,94 | 2042 | 6,73 | 13.26
10| 10,70 | 12,84 { 10,00 | 6,82 | 4,86 | 19,88 | 7,58 | 13,90
11 11,09 | 11,80 | 9,57 | 6,71 | 4,10 | 18,77 | 7,39 | 13,15
121 12,18 | 11,58 | 9,77 | 7,25 | 4,69 | 18,21 | 7,09 | 13,32
131 1,14 | 11,031 9,19 | 6,88 | 4,06 | 17,69 | 7,26 | 12,46
141 10,89 | 10,88 | 8,58 | 6,00 | 4,19 | 17,19 7,19 | 12,36
15) 11,28 1 10,63 | 9,27 | 6,19 | 3,99 | 16,58 | 6,75 | 12,04

Stocks mesurés :

w
£
to
(%)
4

119.54
116,36
114.20
114.59
112,81
113.41
112,65
103,39
9491
90,55
10| 87,00
11] 81,59
121 81,15
13| 78,69
14| 78,00
15| 77,61

52.89
51.74
53,73
52.29
51.69
50,69
51,18
52,64
50,13
48,40
46,72
45,26
42,79
41,78
39,43
39,01

82.85
84,44
84,33
84,78
85.34
84.20
83,72
84,57
81.17
79.07
78,13
74,93
69,85
70,52
66,38
64,03

79.76
83,78
83.05
84,04
85.22
84,19
85,62
84,23
82,77
83.84
82,40
78,64
79,58
75,79
74,00
73.81

V0 I AU EWN~O

Le test d'arrét est choisi tel que les résidus des €quations de bilan
soient inférieurs 2 1073,

__ Pour mettre en évidence les erreurs de mesure qui affectent les
débits et les stocks, on calcule les résidus de bilans pour ces quatre
nceuds. Les résultats sont consignés dans le tableau suivant :

Résidus de bilans :

RB 1 2 3 4
112311 071 |-1,25 | -3,10
21 1,68 | -197 | -1.28 1,71
31-160 | 1,91 | -026 | -046
41 1,39 | 012 | -0,61 | -1,05
51-109 | 087 | 041 1,19
61 070 | -1.21 | -027 | -0,63
71018 | -1.08 | -1,17 | 0,75
8 | 087 1,59 | 2,16 | 1,88
9| -1.57 | -0,66 | -0,10 | -0,63
101 -1.02 | 0,02 | -1,24 | -0,16
11 2,51 | 022 | 0,34 1,99
12] -1.64 | 030 | 3,14 | -3,14
131 0,64 | -073 | 3,27 | 1.76
141 -070 | 0,74 | 2,02 | -0,57
151 -1,48 | -049 | 0,39 | -2,02

3.1- Résolution itérative

Les mesures ont été traitées avec la troisieme méthode. ainsi qu'avec
l'algorithme "temps réel”. Les estimations sont données par les tableaux
suivants (avec 8 = 3):

Débits estimés :

QE 1 2 3 4 5 6 7 8

1 | 20,47 | 16,12 | 13,02 | 8,08 | 540 | 20.82 | 7.00 | 12.46
212038 1541 13,38 | 820 | 505 | 21,31 | 7.25 | 13,11
3 12025) 1582 1296 | 7,28 | 557 | 20,83 | 7.22 | 13,05
4120231 1580 12,57 | 800 | 525 | 20,78 | 7,43 | 13,13
5 120,67 1558 13,13 | 846 | 493 | 21,10 | 7,61 | 13.52
6 | 20,46 | 1537 | 12,65 | 7.74 | 545 | 21,47 | 7.2 13.56
711080 15331 12,60 | 7,11 | 493 | 20,47 | 7,92 | 13,56
8 | 11,33 | 1498 | 11,40 | 7,61 | 4,71 | 21,06 | 7.59 | 13,41
9 | 11,04 | 13,25 10,24 | 7,76 | 4,87 | 20,41 | 6.85 | 13,35
101 10,70 | 12,79 | 996 | 6.85 | 4,85 | 19,85 | 7.66 | 13,98
1111099 | 11,79 ] 9,62 | 6,76 | 4,03 | 18,79 | 7,38 | 13.24
1211221 11,38 9,71 | 7.29 | 4,55 | 1847 | 7,03 | 132

131 11,16 | 11,04 { 9,18 | 6,87 | 4,08 | 17,66 | 7,2 12,46
1411097 | 1072 | 848 | 6,03 | 4,12 | 17,35 | 7,18 | 12,29
151 11,38 | 1049 | 9,19 | 6,17 | 3,93 | 16,75 | 6,72 | 11,92




Stocks estimés :

SE 1 2 3 4

0 [118,16] 52,76 | 84,03 | 81.11
1 {116,50] 52,29 | 84,74 | 82,46
2 |11534] 52,42 | 83,88 | 83,41
3 |114,03| 52,53 | 84.44 | 83,97
4 |113,33] 51,85 | 84,70 | 84,19
5 | 112,89 51,58 | 84,11 | 84,16
6 |112,60| 51,04 | 83,46 | 84,80
7 |103,39] 51,60 | 83.25 | 83,79
8 | 95,93 | 50,69 | 81,88 | 83,84
9 | 9032 | 48,29 | 79,58 | 84.05

10| 8594 | 46,55 | 77,37 | 82,26
11] 82,89 | 45,38 | 74,39 | 80,44
12| 81.04 | 43,24 | 71,86 | 78,65
13 79.25 | 41,47 | 69.32 | 76.57
141 78.21 | 39,80 | 66.81 | 74,45
15| 76,64 | 38,87 | 64,48 | 72,57

3.2 - Conclusion

Les méthodes traditionnelles d'équilibrage de bilan s'intéressent aux
cas de systemes en régime stationnaire.

Notre approche constitue une extension d'application de ces
méthodes aux cas des systemes en régime dynamique pour lesquels les
variations de stocks doivent étre prises en compte. Les liens entre les
différentes mesures temporelles se traduisent a priori par un flux
important de données a traiter : cependant, la récurrence proposée présente
l'avantage de fournir l'estimation courante des débits et stocks a partir de
calculs extrémement simples.

Les extensions envisagées concernent le probleme des périodes de
mesures différentes pour les débits et les stocks ainsi que le cas des
mesures manquantes. Les auteurs ont résolu ce probléme dans le cas
statique, et il semble qu'une solution dans le cas dynamique puisse
également étre proposée.

En ce qui concerne les applications industrielles, 1'équilibrage de
bilan en ligne est intéressant car il permet a l'exploitant de faire un
diagnostic instantané et cohérent des informations disponibles, et par
conséquent, de disposer des données vraisemblables pour conduire le
procédé.
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