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DIVISEURS DES NOMBRES ELLIPSEPHIQUES

SYLVAIN COL

RESUME. Les propriétés multiplicatives des nombres ellipséphiques peuvent étre obtenue &
I’aide des moments de la série génératrice de cette suite. Nous donnons des estimations précises
pour les grands moments de deux méthodes distinctes : I'une combinatoire fournit un résultat
précis dans le cas réputé le plus difficile des nombres n’utilisant que les 0 et les 1; la seconde
purement analytique fournit un résultat sans condition sur les chiffres.

1. ENONCE DES RESULTATS

Soient 7 > 3 un entier et Z un sous-ensemble strict de {0,...,7 — 1} dont nous notons
t := #Z le cardinal. Nous supposons

2<t<r—1 (1)
et nous posons
logt
= €0, 1]. 2
P = fogy 01 2)

Nous désignons par Wy 'ensemble des nombres ellipséphiques :

I%:z{XﬁﬂUVﬁ%E@} (3)
ou toutes les sommes sur j sont finies. Nous noterons aussi

Wy(x) == {ne Wy, n<azx}, (4)
Wy(z,a,q) == {ne Wy, n<z, n=a mod g}. (5)

Différentes propriétés multiplicatives de ces entiers ont déja été étudiées par P. Erdos, C. Mau-
duit et A. Sarkozy [4, 5], C. Dartyge et C. Mauduit [2, 3], S. Konyagin [7] et W. D. Banks et
I. E. Shparlinkski [1]. En particulier, dans [2], C. Dartyge et C. Mauduit montrent que 1’étude
de certains problemes multiplicatifs se ramene a une majoration suffisamment fine de la norme
L! sur le cercle unité de la fonction génératrice des entiers ellipséphiques. Nous notons comme
eux

1
Gon(z) = N Z e(nz) = H Uy (rFz), (6)
nEWG (rN) 0<k<N
oll e(z) := €% et

Uy(2) = %Ze(dz). (7)

de9

Grace a [4, théoreme 4], nous savons que, si k est un entier assez grand, il existe beau-
coup d’entiers ellipséphiques non divisibles par la puissance k d’un nombre premier vérifiant

(p,r(r—1))=1:

Date: 26 mai 2006.



DIVISEURS DES NOMBRES ELLIPSEPHIQUES 2

Théoréme A. Sik > 1/p, il existe une constante ¢ > 0 (ne dépendant que de r et de k) telle
que

#{n e Wy(x) / (p,r(r—1)) =1=p"tn}

= #Wy(x) H (1-p7") (1 + O(exp{ - c(p - %) logmx}>>.
pir(r—1)

Un résultat similaire avait déja été montré par M. Filaseta et S. Konyagin dans [6].

Inversement, en autorisant suffisamment de chiffres pour que p > 2 (en base dix, nous

1
devons prendre au moins 6 chiffres), [4, Théoreme 5] montre également ’existence d’entiers

ellipséphiques possédant un grand facteur carré :

Théoréme B. Si k < 1/(2(1—p)), alors il existe des entiers n dans Wy (r™) divisibles par la
puissance k d’un nombre premier p avec

log N '

Pour tout réel m > 1, nous définissons K, par

p >>k,r (

K,, = liJrVnsupH|G@7N\mH1}V. (8)

Majorer les réels K,, est fondamental pour de nombreux problémes concernant les entiers
ellipséphiques. Par exemple, le Théoreme 1 de [2] fournit un analogue du théoreme de Bombieri-

Vinogradov si nous pouvons trouver un m tel que K,, < r~ 2.

Dans un premier temps nous traitons le cas Z = {0,1} qui est réputé le plus difficile, et
peut-étre le plus intéressant. En effet, moins & comporte de chiffre, plus la famille W, est
rare.

Théoreme 1. Si 2 = {0,1} et m = 2l est un entier pair, on a

1 1 21 1 1
LIy _+2w( ) <L (9)
r r l r Nl
La démonstration du Théoreme 1 est essentiellement combinatoire. Dans le cas général,
nous devrons mettre a profit un effet de périodicité sur les fonctions G4 y définies par (6)
pour majorer K, :

Théoreme 2. Supposons que pged P =1 et 0 € D et qu’il existe une constante A > 0 telle
que, pour tout x réel, il existe di et dy € & vérifiant

[(dr — da)z|| = All]. (10)
Alors, pour tout réel m > 1, nous avons

1 1 V7 Wt

- < K, < —+

- A (11)

Remarque 1. Si 2 = {0,1}, la constante A := 1 est clairement admissible. La majoration
(11) fournit K, < % + /7~ Le second terme de (9), résultat d'une étude approfondie du cas

particulier 2 = {0, 1}, est donc plus précis que celui de (11) d’un facteur \/Lg.

Remarque 2. Les résultats des Théoremes 1 et 2 sont intéressants lorsque m est tres grand :
nous pouvons alors choisir K, aussi proche de % que l'on désire.

Le Théoreme 2 nécessite la détermination d’une constante A adéquate. Le Lemme 1 de [4]
fournit la valeur admissible A := ﬁ En reprenant la démonstration de [4] et en procédant

a quelques optimisations, nous améliorons ce résultat :
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Théoréme 3. Soit 7 tel que pged P = 1. Notons 0 (resp. A) le plus petit (resp. grand)
élément strictement positif de 9 — 2. Dans le Théoréme 2, nous pouvons choisir

2 1
A = > : 12
I+ A r—1 (12)
Sous les hypothéses du théoréme 2 (i.e. pged 2 =1 et 0 € Z), nous avons
1 1 1 1)3
- < K, < -+~ M (13)
r r 8 m

Dans [4, Probleme 2, p. 104] les auteurs demandent pour 2 = {0, 1} de trouver des nombres
ellipséphiques divisibles par le carré de grands nombres premiers : est-il vrai que si r > 3, il
existe une constante ¢ = ¢, > 0 telle qu'une infinité d’entiers n dont tous les chiffres sont 0 ou
1 en base r possédent au moins un facteur premier p vérifiant p > n¢ et p? | n?

M.Filaseta et S. Konyagin dans [6] ont répondu positivement & cette question si r < 5.
C. Dartyge et C. Mauduit dans [2] ont étendu le domaine de validité a r < 8. S. Konyagin
dans [7, corollaire 6] fournit une réponse sans condition sur r, mais sa méthode ne permet pas
d’obtenir une estimation du nombre d’entiers ellipséphiques possédant un facteur premier de
ce type. Le Théoreme 4 ci-dessous répond positivement a cette question pour tout » > 3 et
I’étend a tout ensemble & contenant 0. En outre, le Théoreme 4 montre que la proportion de
ces entiers est de 'ordre de grandeur attendu.

Théoréme 4. On suppose que 0 € D, r = 3 et k > 2. Il existe une constante ¢ = cp, > 0
telle que, uniformément pour 2 < y < z¢,

#{neWy(x) / Ip €y 29[, p*In} >
Une valeur admissible de la constante c, est donnée par la formule
32 (r!/2F — 1)

ko #Wo(2) 1
2k q/k—1 logx{1 + Ok(logy)}'

. ki) o 14
, T k(r+1)° (14)
Si 2 ={0,1} et k =2, nous pouvons prendre

c= gr_% (1 —27"_%) (15)

La démonstration du Théoreme 4 repose de maniére cruciale sur la majoration (9) dans le
cas Z = {0, 1}, et sur la majoration (11) combinée avec (12) dans le cas général.

2. MOYENNE DE LA FONCTION Gg n

2.1. Définition de la constante K,,,.
Dans toute la suite nous étendons la définition de la fonction G4 x en posant pour tout réel
n=0,Gg,=Gg,|,. Ce prolongement permet d’exprimer K, de la manieére suivante

Lemme 1. On a .
K, = limsupH|G@,H\mH1;. (16)
J4—00

Démonstration. Nous écrivons pour p > 1,
N /e

1
[1Gaul™|| * = <H|G@,Lqum}1L“J> ’

et en passant a la limite supérieure dans les deux membres, nous obtenons le résultat en vertu

de la définition (8). O

Avant de nous concentrer sur la majoration de K,,, étape clef de notre étude, nous allons,
pour illustrer la qualité des estimations que nous obtiendrons, donner une minoration simple
et utile de K, :
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Lemme 2. Pour tout réel m > 1, nous avons

Démonstration. Nous écrivons

Y(z) —1 = %Z(e(dx) _).

de9

En utilisant 'inégalité |e(z) — 1| < 27 |x| nous obtenons

Uy (x) — 1] < Z27rd]a:| omr | x| .

dej
Ainsi pour |z| < %,
27r

. >1——.

)| 21~
Si0<x<]lvr_N, alorsO<rkx<%pour0<k<N, donc

2T\ N
Gon(z)| = H U (r*z)| > (1 - =)

< OI}GQN(:E)} Dm)llv > </0TN/N|G97N(x)| Dx)llv
> (0=
> 70" ()

et par passage a la limite supérieure nous avons finalement

1 %
K, = limsup</ }G%N }md:c) >
0

1
N—+oo r

g

Le lemme suivant, dont la démonstration fera 'objet du paragraphe 2.3, montre que si
nous sommes capables de majorer la constante K, pour un certain entier m, nous pourrons
alors obtenir une majoration des moyennes de G'» y. Un ensemble R est dit ¢ bien espacé si
r—r' >0 des que r et ' sont deux points distincts de fR.

Lemme 3. Soit € > 0 fizé. Soit 6 > 0 et R une famille § bien espacée de points de [g, 1— g],
globalement invariante modulo 1 par la multiplication par r. Pour tout entier m, tel que

log r

1<m< ——
log%

N, (17)

nous avons

1+logKm te

S 1Gon(@)] €ems () (18)

zER

la constante implicite dépendant au plus de €, m et r.
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2.2. Moyenne de la dérivée de (G4 n)™.
La constante K, permet aussi de majorer les moyennes de la dérivée de G . C’est l'objectif
de ce lemme :

Lemme 4. Soit € > 0 fixé. Uniformément sur u, nous avons la majoration
m\/ i K
(G, <emr ™ (Fn+ )" (19
Démonstration. Nous calculons la dérivée de (Gy)™ comme un produit :
(G2, ™) (@) = m|(Ga) (2)]|Ga, " (2)]
<m Y2 ()| | [] %o0)| |G )

k<p J<p
J#k
< mz rk|%@'(rkx)‘ |Gy (x)]
k<p

puisque nous retirons des nombres de module inférieur a 1 du produit intérieur. Nous majorons
trivialement la dérivée de % par une constante ne dépendant que de & :

%) (y)| < 277‘ Zde(dy)‘ <2y d.
de9 de2
Donc
(G, (@) < my r*|Gop™ ()] (20)
k<p
Nous utilisons cette majoration pour obtenir

(@2, < m G,

k<p
s yme Z r (Km + e)k
k<p
et comme, d’apres le Lemme 2, 7(K,, + €) > 1, on en déduit
rlul (K + €) (1]
r(Km+e) —1

ce qui termine la preuve. U

H (G%Mm)lHl <<7”vm,€ <<T’,m,e r (Km + E)u,

2.3. Preuve du lemme 3.

Lemme 5. Soit R un ensemble de points qui est globalement invariant modulo 1 par la mul-
tiplication par r. Pour tout m > 1 entier,

Y 1Gon (@) < |Gonm(@)|™
TER TER

Démonstration. Nous pouvons évidemment supposer que m > 2. Commencons par étudier le
cas oll & est un entier. On écrit

A(N) = |Gon@)| = > ] %)

TER TER0Lk<N

S I I il

zeROLG<m—1 %N<k<%]\f
L’inégalité arithmético-géométrique

(a0 am-1)"™ < E(ao+ -+ am-1),
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appliquée avec

a; = < H ’%@(rkxﬂ)m?

, -
LNLk<IEN
permet d’obtenir

<Yy (I lmeta)”

vem 0<i<m—1

av <= 3 (I lweta)”

0ysm—1zeR L Ngralfly
m m

Ainsi

Comme 'ensemble R est stable modulo 1 par la multiplication par r, nous avons donc la

majoration cherchée :
)<= 3 Y (T 1mw@)”

j<m—1lzeR LN
m

Pour le cas général, si N désigne le plus grand multiple de m inférieur a N, alors nous
pouvons écrire |[N/m| = N/m et

A(N) < Z(N) < D |Gogm@]" = D |Gonmle)
TER TER
ce qui termine la preuve du lemme. O
Démonstration du lemme 3. Comme Gy n(7) est le produit de fonctions de module inférieur
a 1, 'application
= |Ggpu(r)]

< ¥ nous avons donc grace au lemme 5
m

S 1Gon()] <Y |Gonm®)|™ <3 |Goulr)|™ (21)

reR reR reRn

est pour chaque réel r décroissante. Si p

Nous majorons cette somme en utilisant le lemme de Sobolev-Gallagher énoncé dans [8, lemme
1.2] que nous rappelons ici

Lemme 6 (Sobolev-Gallagher). Soient 6 > 0, B un ensemble d-bien espacé de points de
[2,1— 2] et f une fonction admettant une dérivée continue sur [0,1]. Alors

SS1r@l <l + 500,

TER
Alors, (21) devient
1 m
> [Gon(n)] < 3[1Gau |, + (G2 |,
reR
Le lemme 4 fournit donc pour tout p < %,
Z ‘G@,N(T)l Leyr %(Km + e)“ +m(r(K, + e))“
reR

Cor mlk ) (Kt )"

Nous optimisons le parametre p en choisissant

log &

logr
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L’hypothese du lemme implique p < %, donc

1
D_|Gon ()] <emr 5(Kn+6)"
reR
1 1+108(1Km+€)
s (1)
€,m,r 5
La majoration du lemme s’en déduit immédiatement puisque ce résultat est vrai pour tout
e > 0. U

2.4. Cardinal de Wy(z) et de Wy(z,a, q).

Nous commencgons par énoncer un résultat qui permet de limiter notre étude au cas ou x
est une puissance de 7, i.e. lorsqu’il existe N tel que z = V. Des versions similaires ont déja
été exploitées par exemple par [2]. L’étude de ce cas particulier est naturelle car la moyenne

des exponentielles
1
o~ Z e(nz) = Gogn(2)
neWg (riV)
se factorise alors compléetement.

Lemme 7. Soit x =Y y_,;xnr" décomposé dans la base r. Notons
K :=max{N < M, zy & 7}
en convenant que K = 0 si l'ensemble est vide (i.e. si x est ellipséphique). Alors

#Wo(z) = > D(an)t", (22)

K<N<M

et pour tout ensemble d’entiers 2,

max [ #10, (z.0.0) - TAD| < S gty (2) (23)
acZ q
4€2 K<N<M
avec les notations
D(y) = #{d€ 2, d<y}, (24)

Fn(D) = Zé 3 |G%N(é)\. (25)

qeE2 ~ 0<i<q

Démonstration. Nous pouvons séparer Wy (z) en deux classes : les entiers dont le premier
chiffre est strictement inférieur a xp;_; et ceux dont le premier chiffre est égal a xp,_1. Si
ryp-1 € 9, alors

Wy (z) = Wy (zp_r™ ™)
Si xp_1 € Z, alors nous avons 'union disjointe

Wola) =Wl ) U (oo 4 Wl = )

et nous pouvons appliquer de nouveau ce découpage a = — zpr_ 171 (qui est le nombre

x “privé” de son premier chiffre). A l'étape M — K, en notant Xy := ZN<J.<M x;r7, nous
obtenons 1'égalité
Wy(x) = |_| (X + Wa(znr™)).
K<N<M
L’égalité (22) s’en déduit puisque la réunion est disjointe. Nous obtenons aussi pour tout

z € C,
Z e(zn) = Z e(zXy) Z e(zn). (26)

neEWy () K<N<M neWg (znrhV)
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La premiere étape pour montrer (23) est de se ramener a des sommes trigonométriques

grace a l'égalité
n—a
A = £ L5 e(1)
En isolant le terme [ =0 :

#Wo(z,a,q) = %9(33)%—5 e(—l—a> Z e(l—n).

Nous obtenons successivement, en utilisant (26) avec z := L pour la seconde majoration,

HWy(z,a,q) - #% \< > | Z ()‘

O<l<q nEWg (z

P> Z( > (7)

0<l<q KN<M nEW@ erN) q

> iy Y Te(™)

K<N<M 0<il<q no,...nNEZ jN
TLN<£L'N

olt n.= - n;r’ est la décomposition de n en base r. Ainsi,

;@‘#W_@(x,a,q) #WQ ‘ Sy - Z‘H 3 (ln]rﬂ)

q qEQ2 K<N<M O<l<q J<N nJEQ
nN<TN

donc en isolant le terme 7 = N que l'on majore trivialement par 2 (a: N)s

Z‘#W@(%%Q) #Wg ‘ Z Z D(xn)t" - Z ‘GQN ‘

qeE2 €2 K<N<M 0<l<q
< Z D(an)t" Bn(2).
K<N<M

g

Remarque 3. En réunissant les informations de (22) et de (23), nous obtenons la majoration
moins précise mais plus “explicite” : pour tout € > 0,

#Wa(z)
> ma e 0.0) = P2
3
< #Wa(x) sup (%n(2)) + t_ #Z@ (27)
(1—e)M<N<M t—1ar

Démonstration de (27). Majorons le membre de droite de (23) :

> D(an)tV %N (2)

K<N<M

< > DN Zn(2)+ > D)tV %En(2)
max{K,(1—-e)M}<N<M N<(1—e)M

< #Wy(x) sup RN (2) + o (#9) MM+

(1—e)M<N<M t—1
en remplagant Zn(Z) par sa borne supérieure dans le premier terme et par #2 dans le
second. Comme ™~ < 2 < r™ nous avons tM =1 < #W, () et t=M¢ < 7P ce qui permet
de terminer la preuve de (27). O
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2.5. Réduction de la preuve du Théoréeme 4.
Nous montrons comment une bonne majoration de K, et le lemme 3 permet de démontrer
le Théoreme 4.

Lemme 8. Soient r > 3, k > 2 et m un entier pair tel que
r R <. (28)
Soit ¢ > 0 un réel vérifiant
c > 2k=1 st tK, W < <1l

p
log Km)

sinon.
logr

1
c > 2km — — (1—2k—2k
p
Alors uniformément pour 2 < y < ZL'%, on a
k #W.
#Wo(x) <1 N

e Wylz), IpF|n, y<p<2yl > —

0(@)).

Démonstration. Soit 2 < y < z¢. En notant vp(n) la valuation p-adique de n, on a pour tout

entier n :
n o> H pl/p(n) > H yk — Hyk — yk#{p>y, pk‘”}
pln pn p*ln
j = j = j =
vp(n) 2k vp(n)2k
Ainsi
logn
>y, p* | n} < :
#p=>y p"|n} Flogy
et done

#{n eWy(z) / Ip" | n, y <p <2y}
. klogy Z klogy Z W k
p— lo
IOg.T E IOgJI # J(xaoup)

ncWgy () y<p|<2y y<p<2y
p n
k1 Wa( W
logyz#f > D 0.0
08T y<p<2y y<p<y p
k1 W (
ey B A0 S g (2, (29)
ogx y<p<2y KN<M

en appliquant le Lemme 7 énoncé et prouvé dans le paragraphe précédant, avec le choix de
2, :={p", y < p < 2y}. En utilisant le théoréme des nombres premiers, nous vérifions que le
terme principal dans (29) est supérieur a

k #Wy(z) 1
2k yk—Tlog 1 (1 + O(@>>

Une meilleure constante peut étre obtenue en évaluant cette somme plus précisément. La
preuve sera donc terminée des que nous aurons montré

> D)tV En(2,) <

K<N<M

#Wo(x)

: 30
yk—l 10g2 T ( )

la constante implicite pouvant dépendre des parametres r, t, k, m ou c.
Nos appliquons le lemme 3 & I’ensemble =% bien espacé

R = l L, 0<l<pf y< p<2y}. (31)
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Si y est assez grand, par exemple y > 7, tout nombre premier p € [y, 2y[ est premier avec r donc
le lemme de Gauf} assure que R est bien globalement invariant modulo 1 par la multiplication
par r. Des que

< Shiegs @)
nous avons d’apres (18)
#(2) < = 3 Y [Gonly)]
y<p<2y0<l<p
<e y_km(y%) %
Com () (33)

Ainsi,

> D an)tV%n(2,)

K<N<M

log(Km+¢) N
Cem Y Dty 4 N V(K ),
K<N<M N<2kmicsy

logr

la seconde majoration étant obtenue en appliquant le lemme 3 avec le choix de

log r

2k logy
pour que notre hypothese sur m soit vérifiée.
La premiere somme s’évalue grace a (22), tandis que la seconde se calcule comme somme

1
d’ une série géométrique de raison t(K,, + ). Traitons en détail le cas le plus compliqué on
tK,™ >1:

t2(K,, +¢ o m log(Km +¢)
> D)tV %N (2,) < <#W@( )+ ( 3 * p) o),
K<N<M t(Kpy+e)m =1

Comme y < z¢, la condition (30) est vraie dos que (quitte & choisir ¢ assez petit) :

log K,,
2kmp + k(1 + 22
logr

log Km)
logr

) < cp+1—k,

< 1—-k.

k(1 +2

Ces conditions sur ¢ et sur K, sont exactement celles imposées dans ’énoncé du Lemme 8. [

Remarque 4. Nous ne parviendrons pas a obtenir de majoration de K, suffisamment précise
1
pour étre dans le cas tK,,= < 1. Il est d’ailleurs probable que cette condition soit impossible.
1
Si tK,, > 1, hypothese (28) montre que le choix de ¢ = 2km est acceptable.

Remarque 5. Notre méthode permet aussi d’obtenir une majoration du nombre d’entiers el-
lipséphiques divisibles par une puissance d’un grand nombre premier en partant de la majo-
ration

#{neWy(x), Jp*|n, y<p<2wp< ) ) L

neEWy () y<p<2y
pFIn
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2.6. Encadrement de K,, pour 2 = {0, 1}.

Nous prouvons dans cette partie le Théoreme 1 par une méthode essentiellement combina-
toire : nous interprétons K, comme le nombre de solutions d’une équation et nous dénombrons
par récurrence ces solutions.

Lemme 9. Pour 3 € Z, notons Xx(f3) le nombre de solutions dans Wy(r™N) de Iéquation
nydcootn o= my 4+ my+ B (34)
Pour N =0, nous convenons que Xo(3) =1 si § =0 et 0 sinon. Alors
Gl = XN (0) (35)

et Xn(B) se calcule grice a la relation de récurrence

Kol = 3 (1, 20, )Xt (36)

r—1

Démonstration. Pour prouver (35), il suffit de remarquer qu’en développant le produit, nous
avons

l

tQZN“G@JVmHl :/01( Z e(nu)>l< Z e(—mu)) ou

nEWg (riV) meWg (rV)

— /0 Z e((ni 4+ +n —my— - +my)u)du

7’L1,...,TL16W93(7”N)
mi,...,mEWg (r™)
1

= Z /e((n1+---+nl—ml—"'erl)U)ou

ni,...m €Wa (1) 0

mi,...,mEWg (r)

et I'intégrale vaut 1 ou 0 suivant que ny + --- +mn; = my + - - - + my ou pas. Nous comptons
donc exactement le nombre de solutions dans W (r") de 1'équation

n—+---+n = m1+---+ml,

ce qui est la définition de Xy(0).
Pour prouver (36), décomposons les nombres ellipséphiques de Wy (r¥*1) en isolant leur
chiffre d’indice N :

ng = dpr™ + 7y, avec d, € Y et ny, € W@(TN> :
my = epr’ + iy avec e, € Y et my, € W@(TN).

Alors nq + -4+ n; =mq +---+my + Br¥T! si et seulement si
<de>rN + Zﬁk = (Zek>rN + ka + privtt
k k k k
si et seulement s’il existe j € Z tel que
> =Y i+ gr” (37)
k k
et

Y de = > en+Pr—i. (38)
k k

Pour chaque j, nous avons donc Xy (j) choix possibles pour les 7y, et m; et nous avons (l N gifj)

choix pour les dj, et €. Comme 2 = {0, 1}, le nombre de solutions de I’équation (38) est en
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%(i) (l+ﬁlr—j> - <l+§i—j)’

Cette relation se démontre par exemple en identifiant les coefficients de z/*#"~7 du polynéme
(1+ 2)Y(1 + )t = (1 + 2)* développé par la formule du binome de Newton.
Remarquons aussi que I'égalité (37) impose |j| < - puisque nous avons les encadrements

effet

0<> a <! 0<Y <!
< kX 7’—17 X kX r—1 .
k k
Ainsi,
SHEED S N Pt (39)
N+1 _|| : I+j—pr NJ)
J r—1
ce qui termine la preuve du lemme. U

Lemme 10. Pour tout N > 0,1 > 1 et r > 3 des entiers,

1 n 1 21
< - 21 < _) 15— '
Ky . E cos™ (7 -] < - +2 ; (40)

on<r

Démonstration. Posons k := (ﬁw Notons

Xn(1-k)
Xy = < : ) e R*!
XN (k—1)

21
M= [( . )}
l—ar+ 7)1 —k<ij<k
de sorte que Xy.11 = M Xy.

Munissons R2*~! de la norme 1 et Mok—1(R) de la norme qui lui est subordonnée,

2] 2= max { 37 il .
J li|<k

et M la matrice définie par

Ainsi

(XN ()] < |Xnll = MY Xo

|
IM]M][ Xl = [1M]™.

<
<

En utilisant I’équation (35), nous trouvons la premiere majoration

Ky < 27 max { Z (z Elzr)}' (41)

| <
7<= i

r—1
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Fixons maintenant j et notons & := e(2). Alors

> (5 =2z e E)

k=jr] on<r

=LY i)

on<r

= - S erigret)

0<n<r
22[ o TL
< — E cos — .
T T
on<r

En prenant le maximum sur j dans (41), nous avons démontré la premieére majoration du
lemme. Nous majorons la somme par l'intégrale correspondante pour en déduire

1 1 n
< LD S ()
21 r+r Zcos wr

0<n<r
1 L
< —+2 cos™ (ms) ds
0

r

ce qui prouve le lemme 10 apres le calcul de I'intégrale de Wallis. Il

2.7. Encadrement de K,, pour ¥ quelconque.
Le lemme 1 de [4] énonce que si Z est un sous-ensemble de {0,...,7 — 1} de cardinal au
moins 2 et telle que pged Z = 1, alors pour tout x € R, il existe d € Z tel que

20— >HH

Cette minoration est ensuite utilisée pour majorer % point par point :

| >

%y (x)| < 1- [ER

1
(r—1)°
majoration qui peut étre utilisée a son tour pour estimer K,,. Nous commencons en reprenant
la preuve de la majoration de %4 dans le but d’améliorer la constante obtenue : elle présentera
I’avantage d’étre du bon ordre de grandeur en 7.

Lemme 11. Soit & tel que pged 2 = 1. Notons § le plus petit élément non nul de 9 et A le
plus grand. Alors pour tout x € R, il existe d € 9 tel que

2
dz|| > ———||z]|. 42
ldo| > =zl (12)
Démonstration. Notons K := =< " A et considérons x € R tel que
[ox]l < Kllz]. (43)
Nous allons montrer I'existence d'un d € 2 vérifiant (42).
Ecrivons 0z = m + 0 avec m € Z, et |0] = ||6z| < 3.

Supposons que ¢ | md pour tout d € Z. On aurait alors
0 | pged(m?2) = mpged Z = m.

Donc % est un entier et 'hypothese (43) permet de calculer

e = |2+ 8 = W Loel By

z|| = —=— —||z|l.

) ) ) o

Comme K < 1etd > 1, nous aboutissons a une absurdité. Par conséquent, il existe un d € ¥
tel que 0 { md. Pour un tel d € 2, montrons que ||dz|| > K||z||.
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On écrit dx = d5 + dg, donc
Jazll > || - 4ol
Or

155521

et, a I'aide de I'hypothese (43),
d d d A
Slo] =S| < SK2| < SK
Uol = Ljoall < Il < 2K

puisque A est le plus grand élément de . Ainsi

2 A
ldz]| > <] — S Kl

ce qui termine la preuve puisque 2/ — KA/§ = K. O

Remarque 6. Montrons que la constante de (42) est du bon ordre de grandeur :
Si 2 = {0, 1}, nous trouvons que K = 1, et nous ne pouvons évidemment pas faire mieux.
Si 2 ={0,dy,dy} avec dy > 3 impair et d; := dy — 2. Notons aussi k := d2 Let ] :=d; qui
sont des entiers tels que
k’(dl + dg) = ldy + 1.

b

Pour le choix de z := nous avons donc

= ditda
o] = d;d1+d2\\ = e A e
- d1+d2 - d1+d2
Iz = d1—|-d2H - Hk_d1+d2H B dlidz'
Comme dl%l—dg = “i”,nous avons pour tout d de 2, ||dz|| = dinH En choisissant d; = r—3

ou r—4 suivant la parité de r, nous avons bien trouvé un ensemble & pour laquelle la constante
de (42) est presque optimale (du bon ordre de grandeur en 7).

Lemme 12. Pour tout réel y, nous avons la majoration
[1+e(y)| < 2(1—4]yl?). (44)

Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que 0 < y < % en utilisant
la parité et la périodicité de la fonction étudiée. Alors

|1 +e(y)] = 2cos(my) = 2 — 4sin?(7y/2).

La concavité de z — sin(rz/2) entre 0 et 3 permet de la minorer cette fonction par sa corde,
donc

sin(my/2) > V2 y
d’ou I'on déduit la majoration du lemme. O
Lemme 13. Soit 9 une sous-ensemble de {0, ...,r — 1} de cardinal t > 2. Soit A > 0 tel que

pour tout x € R, il existe dy et dy € P avec ||(dy — do)z|| = Allz||. Pour tout x € R, nous
avons

% ()] < 1———||". (45)
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Démonstration. Soit x € R. Par hypothese, il existe deux éléments d; et dy € Z tels que

1(dy — do)|| = All]|. (46)
Alinsi,
1
%) = | D eldn)
e
1 t—2
< 7 le(dix) + e(daz)| + ——
2 1
< 1=S4 s [Tte((d - dy)a)|
en isolant les éléments de & correspondant a d; et dy. La majoration (44) donne
2 2
U (@) < 1- 5+ 2(1 —4)|(ds — da)al|*)
8A%, 19
< 1= —|fz|
en utilisant (46). O

Corollaire 1. Soit  est un sous-ensemble strict de {0, ...,r — 1} de cardinal t > 2 contenant
0 tel que pged Y = 1. Alors pour tout x réel
64
U. < 1———z|% A7

Démonstration. Notons &' := (2 — 2) N [1,+0o0] et § (respectivement A) le plus petit (res-
pectivement grand) élément de?’.

Si o = 1, cela signifie qu’il existe deux éléments d; et dy dans & avec dy = dy+1. L’hypothese
du lemme 13 est donc vérifiée pour le choix de A := 1, ce qui implique

8
[%s(w)| < 1= 2P,

Comme r > 3, r2+3r —5 > 0, donc 73 +3r? — 5r +7 > 0 ce qui se rééerit (r +1)% > 8(r —1).
Donc

8 S 64
r—17 (r+1)3%

ce qui termine la preuve de la majoration du lemme lorsque 6 = 1.

Sit =2, comme Z contient 0 et comme pged Z = 1, c’est que Z = {0,1} et la majoration
(47) est vraie.

Nous pouvons donc supposer que § > 2 et que ¢t > 3. Comme 0 € 2, 2\{0} est un sous
ensemble de 2', donc pged 2’ = 1. Nous pouvons donc utiliser le lemme 11 avec &', ce qui
permet d’appliquer la majoration du lemme 13 et d’obtenir

32 )
“iw el )

~ | 0o

>

W/@(I){ <1

L’hypothese 0 € & implique aussi que
— I'ensemble Z est § bien espacé
— ¢ est inférieur au plus petit élément non nul de 2
— A est aussi le plus grand élément de 2.
Donc 0 + (t — 2)6 est inférieur a A < r — 1, ce qui donne

r—1
t—1°

0 <
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Donc
-1 2 3
<t —— — = —1)2 = .
16+ A)? < ( — 7 1) =g = PO
Nous avons
204 _
P'(t) = (r_1)2M >0,

(t—1)°

donc P est croissante. La majoration (49) et notre hypothese § > 2 fournit ¢ < %1, donc

{6+ A) < P(%) _ @

La démonstration du lemme est achevée en reportant cette estimation dans (48). U

Lemme 14. Définissons M, par
u+h
Mo = a2 3 ()|
gz 3 [

Alors K,, < M, pour tout m > 1.

Démonstration. Prenons N > 1 et calculons l'intégrale de Gy, ~2 en découpant le segment

[0,1] en 7 sous-segments de longueur 1 :

[Gon™]. = Z/ H(%rs ds
oh<r ¥ r k<N
h+1 m m
= Z/ ‘52/@(5) ‘%@(r rs) ds
0h<r ? k<N-—1
! u+h
_ 2/ (") T |26+ )|
o<h<r V0 " k<N—1
1 h m
= Z/ %@(u—i_ ‘ ‘G@,Nl du
o<h<r V0

puisque Gy n_1 est de période 1. La définition de M, implique donc
HG@,NmHl < MmHG.@,N—lmHl < <MY
qui est un résultat plus précis que celui annoncé dans le lemme. U

Lemme 15. Soit B > 0 tel que, pour tout x € R,

| %y(x)] < 1— Bz, (50)
Pour tout m > 1,
1 T
M, < - —_
r + mB

Démonstration. Utilisons notre hypothese (50) pour majorer directement % dans la définition

de M,,. Ainsi,
1 h
A et
uel0,1] T
o<h<r

S

Mais si u € [0, 1],

1 h 12\ m
> (-8 <
T T

0<h<r

S| =
A~
—_
|
oy

IS
<t
=
[N}
~—
3
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puisque || 22 = [z

Dans le membre de droite, chaque terme de la somme est une fonction concave de u. Cette
somme est donc aussi une fonction concave de u. La symétrie sur A impliquant celle en u, la
dérivée de cette fonction majorante s’annule donc pour v = 0. Le maximum du membre de
droite est donc atteint pour u = 0. Ainsi,

M,, < % 3 (1 - §h2>m (51)

< =+ exp(—u2)du
qui est bien le résultat du lemme 15. U

3. PREUVE DES THEOREMES 1 A 4

3.1. Preuve du Théoreme 1.
Les lemmes 10 et 2 donnent les inégalités (9).

3.2. Preuve des Théoremes 2 et 3.
Les lemmes 13 14 et 15 donnent la majoration, le lemme 2 la minoration des inégalités (11).
Le lemme 11 fournit la preuve de (12). La majoration de (13) s’obtient en utilisant le
corollaire 1 et les lemmes 14 et 15.

3.3. Preuve du Théoréme 4.
Sim est assez grand, on a K, = %—l—OT(\/—%). Donc 'hypothese (28) du Lemme 8 est vérifiée

pour m assez grand (pouvant dépendre de ). Le Théoreme 4 est donc vrai pour le cas général.
Il reste a montrer que les valeurs annoncées sont possibles : numériquement, en utilisant le

Théoreme 3, il suffit de trouver un entier pair m avec

T (r+1)3%?

64 (r1/2k —1)2°

Nous pouvons donc trouver un entier pair m vérifiant I'hypothese (28) avec

T (r+1)°

64 (rt/2k —1)2°

m >

m <

Finalement, nous pouvons prendre
L - g (7‘1/% _ 1)2
2km 7 k(r+1)>"°
ce qui termine la démonstration de (14).
Dans le cas o Z = {0,1} et k = 2, le Théoréme 4 annonce une meilleure constante c¢. Pour

'obtenir, nous avons intérét de choisir [ le plus petit possible pour que I'inégalité (28) reste
vraie. Le choix de

7“1'5 1
=2
s N 8
vérifie I'hypothese (28) et permet de prendre
1 T _3 1
= — > — ) 1 J— 2 1
c g 3" ( rT1)

dans (15).
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