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La recherche sur les palindromes a commencé il y a plus de vingt siécles :
les auteurs grecs et latins se divertissaient déja en composant des phrases

palindromiques. Le plus célébre exemple est trés certainement :

vipov avounuata un povav o
(lave tes péchés et non seulement ton visage),
maxime qui orne les fonts baptismaux grecs ainsi que de nombreuses églises
de Cambridge jusqu’a Constantinople. Dans toutes les langues et tous les al-

phabets des auteurs ont joué avec cette contrainte. En anglais, le palindrome
A man, a plan, a canal : Panama.
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PALINDROMES DANS LES PROGRESSIONS ARITHMETIQUES 2
est tout aussi connu. Des auteurs comme G. Perec ont composé des textes
et poémes palindromiques. Le lecteur intéressé en trouvera plusieurs sur le

site hitp ://www.fatrazie.com. Et maintenant,

Engage le jeu, que je le gagne!

1. ENONCE DES RESULTATS

Dans toute cette article, g > 2 est un entier fixé : ¢’est la base utilisée pour
écrire les nombres. Nous notons ||z|| la distance de = aux entiers. Si &7 est un
ensemble de nombres, nous notons &/* := &/\{0} les éléments non nuls de
/. Sauf mention explicite du contraire, toutes les constantes c1, ca,... et les
constantes implicites de Vinogradov peuvent dépendre de g. Nous désignons

par log; = la k®™¢ composée du logarithme :
log,, x := log(log,_; ) et log z := loguz.

Nous appelons écriture de n dans la base g I'unique suite presque nulle

(n;); d’entiers 0 < n; < g — 1 telle que n s’écrit
n = Z n;g’.
J

Nous disons que n posséde N chiffres en base g si N —1 est le plus grand indice
J pour lequel n; # 0. Nous notons &y les palindromes ayant exactement N
chiffres en base g : ce sont les entiers de N chiffres dont I’écriture en base g

X o s N—1
possede la symétrie par rapport a =5— i.e.

ne€ Py — n= Z njgj, ny—1#0 et n; =ny_1-;.
<N
Nous désignons respectivement par 2° et ! les palindromes ayant un
nombre respectivement pair et impair de chiffres et par & 'ensemble de
tous les palindromes, de sorte que

P2 = 202" avee P = | | Pouss, (1.1)

M>0
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toutes ces unions étant disjointes (nous avons convenu que 0 est 'unique
palindrome de 0 chiffre).

Pour des raisons techniques, il est souvent plus simple de ne pas avoir la
condition ny_1 # 0. Nous dirons alors que l'entier n est un pseudopalin-
drome de taille IV si n posséde au plus IV chiffres et si son écriture en base
g posséde la symétrie par rapport a % Nous notons 2y ensemble des
pseudopalindromes de taille IV i.e.

ne€ 9y — n = angj, nj =nNN—1—;j-.
J<N
Comme pour les palindromes, nous notons respectivement 2, 29 et 2!
la famille des pseudopalindromes de toute taille, de taille paire et de taille
impaire. Remarquons que 0 est un pseudopalindrome de toute taille (car son
écriture posséde toutes les symeétries) et qu'un palindrome différent de 0 est
exactement un pseudopalindrome ne se terminant pas par 0 :
2r = | |7 et = 2y2
N>0

Il est donc aisé d’obtenir des résultats sur les palindromes & partir de résultats
sur les pseudopalindromes et réciproquement.

Nous notons

dy(k) = gV F 4 gF (1.2)
ce qui permet d’écrire
n € Doy < n= anq)ngl(j), Oénj <g,
j<M
_ . M
n € Zonrt1 — n = anégM(j)—l—nMg , 0<n;<g.
J<M

Enfin, pour tout ensemble d’entiers &, nous posons
A (x) == {ned, n<uz},

o (x,a,q) == {ne€ (), n=a mod q}.
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Le but de cet article est d’évaluer le cardinal de #(x,a,q). Nous I'estimons
uniformément dans le théoréme 1 et en moyenne dans le théoréme 2 par
rapport & ¢. A notre connaissance, il existe actuellement un seul résultat de
ce type dans la littérature : le corollaire 4.5 de W. D. Banks, D. N. Hart et

M. Sakata [1] donne la majoration

Théoréme A (BHS). Ii existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que de g
telle qu’uniformément pour les entiers q premiers avec g°> — g et x > 0, nous

avons la majoration

#i(x) ’ Lg #P(x)qexp ( — cl;gm)

max ‘#‘@(x7a7 Q) -

a€Z

Si (q,9% — g) =1 et si ¢ n’est pas trop grand i.e. essentiellement pour

(c log
log, x

1
2

) et (q,9°—9) =1, (1.3)

le théoréme A fournit un équivalent du cardinal de &(z, a, q). Sous la condi-

tion (1.3), les palindromes inférieurs & x sont uniformément distribués dans

les progressions arithmétiques de module ¢q. Le théoréme A impose cependant

de choisir ¢ beaucoup trop petit pour avoir des applications arithmétiques

de bonne qualité. Dans le théoréme suivant, nous prolongeons le domaine de

validité de q :

Théoréme 1. Il existe des constantes c, ¢ > 0 ne dépendant que de g telles

qu’uniformément pour les entiers q vérifiant

clogx
q < eXp<1 g ) et (Q793_g):17 (14)
0gy T

nous avons la majoration

#P(z) # P () clogz
max [P 0] < e (5 0)

11 faut remarquer que notre démonstration ne reprend pas les idées de [1] :
leur démonstration utilise des outils plus élaborés puisqu’elle repose sur des

majorations de sommes de Kloosterman. La notre présente ’avantage d’étre
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élémentaire : les seules propriétés des pseudopalindromes que nous utiliserons

réellement sont deux identités trés simples :

9gOon-1(k) = Pni1(k+1) (1.5)

gen(k+1) = @n(k) = (¢° ~1)g" (1.6)

L’identité (1.5) nous servira pour exprimer les moyennes de palindromes
comme un produit et l'identité (1.6) pour supprimer la symétrie qui carac-
térise les palindromes : le membre de gauche de (1.6) représente une com-
binaison linéaire de pseudopalindromes ou le paramétre N est important,
alors que le membre de droite représente simplement un entier divisible par
g> —1 ot le parameétre N n’intervient plus! Nous démontrerons dans le para-
graphe 5.7 que cette identité (1.6) est optimale dans la mesure ou toute autre
identité permettant une telle simplification fait aussi intervenir un facteur
g> — 1.

La technique développée ici s’adapte & I’étude de toute famille d’entiers
définie par des propriétés simples de géométrie sur les chiffres en utilisant
des identités analogues a (1.5) et (1.6). Par exemple, toute famille d’entiers
obtenue par translation ou symétrie centrale ou symétrie axiale ou... de blocs
de chiffres et concaténation de telles applications. De plus, la technique que
nous mettons en ceuvre est totalement compatible avec celle utilisée pour
létude des nombres ellipséphiques (i.e. les entiers dont 1’écriture n’utilise
que certains chiffres). A ces familles d’entiers, nous pouvons donc imposer
I’absence de certains chiffres dans leur écriture.

Le théoréme 1 est ’analogue du théoréme de Siegel-Walfisz concernant la
répartition des nombre premiers dans les progressions arithmétiques. Il reste
cependant insuffisant pour de nombreuses applications car il ne permet pas
de choisir ¢ de la taille d’'une puissance de . Nous démontrons alors ’ana-

logue du théoréme de Bombieri-Vinogradov pour la famille des palindromes :
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en moyenne, les palindromes restent bien distribués dans les progressions

arithmétiques pour des diviseurs de 1’ordre d’une certaine puissance de =x.

Théoréme 2. I existe 3 > 0 ne dépendant au plus que de g tel que pour

tout A et € > 0, nous avons la majoration

& P(x
E supmax’#@(y,a,q) _#2) ) <g Ae #Z(z) A( ) (1.7)
_ Yz
g<zf—e YS acZ q log™ @
(2,9°—9)=1

Nous pouvons choisir l'exposant 3 — € = B4 avec € > 0 et

gl 23|45 |6 ]| 7|8/ 9]10
7 [ S s T O O 6 [
g 30 94 74 12 11 158 150 194 186

Si g est assez grand, nous pouvons prendre

1

~  —

6mg’

Un nombre > 0 vérifiant la propriété (1.7) pour tous les A et € > 0 est

appelé un exposant de répartition pour la famille des palindromes.

Remarque 1. Les sommes d’exponentielles de pseudopalindromes sont des

fonctions extrémement oscillantes puisque
On(j) = gV + ¢

réunit ensemble les indices de trés bas et de trés haut degré. Pour éviter que
les dérivées de ces fonctions ne soient trop importantes, nous sommes obligés
d’utiliser une voie détournée : plutdt que d’étudier directement les moyennes
d’exponentielles de pseudopalindromes, nous montrons dans le lemme 2 que
nous pouvons supprimer le caractére symétrique en combinant astucieuse-
ment un indice avec son successeur a l'aide de 'identité (1.6). Cette simpli-
fication a évidemment un coit et c’est la raison pour laquelle les exposants

B4 obtenus dans le théoréme 2 sont petits par rapport a %

En utilisant des techniques de crible, nous déduirons du théoréme 2 le
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Théoréme 3. Soient 3 > 0 un exposant de distribution pour les palindromes
et € > 0. Uniformément pour tout x et z assez grands, si z < x%’g_e, nous

avons l’estimation

#{ne P(x), P (n) =z} =4, #li(:). (1.8)

Remarque 2. 11 peut paraitre décevant d’obtenir un ordre de grandeur et
non pas un équivalent du membre de gauche de (1.8), comme nous pourrions
nous y attendre. Un équivalent du type du membre de droite est impossible,
car tout palindrome possédant un nombre pair de chiffres est divisible par

g + 1. Ainsi, entre ¢g?V=1 et ¢?V, tous les palindromes ont un nombre pair

de chiffre donc ne peuvent pas étre premier. Mais

#2") _ Ve-1) M- #2(6°Y)
log g2N -1 (2N —1)logg 2N logg log g2V

Nous pourrions tout de méme espérer une estimation ressemblant a

loga:) # 2 ()

logz/ logz

#{ne P(z), P~(n) >z} ~ cg(
mais cela est encore impossible a cause des facteurs premiers de g. En parti-

culier, la formule conjecturée par [1] sur le nombre de palindromes premiers,

a savoir l'existence d'une constante c, > 0 telle que

#{n € P(z), n premier} ~ ng

est clairement fausse (sauf si g est un nombre premier en remplagant & par

2! dans le membre de droite).

Nous déduirons du Théoréme 3 deux applications. La premiére est une

majoration du bon ordre de grandeur du nombre de palindrome premiers :

Corollaire 1. Uniformément pour tout x, nous avons

#{n € Px), n premier} <y %.
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La seconde est une minoration du bon ordre de grandeur & des puissances

de loglog = prés, du nombre de palindromes presque premiers :

Corollaire 2. I existe une constante k; > 0 ne dépendant que de g telle que

Par ezemple, nous pouvons choisir ka = 60, k19 = 372 et si g est assez grand,

kg ~ 247g.
2. MAJORATION D’UNE MOYENNE DE PSEUDOPALINDROMES

Nous posons

Uw) = =Y eds) o Gyl) = —— 3 e(na). (1)

d<g #QN ne2yn
oil nous avons noté traditionnellement e(z) := €?™*. Remarquons que U (z)
s’exprime aisément a ’aide de Gy puisque U(z) = G1(x). Le lemme suivant

montre que Gy (z) s’exprime également & partir de U.

Lemme 1. Soient N un entier et 6 = 0 ou 1 de méme parité que N. Pour
tout = réel, nous avons

Gh(e) = Gs(g 7 a) J] U(@n-i(k)z), (2.2)
k

N+1
< 2

ot Go(y) =1 et G1(y) = U(y) sont des fonctions bornées par 1.

Démonstration. Ecrivons N = 2M 4+ § et montrons par récurrence sur M la
factorisation

Gn(x) = Gs(gMz) [[ U(@n-1(k)=), (2.2")

k<M+1
qui est équivalente a (2.2). Si M = 0, alors Gy (z) = Gs(v) = Gs(g™x)
et le résultat est vrai. Supposons donc la factorisation vraie pour M > 0 et
prouvons la pour M + 1. En isolant le premier chiffre, nous avons la partition

DNy2 = |_| (n0¢N+1(0)+go@N)-

no<g
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Donc

Gnia(z) = 1 Z e(nzx)

2
# N+2 TLEQN 2

= g#QN Z Z (no®n+1(0) + gn)z),

no<gne2y

ce qui s’écrit en utilisant la définition de U,

Gni2(z) = U(Pn+1(0)z)Gn(gz). (2.3)

Si nous utilisons I’hypothése de récurrence pour évaluer le membre de droite

de (2.3), nous en déduisons

Gni2(x) = U(Pn41(0)2)Gs(g™ ) T] U(g®n-1(k)z).
k<M+1

En utilisant I'identité (1.5), nous trouvons finalement

Gnia(z) = U(<I>N+1(0)x)G5(gM+1x) H U(CIJNH(k)x),
0<k<M+2

ce qui est exactement la factorisation (2.2") pour M + 1. O

Le lemme 1 exprime la moyenne Gy (z) sous la forme d’un produit de
fonctions bornées par 1. Si nous montrons que chacune de ces fonctions
s’approche rarement de 1, nous en déduirons une bonne majoration pour
|G N(a:)} C’est 'objectif du lemme 2 : exprimer sous une forme plus simple
les facteurs du produit.

Soit 0 < ¢3 < 4 une constante (pouvant dépendre de g). Nous définissons

pour tous réels > 0 et x,
Ux) = 1—cglz|* et Gu(z) = [Ju(gx). (2.4)

Nous n’indiquons pas la dépendance de ces fonctions par rapport & c3 car

cette constante est fixée dans toute la suite avec le lemme suivant.
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Lemme 2. Notons

1 st g est pair
c3 = ’ (2.5)
-4+ g% st g est impaar.

Pour tous k et x, nous avons alors
\U(®n(k)z)U? (N (k+1)2)| < U((g> - 1)gFz). (2.6)

En particulier, nous avons

W=

()] < |62 (6~ D). .1

Démonstration. Traitons en détail le cas g pair. En développant avec le bi-

noéme de Newton, nous avons

1 .

Ux)* = 7 Z ap e(hx) ol ap, == min{h+1,29—1—h}.
d<2g—1
Nous marions les exponentielles dont les exposants h sont de méme reste
modulo g :

1

U@)?| < ?Z‘(dJr e (dz)+(g—d—1)e((d+g)z)|
d<g

Nous avons ainsi fait apparaitre des termes |1 4 e(gz)|. Nous allons les dé-

nombrer :
[(d+1)e(dz)+(g—d—1)e((d+g)z)| < min(d+1,9—d—1)[1+e(gz)]
+max (d+1,9g—d—1) —min(d+1,9—d —1)
En distinguant suivant la taille de d + 1 et de g — d — 1, nous obtenons
[(d+1)e(dx) +(g—d—1)e((d+g)z)|

(d+ 1)1 +e(gz)| +g—2(d+1) sid<

[\GIiSY
|
—_

N

211+ e(gx)| sid=

[\GIiSY
|
—_

(g—d—1)[1+e(gzx)| +2(d+1)—g sid>

[\GIRSY
|
—_
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et finalement

}U(m)2| < % Z (d—l—l)‘l—i—e(g:l:)‘—|—i‘1+e(gx)‘—|—A
g d<2-1 29
2
2 9(5-1 1
< <g22(22 )+2g)‘1+e(g:p)}+A

ou A correspond aux termes majorés trivialement :

A = gl2<92—4 Z (d—i—l)—g).

d<f-1

Ainsi,
1 1
‘U(:z)2} < Z‘l +e(gz)| + 3 (2.8)

La base g étant paire, nous pouvons regrouper chaque élément pair de

{0,...,9 — 2} avec son successeur. Ainsi,

U()] < ;g|1+e(x)\ = Jlite() (2.9)

et en ne conservant du produit que la moitié des exponentielles (celles qui

ont le méme exposant), nous en déduisons l'estimation
U (@ (k)2)U? (D (k + 1))
S é\He(—@N(k)x)\}1+e(g<pN(k+1)x)\+%
< é’l—Fe(—‘I)N(k‘)CL'—i—g(I)N(k‘—i—l))‘+z
< é\1+e((gz—1)g%)\+g

en utilisant l'identité (1.6). Nous utilisons maintenant la majoration
[1+e(y)] < 2(1—4]yl*) (2.10)

que nous pouvons prouver en utilisant la concavité de z +— sin(7wz/2) entre

0 et % et ’écriture

I1+e(y)| = 2cos(my) = 2 — 4sin®(7y/2).
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nous avons alors

U(2n(k)2)U? (DN (k+ 1)z)| < é\l +e((g* = Dgta)| + Z

< 114 - Dgel) + 3

4
< 1-|[(* - Dg*a|”

ce qui termine la preuve de la premiére majoration lorsque g est pair

Si g est impair, la démarche est identique : quelques points de détail seule-

ment changent (principalement le fait qu’il reste un terme célibataire que

nous majorons donc par 1). Nous indiquons les deux résultats intermeédiaires :

-4 N
|U(z)?] < 4g 11+ e(gz)|+1 - g

2.8
] (2)
1-1 1-1

|U(z)| < 29\1+e(a:)\+1— 29 (2.9")
d’ott nous déduisons la majoration du lemme de la méme facon que précé-
demment.

En regroupant U(®y(k)r) avec U(®y(k + 1)r)? dans I'expression de Gy
donnée par le lemme 1, nous obtenons

|Gn(r)] <

wl=

N—-1
k<L

[T 1U@xE)r)U(@N (% -+ 1)r)?]

ol

< |Q% OIER
ce qui finit la preuve du lemme.

O
Lemme 3. Pour tout ensemble sans répétition R de points de 0,1 globale-

ment invariant modulo 1 par les multiplications par g et par g*> — 1 :

gR = R mod 1

et (*—1DR = R mod 1,
pour tout entier m = 1 et pour tout N, nous avons
dolen)] < D 1Gum)], (2.11)
reR reR
o0l MOUS aVons posé [ 1= ]\2[—;”1, a:=12

3 et ou c3 est la constante du lemme 2.
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Démonstration. Soit r un réel fixé. Le lemme 2 et I'inégalité arithmético-

géométrique donnent la majoration

=

|Gn(r)] < ‘Q%((Qz—l)rﬂ

<y 11 U(g*(s* 1)

h h(N—1 h4+1)(N—1
<m hN-1) ()N -1)

I3

En sommant sur les r € R, nous avons donc

Sloxl < 2SS [ Mt o)

reR h<mreRr h(gnjl) <k< h(g”tl) +u
1 .
< = > Y T -
m h<mreRj<u

puisque la multiplication par une puissance de g laisse R invariant modulo
1. Par définition de G,,, nous avons donc

doIGnm)| < Y016 ((6* = Dr)|", (2.12)

reR reR

ce qui implique immeédiatement la majoration (2.11) puisque R est invariant

modulo 1 par la multiplication par ¢ — 1. O

Les deux prochains chapitres de cette partie sont consacrés a ’obtention

de majorations pour

«

Z ‘gu (r)

reR

, (2.13)
suivant la taille de u, a et de propriétés spécifiques de fR.

3. THEOREMES 1 ET 2 DANS LE CAS DES PSEUDOPALINDROMES DE

TAILLE N

Pour démontrer le théoréme 1, nous allons choisir « trés grand dans (2.13)
puisque ce paramétre va tendre vers l'infini avec p. Il nous faut donc une
majoration de (2.13) uniforme en «. Il existe & notre connaissance deux
techniques permettant d’obtenir ce type de résultat : celle développée par C.

Mauduit et A. Sarkozy dans [7] pour I'étude des entiers dont la somme des
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chiffres est fixée et celle développée par S. Konyagin dans [6] pour I’étude des
entiers ellipséphiques. Nous utilisons ici cette seconde méthode qui permet

d’obtenir une bonne majoration pour les trés grands diviseurs.

3.1. Lemme de S. Konyagin.

Soit & > 0. Un ensemble R est dit § bien espacé si pour tous choix de
r # 1’ dans R, nous avons |r — 7’| > 4. nous énongons sous une forme
générale un résultat obtenu par S. Konyagin lors d’une étape de la démons-
tration du théoréeme 1 de [6] sur ’estimation du cardinal des nombres ellip-
séphiques dans les progressions arithmétiques : il a étudié le cas particulier

01‘19‘{:{%, 1 <a<q—1}, pour g fixé.

Lemme 4 (Konyagin). Soit 8 un ensemble § bien espacé de points de

[g, 1- %] tel que si une fraction est dans R, son dénominateur irréductible

est premier avec 2g. Soit M un entier tel que 6™ > 1. Il existe alors une

application injective

telle que ||g’r|| < i si et seulement st A; = 0. De plus, si T € R, alors (A;)

n’est pas identiquement nulle.
Démonstration. Notons
N = {(no,....nu) € ZMT, 0<n; < g7 Vi, 0<np < g™}

Montrons que les deux applications suivantes sont bien définies et injectives :

R — N —  ZM\{0}

T (nj)j<M+1 — (Aj)j<M

ol Aj :=mnjy1 — gn; et nj est le plus proche entier de gr.
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L’hypothése faite sur SR assure que le nombre ¢/r n’est jamais un demi-
entier si r € R. La suite (n;) est donc bien définie. Montrons qu’elle appar-
tient & M : nous avons 0 < ¢g/r < ¢ puisque 0 < r < 1 et donc 0 < nj < g’

pour tout j. Comme nous avons ’encadrement plus précis

%grél— et <5gM>17

NS,

nous en déduisons % < gMr < gM — % En utilisant maintenant que nys est
un entier, nous avons 1 < n; < g™ — 1, ce qui démontre que (n;) € N.

Soient 7 # r’ deux points différents de R. Alors

1 < ¢Ms < ‘ng—ng'

)

ce qui assure que nys # n’y;. La premiére application est bien injective.

Clairement la suite (A;) est bien définie. La seule propriété a prouver est
qu’elle n’est pas identiquement nulle. Raisonnons par 1’absurde et supposons
que A; = 0 pour tout j. Alors 0 = A; = nj11 — n; pour tout j, ce qui
implique que ny; = ¢gMng. Mais ng = 0 ou 1 par définition de . Donc
nay = 0 ou g™ ce qui est incompatible avec la définition de .

Pour montrer l'injectivité de la seconde application, il suffit de montrer
que ng se détermine de fagon unique a partir de (A;). La suite (n;) sera alors
complétement déterminée puisque n;11 = gn; + A;. Notons A; le premier
terme non nul de la suite (A;) dont nous venons de prouver l'existence.

Comme précédemment, nous avons
i+1
Nip1 = gz+ no + 4A; (3.1)

puisque (n;) est une suite géométrique de raison g tant que j < i. Mais
par définition de N, nous savons que 0 < n; < ¢°. L'équation (3.1) impose
donc ng = 0si A; >0et ng =1siA; <0. La valeur de ng est donc bien
déterminée par la suite (Aj), ce qui prouve U'injectivité.

Pour terminer la preuve du lemme, il reste a prouver que si r € R, alors
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1 .
(1) |A;] < 2 pour tout j,

(2) [lg?rll < 2L si et seulement si A; = 0.

o o ) .
Pour cela, notons €; := g/r —n; 'erreur commise en remplagant g’r par son

approximation entiére n;. L’entier A; admet une nouvelle expression :
Aj = —€j+1 T g€j.

La majoration du premier point se déduit immédiatement de cette nouvelle
expression de A; puisque ¢r n’est jamais un demi-entier. L’équivalence du
second point est tout aussi simple puisque ||g/r|| = |¢;| = §|A]‘ +egr1| et A

est un entier. O

Corollaire 3 (Konyagin). Il existe une constante ca > 0 ne dépendant que
de g telle que pour tout R ensemble & bien espacé de points de [g,l — %]
vérifiant Uhypothése du lemme 4, pour tout réel o > 0 et tout entier M > 1
tel que % < gM, nous avons

S lon) < (1+e-g))" -1

reR

Par exemple, nous pouvons choisir co :== g. Dans le cas ot g est impair, nous

pouvons choisir cg := g — 1.

Démonstration. Le lemme 4 permet de réaliser une partition de R suivant le
nombre de fois ou ||g’r| est “petit” : pour tout entier k, nous notons JR(k)

I’ensemble des points r € R pour lesquels

#{i <M, |lgr|l > 55} =k,

de sorte que

S lanm)® = ST (1-eslorl?)”

reR reRj<M

< 3 #R(k) (1 - 7>ak.

k>0
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Mais #9R(0) = 0, puisque le lemme 4 assure que la suite (A;) n’est pas
identiquement nulle. L’application injective du lemme 4 permet de majorer
#NR(k) par le nombre de M-uplets a valeurs dans {—%,..., 3} avec exac-
tement M — k composantes nulles : il y a ( MA{ k) choix pour les M — k zéros
de la suite et co choix pour chacun des k autres nombres. Donc

S| < Z(Mj‘f k>02k(1_:;2)ak

reR k>1

c3 \\M
< (1 (1——)) 1
(+62 42

ce qui termine la preuve. O

3.2. Preuve du théoréme 1 pour 2y.

Soit ! un ensemble de fractions de |0, 1[. Nous disons que PR vérifie 1'hy-
pothése (Hg) si PR est 0 bien espacé, si R est invariant modulo 1 par les
multiplications par g et par g> — 1 et si les dénominateurs irréductibles de

R sont tous premiers avec 2g :

r#r eR = r—7'| =26
gR=MR mod 1 et (¢>—1DR =M mod1 (Hs)
Lem et (Lg=1 = (¢,29) =1

Lemme 5. [] existe une constante c4 > 0 ne dépendant que de g telle qu’uni-
formément pour tout § > 0, tout ensemble R de fractions de [g, 1—%] vérifiant

Uhypothése (Hg) et tout entier N assez grand pour que

1
N-—-1 < log 5

1 > Togg et cuN > log (%)logQ (%), (3.2)
nous avons la majoration
_eyN
Z |Gn(r)| <4 log (%)e log §

reR

Par exemple, si cs est une constante admissible pour le lemme 2, nous pou-

log

g
2492 CB.

vons choisir ¢4 :=
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Remarque 3. Dés que % est assez grand par rapport a g, ce qui est toujours

le cas en pratique, la seconde condition de (3.2) implique la premiére.

Démonstration. Nous choisissons 'entier m tel que

N—llog€_1<m< N—llog??
2 logs 2 logs

Nous avons bien m > 1 grace & la premiére condition de notre hypothése

N-1

(3.2). Le lemme 3 permet alors d’écrire, en notant p := 5=,

PN GRS AGIES (3.3)

reR reRn

Remarquons que le majorant de la définition de m implique

N-1 log § 1
gl”/ g g 2m > g log g e g_

Si nous notons M := [x], nous aurons donc % < gM et nous pouvons utiliser

le corollaire 3 pour majorer le membre de droite de (3.3). Ainsi,

> |Gn)] < <1+02(1— %)%)M ~1

reR
_ a3 m\M
< <1+62€ 4923> -1
_ %8 _m
< exp <02(u+1)e 1242 )—1.
Donc
N -1 _ 3
Z‘GN(T)} < exp (cz( 5 +1)e 12.2m) -1 (3.4)
m
reR

Le minorant de la définition de m donne

1 N -1 1
BIZ " <14 = <2
logs 2m m

Donc

N_1+1 <. log -
2m gOg(S'
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Le membre de droite de (3.4) étant décroissant avec m, nous avons pour

deux constantes ¢4 > 0 et ¢5 > 0 ne dépendant que de g,

_cyN

Z‘GN(T)} < exp (C5log (1)e 1°g%> -1

reR

_C4N
1
< e%log (%)e log 5 |

puisque la convexité de 'exponentielle assure lorsque z € [0, 1] que
e —1 < (e =1)x.

La seconde condition de notre hypothése (3.2) garantit que nous sommes

effectivement dans 'intervalle [0, 1]. O

Lemme 6. Il existe des constantes ¢ et ¢ > 0 ne dépendant que de g telles

qu’uniformément pour N assez grand (en terme de g) et q un entier vérifiant

cN
) et (¢.6°—9) = 1,

<
q xp (log N

nous avons la majoration

N HON| o #ON  EN
%13%‘#9N(9 ,0,4) g | < eXp( 10gq)’

Si cq désigne une constante admissible pour le lemme 5, nous pouvons prendre

tous les ¢ et ¢ > 0 tels que
c+c¢c < ca.

Démonstration. Pour estimer le nombre de pseudopalindromes divisibles par

@, nous introduisons des somme d’exponentielles :

#2n(9",a,0) = Y ;Ze(ln_a>

ne2yn I<q q
1 l [
() 5 e
q 4 q/) “ q
q ne2yn



PALINDROMES DANS LES PROGRESSIONS ARITHMETIQUES 20

Nous isolons le terme [ = 0 qui fournit la partie principale :

ot - BB (), (1)

q q o<i<q q

Avec une inégalité triangulaire, nous obtenons donc

2 2 l
#oy(" 0 - TN < T2 S (D) @)
q q 0<i<q q
Notons R := é, 0 < I < g}. Comme nous avons fait ’hypothése que

(q,9>—g) = 1, nous avons (q,g) = 1 et (¢,g>—1) = 1, donc les multiplications
par g et par g2 — 1 sont des bijections dans (Z/qZ)\{0}. Ainsi R est un
ensemble de fractions de [%, 1— g] vérifiant I’hypothese (Hs) avec 0 := é. De
plus

tog () 1ogz () = logalogzq

cN ( cN )
log N ©8 log N

< eN(1+o(1)).

Comme ¢ < ¢4, les hypothéses du lemme 5 sont donc vérifiées lorsque N est

assez grand par rapport & g, ce qui permet de majorer :

#QN #QN C4N
2n (g - 1 — .
‘# N(g ) Ay q) q <y q Og(q) €xp ( lOg q)
Mais
cN cN c
— < _ —
log(q) exp < logq> S jogN exp (—log N) Tog v <4 1,

et puisque nous avons imposé ¢ + ¢ < ¢4, nous avons donc

log(q) exp ( - cfi) <g exp ( - )

ce qui termine la preuve du lemme. O



PALINDROMES DANS LES PROGRESSIONS ARITHMETIQUES 21

4. LEMMES PRELIMINAIRES A LA DEMONSTRATION DU THEOREME 2

Pour un réel o > 1, nous définissons K, par
1
Ko = limsupH]gH]aHlu. (4.1)
p—00

Lemme 7. Définissons M, par

(4.2)
Alors Ko < Mg, pour tout o > 1.

Démonstration. Prenons un entier N > 1 et calculons l'intégrale de G N2l en

découpant le segment [0, 1] en g sous-segments de longueur % :

h+1

llot'l, = > f," T te"s)as

0<h<g” g k<N

htl
= Z ﬁLg U (s)|” H ’U(gkgs)’ads
0<h<g” 9 E<N—1
1 ! o a
=03 [ T s )
9 0<heg 0 k<N—1
1 ! o a
= [ )]s () (4.3)
9 o<heqg’O

puisque Gn_1 est une fonction 1 périodique. La définition de M, implique
1682, < Ma||Gna®]], < -0 < MM

Ainsi, lim sup H|QN|O‘H% < M,. Comme
N—oo 1

[#]

gtz = (lggal*l, ™) ",

nous obtenons K, < M, en prenant la limite supérieure a gauche et a droite

de cette égalité. O

Nous redonnons avec les notations propres & cet article la majoration de

M obtenue dans larticle [2, lemme 15] :
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Lemme 8. Soit B tel que pour tout x € R
1% ()| < 1-Blz|?

Alors pour tout réel a > 1,

M, < & (1—%1&) < ;+ . (4.4)

g Qc3
—§<h<y

Plus g est grand, plus la majoration K, < M, donnée par le lemme 7 est
précise. Lorsque g est trés petit, nous obtiendrons une majoration plus fine
en effectuant plus d’itérations dans le processus de moyenne. Définissons par

récurrence sur k les fonctions

Po(u) =1 et Pk+1(u) =

hy | h
S e R, 0
Des fonctions Py de ce type ont déja été introduites et étudiées par 4] et [3].

Lemme 9. Pour tout réel a > 1 et tout entier k, nous avons

1

k : kEo._ 5 K
Ko < Mg ol M = (urél[%ﬁ]Pk(uD . (4.6)

Démonstration. Nous repartons de la majoration (4.3) :

llatl, = [ 5 W) lg-a00]

O<h<g

La définition de Pj(u) donne donc

1
[IGn1%]], = /0 Py (u)|Gn-1(uw)|" du.

En utilisant le méme argument de découpage de l'intégrale puis de change-

ment de variable, nous avons pour tout entier £k < NV,

1
lIgn1%], = /0 Pro(u)|Gn—k(u)|“ du,

ce qui implique immeédiatement la majoration IC, < ME. O
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Lemme 10. Si c3 < 4 et a > 1, alors uniformément pour N assez grand,

nous avons

o desa g o o
@], < 2228 =N on], <aer V9571,

Démonstration. Supposons a > 1. Nous écrivons alors I’égalité qui est véri-

fiée presque partout
(Gn*) = aGa'Gn !
et nous appliquons l'inégalité de Holder avec les exposants « et =5 Ainsi,
[@x)l, < ollgn®ll" 16wl (4.7
Mais si g*z n’est pas un demi-entier (donc pour presque tout x),

9] < Jav(@)] 3 2esg L

i< — csllg*]|

ce qui implique que pour presque tout x,

N1
ov'(@)| < 7757 1w ()], (48)

Nous reportons cette majoration dans (4.7) et le lemme est démontré. Si

a =1, le lemme se déduit directement de la majoration (4.8). O

4.1. Lemme de C. Mauduit et A. Sarkézy. C. Mauduit et A. Sarkdzy
dans [7, lemme 2| ont prouvé le lemme suivant. Nous donnons ici une preuve
simplifiée et légérement ameéliorée de leur résultat, preuve obtenue en choisis-
sant de fagon optimale les différents parameétres a notre disposition au cours

de la démonstration.

Lemme 11 (MS). Soientr = é une fraction irréductible et > 0. S’l existe

un nombre premier p tel que p | q et pt g, alors

log g 1% 1
- . 4.9
2N > G e ~ 1 o
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En particulier, si q est premier avec g(g — 1), pour tout 3 € R, nous avons

log g 7 1
) +gkr|]? > - . 4.9
Py 5+ A(g+1)?log(gq)  2(g+1) 49)

Remarque 4. La condition restante sur 'existence d’un p divisant m mais
pas g est évidemment nécessaire, sans quoi le membre de gauche est une

fonction bornée de p alors que le membre de droite tend vers I'infini.

log q
log g

Démonstration. Notons d := { W et réalisons la division euclidienne de u

par d. Il existe un entier n > 0 tel que
nd < p < (n+1)d.

Alors
2 ; 2
D Ngtrll™ = 33 Mgl (4.10)
k<p k<n j<d
Fixons l'entier k£ et montrons que nous pouvons toujours trouver un indice
J = Jjr < d pour lequel

1

e >

Notre hypothése sur I'existence d’un nombre premier p divisant ¢ mais pas g

implique que ¢ 1 g*¢ donc que g*¥r ¢ Z. Comme g% > %, il existe un entier
t tel que
9
0 < R = |¢"r—t] < ——.
9 g+1
Choisissons alors ’entier j = ji tel que
'R < —— < ¢"'R. 4.11
I gr1 S (4.11)
Donc
L _ EL < lgj-i-lR — ij < _9 — 1_#7

g+1 gg+1 ~ g g+1 g+1
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ce qui nous assure que pour ce choix de ji

1

Jrt+kd _ j
sl = R >

(4.12)

Mais % < ¢ puisque R est une fraction non triviale de dénominateur au plus

g. La minoration de (4.11) assure donc

log 25 logg
log g log g

Je <
En reportant la minoration (4.12) dans (4.10), nous trouvons que

Br? > drghdp|® >
St > Sl > g
Mais par définition de n et de d, nous avons

p L Mlogg
d ~ log(gq)

)

ce qui implique la minoration (4.9).
Pour en déduire (4.9%), nous regroupons chaque terme de la somme avec
SON SuCCesseur :

1
Sollpratrl* > 5 30 (I8 + gt + 5+ g )

k<p k<p—1

1
> LS -

k<p—1
en utilisant la minoration [|z|?> + ||y||? > 3|lz — y||* valable pour tous réels

x et y. Comme nous avons supposé ¢ premier avec g(g — 1), nous pouvons

appliquer (4.9) a la fraction (g — 1)r. Ainsi,

logg p—1 1
> 18+ gbr|? > ~ :
k:<,uHﬂ Al Ag+1)loggg  4(g+1)

ce qui implique immédiatement (4.97). O

Corollaire 4. Il existe une constante cg > 0 ne dépendant que de g telle que

pour toute fraction r de dénominateur irréductible g premier avec g et tout
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u >0, nous avons

(4.13)

1G,(r)] < 2eXp<— il )

log gq

Par exemple, cg == (91(%9)203 convient.

Démonstration. Nous reportons directement la majoration du lemme 11 dans

la, définition de G, :

Gu(r)] = exp (D log (1 - csllg*r[?))

k<p

< exp (Y —esligrl?)

k<p

1
< exp(— e ) )

_l’_
loggg (g+1)?

ce qui termine la preuve puisque exp ((g + 1)*2) < exp (%) < 2. O

4.2. Preuve du théoréme 2 pour 2. A l'inverse de la démonstration du
théoréme 1 ol nous avions choisi a trés grand dans (2.13) puisque « tendait
vers l'infini avec p, nous essayons ici de trouver le plus petit a possible,
car 'exposant de distribution que nous obtiendrons sera décroissant avec «.
En particulier, o doit absolument rester borné quand p est grand et nos
majorations peuvent donc dépendre du parameétre a.

Nous posons pour tous réels > 0et a > 1,

— AV
7@ = Y ¥ a0 (1
(2,9)=1
En utilisant une méthode similaire a celle de la démonstration du lemme 2
de larticle de S. Konyagin [6], nous pourrions montrer que pour un choix

convenable des parameétres ¢, ¢ > 0 et o > 1 ne dépendant que de g, nous

avons

Q) <4 Qexp(—Sy/1) des que exp(éy/p) < Q < g™,
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qui est le type de majoration nécessaire pour démontrer le théoréeme 2. Nous
allons utiliser une autre méthode pour majorer Ylf‘(Q), similaire & celle que
nous avons utilisée dans la premiére partie de cette thése, qui fournira une
majoration du méme type mais valable pour une constante ¢ nettement plus

grande.

Lemme 12. Soient a > 1 et ¢7 > 0 fixés. Uniformément pour Q < %exp (67\/ﬁ)

et > 0, nous avons

QCq

SHQ) <ga exp (- (5~ 27) Vi), (4.15)

ot cg désigne une constante admissible pour le corollaire 4.

Démonstration. Puisque nous sommons sur des entiers premiers avec g, nous

pouvons utiliser la majoration du corollaire 4 qui fournit

yE(Q) < Z Z 2anp< OéCGM)

]
4<Q (Lo=1 o891
QCe
< 2%exp ( — >
2 2 og 40
a<Q (L,g)=1
QcCel
< 2“29@(@1)6@(— )
S log 9@

ol p(q) désigne la fonction d’Euler. Comme ¢(q) < ¢ — 1, nous avons

log 9@
20—1 ocg
< ex ( 2c7 — — )
X 92 p ( 7 cr )\/ﬁ ’
ce qui termine la preuve de cette majoration. O

Lemme 13. Soient a > 1 et € > 0 fizés. Uniformément pour p > 0 et Q

assez gmnds, nous avons

242 log(Ka+e)

SUQ) Lgae QKo+ e + Q7 Tors . (4.16)
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Démonstration. Comme G,, est un produit de fonctions bornées par 1, on
observe que l'application v — /%(Q) est décroissante. Pour tout v < p,

nous avons donc

Q) < Q) = Y |Gu(r)[*

reR

, (4.17)

avec R = {é, (l,g)=1,q<Q, (q,9) = 1} qui est une famille § = Q2 bien
espacée de points de [g, 1-— g] Nous majorons cette somme en utilisant le
lemme de Sobolev-Gallagher énoncé dans |8, lemme 1.2] que nous rappelons

ici

Lemme 14 (Sobolev-Gallagher). Soient 6 > 0, R un ensemble -bien espacé

de points de [g, 1— g] et f une fonction admettant une dérivée continue sur

[0,1]. Alors

S 1@l < a7, + 3l

zER

Ainsi (4.17) devient
e <@g, + 1@,
Lag (@ +971G.°],

en utilisant le lemme 10 pour majorer la dérivée. Si v est assez grand, la

définition de I, implique que

y;fé(@) <g,a,e (Q2 + g”) (Ka + 6)'/.

Nous optimisons notre paramétre v < p en choisissant

210gQ}

v o= min{ ,
log g

(4.18)

qui est effectivement assez grand par rapport a g, a et € dés que @ et u le
sont, ce qui est une hypothése du lemme. Nous obtenons ainsi

log Q

T Lgae Q*Ka+ )"+ QAKy + €) 1oss,

ce qui termine la preuve du lemme. O
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Lemme 15. Soit a > 1 vérifiant
1
Ko < g 2. (4.19)

Pour tout € > 0, il existe une constante cg > 0 ne dépendant que de g, de «

et de € telle qu’uniformément pour p > 0 et Q) assez grands, nous avons

Yo D 1G] <gae QeTEVE+QF (Ko + )" (4.20)
g<Q 0<li<q
(g,9)=1

Démonstration. Remarquons que pour tout € > 0 assez petit, nous avons

Qlog(lCa +e€)

24
log g

< l-e (4.21)

En effet, la condition (4.21) varie contintiment avec e et notre hypotheése
(4.19) assure que c’est une inégalité stricte lorsque € = 0. Sans perte de
généralité, nous pouvons supposer que € > 0 réalise la condition (4.21).

Dans la somme du lemme, nous rendons les fractions irréductibles en iso-
lant leur plus grand facteur commun d. Donc

2 2 19(@ < 2 > > 19.(7)

(qiglo<km <@ ¢<& (Lg)=1
9,9)= (g,9)=1

<(X+ X )&

d<D D<d<Q

«

ou D est un paramétre a notre disposition.

Soit ¢g une constante admissible pour le corollaire 4. Nous choisissons

acg
= t = 4.22
cr e © cs ecy (4.22)

qui ne dépendent donc que de g, de « et de €. Nous prenons enfin

D := gQexp (—cr/1n). (4.23)

Lorsque d > D, alors % est petit et nous utilisons le lemme 12 pour estimer

y;‘(%) Lorsque d < D, alors % est grand et nous estimons 5”;?(%) a l’aide
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du lemme 13. Ainsi,

log(Ka+€)

> Y B e X ()T Y (D) ko

9<Q 0O<i<q d<D d<D
(¢:.9)=1

DCC
* Z e~ o T2eNVEE
D<d<Q

Notre condition (4.21) sur le choix de € > 0 fournit donc

> > 16"

9<Q 0O<i<q

(g.9)=1
<ga Z(—) +Z( ) Ko + €) +Z (256 ~2¢7) i

d<D

et en calculant la somme de ces séries, nous obtenons

> 216" <ga Q(%)76+Q2(ICQ+€) L Qe 2oy
(Q<)Q10<l<q
q7g:

<ga Qe “TVE 4 Q? (lCa + e)“ + Qe_(%_%?)‘/ﬁ,

ce qui démontre le lemme puisque cg := ecy = "‘06 — 2¢7 grace a notre choix
du paramétre cy. O
Lemme 16. Soit m > 3 un entier tel que
Koz < 972 (4.24)
Notons (8 lexposant défini par
g = —8Rws 1 (4.25)

2mlog g im
Pour tout € > 0, il existe une constante cg > 0 ne dépendant que de g, de
m et de € telle qu’uniformément pour N et Q < g(ﬁ*E)N assez grands, nous

avons
2
> mg%)#e@w(gN,a,q)—T Lgme #2ne VN,

1o<@
(.9°—9)=1
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Démonstration. 1équation (3.5) que nous avons déja utilisée pour démontrer

le lemme 6 permet d’écrire

9 1

> ng\#a@mgfv,am—u #2y Y - > lGn(})]
10<4<Q 1 10<<q 1 0<i<qg
(g.9°—9)=1 (2.9°~9)=1

S D YD W MO

q<Q 0<i<q
(g,93—9)=1

N

Pour chaque ¢, nous utilisons le lemme 3 avec ’ensemble
l

qui est invariant modulo 1 par les multiplications par ¢ et par g? — 1 puisque

q est premier avec g — g = g(g%> — 1). Donc

2 2 o
> max[p2ntet a0 - P2 < HEY 55 g, 1)

%Q<q<Q q Q q<Q 0<li<q
(q,.93—9)=1 (g,9°—9)=1

et p = ]\27—;11 Nous avons « > 1 puisque m > 2 et

en ayant noté o := 7

notre hypothése (4.24) permet donc d’appliquer la majoration du lemme 15.
Si € > 0 est assez petit, la définition de 8 permet d’écrire

lOg(]Cm/3 + 62)

foet 2mlog g

= —€+ Ogm(€?) < 0. (4.26)

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que € > 0 est assez petit
pour vérifier (4.26).

Le lemme 15 permet donc de trouver une constante cg > 0 telle que

> max ‘#QN(QNa a,q) — #2N Lgme #ON (e‘cgﬁ +Q(Ko + 62)“),
1Q<q<Q
(q,9°—9)=1

ce qui démontre la majoration du lemme avec

o 1= cgm™2 (4.27)
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puisque
oy log(Ka+e?)
Q(Ka+ )" <4 MG
et exposant est strictement négatif grace a notre hypothése (4.26). U

Corollaire 5. Soient cs une constante admissible pour le lemme 2 et

@ = —9 (4.28)

c3(1—g72)2

Alors tout entier m supérieur a 3o vérifie I’hypotheése (4.24). En particulier,

N

lorsque g tend vers linfini, un exposant de distribution admissible pour le

théoréeme 2 est

1+ 0(1)
127g

/8 pu—
Démonstration. L’application a — K, étant clairement décroissante, il suffit
de montrer que le réel o défini par (4.28) vérifie I’hypothése (4.19) pour en
déduire que tout entier m > 2a vérifie (4.24) (comme c3 < 4 et g > 2, nous

avons bien a > 1). Ceci est immédiat en utilisant les lemmes 7 et 8 et le

corollaire est donc démontré. O

Dans la partie 6, nous améliorerons les résultats obtenus de ce chapitre.

5. PREUVE DES THEOREMES
5.1. Cardinal de 2y (z) et de 2n(z,a,q).

Lemme 17. Soit N un entier. Pour tout pseudopalindrome x de taille N

s’écrivant

T = Z :ckgk avec TN—1—k = Tk,
k<N

nous avons (avec la convention 2_1 = {0})

#9Nn(x) = Zwk#a@N—Qk—z (5.1)

N
k<%
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et pour tout entier q premier avec g nous avons la majoration

max #2n(z,a,q) — 7‘#@;\/@)‘ < Z THDN_ok—2ZN—-21—-2(q) (5.2)
k<

en ayant noté

Démonstration. Décomposons N = 2M + § avec § = 0 ou 1 de méme parité
que N et traitons en détail le cas légérement plus technique correspondant

a 6 = 1. Pour tout 0 < k < M, nous notons

Xk = Z qu)Nfl(j)
i<k

Xy o= ang™ 4+ > 2O w(j — k)
k<< M

de sorte que = X, +¢" X}, pour tout k : X}, est le bord du pseudopalindrome
x obtenu en remplacant par des 0 les chiffres centraux ; X}, est le milieu du

pseudopalindrome z. Avec ces notations, montrons la partition

In(z) = |_| (XkJrgko@Nka(ingN_l_zk)), (5.3)
k<M+5

I'union étant disjointe.

Soit n un pseudopalindrome de N chiffres que nous décomposons en
n = anl(I)Nfl(O) +gﬁ,

fi étant un pseudopalindrome & N — 2 chiffres. Alors n est inférieur a z = X

si et seulement s’il vérifie I’'une des deux conditions suivantes

no = xo et n est inférieur a %(X'O —zo®Pn_1(0)) = X;.
ou

ng < xg et n est quelconque.



PALINDROMES DANS LES PROGRESSIONS ARITHMETIQUES 34

si et seulement si

ng==xgetnée QN,Q(Xl).
ou

n e QN(ﬂfogN_l).

si et seulement si

n € X1+ g2n_2(X1).

ou
n € Xo+ g°2n(xogN ).

Nous suivons la méme méthode pour décomposer 2 N,Q(X 1). Par récurrence
décroissante, nous obtenons exactement la formule (5.3) a la M +46°™ étape.

En calculant le cardinal de la décomposition (5.3), nous trouvons

#On(x) = D #2nv (g ) = ) m# 2y
k<M+6 k<M+6
ce qui prouve la formule (5.1).
Pour évaluer le nombre de pseudopalindromes divisibles par ¢, nous intro-
duisons des sommes d’exponentielles, exactement comme nous ’avons déja

fait dans les démonstrations des lemmes 6 et 16 :

#9n(x,a,q) = Z ;Z€<ln;a>

ne2y(z) * I<q
1 al nl
= gze(—g> Z e(;). (5.4)

1<q nE2n (x)

Nous isolons le terme [ = 0 qui fournit la partie principale :

#9n(z,a,q) = &N(@_‘_l Z e<_&l) Z e(ﬂ).

q q 0<i<q 4 ne2n(x) q
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La décomposition (5.3) permet donc d’écrire pour tout entier a

#2n(z) ‘
q

#QN(I'7 a, Q)_

<

R

<I<gk<M+6 ne2y(zpgN—1-2k)

<IY T ow| X e(on))

q o<li< k<M+5 TLGQN,Q]C,Q q
<Y oy
k<M-+5

par définition de G_ox_o. Par hypothése, ¢ est premier avec g, donc la

1
7,

gl

TRH DN 2k Z‘GN 2% 2( . )‘ (5.5)

o<li<q

multiplication par ¢g* est une bijection de (Z/qZ)\{0}. Le changement de

variable [ = ¢*I fournit donc

#QN(x,a,q)—&N(x)‘ < Z xk#QN_2k—2; Z ‘GN—%—Q((Z])‘

q k}<M+6 0<l~<q

ce qui termine la preuve du lemme. O

Corollaire 6. Soit N un entier. Pour tout nombre réel x, pour tout N < %N
et pour tout ensemble d’entiers Q dont chaque élément est premier avec g,
nous avons

#2n(y)

Zsupmax‘#QN(y,@aQ) - q

2c0 y<ae ac

<y #On(@)g VHO+ #2n(z)  sw  {Zu(Q)} (5.6)
NSy

en ayant noté
=3, 2 [ov ()l
qEQ 0<i<q
Démonstration. Soit y < x. Quitte & remplacer y par le plus petit pseudo-
palindrome supérieur & y, nous pouvons supposer que y est un pseudopalin-
drome. Distinguons la méthode utilisée suivant la taille de y.
Siy > gV, alors 2n(y,a,q) = 2n(g",a,q) puisque gV — 1 est le plus

grand pseudopalindrome de N chiffres.
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Si y < ¢, nous notons k l’entier minimal tel que y posséde au moins
N — 2k chiffres. Alors 2n(y) = ¢*2n_ok(y/g?*). Les éléments de Q étant

premiers avec g, nous avons

#QN(:%CL,(]) = #QNka(y/gzkva,aq)v

ka' = a mod q. Le résultat se déduit donc de Pestimation

a’ étant défini par gFa
obtenue pour N — 2k.
Pour chaque entier ¢ € 9, nous pouvons donc utiliser la majoration du

lemme 17. D’o1u, pour tout y < =

B <, 3 #ong™n-ulo)

N
k<%

Q _
max ’# ~N(y,a,q)

En sommant sur les entiers ¢ de 9, nous obtenons

ZSUPmaX‘#QN Y, a,q) — #2n()

€0 y<z ac”Z

) <y Z#QNQ " RN —2k(Q).

k<*

Lorsque k > N, nous utilisons la majoration triviale | N —ok| < #Q. Ainsi,

#2n(x) ‘

Zsupmax‘#QN x,a,q) — .

=y y<z a€Z

<g #2N Y gHO+#2v Y g " sw {Zu(Q)}.
k>N k<N N2l SM<l

Mais x posséde N chiffres par hypothése, ce qui implique # 2y < g#Zn ()

et termine la démonstration. U
5.2. Termes d’erreurs de #(z,a,q) et 2(z,a,q).

Lemme 18. Si g est un entier premier avec g, alors pour tout x nous avons

la majoration

sSup max #‘@(yaaa (I) - ﬂ(y) < QSupmaX #e@(yaaa q) - &(y) .

y<z €7 q y<z €L q



PALINDROMES DANS LES PROGRESSIONS ARITHMETIQUES 37

Démonstration. Un palindrome étant un pseudopalindrome ne se finissant

pas par 0, nous avons
P = 2\g2. (5.7)
Donc
#P(y) = #2(y) — #2y/9)
et en notant @’ un entier tel que ga’ = a mod g,
#P(y,a,q) = #2(y,a,q9) — #2(y/9,d',q).

Si y < «, nous avons donc

#‘@(yﬁa7Q) - :#tf(y))
S ‘#"@(%aaQ) - #&i(y)( + ‘#o@(y/g,a’,q) - #g;y/g)

< 2supmax ’#Q(z,b, q) — #2(2) ‘
2<x bEZ q

En prenant la borne supérieure en a puis en y, nous trouvons exactement la

majoration du lemme. O

5.3. Preuve du Théoréme 1. Il suffit de réunir les résultats du corollaire
6 et du lemme 6 puisque

log
logg’

2(z) = || 2u(z) on
M<N

Cela démontre donc le Théoréme 1 pour 2. Le lemme 18 finit la démonstra-

tion.

5.4. Preuve du Théoréme 2. Il suffit de réunir les résultats du corollaire
6 et du lemme 16 puisque

log
logg’

2(z) = || 2u(z) ou
M<N

Cela démontre donc la premiére partie du Théoréme 2 pour 2. Le lemme

18 finit la démonstration de (1.7), c’est-a-dire I'existence d’un exposant (.
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En utilisant les lemmes 7 et 8, nous vérifions que l'entier m := ﬁ vérifie
g

I'’hypotheése (4.24) du lemme 16 o B, est donné par

gl 23] 4] 5|6 718910

Bo | & | | 2 | she | 52 | 252 | 5ng | 7on | 7eg
g | 68 | 180 | 144 | 236 | 220 | 308 | 288 | 380 | 368

1

Gro €t les autres
g

Donc 4 est un exposant de distribution. L’exposant 3 ~
exposants 3, du Théoréme 2 seront obtenu dans le corollaire 7.

Pour prouver que la fraction 3, donnée par le tableau convient, il suffit
donc juste de vérifier que si nous posons m := ﬁ, alors m > 3 est un entier

qui réalise la condition (4.24). Faisons le par exemple en détail pour g = 10.

Pour cela, nous utilisons le lemme 7 et le lemme 8 pour majorer IC%. Ainsi,

1 h2\ %
Ko < M2 < = 3 (1-2)7 < 03162 < 1075,
9 s g
Nous pouvons donc choisir
log K,,/3 log 0.31622
= - > ——— > 0.0027174
b 2mlog g 2-461og 10 ’

ce qui démontre le corollaire pour g = 10.
Si g est quelconque, nous utilisons directement la majoration du lemme 8

pour majorer IC%. Nous devons donc trouver un entier m > 3 tel que

1 /3 1 3 _
-+ o < \/7 i.€. m = ﬂ(l—gfé) 2
g mcs g c3

et nous pouvons alors choisir I’exposant § = ﬁ. Le choix du plus petit entier

3mg

pr N _1\-2 .
supérieur a ?(1 —g 2) pour m termine donc la preuve.

5.5. Préparation au crible. Nous établissons dans ce paragraphe une va-
riante du Théoréme 2 plus adaptée aux méthodes de cribles : le lemme 22.
Nous avons besoin d’étudier la répartition des palindromes ayant des facteurs

€en commun avec
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Comme nous le verrons, les diviseurs impairs de g?> — 1 ne sont pas un vrai
probléme (quitte a distinguer I’étude de 229 et celle de '), mais il en va
tout autrement des diviseurs de 2g : par exemple, si g, | g, quand le premier
chiffre zyp de x n’est pas un multiple de ¢4, il n’y a aucun pseudopalindrome
divisible par g4 ayant xo pour premier chiffre.

Plutot que d’étudier de nombreux cas différents, nous simplifions le ré-
sultat en remplagant I’étude des palindromes par celle de P , défini dans le

lemme 20.

Lemme 19. Supposons g impair. Tout élément de Z° est pair. Tout élément

de P est de méme parité que son chiffre médian.

Démonstration. Montrons que ®n(j) est pair pour tout j < N :
dy(j) = V+1V7 = 0 mod 2.
Le lemme s’en déduit immédiatement. (]

Lemme 20. Posons
P = {ne P (n,g) =1},
P = {n c 2, (n,29) = 1},
P = 0P
Alors

4 Px) >, #P(x) et #PUx) >, #P(x).

Démonstration. En utilisant la décomposition (1.1), il suffit de prouver qu’uni-

formément sur N, nous avons

)

#PN >, =5 1N (5.8)

en ayant noté Py les éléments de & dont Iécriture dans la base g posséde

exactement N chiffres.
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Supposons N pair. Soit n € &y que nous décomposons en
n = no®y_1(0) + g7, avec . € n_s.
Alors
(n,g)=1 <= (no,9) =1

Il existe donc exactement ¢(g) choix possibles pour ng et les autres chiffres
de n peuvent étre choisis arbitrairement, ce qui prouve (5.8).
Supposons N impair et notons M := % Soit n € &n que nous décom-

posons en
_ - M
n = ng®n_1(0) +gn+nyg™,

ou 7 est un élément de 2n_o dont le chiffre médian est 0. En utilisant le

lemme 19, nous avons alors

(n,2g) =1 = (no,g9) =1et (np,2) =1.

11 existe donc exactement ¢(g) choix possibles pour ny, {%—‘ choix pour nyy

et les autres chiffres de n peuvent étre choisis arbitrairement, ce qui prouve

(5.8). O

Lemme 21. Soit r = é une fraction irréductible telle que q posséde un

facteur commun q1 = 3 avec g — 1. Pour tout entier j < N,
, 1
Ion Gl =2

Soit r = é une fraction wrréductible telle que q posséde un facteur commun

q1 = 3 avec g+ 1. Si N est pair, pour tout entier j < N,
) 1
[en()rll = -~
q
Démonstration. Pour la premiére minoration, réduisons (;SJTJ(j) modulo g—1 :

dy(j) = V+1Y7 =2 modg—1.
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Comme ¢; | g — 1, nous avons donc
On(j) = 2 mod q.

L’hypothése g1 > 3 assure donc ®n(j) # 0 mod ¢;. Mais ¢ | ¢, donc
O (j)r ¢ Z puisque r = é est irreductible. La fraction @y (j)r ¢ Z étant de
dénominateur au plus ¢, nous avons bien H<I>N(j)rH > %.

Pour la seconde minoration, nous procédons exactement de la méme fagon

apres avoir remarqué que

ex() = (-1 +(-D"7  modg+1
= (171 +(-1)N) mod g+ 1
= (—1)2 mod g+ 1
puisque N est pair. O

Lemme 22. [ eziste deux fonctions multiplicatives py et py telles que

1 si(pglg+1))=1

1 si(p,29)=1
po(p) = €0 siplg et p1(p) =
0 sipl2g

p siplg+1

et si 3 est l'exposant obtenu dans la preuve du Théoréme 2, alors

qg;e‘#ﬂ (2,0,q) . # P ()| <gpea logh e (5.9)
12 (g)=1

Démonstration. Traitons le cas particulier 1égérement plus technique ou g
est impair (si g est pair, la module 2 est exclu directement puisque nous
avons remplacé I'étude de &2 par celle de 97) et ou k =0 (si £ = 1, nous
traitons les diviseurs de g + 1 exactement comme nous traitons ici ceux de

g—1). Si ¢ est un entier premier avec g et sans facteur carré, nous définissons
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qo et ¢ par

q = qd, (5.10)

QO|92_17 (92_]—aq/):17

ces conditions déterminant gg et ¢ de fagon unique. Nous décomposons en-

suite qg en

qo ‘= Qg—19g+1, (5.11)

qg—-1 | g— 17 dg+1 | g+ 1a (%*172) = 17

ces conditions déterminant g,_1 et gy41 de fagon unique.
Tout d’abord, nous montrons que nous pouvons nous restreindre a ’étude

des pseudopalindromes en adaptant la preuve du lemme 18. Comme

Py = |_| (d®n-1(0) + g2n—2),
(d,g)=1

pour tout y € Py que nous décomposons en y = YoPn—_1(0) + gy avec

g c QN—Qa

HPN() = Y #IN o2+ #2n o))
¥
Yo

et, en notant ¢’ un inverse de g modulo ¢,

#PN(y,a,q) = Y #2n-_2(0,a—dDy_1(0)g,q)
(d,g)=1
d<yo

+ #2n_2(9,a — yoPn-1(0)¢', q).

Comme dans la preuve du lemme 18, nous en déduisons

sup max #ﬁN(y,a&) - pO(Q)#@N(y)’
y<z €L q

< ¢(g) sup max ‘#QN_Q(Z,Z), q) — po;q) #9n_2(2)]. (5.12)

2<z bEZ
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Nous adaptons la preuve du lemme 17 en intégrant dans le terme général
tous les diviseurs de g+1 puisque les lemmes 21 et 19 nous assurent qu’ils sont
tous divisibles par g441 : le théoréme chinois permet de remplacer I’équation

(5.4) par

#9n(2,0,q9) = (1] Z Z Z <nlg+1 nl /)

1 —1
lg+1<qg+11<q9-1¢' n€2N (z 99+ 99149

_ Qg+1 Z Z (qg 1q>

I<qg-19' neZN

En reprenant la démonstration du lemme 17, nous obtenons alors

#QN(:E7 07 Q) -

PO;q) N(m)‘ < D wH#2N 2 AN 2(4g-10) (5.13)

. _N
<3

avec les méme notations que dans le lemme 17 :

II nous suffit donc de montrer que les majorations obtenues pour Zy(q)
lorsque ¢ est un entier premier avec ¢ — g, restent valables lorsque nous
supposons seulement que ¢ est premier avec g2 + g et sans facteur carré.

Comme (gg—1,¢") = 1, le théoréme chinois permet d’écrire

PRORSEIED S N = | FEED SR Dl N =)

q 0<lg—1<qg—1 Qg—1 q lg—1<qg—1 0<l'<q’ dg—1 q

=: yg_1 + y’,

disons.

Commengons par majorer ./, le terme correspondant a I’ # 0. Nous

QO|92—1:
o)l <l ( -G ) = s (605
‘GN(QQ 1+q,> s g¥(( 1>(Qg—1+q/)> g%« 1)q/>
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Le changement de variable | = (g —

44

1)l laisse invariant modulo ¢’ 'ensemble

{0 < 1" < ¢} puisque (9> — 1,¢') = 1. Donc

7 <

o<l/<q’

B2 5 o ()

i1

(7)

Nous pouvons utiliser maintenant les majorations du lemme 15 et terminer

la majoration de .’ comme nous avons prouvé le Théoréme 2.

Comme g4—1 est impair, nous pouvons utiliser le lemme 21 pour évaluer

“4—1. La factorisation (2.2) fournit pour 0 < lg_1 < gg—1

ox(22)

ce qui est suffisant pour terminer la preuve du lemme.

5.6. Preuve du Théoréme 3.

1 N
<<g (]- - ) 9
QQ*I

Démonstration du théoréme 3. Commencons par nous souvenir que tout élé-

ment de 2V est divisible par g + 1 donc n’aura aucune chance de vérifier le

résultat du Théoréme. Nous allons donc travailler uniquement avec les élé-

ments de 2! et en réalité seulement avec ceux de 2! puisque les éléments

de 91\@1 sont exactement ceux

possédant un facteur commun avec 2g,

donc en particulier, un petit facteur premier.

Soit € > 0 fixé. Si z est assez grand (par exemple dés que z > g+ 1), alors

#{ne Px), P~ (n) >z}

#{n € 331(33), P (n) > z}

#{n € PYx), P~(n) > z}.

Nous appliquons le crible linéaire tel qu’énoncé dans le Théoréme de [5] avec

la famille o := P, X := # P et s:= 2 + €. Ainsi, si z est assez grand,

#{n e PY(z), P~ (n) > z} > # P! H (1—

1 pl;)p))f(Q—i—e) (H—O(log_% z))
> #0090 1;@#@1(9:)\

n?(g)=1
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Le lemme 20 permet de remplacer dans le membre de gauche le facteur
#9’71(@ par #2'(z), la formule de Mertens permet de minorer le produit
restant par Oy ( log™! z) et le lemme 22 de montrer que le terme d’erreur est

négligeable puisque que

L2t x(2+e)(%ﬁ—e) < P

)

ce qui montre que

W AR )

P~ > =
#{n € Z(), (n) > 2 log z log 2

(5.14)
Le théoréme 3 est donc prouvé. O

5.7. Optimalité de I’identité (1.6). Nous pouvons nous demander s’il ne
serait pas possible d’utiliser une autre identité que (1.6) dans laquelle les
facteurs de g — 1 ne sont pas artificiellement exclus. Nous allons démontrer
que c’est effectivement impossible.
Soit (Pj);<s une famille de polynomes telle qu’il existe un polynéme P
vérifiant 1'identité
> Pig)en(k+j) = Plg)g"
J<J
En identifiant & gauche et a droite de 1’égalité les coefficients dépendant de
N et ceux n’en dépendant pas, nous devons donc avoir
> 9" IPig) =0 et > ¢/Pi(g) = Plg).
isJ is<J
En calculant Pj(g) a ’aide de la relation linéaire, nous avons
9'Pilg) = =D _g*’ I Pi(g).
i<J
En reportant cette estimation dans la seconde égalité, nous trouvons
> (¢ - ) Pig) = Plo). (5.15)
i<J
Le membre de gauche de (5.15) s’annulant pour g = 1 et g = —1, le polynéme

P(g) est divisible par g? — 1. La relation (1.6) est donc optimale.



PALINDROMES DANS LES PROGRESSIONS ARITHMETIQUES 46
5.8. Palindromes premiers et presque premiers : preuve des corol-
laires 1 et 2. Pour le corollaire 1, nous utilisons le théoréme 3 avec (par

exemple)

Si n < x est un nombre premier, alors n vérifie 'une des deux propriétés
n < z ou P (n) > =z
Nous donc avons la majoration

#{n € Px), n premier} < z+ #{n € P(x), P (n) = z}
#P(z)
logz

) . B 1
z est absorbé par le second terme puisque 5 < 3, donc

#{n € P(x), n premier} <, #b‘i(;)’

<4 2+

ce qui termine la preuve du corollaire 1.

Pour le corollaire 2, il suffit de remarquer que les conditions n < x et

logx
log z -

P~(n) > z impliquent la majoration Q(n) <

6. AMELIORATION DE LEXPOSANT DE DISTRIBUTION : MOYENNES

QUADRATIQUES DE PSEUDOPALINDROMES

Dans ce chapitre, nous améliorons ’exposant (3 trouvé au chapitre 12.4
en remarquant que le milieu d’un palindrome reste un palindrome. Nous
introduisons un parameétre 0 < 1 < 1 et nous posons alors B(z) le produit
des facteurs du bord de Gy(x)

B(x) = [ U@y-1(k)z) (6.1)
k<(1-n)N
et C(z) le produit des facteurs centraux de Gy (x)

C(x) = I[I U@vak)a). (6.2)

(1-n)N<k<E
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Lemme 23. Soit c3 une constante admissible pour le lemme 2. Pour tout

entier m et tout réel n € [0, 1], il existe un entier K tel que pour tout réel x,

ol

Gx@)] < [Gax (6%5)] - [Gumgpscs (67 ~ 1))
En particulier, si R est un ensemble de points de [0, 1] sans répétition et
stable par les multiplications par g> — 1 et g, alors

S len)] < (X 1Gw X19.00 )%,

reR reR reR

(1-n)N-1
2m :

avec i =
Démonstration. Nous utilisons la factorisation (2.2) pour obtenir

(G (@) < [C(2)][B(z)].

Nous majorons le terme du bord B(z) de la méme facon que dans le lemme

2. Ainsi

ol

[B(@)| < |Gugpes (97~ 1)a)

Pour le facteurs C'(z), nous pouvons suivre la démarche inverse de la dé-

monstration du lemme 1 et nous reconnaissons donc que

C(:L') = GnN(gK$)7

4 . . L . R 1-n)N . . L
K étant le plus grand entier inférieur a ( 2’7) , ce qui termine la démons-

tration de la majoration de Gy .
Pour prouver le second point, nous commencons par utiliser 'inéglité de
Cauchy-Schwarz
1
Slont)] < (X2 1Gav(e NI S G0 (62 - 1) [F) .
reR reR reR
Dans la premiére somme, nous effectuons le changement de variable ' = g%r.
Nous majorons la seconde somme en suivant exactement la méme démarche

que dans la preuve du lemme 3. (]
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Lemme 24. Soit o un entier pair. Uniformément pour tout p assez grand
et pour tout ensemble R de points de [g, 1— g] qui est § bien espacé et stable
modulo 1 par la multiplication par g, nous avons

1 log(Ka+e)

Z ‘GM(T)‘Q Lg,a,e 571(Ka+6)#+57 log g
reR

Pour o« = 2, nous avons la majoration
1

STGU]P <y 67978 407z,

reR
Démonstration. Soit v < p tel que [v] et [u] sont de méme parité. Pour
K = |£5%] et pour tout réel z, nous avons

Gu@)] < JJU@uaR)z) < J] U(@ua(k)z) < |Gu(g¥a)|.
k<% K < k<}§

La multiplication par g laissant R invariant, nous en déduisons la majoration

DG < DG (6.3)

reR reR

Nous majorons cette somme exactement comme nous l’avons fait dans le
lemme 13. Le lemme 14 de Sobolev-Gallagher fournit donc la majoration

d_lGum* < o Hles], + (@)l
reR

La méme technique que celle déja développée dans la preuve du lemme 11.10
donne alors

DG <gae (071 +9") (Ka+e),
reRr

par définition de K, (la dérivée se majorant bien ainsi car « est un entier

pair). Nous optimisons notre parameétre v en choisissant

) log 0 . log §
v := min {u, _logg} ou min {u, _logg} —1

pour avoir [v] et [p] de méme parité. Ainsi,

ST <gae 67 (Ea+ )" + 07 (Ko + o) Tk,
reRr
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ce qui termine la preuve de la premiére majoration. Le cas o = 2 s’en déduit

immeédiatement puisqu’il est clair que

HGu2H1 g 977 et H(GMQ)/H1 <4 92

(NI

La majoration est donc vraie pour € = 0 avec Ko = g~ 2. U

Lemme 25. Soient m > 2 un entier et ¢ > 0. Uniformément pour tout
N assez grand et pour tout ensemble R de points de [g,l — g} vérifiant

Uhypotheése (Hg), nous avons la majoration

STUGN ()| gme (073975050 +571)675 (Ko + €752, (6.4)
reR

en ayant noté o 1= 277”

Démonstration. En réunissant les majorations des lemmes 23 et 24, nous

obtenons pour tout choix de n € [0, 1] et tout entier m > 2,

J=2 _1_ log(Ka+te)
ST IGN T <gme (57597% X 5*%) (5*%(;@ 4o o )
reR
en ayant noté
a = m et po= 0N (6.5)
: 3 = 5 N. .

Comme m > 2, nous avons bien o > 1 et la majoration est donc licite. Nous

optimisons notre parameétre n en choisissant

1
n= g de sorte que uw = nN. (6.6)
Donc
ST lan )] <gamee (5*59*% +6*i>5*%(lca+e)%,

reRn

ce qui démontre la majoration annoncée. O



PALINDROMES DANS LES PROGRESSIONS ARITHMETIQUES 50

Lemme 26. Soient m > 2 un entier et € > 0. Il existe une constante cg > 0

telle qu’uniformément pour QQ et N assez grand, nous avons la majoration

S S e ()] €ome Q% T (Kot ) T
q<Q o<i<q
(g.9°—g)=1

—f—Q%(/COA—e)# + Qe VN, (6.7)

en ayant noté a = 2%”

Démonstration. Nous suivons la méme démonstration que celle du lemme
15. Nous commencons par rendre les fractions irréductibles en isolant leur

facteur commun d. Ainsi, pour le méme choix du parameétre
D = gQexp ( — C7VN)

que dans le lemme 15, nous avons la majoration

Yoo e < Y Yo anm+ Yo Yo lan(r)]
“ g%i%ﬂ 0<l<q d<Dren D<Ld<Q reR

pour ’ensemble

® = {L, q<% (L) =1, (¢.9° —g) =1}

qui vérifie ’hypothése (Hs) pour § = (%)_2. Lorsque d > D, nous utilisons
la méme majoration que dans le lemme 15. Lorsque d < D, nous utilisons la

majoration du lemme 25. Ainsi,

> Y 10O €ame 3 (9 (Kt T

<Q 0<i<q d<D
(g.9°—g)=1

(Ko +¢) Tz + Z eV,
d<D D<d<Q
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En évaluant ces séries, nous avons donc

> 2l

q<Q  O<l<q
(2.9°—9)=1
= s N
<Lg,m,e Q2g—m (ICa + E) am+2 4 Q% (]Ca + 6) TmT2 Qe—CS\/N‘

ce qui termine la preuve. O

Corollaire 7. Sim > 2 est un entier tel que

Ko < g2 (6.8)
Alors
1 log Ko, 1 1
6 = (f— 612 /3) > .
2 log g 4m + 2 4m + 2

est un exposant de distribution admissible pour &?. Pour toute base g, il
existe donc un exposant de distribution admissible 3 > B4, ou By est donné

par le tableau

gl 23]4]5 6 7181910
7 [ S I T 6 [
9|38 |98 |74 | 122 | T14 | 158 | 150 | 194 | 186
et lorsque g est assez grand,
1+ 0(1)
B = “oma
g

Démonstration. L'exposant § se déduit du lemme 26 exactement comme

nous avons trouvé le premier exposant de distribution. O

Corollaire 8. Pour g = 2, il existe un exposant de distribution

1
> 0.03356 > —.
b 30

Pour g = 3, il existe un exposant de distribution

B3 > 0.01065 > !
. o0
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Démonstration. Pour g = 2, nous choisissons m = 7 dans le corollaire 7 puis

nous majorons K, grace au lemme 9. Pour g = 3, nous choisissons m = 23.

En notant o := QTm, nous avons,
pour g = 2 Ko < M2 < 0.703763 < 272,
pour g =3  : Ko < M2 < 0576562 < 37z.
I’hypothése du corollaire 7 est vérifiée, ce qui termine la preuve. O
Remarque 5. Pour g = 2, nous avons choisi kK = 5 pour la majoration

Ko < ME du lemme 9, car c’est le plus petit entier permettant de choisir
m = 7 dans le corollaire 7. Le nombre de termes & sommer dans la définition
de /\/llo“é étant proportionnel a ¢g*, les calculs dépassent trés vite les capacités
des machines actuelles, méme s'ils sont réalisables en valeur exacte (M~ ne
fait intervenir que des nombres algébriques de degré au plus k). Il est & noter
qu’il est impossible d’utiliser la valeur m = 6 dans le corollaire 7 méme pour

des entiers k beaucoup plus grand.
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