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L'INDICE DE MASLOV EN DIMENSION INFINIESTEPHANE MERIGONRésumé. Soit E un JB
∗-triple dont l'ensemble des tripotents in-versibles Σ n'est pas vide. Nous onstruisons un indie invariantpar homotopie sur les hemins dans Σ qui respetent une ondi-tion de type Fredholm par rapport à un tripotent �xé. Cet indiegénéralise l'indie de Maslov pour la Fredholm-Lagrangienne d'unespae de Hilbert sympletique de dimension in�nie dé�ni dans[BBF98℄. Lorsque E est de dimension �nie, nous relions et indieà l'indie triple généralisé de [CØ01, Cle04℄ et à l'indie de Souriaugénéralisé de [CK07℄.Abstrat. Let E be a JB∗-triple whose set of invertible tripo-tents Σ is not empty. We onstrut a homotopy invariant indexfor paths in Σ that satis�e a Fredhom type ondition with respetto a �xed invertible tripotent. This index generalises the Maslovindex for the Fredholm-Lagrangian of an in�nite dimensional sym-pleti Hilbert spae de�ned in [BBF98℄. When E is �nite dimen-sional we make the onnetion with the generalised triple index of[CØ01, Cle04℄ and the generalised Souriau index of [CK07℄.1. IntrodutionDans son traité théorie des perturbations et méthodes asymptotiques,V.P. Maslov introduit un indie pour les hemins dans la Lagrangienned'un espae sympletique réel de dimension �nie qui intervient dansle prolongement de solutions asymptotiques d'équations aux dérivéespartielles. Dans [Arn67℄ (voir aussi [Arn85℄), Arnold lari�e la dé�nitionde et indie. Soit (H,ω) un espae sympletique réel de dimension 2net notons Λ(n) sa Lagrangienne. Pour tout λ ∈ Λ(n) et tout 1 ≤ k ≤ nposons

Λk
λ(n) = {µ ∈ Λ(n) | dimµ ∩ λ = k}.Alors

Λ1
λ(n) =

∑

1≤k≤n

Λk
λ(n)Date: 18 avril 2007.1991 Mathematis Subjet Classi�ation. 53D12, 17C65, 32M15.Key words and phrases. Indie de Maslov, Domaines bornés symétriques en di-mension in�nie. 1



2 STEPHANE MERIGONest un yle de lieu singulier ∑
2≤k≤n Λk

λ(n). Il existe sur H un produitsalaire (., .) et une struture omplexe J isométrique tels que
∀η, ξ ∈ H, ω(ξ, η) = (Jξ, η).On peut alors orienter Λ1

λ(n) transversalement grâe au hamp
v(µ) =

d

dθ |θ=0
eJθµ,le oté positif étant elui vers lequel v(µ) est dirigé. L'indie (par rap-port à λ) d'un hemin γ dont les extrémités ne sont pas dans le yleest par dé�nition l'indie d'intersetion de γ ave e yle : si l'ensem-ble des points d'intersetion de γ ave le yle est �ni et ontenu dans

Λ1
λ(n) et si en haun de es points γ est ontinûment di�érentiablealors l'indie de Maslov est le nombre de points où γ traverse le yledans le sens positif moins le nombre de points où γ traverse le yledans le sens négatif. Lorsque l'on se restreint aux hemins fermés onobtient un élément du groupe de ohomologie entière H1(Λ(n),Z) quine dépend pas de λ.Remarquons que l'orthogonal (pour le produit salaire) d'un lagrang-ien λ est λ⊥ = Jλ. Fixons une base orthogonale de λ et identi�ons Hà Cn muni de la forme hermitienne 〈., .〉 = (., .)− iω(., .) par :

H ≃ λ⊕ λ⊥ ≃ C
n

η ⊕ Jξ 7→ η + iξ.Alors le groupe U(n) des matries omplexes unitaires de taille n agittransitivement sur Λ(n) et le stabilisateur de λ s'identi�e au sous-groupe des matries réelles O(n) :
Λ(n) ≃ U(n)/O(n).On peut don dé�nir une appliation Det2 : Λ(n) → S1 et Arnoldmontre qu'elle induit un isomorphisme des groupes fondamentaux :
π1(Λ(n)) ≃ π1(S

1).Ainsi on a
H1(Λ(n),Z) ≃ π1(Λ(n))et il revient don au même de se donner un générateur de H1(Λ(n),Z)ou un isomorphisme π1(Λ(n)) ≃ Z. Arnold montre que l'indie deMaslov oïnide ave l'image réiproque par Det2 du générateur stan-dard de π1(S

1) (le nombre de tours sur S1 orienté dans le sens trigonométrique).Motivé par une justi�ation rigoureuse de la méthode de Maslov,Leray donne une variante de la dé�nition d'Arnold-Maslov (f. [Ler77℄).L'indie apparaît omme une fontion sur le double produit du revête-ment universel de la Lagrangienne et réalise une primitive d'un oy-le dé�ni sur les triplets de lagrangiens appelé indie d'inertie. En�nSouriau, grâe à une onstrution expliite du revêtement universel,donne une formule expliite pour la fontion de Maslov (f. [Sou76℄).



L'INDICE DE MASLOV 3Dans [BBF98℄ Booss-Bavnbek et Furutani généralisent l'indie deMaslov pour la Lagrangienne d'un espae de Hilbert sympletique dedimension in�nie H . Soit λ un lagrangien de H . L'indie est dé�ni pourles hemins dans la Fredholm-Lagrangienne FΛλ, 'est-à-dire l'ensem-ble des lagrangiens µ tels que (λ, µ) est une paire de Fredholm :
dim λ ∩ µ <∞ et dimH/(λ+ µ) <∞,et il réalise un isomorphisme entre π1(FΛλ) et Z.Dans une autre diretion, Jean-Louis Cler et Bent Ørsted ont mon-tré (f. [CØ01, CØ03, Cle04℄) que l'indie triple se généralise naturelle-ment à la frontière de Shilov S d'un domaine borné symétrique de typetube D, et qu'il permet de aratériser les orbites de triplets transversesde S sous l'ation du groupe des automorphismes holomorphes de D.Puis Cler et Koufany (f. [CK07℄) ont onstruit de deux manièresdi�érentes une primitive de l'indie triple sur le revêtement universelde la frontière de Shilov, l'une généralisant la méthode de Souriau etl'autre elle d'Arnold-Maslov. A la �n des années 70, Kaup et Up-meier ont développé la théorie des domaines borné symétriques dansles espaes de Banah, le résultat prinipal étant que la atégorie desdomaines bornés symétriques est équivalente à elle des JB∗-triples.Dans et artile nous onstruisons l'indie de Maslov pour l'ensembledes tripotents inversibles d'un JB∗-triple, en adaptant la onstrutionde Booss-Bavnbek et Furutani.Le paragraphe 2 présente la struture de JB∗-triple et son lien aveles domaines bornés symétriques. Dans le paragraphe 3, nous détaillonsl'identi�ation entre la Lagrangienne d'un espae de Hilbert symple-tique réel H0 ⊕ H0 et l'ensemble des tripotents inversibles du JB∗-triple Sym(H0 ⊕ iH0) et nous montrons que la dé�nition d'une pairede Fredholm s'exprime dans le langage de la théorie de Jordan. Celanous permet d'introduire dans le paragraphe 4 la dé�nition d'une pairede Fredholm pour deux unités d'un JB∗-triple. Nous onstruisons alorsl'indie de transversalité d'une telle paire (x, e) et étudions ommentévolue et indie lorsque l'on perturbe x. Cette étude nous permet deonstruire dans le paragraphe 5 l'indie de Maslov d'un hemin t 7→ x(t)(0 ≤ t ≤ 1) tel que (x(t), e) soit une paire de Fredholm pour tout t.En�n dans le paragraphe 6 on se restreint à la dimension �nie pourmontrer le lien entre et indie et eux de Cler, Koufany et Ørsted.Notations. Si X est un espae topologique, On note C(X) l'algèbre desfontions omplexes ontinues sur X. Si E et F sont deux espaes deBanah, on note L(E,F ) l'espae de Banah des opérateurs linéairesontinus de E dans F muni de la norme d'opérateur et on pose L(E) =

L(E,E). Si B est une algèbre de Banah (assoiative) omplexe et
x ∈ B, on note σ(B, x) le spetre de x dans B. Lorsque B = L(E) onnote simplement σ(x) s'il n'y a pas d'ambiguïté.



4 STEPHANE MERIGON2. JB∗-triples et domaines bornés symétriquesUn JB∗-triple est la donnée d'un espae de Banah omplexe (E, |.|)et d'une appliation (on note E l'espae onjugué de E)
Q : E → L(E,E)quadratique et ontinue, telle que si l'on note

{x, y, z} = L(x, y)z =
1

2
(Q(x+ y)−Q(x)−Q(y))zle système triple assoié on ait l'identité triple de Jordan :

{u, v, {x, y, z}} = {{u, v, x}, y, z} − {x, {v, u, y}, z}+ {x, y, {u, v, z}}et les propriétés suivantes pour tout x de E :(1) L(x, x) est un opérateur hermitien positif,(2) |{x, x, x}| = |x|3.Une algèbre de Jordan Banah est un espae de Banah (E, |.|) munid'un produit ommutatif x ◦ y tel que(1) |x ◦ y| ≤ |x| |y| ,(2) x ◦ (x2 ◦ y) = x2 ◦ (x ◦ y), ∀x, y ∈ E.Supposons E omplexe et muni d'une involution antilinéaire ∗. Alors
{x, y, z} = x ◦ (y∗ ◦ z) + z ◦ (y∗ ◦ x)− (x ◦ z) ◦ y∗véri�e l'identité triple de Jordan et E est appelée une JB∗-algèbre sil'on a

|{x, x, x}| = |x|3 , ∀x ∈ E.SiE possède un neutre, 'est alors un JB∗-triple. Une algèbre de JordanBanah réelle A est appelée JB-algèbre si l'on a(1) |x2| = |x|2 ,(2) |x2| ≤ |x2 + y2| , ∀x, y ∈ A.La partie réelle d'une JB∗-algèbre est une JB-algèbre et réiproque-ment, étant donnée une JB-algèbre A, il existe sur E = A ⊗ C uneunique norme prolongeant elle de A et qui fait de E (muni du produitétendu par linéarité) une JB∗-algèbre (f [Wri77℄).Si E est une C∗-algèbre de produit xy alors E muni du produit deJordan
x ◦ y =

1

2
(xy + yx)devient une JB∗-algèbre. Une JB∗-algèbre qui est isomorphe à une sous

JB∗-algèbre (ie. un sous-espae fermé stable par le produit de Jordan)d'une C∗-algèbre est dite spéiale.Un ouvert onnexe et borné D d'un espae de Banah E est appelédomaine borné symétrique si à haun de ses points on peut assoierun automorphisme holomorphe involutif de D dont il est un point �xeisolé. Un tel domaine est homogène sous son groupe d'automorphismes



L'INDICE DE MASLOV 5et biholomorphiquement équivalent à un domaine borné erlé (ie. on-tenant l'origine et invariant sous l'ation des nombres omplexes demodule 1) et étoilé par rapport à l'origine [Vig76℄. Une telle réalisa-tion est unique à isomorphisme linéaire près (ar un biholomorphismed'un domaine erlé onservant l'origine est linéaire). L'ensemble deshamps de veteurs omplets sur D est une algèbre de Lie Banah etle groupe des biholomorphismes de D peut être muni d'une struturede groupe de Lie Banah réelle dont l'algèbre de Lie s'y identi�e (f.[Vig76, Upm76, Upm85℄). Lorsque D est réalisé omme domaine erléette algèbre de Lie que l'on notera g se déompose suivant les espaespropres de l'ation de la symétrie à l'origine :
g = k⊕ pde sorte que k est onstitué de hamps linéaires et que l'appliation
p→ E

X 7→ X(0)est un isomorphisme de Banah. De plus il existe une appliation
Q : E → L(E,E) quadratique et ontinue telle que pour tout v ∈ El'unique hamp Xv de p tel que Xv(0) = v s'érive

Xv(z) = v −Q(z)v.Cette appliation fait de E un JB∗-triple dont la boule unité oïnideave D. Réiproquement la boule unité d'un JB∗-triple est un domaineborné symétrique (f. [Kau77, Kau83℄).Un élément x d'un JB∗-triple E est dit inversible si Q(x) l'est. Onnote
x# = Q(x)−1x.On appelle tripotent tout élément tel que Q(x)x = x et on note Σl'ensemble des tripotents inversibles de E. Σ est une variété banahique.Si e ∈ Σ alors le produit
x ◦ y = {x, e, y}et l'involution Q(e) font de E une JB∗-algèbre de neutre e que l'onnotera E(e) et le système triple assoié à E(e) est bien elui de E. Pourette raison on appelle parfois Σ l'ensemble des unités de E. On notera

A(e) la partie réelle de E(e) et
P (x) = Q(x)Q(e)la représentation quadratique. Un élément x dans E est don inversiblesi et seulement si P (x) l'est et on dé�nit son inverse dans E(e) par

x−1 = P (x)−1x = Q(e)x#.Cette dé�nition est équivalente à la dé�nition lassique de l'inversedans les algèbres de Jordan : x est inversible si et seulement si il existeun élément y tel que x ◦ y = e et x2 ◦ y = x, auquel as y est unique et



6 STEPHANE MERIGONest appelé l'inverse de x (si E est une algèbre de Jordan spéiale, alorses deux propriétés sont équivalentes à xy = yx = 1, f. [Ja68, p.51℄).On appelle tripotent régulier un tripotent x tel que kerL(x, x) = 0et on note S leur ensemble. Lorsque la dimension de E est �nie (lathéorie devient elle des systèmes triples de Jordan hermitiens positifsf. [Loo77℄), si Σ est non vide alors Σ = S (ar S est homogène sousle groupe des automorphismes du système triple). En dimension in�niee n'est plus le as, mais S s'identi�e toujours à la frontière extrémale(au sens de la onvexité) de D, et Σ est une réunion de omposantesonnexes de S (f. [KU77, BKU78℄).3. La Lagrangienne omme frontière de Shilov de Sym(H)Soit (H, 〈., .〉) un espae de Hilbert omplexe (séparable) muni d'uneinvolution antilinéaire isométrique ξ 7→ τ(ξ). On note B(H) l'espaedes opérateurs bornés et Sym(H) l'ensemble des opérateurs bornéssymétriques de H pour la forme bilinéaire (., .) = 〈., τ(.)〉. Sym(H) estun JB∗-triple pour la norme d'opérateur et la struture triple donnéepar
Q(x)z = xzx.On a, ave les notations du paragraphe préédent,

Σ = S = {x ∈ Sym(H) | xx = id}.On pose H = H⊕H = {η⊕ξ | ξ, η ∈ H}. C'est un espae de Hilbertpour la forme hermitienne
〈η ⊕ ξ, η′ ⊕ ξ′〉 = 〈η, η′〉+ 〈ξ, ξ′〉 .On note H1 = H ⊕ 0 et H2 = 0 ⊕ H , π1 et π2 les projetions sur H1(resp. H2) parallèlement à H2 (resp. H1). Si x ∈ B(H) alors G(x) =

{xξ⊕ξ | ξ ∈ H} est un sous-espae fermé de H. Il est de plus transverseà H1 (ie. G(x)⊕H1 = H) ar ξ ⊕ η = ξ′ ⊕ (xξ′ + η′), ξ, η, ξ′, η′ ∈ H serésout de manière unique en ξ = ξ′, η′ = η − xξ. Réiproquement, soit
F un sous-espae fermé et transverse à H1 et π : F → H2 la restritionde π2 à F . L'appliation π est bijetive pare que F est transverse etomme H1 est un supplémentaire fermé π est ontinue et don d'aprèsle théorème de Banah elle est biontinue. Alors π1 ◦ π−1 ∈ B(H) et
G(π1 ◦ π−1) = F .On muni H d'une struture sympletique grâe à

ω(η ⊕ ξ, η′ ⊕ ξ′) = (η, ξ′)− (ξ, η′).Si G est un sous-espae de H on note G⊥ l'orthogonal pour le produitsalaire et G◦ l'orthogonal pour la forme sympletique. On appelle la-grangien un sous-espae λ tel que λ◦ = λ. On appelle Lagrangiennel'ensemble des lagrangiens de H et on le note Λ(H). Remarquons que
H1 et H2 sont dans Λ(H). Si l'on pose J(η ⊕ ξ) = (−ξ) ⊕ η alors
ω(., .) = (J., .) et pour tout λ ∈ Λ(H), λ⊥ = Jτ(λ).



L'INDICE DE MASLOV 7Si x ∈ B(H) on note tx le transposé de x par rapport à (., .). Alors
G(tx) = G(x)◦. En e�et l'inlusion G(tx) ⊂ G(x)◦ est lair et si iln'y avait pas égalité on aurait G(x)◦ ∩ H2 6= {0} e qui impliquerait
H1∩H2 6= {0}. L'appliationG induit don une bijetion entre Sym(H)et les lagrangiens transverses à H1.Pour aratériser l'image de Σ dans ette omplétion introduisons laforme hermitienne

h(η ⊕ ξ, η′ ⊕ ξ′) = 〈ξ, ξ′〉 − 〈η, η′〉.Proposition 3.1. Soit λ un lagrangien sur lequel h est positif. Alors
λ est transverse à H1.Démonstration. Soit λ tel que h|λ×λ ≥ 0. Si η ⊕ 0 ∈ λ alors

h(η ⊕ 0, η ⊕ 0) = −〈η, η〉 ≥ 0don η = 0 et λ ∩H1 = {0}. Comme
(λ+H1)

⊥ = λ⊥ ∩H1
⊥ = Jτ(λ) ∩ Jτ(H1) = Jτ(λ ∩H1) = {0},il su�t de montrer que λ+H1 est fermé. Soit (ζn)N une suite de λ+H1qui onverge vers ζ ∈ H. Pour tout entier n, ζn = ξn + ηn + η′n ave

ξn ∈ H2, ηn, η
′
n ∈ H1 et ξn + ηn ∈ λ. ξn est la projetion orthogonalede ζn sur H2 et onverge don vers la projetion orthogonale ξ de ηsur H2. D'autre part, h(ξn + ηn, ξn + ηn) = 〈ξn, ξn〉 − 〈ηn, ηn〉 ≥ 0 don

(ηn)N est bornée et on peut extraire une suite, toujours notée (ηn)N, quionverge faiblement vers η. Mais H1 est fermé pour la topologie forteet onvexe don fermé pour la topologie faible et don η ∈ H1. Comme
ξn + ηn onverge faiblement vers ξ + η et que η′n onverge faiblementvers η′ = ζ−ξ−η, on en déduit de même que ξ+η ∈ λ et η′ ∈ H1. Paruniité de la limite on obtient la déomposition ζ = ξ+ η+ η′ qui nouspermet de onlure que ζ ∈ λ +H1. Finalement, λ est bien transverseà H1. �Alors h s'annule sur λ = G(x) si et seulement si ∀ξ ∈ H 〈xξ, xξ〉 =
〈ξ, ξ〉, ie. si et seulement si 〈(1− x∗x)ξ, ξ〉 = 0 e qui équivaut parpolarisation à x∗x = 1 :

Sym(H)
G→֒ Λ(H)

Σ ≃ {λ ∈ Λ(H) | h|λ×λ = 0}.L'involution antilinéaire isométrique τ s'étend à H en posant
τ(η ⊕ ξ) = τ(η)⊕ τ(ξ).Si H0 est la forme réelle de H alors elle de H est H0 = H0 ⊕ H0. Laforme sympletique véri�e

ω(τ(η ⊕ ξ), τ(η′ ⊕ ξ′)) = ω(η ⊕ ξ, η′ ⊕ ξ′).On peut don la restreindre à H0 en une forme sympletique réelle.On note Λ(H0) la Lagrangienne de (H0, ω). Si E0 est un sous-espae



8 STEPHANE MERIGONde H0, E0 ⊗ C ≃ E0 ⊕ iE0 est un sous-espae de H et les sous-espaesde H qui s'érivent de ette manière sont les sous-espaes stables paronjugaison. On a don une bijetion entre la Lagrangienne réelle etles lagrangiens omplexes stables par onjugaison :
Λ(H0)

⊗C≃ Λ(H)τ .On dé�nit la transformée de Cayley sur H par
C(η ⊕ ξ) =

1√
2
((η + iξ)⊕ (iη + ξ)).On a

ω(C., C.) = ω(., .) et ih(., .) = ω(C., τ(C.)).

C onserve don les lagrangiens et les lagrangiens sur lesquels h s'annulesont transformés en les lagrangiens stables par onjugaison. On a donobtenu une bijetion entre Σ et la Lagrangienne réelle :
Sym(H)

G→֒ Λ(H)
C≃ Λ(H)

⊗C←֓ Λ(H0)

Σ ≃ {λ ∈ Λ(H) | h|λ×λ = 0} ≃ Λ(H)τ ≃ Λ(H0).Réiproquement, soit (H0, ω, 〈·, ·〉, J) un espae de Hilbert (réel) sym-pletique ompatible, 'est-à-dire que la forme sympletique ω et leproduit salaire 〈·, ·〉 sont liés par la relation ω(·, ·) = 〈J ·, ·〉 où Jest à la fois un opérateur orthogonal et une struture omplexe. Soit
λ0 ∈ Λ(H0). Alors λ0 est fermé et λ⊥0 = Jλ0. Suivant la déomposition
H0 = λ0 ⊕ Jλ0 ≃ λ0 ⊕ λ0,

ω(ξ ⊕ η, ξ′ ⊕ η′) = 〈ξ, η′〉 − 〈η, ξ′〉et on peut étendre ω et 〈., .〉 à H = H0 ⊗ C et poser H = λ0 ⊕ iλ0.Dans [BBF98℄ est introduite la notion de paire de Fredholm pour deslagrangiens (réels) : la paire de lagrangiens (λ, µ) est appelée paire deFredholm si
dim λ ∩ µ <∞ et dim H0/(λ+ µ) <∞.Soient x et y deux opérateurs de H , et G(x) et G(y) leurs graphes dans

H. Alors
ker(y − x) = π2(G(x) ∩G(y)),et

H/ ker(y − x) ≃ G(x)/G(x) ∩G(y)D'autre part,
G(x) +G(y) = {xξ ⊕ ξ + yξ′ ⊕ ξ′ | ξ, ξ′ ∈ H}

= {(xξ + yξ′)⊕ (ξ + ξ′) | ξ, ξ′ ∈ H}
= {(xζ + (y − x)ξ′)⊕ ζ | ζ, ξ′ ∈ H}
= G(x) + (y − x)H ⊕ 0.



L'INDICE DE MASLOV 9En onsidérant l'appliation
H→ H1 → H1/(y − x)H ⊕ 0

ξ ⊕ η 7→ (η − xξ)⊕ 0 7→ (η − xξ)⊕ 0 + (y − x)H ⊕ 0on obtient l'isomorphisme
H/G(x) +G(y) ≃ H/(y − x)H.Comme C et ⊗C respetent l'intersetion et la somme, on en déduit que

λ = G◦C ◦⊗C(x) et µ = G◦C ◦⊗C(y), où x, y ∈ Σ, forment une pairede Fredholm si et seulement si y−x est un opérateur de Fredholm surH .Si λ⊕µ = H0 on dit que la paire (λ, µ) est transverse. C'est le as si etseulement si y − x est inversible. Dans le as de Sym(H) l'inversiblitéau sens des JB∗-triple oïnide ave elle des opérateurs. Lorsque xet y sont deux unités d'un JB∗-triple, l'inversiblité de Q(y − x) estéquivalente à elle de l'opérateur de BergmannB(x, y) = Id−2L(x, y)+
Q(x)Q(y) en vertu de l'identité (f. [Loo75, 2.12℄)

B(x, y) = Q(y# − x)Q(y).Lorsque x et y sont quelonques, 'est l'inversibilité de B(x, y) quidé�nit la notion de transversalité (ou de quasi-inversibilité). Dans Sym(H),
B(x, y)z = z − (xyz + zyx) + xyzyx

= (1− xy)z(1− yx),et lorsque x et y sont dans Σ on a
B(x, y)z = (1− xy−1)z(1− y−1x).Lemme 3.2. Si k est un opérateur ompat de H alors

B(H)→ B(H)

z 7→ kzest un opérateur ompat de B(H).Démonstration. Soit k un opérateur ompat de H . Il s'agit de monterque l'image de la boule unité B de B(H) par z 7→ kz est relativementompate. Soit (kzn)N∗ une suite dans ette image. Soit A = {ξl, l ∈
N∗} une partie dénombrable et dense de H . La suite (kznξ1)N∗ estdans un ompat don on peut extraire une suite (kzφ1(n)ξ1)N∗ qui on-verge vers η1 ∈ H . De même on peut extraire de la suite (kzφ1(n)ξ2)N∗une suite (kzφ1◦φ2(n)ξ2)N∗ qui onverge vers η2. En reommençant ontrouve pour tout l ∈ N∗ une fontion φl : N∗ → N∗ stritementroissante telle que (kzφ1◦···◦φl

(n)ξl)N∗ onverge vers ηl ∈ H . On pose
ψ(n) = φ1 ◦ · · · ◦ φn(n) et alors pour tout l ∈ N∗, (kzψ(n)ξl)N∗ est unesuite extraite de (kzφ1◦···◦φl

(n)ξl)N∗ et onverge don vers ηl. Posons
vξl = ηl alors v est uniformément ontinue sur A et se prolonge donen un opérateur v uniformément ontinu et en fait linéaire ontinu sur
H . Quitte à renuméroter, supposons que (kzn)N∗ onverge vers v en



10 STEPHANE MERIGONtout point de A. Alors (kzn)N∗ onverge vers v en tout point ζ ∈ H : ene�et, si |ζ − ξl| < ε alors |kznζ − vζ | ≤ |kznζ − kznξl|+ |kznξl − vξl|+
|vξl − vζ | ≤ (|k| + |v|)ε + |kznξl − vξl| ≤ (|k| + |v| + 1)ε pour n su�-isamment grand. Remarquons que ela entraîne que v est ompat : si
ζ ∈ B alors kznζ ∈ kB et don vζ ∈ kB. Il reste à montrer que (kzn)N∗onverge vers v en norme. Si e n'est pas vrai,

∃ ε > 0 ∀N > 0 ∃n ≥ N sup
|ζ|≤1

|kznζ − vζ | > ε.On peut alors onstruire une suite (ζn)N∗ dans la boule unité de H et
ϕ : N→ N stritement roissante telles que

∀n ∈ N
∗

∣∣kzϕ(n)ζn − vζn
∣∣ > ε.Or la suite kzϕ(n)ζn évolue dans un ompat, don on peut la sup-poser onvergente. On peut aussi supposer que (ζn)N∗ onverge faible-ment vers ζ ∈ H . Mais alors (kzϕ(n)ζn)N∗ onverge faiblement vers

vζ . En e�et, ∀ς ∈ H , ∣∣〈kzϕ(n)ζn − vζn, ς
〉∣∣ =

∣∣〈ζn, t(kzϕ(n))ς − tvς
〉∣∣ ≤∣∣t(kzϕ(n))ς − tvς

∣∣ → 0 lorsque n → ∞. Don kzϕ(n)ζn onverge forte-ment vers vζ mais, omme v est ompat, vζn onverge fortement vers
vζ ; d'où une ontradition et le résultat. �Proposition 3.3. Soient x et y deux unités de Sym(H). Alors y − xest un opérateur de Fredholm si et seulement si B(x, y) est un opérateurde Fredholm.Démonstration. Supposons que y − x est un opérateur de Fredholm.Alors 'est aussi le as de u = 1 − xy−1 et tu = 1 − y−1x et avees notations B(x, y)z = uztu. Un opérateur est de Fredholm si etseulement si il est inversible modulo les opérateurs ompats don ilexiste v ∈ B(H) et deux opérateurs ompats k et k′ de B(H) tels que

vu = id + k,

uv = id+ k′.Posons
Cv : Sym(H)→ Sym(H)

z 7→ vztv.Alors CvB(x, y)z = z+kztk+kz+ztk et B(x, y)Cvz = z+k′ztk′+k′z+
ztk′. D'après le lemme 3.2, l'opérateur z 7→ kz de B(H) dans B(H) estompat. Comme l'ensemble des opérateurs ompats forme un idéalbilatère de B(H), z 7→ kz+ tztk+ kztk est aussi un opérateur ompat.De plus et opérateur laisse stable Sym(H) et don par restrition onobtient un opérateur ompat de Sym(H) et il en est de même pour
z 7→ k′z+tztk′+k′ztk′. AinsiB(x, y) est inversible modulo les opérateursompats et 'est don un opérateur de Fredholm.



L'INDICE DE MASLOV 11Réiproquement, supposons que B(x, y) : z 7→ uztu est un opérateurde Fredholm. Soit ξ ∈ ker u et posons
Pξ : η 7→ (η, ξ)ξ.Alors ∀η ∈ H , (Pξ ◦ tu)η = (tuη, ξ)ξ = (η, uξ)ξ = 0 don Pξ ∈

kerB(x, y). De plus si (ξ1, . . . , ξn) est une famille libre de ker u, alors
(Pξ1, . . . , Pξn) est une famille libre (il su�t de l'évaluer en un élément de
H\∪ker(., ξi)). Don ker u est de dimension �nie sinon kerB(x, y) seraitde dimension in�nie. Remarquons que tuzu = (1− y−1x)z(1− xy−1) =
y−1(1−xy−1)yzy(1−y−1x)y−1 et don z 7→ tuzu est aussi de Fredholmet ker tu est de dimension �nie. Alors puisque (im τ(u))⊥ = ker tu, ilreste à montrer que im u est fermé. Pour ela onsidérons une suite
(ξn) de H telle que uξn onverge vers η ∈ H . On pose pour tout n ∈ N,
zn = Pξn . Alors uzntu = Puξn onverge vers Pη dans Sym(H). En e�et,

|Pξn − Pη| ≤ |(., uξn)uξn − (., uξn)η|+ |(., uξn)η − (., η)η|
≤ (|uξn|+ |η|) |uξn − η| .Cependant la suite (uzn

tu) est dans l'image de B(x, y) qui est ferméedon il existe z ∈ Sym(H) tel que Pη = uztu et alors, en hoisissant η′tel que (η′, η) 6= 0, η = u(ztu η′

(η′,η)
) ∈ im u. �4. Les paires de Fredholm et l'indie de transversalitéDans ette partie on onsidère un JB∗-triple E tel que Σ ne soit pasvide (les notations sont elles de la partie 2).Dé�nition 4.1. Soient x et y deux unités de E. On dit que (x, y) estune paire de Fredholm si B(x, y) (ou de manière équivalente Q(y− x))est un opérateur de Fredholm.On note FΣe l'ensemble des tripotents inversibles x tels que (x, e)soit une paire de Fredholm. Cet ensemble est ouvert dans Σ ar l'ensem-ble des opérateurs de Fredholm est ouvert dans L(E).Si x et e sont deux unités, on veut faire l'analyse spetrale de x parrapport à e. On note C(x, e) la sous JB∗-algèbre de E(e) engendrée par

x et e.Proposition 4.2. C(x, e) est assoiative et 'est don une C∗-algèbreommutative.Démonstration. Soit A l'algèbre de Jordan engendrée par e, x et x∗dans E(e). D'après le théorème de Shirshov-Cohn [Ja68, p.48℄ 'estune algèbre de Jordan spéiale. On note x ◦ y le produit de Jordande x et y et on note par juxtaposition le produit assoiatif dont il estissu. Comme x∗ = x−1, on a xx∗ = x∗x = 1. En partiulier, x et x∗ommutent et omme il en est de même pour tout polyn�me en x et
x∗, les deux produits oïnident dans A. Par ontinuité du produit deJordan, C(x, e) = A est enore assoiative. �



12 STEPHANE MERIGONOn appelle spetre de x par rapport à e, et on note Sp(x, e), le spetrede x dans la C∗-algèbre C(x, e). Il existe une topologie sur Sp(x, e) quien fait un espae de Hausdor� ompat, et la représentation de Gel'fand
Gx,e :C(x, e)→ C(Sp(x, e))

y 7→ ŷqui à x assoie la fontion x̂(µ) = µ est un homéomorphisme. Comme
x est unitaire dans C(x, e), Sp(x, e) est ontenu dans le erle unité
U. Le lemme suivant est l'analogue de [HOS84, lemma 3.2.8℄ pour les
JB∗-algèbres et la démonstration est la même.Lemme 4.3. λ ∈ Sp(x, e) si et seulement si P (λe − x) n'est pas in-versible.Lorsque E est de dimension �nie, on onnaît préisément le spetrede B(x, e) en fontion de Sp(x, e) = σ(L(x, e)|C(x,e)) grâe à la déom-position de Peire. Une légère adaptation du théorème (3.3) (et de sonorollaire (3.4)) de [Kau83℄ donne une version qualitative de e résultaten dimension in�nie.Proposition 4.4. Soit S = σ(L(x, e)|C(x,e)). Alors

σ(L(x, e)) ⊂ 1

2
(S + S),

σ(B(x, e)) ⊂ (1− S)(1− S).Démonstration. Puisque e est neutre dans l'algèbre de Jordan E(e), onpeut remplaer dans la démonstration de [Kau83, Theorem 3.3℄ le sous-espae A = 〈L(x, e)kx〉 par C(x, e) et ne pas adjoindre d'unité. �De e résultat on déduit que
{λ ∈ C | λ ∈ R, λ < 0} ∩ σ(B(x, e)) = ∅et don si 0 ∈ σ(B(x, e)) alors 0 ∈ ∂σ(B(x, e)) (on peut aussi remarquerque si 0 ≤ t < 1 alors B(tx, e) est inversible). Don si (x, e) est unepaire de Fredholm non transverse, alors 0 est isolée dans le spetre de

B(x, e).Proposition 4.5. Si (x, e) est une paire de Fredholm non transversealors 1 est isolée dans Sp(x, e).Démonstration. D'après le lemme 4.3, 1 ∈ Sp(x, e). Si 1 n'est pas isoléedans Sp(x, e) soit (λn)n∈N une suite de Sp(x, e) qui tend vers 1. On veutmontrer que λn ∈ σ(L(x)). Pour ela onsidérons
B = {T ∈ L(E) | TC(x, e) ⊂ C(x, e)}et

ρ : B → L(C(x, e))le morphisme de restrition. Alors si T ∈ B on a
σ(ρ(T )) ⊂ σ(B, T ) et ∂σ(B, T ) ⊂ ∂σ(T ).



L'INDICE DE MASLOV 13Don λn ∈ σ(B, L(x)) mais omme |x| ≤ 1, λn ∈ ∂σ(B, L(x)) ⊂
∂σ(L(x)). Comme L(x)2

|C(x,e) = P (x)|C(x,e) un raisonnement identiquemontre que λ2
n ∈ σ(P (x)) et omme [L(x), P (x)] = 0 on a (1− λn)2 ∈

σ(B(x, e)) et 0 n'est pas isolée dans σ(B(x, e)). �Corollaire 4.6. Soit Σe la omposante onnexe de Σ ontenant e. Alors
FΣe ⊂ Σe.Démonstration. Soit x ∈ FΣe. Alors Sp(x, e) n'est pas U tout entier,et on peut don dé�nir log x ∈ C(x, e), log étant une déterminationadéquate du logarithme. Alors P (exp(1

2
log x))e = x donne le résultat.

�Si σ est un sous-ensemble à la fois fermé et ouvert de Sp(x, e) alors safontion aratéristique χσ (qui vaut 1 sur σ et 0 ailleurs) est ontinuesur Sp(x, e) (un tel sous-ensemble sera appelé sous-ensemble spetral).C'est en partiulier le as d'une valeur propre isolée. Supposons que eiθsoit isolée dans Sp(x, e) et posons
p(x, e, θ) = G−1

x,e(χ{eiθ}).C'est un idempotent (on dira aussi projeteur) auto-adjoint de E(e).Notons dans e qui suit p = p(x, e, θ). L'opérateur L(p) agissant sur
A(e) véri�e (f. [FK94, Proposition III.1.3℄)

(L(p)− 1)(2L(p)− 1)L(p) = 0et don, si l'on note Aα(e) l'espae propre de L(p)|A(e) assoié à la valeurpropre α,
A(e) = A0(e)⊕ A 1

2

(e)⊕ A1(e).Puisque P (p)2 = P (p) et P (p)L(p) = L(p)P (p) = P (p), le projeteurspetral assoié à la valeur propre 1 est P (p) et on notera Ap(e) =
A1(e) = P (p)A(e). Remarquons que P (p)Q(e) = Q(e)P (p) = Q(p) etdon P (p)E(e) = Ap(e)⊕ iAp(e).Dé�nition 4.7. On dit que eiθ est une valeur propre isolée de multi-pliité �nie si Ap(e) est de dimension �nie.Proposition 4.8. Soient x et e deux unités telles que 1 soit isolée dans
Sp(x, e) et soit p = p(x, e, 0). Alors

Ap(e) ⊂ kerB(x, e).En partiulier si (x, e) est une paire de Fredholm (non transverse) alors
1 est une valeur propre isolée de multipliité �nie.Démonstration. Notons y = x− p. Alors

p⊥ = e− p = G−1
x,e(χSp(x,e)\{1})et

Gx,e(y) = x̂− χ{1} = x̂− χ{1}x̂ = (1− χ{1})x̂ = χSp(x,e)\{1}x̂,



14 STEPHANE MERIGONdon y ◦ p⊥ = y. Soit a ∈ Ap(e) : p ◦ a = a et p⊥ ◦ a = 0. Comme
A0(e) ◦ A1(e) = 0on a a ◦ y = 0 et x ◦ a = p ◦ a + y ◦ a = a. Comme x2 = p + y2 et

p⊥ ◦y2 = y2 il vient de même x2 ◦a = a et �nalement B(x, e)a = 0. �Si Ap(e) est une JB-algèbre de dimension �nie, 'est une algèbrede Jordan formellement réelle (f [HOS84, 2.9℄). Un idempotent d'unetelle algèbre est dit primitif s'il n'est pas somme de deux tripotentsorthogonaux non nuls. Toute famille de tripotents orthogonaux nonnuls étant libre, p s'érit omme somme �nie d'idempotents primitifsdont le nombre de termes ne dépend pas de la déomposition : onl'appelle le rang de p et aussi le rang de l'algèbre Ap(e) (et on le note
rang p).Dé�nition 4.9. Si eiθ ∈ Sp(x, e) est une valeur propre isolée de mul-tipliité �nie et p(x, e, θ) le projeteur assoié on pose

µ(x, e, θ) = rang p(x, e, θ),et par onvention µ(x, e, θ) = 0 si eiθ 6∈ Sp(x, e). Si θ = 0, on notesimplement µ(x, e) = rang p(x, e) et on appelle e nombre l'indie detransversalité de la paire (x, e).Si 1 est isolé dans Sp(x, e), soit 0 < ε < π tel que si Aε = {eiθ |
0 < |θ| ≤ ε}, Sp(x, e) ∩ Aε = ∅. Dans une algèbre de Jordan Ba-nah, l'ensemble des éléments inversibles est ouvert, don il existe unvoisinage V de x tel que

∀y ∈ V y − e±iεe est inversible.Alors si y est une unité dans V, σε = Aε∩Sp(y, e) est un sous-ensemblespetral et on peut don dé�nir q(y, e, ε) = G−1
y,e(χσε

). Alors [DS, IX,lemma 13℄
q(y, e, ε) =

∫

|λ−1|=ε

1

2iπ
(λe− y)−1dλ,e qui prouve, l'inversion étant ontinue, que si y est su�sammentprohe de x, q(y, e, ε) l'est su�samment de p(x, e). Or dans [Chu06℄,il est prouvé que si p est un idempotent d'une JB-algèbre A, toutidempotent q dans un voisinage de p peut s'érire

q = exp pv(p)où v ∈ A0(p), pv = 4 [L(v), L(p)] et exp pv est un automorphisme de A.Quitte à restreindre V, on a don, en faisant p = p(x, e) et q = q(y, e, ε) :pour tout y dans V, Aq(e) est isomorphe à Ap(e). En partiulier, si
Ap(e) est de dimension �nie alors Aq(e) aussi et les rangs sont égaux.Nous avons maintenant besoin du lemme suivant :



L'INDICE DE MASLOV 15Lemme 4.10. Soient x et e deux unités et σ un sous-ensemble spetralde Sp(x, e). Si p = G−1
(x,e)(χσ) alors P (p)x et p sont deux unités de

P (p)E et on a les propriétés suivantes :(1) P (p)C(x, e) = C(P (p)x, p) ⊂ C(x, e),(2) Sp(P (p)x, p) = σ,(3) Si f ∈ C(Sp(x, e)) alors f ∈ C(σ) et P (p)f(x) = f(P (p)x).Démonstration. (1)P (p)x2 = pxxp = pxxp2 = pxpxp = pxppxp =
(P (p)x)2 puisque p ∈ C(x, e).(2) Si λ 6∈ Sp(P (p)x, p) alors il existe z ∈ C(P (p)x, p) tel que

(λp− P (p)x)z = p.Soit g(µ) = (1− χσ(µ))(λ− µ)−1 pour µ ∈ Sp(P (p)x, p). Alors
g(x)(λe− x) = e− p.Grâe à (1), (λe−x)z = (λe−x)P (p)z = (λe−x)pzp = (λp−P (p)x)z =

p et
(g(x)− z)(λe− x) = p+ e− p = e.Don λ 6∈ Sp(x, e). Réiproquement, si λ 6∈ σ soit h(µ) = χσ(µ)(λ −

µ)−1 pour µ ∈ Sp(x, e). Alors h(x)(λe− x) = p don
P (p)h(x)(λp− P (p)x) = ph(x)p((λp− pxp) = ph(x)(λe− x)p = p.

�Il en résulte que σε est disret et si σε = {eiθ1 , . . . , eiθn} (où les valeurssont distintes) alors µ(x, e) =
∑

j=1,...,n µ(y, e, θj). En résumé,Lemme 4.11 (perturbation de l'indie de transversalité). Soit (x, e)une paire d'unités telle que 1 soit une valeur propre isolée de Sp(x, e)de multipliité �nie. Alors il existe 0 < ε < π et un voisinage V de xdans Σ tels que pour toute unité y ∈ V, Sp(y, e) ∩ Aε onsiste en unnombre �ni de valeurs propres isolées de multipliités �nies et
µ(x, e) =

∑

|θ|≤ε

µ(y, e, θ).5. L'indie de MaslovOn onsidère dans ette partie un hemin ontinu x : [0, 1]→ Σ telque pour tout t ∈ [0, 1], (x(t), e) soit une paire de Fredholm. En parti-ulier, pour tout t, 1 est une valeur propre isolée de multipliité �nie de
x(t) par rapport à e. Les résultats suivant généralisent eux de [Fur04℄et grâe à la partie préédente les démonstrations sont semblables etparfois laissées au leteur.



16 STEPHANE MERIGONLemme 5.1. Il existe une subdivision t0 = 0 < t1 < · · · < tN = 1 etdes réels εj ∈ ]0, π[, j = 1 . . . N tels que ∀t ∈ [tj−1, tj]

µ(x(t), e,±εj) = 0,et
Sp(x(t), e) ∩ Aεj

onsiste en un nombre �ni de valeurspropres isolées de multipliités �nies.Démonstration. La démonstration se opie sur elle de [Fur04, lemma3.1℄ en utilisant le lemme 4.11. On l'applique à haque (x(t), e) pour
t ∈ [0, 1] et on obtient des voisinages Vt et des εt. On extrait un reou-vrement �ni de [0, 1] :
[
0 = s0, s0 + δ+

0

[
, . . . ,

]
si − δ−i , si + δ+

i

[
, . . . ,

]
sN−1 − δ−N−1, sN−1 = 1

]et on pose
t0 = s0 = 0, t1 = s0 + δ+

0 , . . . , tN−1 = sN−2 + δ+
N−2, tN = sN−1 = 1et

εj = εsj−1
.

�On dira qu'une telle subdivision t0 = 0 < t1 < · · · < tN = 1 estadmissible pour les εj, j = 1, . . . , N . Posons
k(t, εj) =

∑

0≤θ≤εj

µ(x(t), e, θ) pour tj−1 ≤ t ≤ tj .Lemme 5.2. Soit t0 = 0 < t1 < · · · < tN = 1 une subdivision admis-sible pour les εj, j = 1, . . . , N et les ε̃j, j = 1, . . . , N . Alors pour tout
1 ≤ j ≤ N ,

k(tj, εj)− k(tj−1, εj) = k(tj , ε̃j)− k(tj−1, ε̃j)Démonstration. Supposons que εj ≥ ε̃j. Alors
k(t, εj)− k(t, ε̃j) =

∑

ε̃j≤θ≤εj

µ(x(t), e, θ).Mais si γ est le erle de diamètre [
eiεj , eiε̃j

], et pt = 1
2iπ

∫
γ
(λe −

x(t))−1dλ alors ∑
ε̃j≤θ≤εj

µ(x(t), eiθe) = rang (pt). Mais t 7→ pt est on-tinue don le rang de pt est onstant. �Proposition-Dé�nition 5.3. La quantité
Mas(x(t), e) =

N∑

j=1

(k(tj , εj)− k(tj−1, εj))ne dépend ni des tj, ni des εj, pourvu que la subdivision t0, . . . , tN soitadmissible pour les εj. On l'appelle l'indie de Maslov du hemin x(t)par rapport au point e.



L'INDICE DE MASLOV 17Démonstration. La démonstration utilise le lemme préédent ommedans [Fur04, Proposition 3.3℄. �Théorème 5.4. L'indie de Maslov (par rapport à un point �xé) estadditif pour la onaténation des hemins et invariant par homotopie.Le Lemme 4.11 permet enore une fois d'adapter la démonstrationde [Fur04, Theorem 3.6℄.6. la dimension finieDans ette partie on suppose E de dimension �nie. Soient x et e dans
Σ. Il existe d'uniques nombres omplexes u1, . . . , uk, de module 1 et tousdistints, et un unique système omplet d'idempotents orthogonaux
c1, . . . , ck de l'algèbre de Jordan A(e) tels que (f. [FK94, PropositionX.2.3 et Theorem III.1.1℄)

x = u1c1 + · · ·+ ukck.L'indie de transversalité est simplement
µ(x, e, θ) = µ(x, eiθe) =

∑

j tq uj=eiθ

rang (cj).Exemple 6.1. On alule l'indie de Maslov dans le as du erle pourles hemins suivants :(i) x(t) = eitϕe, où ϕ ∈ [0, π[.On hoisit ϕ < ε < π et alors
µ(x(t), e±iεe) = 0 pour t ∈ [0, 1]et don

Mas(x(t), e) =
∑

0≤θ≤ε

µ(eiϕe, eiθe)−
∑

0≤θ≤ε

µ(e, eiθe) = 1− 1 = 0(ii) x(t) = eitϕ+ψe, où ψ ∈]0, 2π[ et 0 < ϕ < 2π − ψ.On hoisit 0 < ε < min{ψ, 2π − (ϕ+ ψ)} et alors
µ(x(t), e±iεe) = 0 pour t ∈ [0, 1]et don

Mas(x(t), e) =
∑

0≤θ≤ε

µ(eiϕ+ψe, eiθe)−
∑

0≤θ≤ε

µ(eiψe, eiθe) = 0− 0 = 0(iii) x(t) = e−itϕe, où ϕ ∈ [0, π[.On hoisit ϕ < ε < π et alors
µ(x(t), e±iεe) = 0 pour t ∈ [0, 1]et don

Mas(x(t), e) =
∑

0≤θ≤ε

µ(eiϕe, eiθe)−
∑

0≤θ≤ε

µ(e, eiθe) = 0− 1 = −1.



18 STEPHANE MERIGONOn peut alors onstruire un indie pour les ouples de points dansle revêtement universel Σ̃ de Σ (dont une onstrution se trouve dans[CK07℄). Si σ̃ et τ̃ ont pour projetions respetives σ et τ alors onpose Mas(σ̃, τ̃ , e) = Mas(x(t), e) où x est n'importe quel hemin d'ex-trémités σ et τ dont le relèvement d'origine σ̃ se termine en τ̃ . Onnote m(σ̃, τ̃) l'indie de Souriau généralisé1 onstruit dans [CK07℄ et
ι(σ1, σ2, σ3) l'indie triple de [Cle04℄.On suppose désormais que E est simple, autrement dit que A(e) estsimple (ie. ne ontient pas d'idéal non trivial). Alors la omposanteonnexe K(e) du groupe des automorphismes de A(e) agit de manièretransitive sur l'ensembles des repères de Jordan de A(e) (systèmes om-plets d'idempotents primitifs, f. [FK94℄).Théorème 6.2. Soient σ̃ et τ̃ dans S̃, de projetions respetives σ et
τ , et soit e dans Σ. Alors(E) Mas(σ̃, τ̃ , e) =

1

2
(m(σ̃, τ̃ ) + ι(e, τ, σ) + µ(τ, e)− µ(σ, e)).Démonstration. Soient

σ̃ = (σ =
∑

eiϕjcj, rϕ) et τ̃ = (τ =
∑

eiφjdj , rφ)deux points de S̃, (cj) et (dj) étant deux repères de Jordan de A(e).Posons τ̃ ′ = (τ ′ =
∑
eiφjcj, rφ). Il existe k ∈ K(e) tel que kdj = cj ,

j = 1 . . . r, et soit t 7→ kt un hemin dans K(e) tel que k0 = id et k1 = k.Alors t 7→ (
∑
eiφjktdj, rφ) est un hemin dans S̃ et on note t 7→ x(t)sa projetion. Alors Mas({x(t)}, e) est nul ar µ(x(t), e) est onstant.De plus m(τ̃ , τ̃ ′) + ι(e, τ ′, τ) + µ(τ ′, e) − µ(τ, e) = m(ẽ, τ̃ ′) − m(ẽ, τ̃ ),où ẽ est un point quelonque au dessus de e, et ette dernière quantitéest nulle. Comme le seond membre de (E) est aussi additif pour laonaténation des hemins, il su�t de démontrer (E) en remplaçant τ̃par τ̃ ′. Supposons que ϕj ∈ [0, 2π[ et que rϕ =

∑
ϕj, e qui est possiblesans perte de généralité. On onsidère le hemin

t 7→
∑

ei(1−t)ϕj cjSon relevé d'origine σ̃ se termine en (e, 0), et son indie de Maslovest nul puisqu'il se déompose en une suession de hemins unidimen-sionnels d'indies de Maslov nuls. D'autre part, si on pose l = card{j |
ϕj = 0 [2π]} alors
m(σ̃, (e, 0)) + ι(e, e, σ) + µ(e, e)− µ(σ, e) = −(r − l) + 0 + r − l = 0,et don il reste à montrer que le formule est vrai si σ̃ = (e, 0). Supposonsque φj ∈ [0, 2π[ et que rφ =

∑
φj +2kπ. L'indie de Maslov du hemin

t 7→
∑

eitφj1Dans le as de la Lagrangienne, et indie est en fait le double de l'indie deSouriau.



L'INDICE DE MASLOV 19est nul, et si l = card{j | φj = 0 [2π]} alors
m((e, 0), (τ,

∑
φj))+ ι(e, τ, e)+µ(τ, e)−µ(e, e) = r− l+0+ l− r = 0.Considérons en�n le hemin

t 7→ eiφ1+2ktπ +

r∑

j=2

eiφj ,dont le relevé d'origine (τ,
∑
φj) se termine en τ̃ . Son indie de Maslovvaut k, tout omme le membre de droite de (E). �Remarque 6.3. En faisant σ = τ dans l'équation (E) on voit quel'indie d'un laet ne dépend pas du point par rapport auquel on lealule.Remarque 6.4. En faisant σ = e, on obtient

Mas(σ̃, τ̃ , σ) =
1

2
(m(σ̃, τ̃) + µ(τ, σ)− r)et don on peut retrouver l'indie de Souriau, puis l'indie triple par laformule de Leray, grâe à e nouvel indie.Un indie triple a été onstruit en dimension in�nie par Neeb etØrsted (f. [NØ06℄), mais il est à valeur dans le groupe fondamental dugroupe strutural de E.Problème 6.5. Assoier une quantité numérique à et indie, et pou-voir retrouver et indie triple numérique grâe à l'indie pour leshemins. Référenes[Arn67℄ V. I. Arnol′d, On a harateristi lass entering into onditions of quan-tization, Funkional. Anal. i Priloºen. 1 (1967), 1�14.[Arn85℄ , Sturm theorems and sympleti geometry, Funktsional. Anal. iPrilozhen. 19 (1985), no. 4, 1�10, 95.[BBF98℄ Bernhelm Booss-Bavnbek and Kenro Furutani, The Maslov index : a fun-tional analytial de�nition and the spetral �ow formula, Tokyo J. Math.21 (1998), no. 1, 1�34.[BKU78℄ Robert Braun, Wilhelm Kaup, and Harald Upmeier, A holomorphi har-aterization of Jordan C∗-algebras, Math. Z. 161 (1978), no. 3, 277�290.[Chu06℄ Cho-Ho Chu, Grassmann manifolds of Jordan algebras, Arh. Math.(Basel) 87 (2006), no. 2, 179�192.[CK07℄ Jean-Louis Cler and Khalid Koufany, Primitive du oyle de Maslovgénéralisé, Math. Ann. 337 (2007), no. 1, 91�138.[Cle04℄ Jean-Louis Cler, L'indie de Maslov généralisé, J. Math. Pures Appl. (9)83 (2004), no. 1, 99�114.[CØ01℄ J. L. Cler and B. Ørsted, The Maslov index revisited, Transform. Groups6 (2001), no. 4, 303�320.[CØ03℄ Jean-Louis Cler and Bent Ørsted, The Gromov norm of the Kaehler lassand the Maslov index, Asian J. Math. 7 (2003), no. 2, 269�295.
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