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Rubrique
Rédu
tion du 
haoshamiltonienUne goutte de 
olorant que l'on agite dans un verre d'eau illustre la di�usion 
haotique des parti
ulesdans tout le volume disponible. Ce phénomène est aussi observé dans les a

élérateurs de parti
ules oudans les plasmas de tokamak. Cependant il est possible de 
ontr�ler 
e 
haos en 
onstruisant desbarrières de transport qui agissent 
omme des murs immatériels empê
hant ou 
analisant la di�usiondes parti
ules. Ce 
ontr�le est réalisé par une a
tion extérieure asso
iée à un faible 
oût énergétique.
L

es systèmes déterministessont 
ara
térisés par deséquations du mouvementoù, formellement, une traje
toireest entièrement déterminée parses 
onditions initiales. Cependant,ils présentent en pratique des
omportements apparemment erra-tiques, appelés 
haotiques, qui semanifestent par une forte sensibil-ité aux 
onditions initiales (illus-trée par le métaphorique battementd'ailes de papillon au Brésil pouvantprovoquer une tornade au Texas).Par 
onséquent, ils font du déter-minisme de Newton et Lagrange,plus un 
on
ept théorique qu'uneréalité pratique, 
ar, pour 
onnaîtreles traje
toires et don
 le 
om-portement du système, il faudrait
onnaître ave
 une pré
ision in�nieles 
onditions initiales. Les man-ifestations du 
haos déterministesont nombreuses et variées. Pour lessystèmes physiques impliquant unfaible nombre de parti
ules, 
omme
'est le 
as en mé
anique (
elle desystèmes simples mais aussi 
elledu système solaire), 
ette sensi-

bilité aux 
onditions initiales em-pê
he de prévoir l'évolution glob-ale dans l'espa
e des phases. Malgréla 
onnaissan
e pré
ise des équa-tions qui modélisent le système per-mettant de 
onnaître la dynamiqueaussi pré
isément qu'on le souhaitemais sur des temps 
ourts, 
etteinstabilité empê
he de déterminer,même grossièrement, les 
omporte-ments sur des temps longs. Pourdes problèmes physiques mettant enjeu un grand nombre de parti
ules(
omme en météorologie, ou plusgénéralement en hydrodynamiqueou en physique des plasmas), la
onnaissan
e et la prévision de laposition dans l'espa
e des phasesdes di�érentes parti
ules n'est pasun enjeu. Cependant, le 
haos semanifeste aussi par l'imprévisibilitéà grande é
helle et des propriétésde transport radi
alement nouvelles(di�usion des parti
ules dans l'es-pa
e des phases), et 
'est dans 
e 
asque le mot 
haos prend une signi�-
ation pro
he du sens 
ommun, ledésordre. Pour les systèmes hamil-toniens (voir en
adré), 
es pro-

priétés nouvelles sont au 
oeur dela 
ompréhension et du 
ontr�lede nombreux systèmes physiques.Des exemples sont donnés par laphysique des parti
ules (
ollimata-tion du fais
eau), l'hydrodynamique(mélange par adve
tion 
haotique)ou la physique des plasmas (
on-�nement magnétique d'un plasmade fusion). L'importan
e du 
on-tr�le de 
es systèmes réside dansl'amélioration des performan
es as-so
iées mais aussi dans la 
onnais-san
e de la physique sous-ja
ente.Le 
ontr�le 
onsiste en une mod-i�
ation du système physique. Ilest réalisé, par exemple, par l'ajoutd'un dispositif extérieur au système,et se traduit par une modi�
ationdes équations qui déterminent sonévolution. Si le système présente un
omportement 
haotique à grandeé
helle, le but de 
ette modi�
ationest de réduire ou de supprimer le
haos ou le transport qui lui est as-so
ié. La stratégie que l'on adopteest 
elle de la 
onstru
tion de bar-rières de transport dans l'espa
e desphases.1



RubriqueEn
adré 1SYSTÈMES HAMILTONIENS : DE L'INTÉGRABILITÉ AU CHAOSUn système hamiltonien à N degrés de liberté est unsystème dynamique dont les équations d'évolutionobéissent aux équations de Hamilton, 
'est-à-dire qu'ilexiste une fon
tion s
alaire des positions
x = (x1, x2, . . . , xN ) et des moments
p = (p1, p2, . . . , pN ) (
omme par exemples les quantitésde mouvement), notée H, telle que l'évolution desvariables 
anoniques x et p véri�ent

dxj

dt
=

∂H

∂pj

,

dpj

dt
= −

∂H

∂xj

,pour j = 1, . . . , N . Les systèmes 
onservatifs demé
anique sont des exemples de 
es systèmes, où Hest l'énergie du système (somme de l'énergie 
inétique
p2/2m et de l'énergie potentielle V (x)). Un systèmehamiltonien est dit intégrable s'il a autant de quantités
onservées (indépendantes et en involution) que dedegrés de liberté N . Une quantité 
onservée F est unefon
tion s
alaire des positions x et des moments ptelle que dF/dt = 0. Dans 
e 
as, les solutions deséquations du mouvement peuvent s'obtenir parquadrature. Ave
 des hypothèses plus fortes, on montrequ'il existe un 
hangement de variables 
anoniques(
'est-à-dire tel que les équations de Hamilton sont

préservées pour les nouvelles variables)
(p,x) 7→ (A, θ), appelées variables a
tions-angles, telque le Hamiltonien s'é
rit 
omme une fon
tionuniquement des a
tions A, 
'est-à-dire,
H(p,x) = H0(A). Dans 
e 
as, les équations deHamilton montrent que les a
tions sont des quantités
onservées et que les angles évoluent linéairement enfon
tion du temps. La dynamique se déroulent alorspériodiquement ou quasi-périodiquement sur des tores,appelés tores invariants (
ar ils sont invariants par ladynamique). D'une manière plus globale, l'espa
e desphases est rempli de 
es tores invariants dans le 
asintégrable et les traje
toires s'obtiennent expli
itementpar intégration dire
te des équations de Hamilton.La question qu'il est naturel de se poser est lapersistan
e des 
es stru
tures régulières lorsqu'onperturbe le système, 
'est-à-dire lorsqu'on 
onsidère
H = H0(A) + V (A, θ). Le théorème KAM(Kolmogorov, Arnold, Moser) donne le 
adre pourrépondre à 
ette question. Sous 
ertaines hypothèsessur la perturbation, et notamment pour desperturbations de faibles amplitudes, 
ertains toresinvariants sont préservés. Lorsque l'amplitude de laperturbation augmente, de plus en plus de tores sontdétruits, laissant pla
e à des traje
toires qui ne sontplus 
on�nées sur des tores mais qui errent
haotiquement dans l'espa
e des phases.DES BARRIERES DE TRANSPORTEn suivant l'appro
he dePoin
aré, il est plus importantde penser la dynamique en termede stru
tures dans l'espa
e desphases plut�t qu'en terme de tra-je
toires individuelles. On pourraalors déterminer le 
omportementdes traje
toires à partir des pro-priétés de 
es stru
tures. Des stru
-tures très importantes pour la dy-namique sont les tores invariants(voir �gure 1) qui peuvent être vus
omme les restes de l'intégrabil-ité du système 
ar ils remplissentl'espa
e des phases dans le 
as in-tégrable et sont progressivementdétruits à mesure que l'amplitudede la perturbation augmente (voiren
adré 1). Ces stru
tures régulièresdiminuent fortement la di�usion desparti
ules, 
ar pour deux degrés deliberté, les tores invariants agissent


omme des barrières infran
hiss-ables par les parti
ules, et à troisdegrés de liberté, les phénomènesde 
ollage sur les tores invariantsdiminuent signi�
ativement la dif-fusion.
Figure 1 � Un exemple de stru
turerégulière importante pour la dynamique :un tore invariant sur lequel se déroulentdes traje
toires (en bleu) et une se
tionde Poin
aré de 
e tore en rouge (
'est-à-dire, une se
tion plane de la traje
toiredans l'espa
e des phases).

Des travaux ré
ents e�e
tuésau Centre de Physique Théoriquede Marseille ont permis de met-tre en pla
e une stratégie de 
on-tr�le fondée sur une petite mod-i�
ation des équations gouvernantla dynamique. Cette modi�
ationest e�e
tuée en respe
tant la stru
-ture hamiltonienne du problème ettraduit une perturbation du sys-tème par une a
tion extérieure(réalisée à l'aide d'ondes éle
tro-magnétiques par exemple). D'unemanière générique, si on introduitune perturbation du système, uneaugmentation du 
haos est atten-due. C'est le 
as, par exemple, dela transition au 
haos d'un systèmeintégrable dé
rit par H0 ayant unespa
e des phases feuilleté par destores invariants (
'est-à-dire, 
om-posé d'un superposition de tores).En ajoutant une perturbation V ,2




'est-à-dire, en 
onsidérant le sys-tème dé
rit par le hamiltonien H =
H0 + V , la plupart des tores invari-ants sont brisés et le système de-vient 
haotique. On s'attend don
génériquement à 
e qu'une pertur-bation additionnelle f (
'est-à-dire,un système dé
rit par le hamil-tonien H0+V +f) augmente en
oreplus le 
haos. Cependant, il existeun ensemble de perturbations addi-tionnelles f qui 
onduisent à unerédu
tion ou même une suppres-sion des 
omportements 
haotiques.Dans de nombreux 
as, il en existeune in�nité même si, dans l'ensem-ble des perturbations possibles dusystème, elles sont peu nombreuses.Parmi les perturbations, appeléestermes de 
ontr�le, qui amènent unerédu
tion du 
haos, nous 
onsid-érons 
elles asso
iées à une petitemodi�
ation du hamiltonien. Pluspré
isément, le hamiltonien 
ontr�lépar le terme de 
ontr�le, noté f ,est Hc = H0 + εV + ε2f , où leHamiltonien Hc est moins 
haotiqueque H = H0 + εV , voire inté-grable. A l'aide de transformations
anoniques parti
ulières (transfor-mations de Lie pro
he de l'identité,qui sont des 
hangements de 
o-ordonnées qui préservent les équa-tions de Hamilton), on obtient desformes expli
itement 
al
ulables determes de 
ontr�le (qui ne sontpas uniques) d'ordre ε2, 
'est-à-dire,beau
oup plus petits que la per-turbation. On 
her
he ainsi à trou-ver un terme de 
ontr�le f tel que
H0+εV +ε2f , exprimé dans les nou-velles 
oordonnées soit un hamil-tonien intégrable 
omme H0. Ainsil'ajout de ε2f restaure globalementou lo
alement des quantités 
on-servées qui rendent le hamiltonienintégrable (voir en
adré). Ce prob-lème à deux fon
tions in
onnues(fon
tion génératri
e de la trans-formation 
anonique et terme de
ontr�le) 
ontraintes par une seuleéquation a en général une in�nitéde solutions. Il est naturel de 
hoisirla solution qui 
orrespond le plusà la situation physique et aux 
on-traintes asso
iées.

Nous illustrons 
ette stratégiesur un premier exemple, un pend-ule for
é qui sert de paradigme à latransition au 
haos hamiltonien. Onmontre, notamment à l'aide de se
-tions de Poin
aré, que la modi�
a-tion du potentiel permet de réduirele 
haos par restauration d'un en-semble de tores invariants de la dy-namique. La régularisation de sonespa
e des phases est réalisé à faible
oût énergétique.Le pendule for
é que l'on 
onsid-ère a pour équation du mouvement
ẍ + ω2

0
sinx = −ε sin(x − t),ou autrement dit, pour hamiltonien

h(p, x, t) =
p2

2
−ω2

0
cosx−ε cos(x−t).Dans le 
as où ε = 0, on re-
onnaît le pendule où le portraitde phases (
'est-à-dire la représen-tation de traje
toires dans l'espa
e

(x, p)) est représenté sur la �gure 2.
Figure 2 � Portrait de phase du pendule
ẍ + ω2

0
sinx = 0. Les traje
toires sedéroulent sur les 
ourbes isoénergétiques

p2/2 − ω2

0
cos x = const.Il est 
omposé, outre d'un équili-bre stable et d'un instable, de toresinvariants de rotation (où les tra-je
toires ne sont pas piégées par larésonan
e, 
'est le 
as d'un rota-teur) et de libration (où les traje
-toires sont piégées, 
omme dans le
as d'une balançoire). Si on aug-mente ε, le système n'est plus inté-grable et a un 
omportement 
hao-tique par brisure des tores invari-ants. Une se
tion de Poin
aré dupendule for
é est représentée sur la�gure 3.
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Figure 3 � Se
tion de Poin
aré pourle pendule for
é. Elle est 
onstituée parles points d'un ensemble de traje
toiresreprésentés tous les temps multiples de lapériode du potentiel, 
'est-à-dire 2π. Lespoints rouges (respe
tivement bleus) sont
eux de traje
toires issues de la partiebasse (respe
tivement haute) de l'espa
edes phase.Elle montre des traje
toires departi
ules rouges et bleues qui semélangent dans les zones 
hao-tiques. On restaure un tore invari-ant dans la zone 
haotique en modi-�ant le forçage, 
omme par exemple
ẍ + ω2

0
sin x =

−ε sin(x − t) − 2ε2 sin(2x − t).
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Figure 4 � Se
tion de Poin
aré pour lependule for
é 
ontr�lé.La 
onséquen
e est que les tra-je
toires rouges ne se mélangentplus aux traje
toires bleues (voir la�gure 4) ; on a restauré des bar-rières de transport (
'est-à-dire, destores invariants) ainsi qu'un rédu
-tion signi�
ative du 
omportement
haotique du système.Cette 
onstru
tion de barrièresde transport a été réalisée expéri-mentalement sur un Tube à OndesProgressives. Ce dispositif 
onsisteà faire interagir un fais
eau d'éle
-trons sortant d'un 
anon à éle
tronsave
 un ensemble d'ondes éle
tro-statiques lan
ées par un généra-teur d'ondes à travers une antennele long d'une héli
e en 
uivre. Ce3



Rubriquetube fait environ quatre mètres etse termine par un analyseur tro-
hoïdal qui analyse la distributiondes vitesses des éle
trons en �n detube (voir �gure 5) par appli
a-tion d'un 
hamp éle
trique et d'un
hamp magnétique perpendi
ulaire.L'intera
tion ondes-parti
ules pro-duit en général un élargissementen vitesse d'un fais
eau initiale-ment mono-
inétique lorsqu'il in-teragit ave
 au moins deux ondes.Il a été montré expérimentalementque le re
ouvrement des résonan
esasso
iées aux ondes engendre un
omportement 
haotique à grandeé
helle. L'expérien
e 
onsiste à faireinteragir le fais
eau ave
 deux on-des dont on 
onnaît exa
tementles 
ara
téristiques. Le hamiltoniendé
rivant l'expérien
e est très sim-ilaire au hamiltonien h pré
édent.Si on ajoute une troisième ondeéle
trostatique générique, on s'at-tend à augmenter le 
haos, et par
onséquent une di�usion a

rue desparti
ules en vitesse. Cependant, onpeut 
al
uler a priori les 
ara
téris-tiques d'une troisième onde de tellesorte que le 
haos soit réduit demanière signi�
ative. Cette rédu
-tion entraîne du 
oup une forte ré-du
tion de la dispersion en vitessedes éle
trons (voir �gure 6). Il està noter que 
ette rédu
tion a étéréalisée ave
 un apport énergétiqueadditionnel de 0.1% par rapport ausystème des deux ondes initiales.
Figure 5 � S
héma d'un Tube àOndes Progressives (TOP) : un 
anonà éle
trons, une héli
e où se propageun ensemble d'ondes éle
trostatiques, unanalyseur tro
hoïdal pour analyser lesvitesses des éle
trons au bout du tube.

Figure 6 � Distribution de vitessesdes éle
trons à la sortie du TOP :le fais
eau n'interagissant ave
 au
uneondes (en haut), le fais
eau interagissantave
 deux ondes (au milieu) et le fais
eauinteragissant ave
 trois ondes dont une de
ontr�le (en bas).Les simulations numériques ainsique l'expérien
e dé
rite 
i-dessusnous montrent qu'il est possible deréduire la di�usion par 
onstru
-tion de barrières de transport àl'aide d'une petite modi�
ation dusystème. Ces barrières de trans-port sont parti
ulièrement utilesen physique des plasmas où l'on
her
he à 
on�ner des parti
ules
hargées par des 
hamps extérieurs.Cette appli
ation est envisagée dansla suite de 
et arti
le.APPICATION AU CONFINEMENTMAGNETIQUE D'UN PLASMALes pertes d'énergie et de par-ti
ules dues au transport anor-mal dans les appareils de 
on�ne-ment magnétique de type toka-mak sont en
ore un sérieux obsta-
le pour la fusion thermonu
léaire
ontr�lée. Au niveau d'ITER, des
hangements aussi modestes soient-ils dans les propriétés de 
on�ne-

ment peuvent 
hanger de manièredrastique le fa
teur d'ampli�
ationd'énergie. Les états de meilleur 
on-�nement trouvés empiriquement etla possibilité de réduire et/ou sup-primer le 
haos ave
 les pertur-bations paramétriques (essentielle-ment développées pour les systèmesdissipatifs), suggèrent d'étudier lapossibilité d'une stratégie de 
on-tr�le du transport 
haotique par desperturbations appropriées agissantau niveau mi
ros
opique des mou-vements des parti
ules 
hargées.Le transport anormal d'originenon 
ollisionnelle (
'est-à-dire le dé-pla
ement non-di�usif d'un ensem-ble de parti
ules 
hargées en l'ab-sen
e de 
ollisions) est aujourd'huiattribué à la présen
e de �u
tua-tions turbulentes du 
hamp éle
tro-statique dans les plasmas de fusion.Il y a plusieurs années, il a été mon-tré que la dérive E×B que subissentles parti
ules tests 
hargées suiv-ant le mouvement du 
entre guidedonne une expli
ation naturelle dela di�usion à travers le 
hamp mag-nétique de 
on�nement B. Ces par-ti
ules tests (de 
harge q et de masse
m) qui peuvent être, par exemple,des éle
trons ou des impuretés (su�-isamment diluées pour ne pas in-�uen
er le 
hamp éle
trique), sontsoumises à la for
e de Lorentz etl'équation du mouvement est

m
dv

dt
= q

(

E +
v

c
× B

)

.De 
ette équation, on montre quele 
omposante transverse (au 
hampmagnétique B) de la vitesse v apour expression
vd =

c

B2
E(x, y, t) × B,à des termes près qui sont néglige-ables dans le 
as d'un fort 
hampmagnétique (pression 
inétique nég-ligeable devant la pression magné-tique, 
e qui est le 
as dans un toka-mak en première approximation).Dans le 
adre de 
ette approxima-tion, appelée approximation du 
en-tre guide, les équations du mou-vement des parti
ules 
hargées enprésen
e d'un 
hamp magnétique4



toroïdal intense B = Bez et d'un
hamp éle
trique non stationnaire
E(x, y, t) = −∇V (x, y, t) sont don


d

dt

(

x

y

)

=
c

B

(

−∂yV (x, y, t)

∂xV (x, y, t)

)

.On re
onnaît i
i un système hamil-tonien où les 
oordonnées spatiales
x et y jouent le r�le de variables
anoniquement 
onjuguées et lepotentiel éle
trostatique V (x, y, t),spatialement turbulent, est le hamil-tonien du système.Comme le potentiel dépenddu temps, les parti
ules 
hargéesne suivent plus les 
ourbes iso-potentielles. En fait, 
ette dépen-dan
e en temps introduit de la dif-fusion dans le système et ainsi dé-
on�ne les parti
ules. L'idée est detrouver une modi�
ation du po-tentiel éle
trostatique V qui aug-mente signi�
ativement le 
on�ne-ment des parti
ules 
hargées. Deplus, 
ette modi�
ation doit répon-dre à plusieurs 
ontraintes et no-tamment elle ne doit introduirequ'un faible 
oût énergétique pourêtre envisageable expérimentale-ment. Le potentiel éle
trostatique
ontr�lé est don

Vc(x, y, t) = V (x, y, t) + f(x, y, t),où ‖f‖ ≪ ‖V ‖ et f est 
al
uléà partir d'expressions expli
ites determes de 
ontr�le (par 
ro
hets dePoisson su

essifs).Une prémière étape dans 
e sens
onsiste à 
onsidérer une modélisa-tion du potentiel éle
trostatique en
onsidérant un ensemble de modesde la transformée de Fourier spatio-temporelle :

V (x, y, t) =
∑

m,n

Vmn

× sin[mx + ny

+ϕmn − ωmnt],(1)où les Vmn dé
roissent en a

ordave
 les données expérimentales,
'est-à-dire, Vm,n = a‖(m, n)‖−3.Pour des petites valeurs de a, lehamiltonien autonome a la forme
H(x, y, E, t) = E + V (x, y, t), 
'est-à-dire, un Hamiltonien intégrable

H0 = E (pour lequel les parti
ulessont immobiles) plus une perturba-tion V . Si on 
al
ule le terme de
ontr�le f , on s'aperçoit qu'il ayantun spe
tre trop ri
he pour la miseen pla
e expérimentale, il est envis-agé une tron
ature de la série don-nant f . Dans 
e 
as, on 
onsidèreune approximation du terme de 
on-tr�le donné par une série in�nie. Cepremier terme f2, d'ordre ‖V ‖2, esttel que le Hamiltonien donné par
Hc = H0 + V + f2 est plus pro
hede l'intégrabilité que le Hamiltoniende départ H0 + V , 
'est-à-dire, telque Hc est 
anoniquement 
onjuguéà H0 + O(‖V ‖3). Il est donné par :
f2 = −

1

2

(

∂ΓV

∂x

∂V

∂y
−

∂ΓV

∂y

∂V

∂x

)

,

où, dans le 
as 
onsidéré, la fon
-tion ΓV est une primitive de V parrapport au temps. Les autres ter-mes de la série donnant f se 
al-
ulent expli
itement par ré
urren
e,ave
 des 
ro
hets de Poisson su

es-sifs ave
 ΓV . Il est à noter qu'ave
le terme de 
ontr�le f , les parti
-ules tests sont stoppées et il n'y aplus de transport vers les bords 
ar
H0 + V + f est intégrable et 
anon-iquement 
onjugué à H0 = E.L'e�
a
ité du terme de 
ontr�lepartiel f2, qui est aussi un test derobustesse de la stratégie de 
on-tr�le envisagée, est véri�ée à l'aidede simulations numériques. Nousavons 
omparé les propriétés destraje
toires de parti
ules obtenuesave
 le potentiel V et ave
 le po-tentiel 
ontr�lé Vc ave
 le terme de
ontr�le f2. La �gure montre deuxtraje
toires issues des mêmes 
on-ditions initiales 
al
ulées ave
 etsans le terme de 
ontr�le. La par-ti
ule reste 
on�née dans une ré-gion étroite dans le 
as 
ontr�lé, in-diquant une rédu
tion du transportvers les bords.
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ontr�lé V + f2.Le fond représente les lignes de niveauxdu potentiel V + f2 à un instant donné(t = 0).La mesure de l'amplitude rela-tive du terme de 
ontr�le f2 parrapport au potentiel éle
trostatiquemontre que le terme de 
ontr�le estune petite modi�
ation du poten-tiel éle
trostatique (de l'ordre dequelques pour
ents). Il est à noterque la 
onstru
tion du terme de
ontr�le dépend de la 
onnaissan
edu potentiel V . Il a été montrénumériquement que même une 
on-naissan
e grossière (par des mesuressur les points d'une grille spatiale,par exemple) permet de réduiresigni�
ativement la di�usion. Uneméthode d type rétro-a
tion perme-ttrait de mettre en pla
e le 
ontr�lepour un potentiel mesuré en tempsréel.Les prin
ipaux s
énarios pourITER sont fondés sur les bar-rières de transport. Ces barrières detransport sont souvent asso
iées àun grand apport d'énergie. Cettestratégie de 
ontr�le ouvre une voied'investigation possible pour 
réerdes barrières (ou réduire le trans-port turbulent) et améliorer le 
on-5
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