
HAL Id: hal-00140335
https://hal.science/hal-00140335

Submitted on 18 Apr 2007

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Optimal characterization of LF magnetic field using
multipoles

Riccardo Scorretti, Ricardo Takahashi, Laurent Nicolas, Noël Burais

To cite this version:
Riccardo Scorretti, Ricardo Takahashi, Laurent Nicolas, Noël Burais. Optimal characteriza-
tion of LF magnetic field using multipoles. COMPEL: The International Journal for Compu-
tation and Mathematics in Electrical and Electronic Engineering, 2004, 23 (4), pp.1053-1061.
�10.1108/03321640410553481�. �hal-00140335�

https://hal.science/hal-00140335
https://hal.archives-ouvertes.fr


��������	
���	����
�������������������	������������������������
�

�������������������������� !"���������#����$%����&'�����
	����(�����)**)�+����#��	�$���#��%���,�$�
-.��/���',�%��	�##�$0'���+�.12-3���'##,� ���$��"�
 !"��$�/����%�%����%���#�%����$���������� ����"�

&�#��
���4�$���� &����#"�
�56��#�7�������%�����������8��5#,�$�9��

�
�
�

���������

�
���������	
���
�������������������������	�
��������
���������
������
���
���������

��� ���
����
�����������
	������� ���!�
���� ��"����� �������  �� �������� 
�  �� �
� �#��$���
��
������ ����� ��
�����
 ����������
	���	�
���
���	 �����!�����

� �
�� ������� ���� 
��
������
������ �����������
��� �
���
�������
�����!�

�

�
����������	�����
�
���������	
������
���������������	��	����	���
���������	����

��������
�
��������
�����������������	������������
�������
������

���� ������� 
�
��

�� ���� ������
� ��� ���� ��
	�� ��	���� ���

���	
���	������	����������
������������������
	������������
�

	���
����������������������������
���	
��������������
���
�

�	����
��
���
�
����
��������
�������������
������	�����������

	��������������	��	����	���
�� �������	
�� �����������������

�!"�#$�%�&""��#$��
	������������
�����
����
��
�	������������

��������	
�
�����������������������
������������
	��������

'�������	���������
���������
�	��������
������	���	���	��������


�	
���
�����
��
��

����������
�
���
��
����������
�����

���
�����������
�	�&(�
�����)&*������������
	��������������
�


����
��� ��� ��� ������
�� +��	����� ���
� �
� ���� 	� ��	��
����


���	�������������
�����������	����	�����	���������
��������

�������������������
������������������������������
����
�
�����

	���������
���������),�-*�����
�����
��
����	���������	�������

��	�	�����$�� ���� �����
� �����	���� ��� ���� 	��� ��� ��������	��

	����	���
� �
���� ������
���	�� �	�	�� ���� 
	��� ���	� �
� ���

������
�
�
��
�	
���
���
��������
	��������������������	����

	����
�����
�������������	�	
����
����	�������	�����
�������

���
�
�������	������	���������	��	����	��������������
���	�����

��� �������������������
����������
	������������
�
���
��


����� ��������	�����
�������������	
�����������
����
�	�


	��������������).�!*��#��������	�
�
�����������
	���������

�����
���	������������ ��� ���������� ��
����������� ����������

���������������������	����	����)/*��	������������
�	�������
�

���� �����
��	
���	�
�������	��
�������	������
����+�
�	�������

����
	�����
�	�����	
�������
	����������������������
�����������

��� ���� �	�
����� ����
�� �
� ���� ����� ��� 
�	
���� ����� ����

	
���������
������������)0*��������
	��������������#��������

����
�	
���
�������������	
���
���	��������

	�������������

��	�������������	����������
�����
��	�������
���
�	��	����	���

�	
��� ��� ����
	��
�
������������ �
��
	������123�� ��� 	�


�������	��
��������
����	���������	�������
��45������
�������

���
��	������������������
��
����
�����������������
�������
�

��
�������	�
�
����
�������	��������
������
�����6�����	����

�	�	�������������������� �
�	
���
���������
��
���
��

����

���	���������	�����	��������	���	����������
����
�������

�
�
��������������������
�����&����
�
����
�
��������1	���������	����
����������	�
��������	
�6


	�����
�	�����	
��)7*�	���8�

��

"%∇ ⋅ =
� �

� �&��

�

� &∇ × =
� � �

� �,��

�

����	���
�����������������������	��	����	�����
�
����
���������

��������
��������
�� "& =
�

���
����	������
	��������������
�
�	��

�����
��������
�����������	�
�	�	���������	��ψ �����	��������

�������	�� '
�
�8�

�

&

 

� 'ψ
µ

= − ∇ = ∇ ×
� � ��

� �-��

�

9�������
���������	�
�����
��������2	��	��:
����	������	���

���
��	�������
����������	�
�������	���������
����);*�8�

�
&

�

&

� � �






�


 � 



 � 


(
' )

�
ψ ϑ ϕ

+∞

= =−

= � �
� �
� �

� � � �.��

�
&

�

&

&
� � �




�


 � 





(
' ' � )


 �
ϑ ϕ

+∞

=

= − × ∇� �
� �
� �

�
� ��

� �!��

�

������
�
 �

' �	������������������
���������������
����� ( ��
�	��

	�����	��� ��
�	����� 	��� � � �
�



) ϑ ϕ � 	��� ���� 
������	��

�	�
����
�)&"*�����������������
�
�
 �

' ������������������������

��� ( �	��������������	���
�
��
�������������
������	�������

������	�����������������	�����
��������

�

���	�������9���
�
3���.�	���!���������
��������
����������	���
� ( �����
� ( �


�
������	������������
������	������	����	�����
�����	�����

��
�������
�
�������<�������������	�������	�������	��	����	���

��	�	�����
	�������������������������� ( �
������������
���	
�





	���	
���

������#����������������������( ��
����������	������

��	��	������������������( (′ ≠ ���	�
����	�
�
����
�	������������

�����������
��

�

:��	�������9���������%�$�����,���6�
�
�������������������������	���
�
��
������������������	�������

������	������������
��������������
�����������������
����	�������

������	��������������	�	�����
	���������
������
�����������
������

��	��������
����*�������������������
�����
������������������

������+���������������
����8�

�
�	����&�8���
������������������
���������������
����

������ =�>�&� =�>�,� =�>�-�

�����������
� ?�>�-� ?�>�7� ?�>�&!�

��

���
� ���� 
	���
	���	�� ������ ��� ������ ���� ������
� �
�

�����������
�����������������.� ��� !��#�������������	����	��

	�����	����
� ���� �
��
���� 
�

� ��� ���� .� 	��� !� �	��� ��� ���

�����������	�����	��������������� 
 +≤ ��� ������
�������	��	�



	������������������������	���
�
��
��
�����
�����	����	���

������������	���	����
�����������

	�����
����	����
����
����

����6�������	�
����
��5��������	�����������
��	����
���	������


�

�����
� ��� ���� 
�
��
� 
	�� ��� ��
���������� �	���� �����

	�����������������������������������	���
�
��
��

�

�����;�6'6�����#����%�����6����$��9��������99����$���
�

5

�
��������	�� ( �	��������������	���
�
��
��	��������

���
����	�����	������
	��������������
�
��
�
�	
����������	�
���

���, ������
������
	������
�
���������	

�
����	�������������
�

��������� ����� ��
��� 	��� ��	�� ����� ���� ����	
���	��

��
������
�&�
��
����
�������8����
�	�-(���
�������������

�
��
�

	

���	��������	���
�	
���
����������� ���	�������
��������	��

����������������
�����	������������������������
�8��

�

[ ] [ ] [ ] [ ],σ⋅ +=
 	 � � ��� �/��

�

�������������
�σ2<�=�
����
�	��������	�

�	��
�	
���
����
���
���	������������������
�	�������
�	
������	���
��������

������	���	��	��������������������
�<�=�	���<
=���
�����������
����
	��
�
�������������
��
	�����)&&*�������������������
�

<>=�	�����
����	��	����
	������	�������
�������
�������������
���������
��	
�8�

�

[ ]� [ ] [ ]( ) [ ] [ ]
&

� �
−

= ⋅� 	 	 	 
 � �0��

�

[ ]� [ ] [ ]( )
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ]( )[ ]

&

&

&
���

-

�

� � �

, *

−

−

=
−

−

⋅

⋅

� 	 	


 � 	 	 	 	 


� �7��

�

                     
�&�� 5���	����� ���
��	����� 	

�
��� ����������

� ��� �����	������ ���	�������

2	��	��:
� ���	����� �
� ����	��8� ���
� �	��� ��
������� �	�� ��� ���
�������

�����������������
����������
���������
������
�����������������

������
�������
�	
���
���������
�,�
�
������	�������������

��������
�
��
��������0�����������������
�����8� -, *> !�

�

%�������?��6������$�?��:#�6�
�

����@����A��������
������������&�����
�
�
��������
��������

�������	��� 
�
��
� ��� 	�� 
�
����� ����
	�� �	��� ��� ���
�

�����
���	���������	�������
�)&,�&-*��
��
���������	�	
����
�

��� ��� ����
�
��� 	������� �������	��
� ��� ���� ������� ��� ����


������8�" �-�� �-�� ��������
�����������.��������
���
�$�����
�����


�	��
��	��������
���������������8�

�
,

� �

&

& ,

,*

� �

�

. � �
, =

= −�
� �

� �;��

�

������
� �,*

�
�
�

� �
� ���� 
	������� ������ ��
������ ��� ���� �6���


�	
���
������������
�������������	�����
����������

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�������&�8�
�������������
������

�

�

�������������
�

���
������������������

��������
�������	
��������
���������	�


�
����
�������	�������� �����
��	
�������@
�	
���
���A��	�	�

�	����������
�������
����	�	�����	�����
��	
�)7*������������


�������	
������	������������	��
�	
���
���
����
�	���
��

��������

�

����??#������$����������'#������#�
�

�����������	���
���/�."��
����������0�/�&�5���
���	����	������

������������	��
����������	���������$6�����������	���
��������

�����	������6������
�������������
���-/�
�	
���
���
������
�

������ ,�� �	��� ����� �	���� ��� 	� 
������ ��� �	���
� &�
�� ����

�����������
��	
���������
���
��
	�������������
����������
�

��	����	������ ����������	����
��������	������ ������	�����	���

��
�����
���	
��	����%�
����	���,���	���	��������
���������	�����

�����������������	�������
��4�5���<����������
�������������

�������	���
�
��
��	
����������
�
����

START 

MEASUREMENTS 

 
 

GENETIC 
ALGORITHM 


�

 
MAXIMUM 

LIKELIHOOD 
ESTIMATION 


����������$��

�

����>��
�

���B�>�C��
|

.� @�5�

END 

>�����B>C����������$��



�
�������,�8��������������������
�	
���
���������
��

�

���
�����	��������
��
���	����������
�
������	�������
���������

������������	�������
��
���������
�����������	����
������8�

�
�	����,�8��������������������	�����
���������

��	����
������ �	
���	�� �	
������ 4�5��

���>�"�

���>�"�

$��>�"�

���>��"�&�

���>�6"�"!�

$��>�6�"-"�

���>��"�-�

���>�6"�-�

$��>��"�.�

���>�6"�",&0�

���>�6"�"";"�

$��>��"�""&.�

��

 �������-�����	�
�������	���
�������������������
��	��������

���������<�����
�������	��������������	������������
����������
�

���
���	�����	�������	
��	������
�
������6�������	�
��������

�

	���	��� ���
�� ���

� �	��� ��� ���
��	�� 
�	������ 	��� 	���

����������������������������	�	�����
�����
�����������	��������

������������	�������
��
�����
�
���	�������
�
���
���������

�

�
�������-�8������������
��������
��������� 

�

 �� ������ ��� ��	������ ���� �����������

� ��� ���� 
���������

��������������	�����������������������������8�

�
� �

D
	� &""E
,*

� � �ε = − ⋅
� � �

� �&"��

�

���
������������	
��������
�����������	�
����������	���
�,�
��

�����������������������������
	��
�
��	���
����ε����	�����
	���8�-�-E���������	
���	���..E���������	
�������	���"�70E�

�����������������
�����
�
�������
�������������
�������������


����������
�����
�
����	��������	����
��������������	�	��	��

���	���������

�

:��������������9�����6���'��6�$��?��$���
�

5���
����	������
�����������	��
�
��������	����������	���	��

	����	�����
����������������
�����
�	
���
���
���������������

 �������������
�
������������
�	
���
���������
��	��������

��	���������	�
������������
������������
��������������������

���
��
�
����
�	���	��
����
���	�����������	������
	��	���	����

�������	����������	�������������
��
��
�	���	����������	����	�����

1������������������������

��������
�������	
�������	���	����

��� ����� �����
����	�
������
�������	�	��3����������
��
�	��

��	����	����
���������
��
����	�������	���	������� ��������������

	���������������

����������������������
�	
���
���������
��

��� ���
� �����
��� 
�
�� ������ ��������	����
� ��� ����


�	
���
���������
��	��������
�
��	�����5
�������
��	�

�	
���������	
�	��������	����	��������
��).*��
���������������
�

	�����	���������	�
��	���������������.��� �����
��	
������
������

�	��
�����
���
����
����
�����������
���	����
�����	���������

�
�������.�8�����
�	
���
���������
����	���������	�
��	�����������

�

���
�����	��������	�������
��������	�������
��
	�����	���
��������

�����������
�������!��	���
�	������

�8�����������������������


	���������
��������&"
!
���
�	�������&"

6&
����������������	��

��	�	������������������	��������	���������	����	����
�

�
�������!�8��
��
	���������������
��������������
���	���������	�
��	����������



1�
���
����	����������������	������
������������
���������������

������������������
��
������������
��
	�������εF&"6!E���������	��
�
�������� ��
������� ��ε>&"7E���� G�� �	��� �������� ��	�� ����
������
��
�����������������	�������
�8��������������
��
�
���	��

���� 
��������� �
� ���	���� ��� ���� �������� ���� ��
���� �
� ����

�
�������� �����������
��
���	������������
��
�������
����������

��������������
�	
���
���������
�����
��
�������
����������

�	�����	������������������
�����������
	�����<	=��������0��	
�
������
��
	�������-H&"

-,
��<�������������	��������
	�����������


	����
���������������������
�������<	=�������������
�
��
�
���������� ��������
	����
�	���������������

���������������

�������
�	
���
���������
��

�

�

��

�

��
�

�������/�8�������
�6���������������	���������������
������
�������
�����	�-(�

�������3��
���
�
������������

�

����??#������$���������#�����5�??#��$����
�

����
�������	
��������
��������������������������/���������
�

��
��
������	�
	���������������������	��6�	��������������	�

����������
������
�	
���
���
��	���������	����8�

	�� ���	���	���	�����������������/.������
��

��� ���	�
��	�����������&!������
��

����
����	���	
�������
���������������	�
�������������������
��

	���������������������������
��������
��
�������	���	������
��


����
�� ��������	
�
��	���������	��$	��������������������
�

�������1�����������������
����
�	�����
�	�����
�8�����	�������

���
�6���������

������������
����
�	������
���	�����
��	���

��������6���������

����������������������	���8 
�

�	����-�8�������������������������
����
�����������
��	���������������

���
�������� 
����	��8�ε�F�&/E� 
�������8�ε�F�,,E�
������������ 
����	��8�ε�F���-E� 
�������8�ε�F�/.E�

��

�������
�6������
������
�
���������
���	�������	�����������6

�����������<�����
����
���	���������������6������
����������

������������
�������<	=��
�	�����&"-�8����
�	������������������
����
�	
���
���������
��
������������
������������
���
��

�

�
�A��	��	��������
�

5� 
������ ��� 
����� ���� 2�� 
	������� ������ �����	���� ���

��������	��	����	���
����	�������	�����
����������
�
��������

������������������
�	
���
���������
�	���	�
������������	��8�

������������������
����������������������

������������
��������

�����
��
	������
����
����6��I����������
��	����
��

A���������	���
�

)&*� += J?�� 12������
��� � �� ������
	� �"� ����� � � �����

$����
	����
���
-���	
���
-��
�����
�� ��	
���
������������� �

3���2���1-��������*���!�������0.�����.��&;;7���

�

),*� =�� 9��	�
�� ?�� 9	�	����� K�L�� 4	
�	���� 1, �4������ 
�


��4��#�������
 ���
����
��������
�����
 ���������
���������

���� �������4��
�� ��	
4��#������
�����	�����������4#��

���

�
����4�������5-����*� 
����
	��6
7�7

�8 �� #���0
���
��� 
���

�������8 ����������4�9��
�� ��	
4��#����&;;7���

�

)-*�K�L��4	
�	����=��9��	�
�����(�
��	
�
��19"� ���� 
�����

���� 

�����"�
������4��
�� ��	
4��#����:�����
 �$������


 
����
����� ����;�
��������4��
���#��5�����*� 
����
	����
7�7

�

8 �� #��� 0
���
��� 
��� ���� ��� 8 ����������4�

9��
�� ��	
4��#����,"""���

�

).*�2��M	��	����	�����N�����	��� ��O�
���	������1,�	
���
�������


����
�������� 
�  �� ���
���
��� ������

��� ��� � �
�� � ��
��

��� �	�� �
� ����� ���������
��1�� 0999� ���
�!� * <!� =��!��

�����&,������&��&;;0���

�

)!*� P�� L	
	$	���� ��� P	�	
����� >?������ �������� 
�  ��

�#��$���
�� ��	
���
� ��� ��� � ��
�� � � 
����
������� 9���

��	
���
� ������� 	�
������� ��� ���
���
� ������

���

�

 �� ����
	����� 
�
�5��0999����
�!�9,8�������.-������,�

�,""&���

�

)/*�N��N	��
����<61���P�����>9"���
���������� �������
�
��

��	
��� � � ��5�� ���*� 
����
	��3
��
� � 8 �����	� �,""&���

�����-������!7�!;��

�

)0*�+�3��2�����>, �����
	� ����	
���
��������	�
����������

� <� ���#��

�� � ��
��� ���
	� ������ ��� ��
�
�#���5�� ?�(�

���
�
��&;;.���G	
��������N�	���'�����
�����'N5������76&&�

�

)7*�3��(��	����,�	
4�������#����1	

����?	��
��&;/7���

�

);*�K��2��	�����8 ����	�������
��
��

���������� 

���
��

��	
4��#��!�9����� ��4 ��#�������"�4����
������?�(����
�
�

�,""&���2	���	�������:3�������������������4���������234���

��	���������&&6-"�

�

)&"* www.mathworld.wolfram.com/SphericalHa
rmonic.html�
�

)&&*�4�� N��	���� 0
�� ��
�� 
� � � '������� ,��������
���

G����
�����+	
��������&;7/������-;7��

�

)&,*� (�3�� 4��������� 2�
���
� '�	 ������� �
� ����
�-�

 ��������� 
� �
�� ��
��
�� ����
�
	�� 5���
��6G�
�����

J�	������15��&;7;���

�

)&-*� J�� �	�	�	
���� K�5��O	
�������
�� K�5�� J	
���$�� 2��

P�	���������>'������ �.�
��$�� ���� � � 	�� � �� �$������
	�

	�
���
� ����� ��5�� 333���	�
��1	��������-;������-��,""-��

air gap 

coil 


