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1 Introduction

La plasticité des métaux est principalement due à la présence de lignes de défauts appelées disloca-
tions. En ce qui concerne la déformation plastique des cristaux, elle résulte principalement du dépla-
cement de ces dislocations, dont l’ordre de longueur typique dans les métaux est 10−6 m et l’épaisseur
10−9 m.

Dans cette étude, on considère la dynamique collective des dislocations en interactions. Dans ces
conditions, les dislocations se regroupent en « murs » pour former des structures ordonnées à longue
distance.
Dans cette note, on présente un modèle simple de dynamique de murs de dislocations coins de vec-
teurs de Burgers ±~b. La dynamique des dislocations pour ce modèle est décrite par un système à
deux inconnues (les dislocations + ou −) de deux équations de transport dont la vitesse est donnée
par la force de Peach-Koehler contenant les contributions de toutes les dislocations, même à longue
distance. Il s’agit ainsi d’un système d’équations Hamilton-Jacobi non locales. Nous calculons alors
numériquement les vitesses moyennes des dislocations + ou − en fonction des contraintes imposées.
Ceci nous permet de retrouver une loi de comportement du type ε̇p = f(σ), où εp désigne le tenseur
des déformations et σ le tenseur des contraintes.

Cette contribution s’articule comme suit. La section 2 rappelle le modèle et les équations le régissant.
La section 3 présente les principaux résultats numériques. Enfin, nous en donnerons sommairement
quelques perspectives dans la section 4.

2 Description du modèle

On considère un cristal tridimensionnel supposé soumis à une contrainte extérieure (lamination, tem-
pérature ...). Les plans de glissement de ce matériau sont supposés parallèles au plan (xz) dans un
repère (Oxyz) de l’espace (voir figure 1). La distance entre deux plans de glissement est imposée
constante et notée ε, telle que 0 < ε < 1 (voir figure 1). Dans chacun de ces plans de glissement,
on considère des lignes de dislocations droites et parallèles à l’axe (Oz), réparties uniformément. On
suppose alors l’existence de dislocations de vecteur de burgers +~b (notées dislocations +) et des
dislocations de vecteur de burgers −~b (notées dislocations −), avec ±~b parallèle à (Ox).
En considérant une coupe suivant le plan (xy), ces lignes de dislocations se réduisent à des points. Sur
l’axe parallèle à (Ox), la dynamique de ces dislocations évolue en fonction d’une part, des sollicita-
tions extérieures et d’autre part, en fonction des interactions entre dislocations du même type et des
frottements entre dislocations de type opposé (voir figure 2).
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FIG. 2 – Coupe 2D correspondant aux dislocations suivant +~b.

2.1 Le modèle
En supposant que la distribution des dislocations est ε−périodique par rapport à l’axe (Oy) et que le
nombre de dislocations de type + est égal au nombre de type −, on peut alors se ramener à l’étude du
problème unidimensionnel donnée par les équations d’Hamilton-Jacobi non-locales suivantes :
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c[u+, u−] =
(

σext + c0 ? [E[u+(., t)] − E[u−(., t)]]
)

(1)

où E[.] désigne la fonction partie entière, u+ (resp. u−) est une fonction scalaire (non physique) dont
les sauts de partie entière repèrent les positions des dislocations de type + (resp. −). Par exemple, si
u+(x, t) = Px, P ∈ N

∗, les dislocations sont repérées par les positions x+

i = i
P
, i ∈ Z.

σext représente la contrainte extérieure supposée constante et c0 est une fonction pair, à moyenne
nulle, qui décrit les interactions entre dislocations.

2.2 Les conditions initiales et les hypothèses du modèle
Pour la position du problème 1, on suppose que les solutions vérifient :

(H1) u±(x, t) = u±,per(x, t) + ρx,

où u+,per(x, t) (resp. u−,per(x, t)) est fonction 1−périodique. ρ étant la densité de dislocations de type
+ ou − par unité de longueur suivant l’axe (Ox). On considère le système défini par (1) avec les
conditions initiales : u±(x, 0) = u±

0 (x) vérifiant (H1).
Dans le cas où u− = 0, et avec des conditions intiales vérifiant (H1), l’existence et l’unicité de solution
du problème (1) ont été établies en temps court dans (Ghorbel et Monneau, 2005) et pour tout temps
dans (Ghorbel et Monneau, en cours).
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Ici, on s’intéresse à la compréhension de la dynamique de murs formés par les dislocations de même
type, ainsi qu’à son homogénéisation numérique (en temps) et plus particulièrement aux frottements
entre dislocations de type opposé.

2.3 L’homogénéisation
Si on pose :

u±

δ (x, t) = δu±(
x

δ
,
t

δ
) (2)

avec u+ et u− sont des solutions du problème (1). Formellement, on s’attend à ce que u+

δ (resp. u−

δ )
converge, quand δ → 0, vers ū+(x, t) (resp. ū−(x, t)) vérifiant des équations homogénéisées du type :

∂ū±

∂t
= H̄±(σext,

∂ū+

∂x
,
∂ū−

∂x
), (3)

où H̄± sont des hamiltoniens effectifs et ∂ū+

∂x
, ici, représentent les densités de dislocations. Lorsque

∂ū+

∂x
= ∂ū−

∂x
= ρ, l’équation (3) permet alors de déduire une loi de comportement dans un matériau

macroscopique :

ε̇p = H̃(σext, ρ). (4)

où H̃ = 2H̄(σext, ρ, ρ), H̄ = H̄± et εp, la déformation plastique représentée par ū+ + ū−.

2.4 Calcul de la fonction c0

Dans le cas de dislocations coins et dans un matériau isotrope, la contrainte en cisaillement σxy, créée
par une dislocation, est donnée par (voir (Hirth et Lothe, 1982) page 76) :

σxy =
µb

2π(1 − ν)

x(x2 − y2)

(x2 + y2)2

où µ et ν sont respectivement les constantes de Lamé et de Poisson. b est la norme du vecteur de
Burgers.
Maintenant, si l’on considère les différentes interactions par sommation des contributions indivi-
duelles le long du mur de dislocations on obtient alors la contrainte (voir (Hirth et Lothe, 1982),
page 732) :

σxy(x, y) =
µb

2π(1 − ν)

∑

k∈Z

x(x2 − (y − kε)2)

(x2 + (y − kε)2)2

ou encore, si l’on pose X = x
ε

et Y = x
ε

σxy =
µbπX(cosh(2πX) cos(2πY ) − 1)

ε(1 − ν)(cosh(2πX) − cos(2πY ))2
,

Le noyau c0 est alors donné par la relation :(5).

c0(x) =
∂σxy

∂x
(x, 0).

3 Simulations Numériques

Dans cette section, nous présentons les résultats de simulations pour estimer la fonction H̃ introduite
par (3). Les équations du problème (1) sont résolues numériquement par un schéma aux différences
finies de type “upwind” (voir par exemple (Rouy et Tourin, 1992)). L’hamitonien numérique effectif
H̃num est alors calculé en regardant l’évolution en temps long des solutions de (1) ce qui est, en fait,
équivalent au passage à la limite dans (2).
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La figure 3 représente le graphe de l’hamiltonien effectif H̃ en fonction de σext, la contrainte exté-
rieure, pour différentes données initiales u±

0 . Pour les simulations, la densité de dislocations type ±
est fixée à ρ = 4. On obtient alors des hamiltoniens numériques antisymétriques. De plus, il apparaît
clairement deux valeurs seuils (opposées) σ0 = 0.09 et −σ0 au delà desquelles l’hamiltonien n’est pas
nul. Pour des valeurs de σext du même ordre de grandeur que celles du terme décrivant les interactions
entre dislocations, l’hamiltonien passe par un régime “transitoire” (de l’état de “piégeage” au “mou-
vement”) pour atteindre lorsque |σext| >> σ0, un état où l’hamitonien devient alors proportionnel à
σext, ce qui correspond à un mouvement conservatif de dislocations (dans ce test on a supposé qu’il
n’y a pas de sources de dislocations).
En outre, au vu de ces simulations, il semble que les résultats concernant l’hamiltonien effectif numé-
rique H̃ soient peu dépendants des conditions initiales choisies.
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FIG. 3 – Le graphe de l’hamiltonien effectif en fonction de la contrainte σext ; ε̇ = H̃(σext, ρ) pour
ρ = 4

4 Perspectives

Nous envisageons d’approfondir ce modèle et de considérer les liens avec d’autres modèles à partir
de la littérature de la physique des densités de dislocations (par exemple le modèle de Groma-Balogh)
et celle de la mécanique.
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