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Chapitre 1

Triangularisation de systemes de polynomes
différentiels

Francois Boulier!

1.1 Introduction

L’algebre différentielle est une généralisation de I’algebre commutative des-
tinée a I’étude des systémes d’équations différentielles ordinaires ou aux dérivées
partielles. Les premiers pas de la théorie sont dus a des chercheurs Francais
(Riquier et Janet [Riql0, Jan20, Jan29]) et Américains (Ritt [Rit32]). La disci-
pline a ensuite principalement été développée par les équipes de Ritt et Kolchin
dont les résultats sont synthétisés dans [Rit50, Kol73]. Elle a connu un regain
d’intérét en France depuis les années 80 avec les travaux de Pommaret [Pom78]
d’une part et de Fliess [F1i89] d’autre part. Dans ce chapitre, nous présentons
un algorithme de « résolution » de systemes d’équations différentielles poly-
nomiales, nommé Rosenfeld Grébner [Bou94, BLOP95, BLOP97]. 1l est im-
planté dans le paquetage diffalg qui fait partie de la bibliotheque standard
de MAPLE V version 5.

Résoudre un systeme de polynomes différentiels

Le systeme suivant comporte trois équations aux dérivées partielles poly-
nomiales. On cherche deux fonctions u(z,y) et v(z,y) dépendant de deux va-
riables x et y. Les équations sont des polynomes en les dérivées des fonctions u
et v.

ou\’ 0%u v 0%v  Ou
DI — | —4u=0, — — | —-u+1=0, =——-——=0
<6m> “ (83761/) (61/) " 022 Ox
L’algorithme Rosenfeld—Grobner permet de transformer ce systéme en un sys-
téme plus simple & partir duquel il est possible de déterminer le nombre de
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constantes arbitraires dont dépendent les solutions et d’en calculer des dévelop-
pements de Taylor. Sur ’exemple, les solutions sont des polyndomes dépendant
de trois constantes arbitraires cg, ¢; et co. Un développement de Taylor au
voisinage de l’origine fournit :

2 204 1 9
u(z,y) = co+esrtcytz +T$y+§y,
-3
C4C3 — C4C3C C:
’U(.’E,y) = (31+(32.’137wy+_3m2+{:4my
4 co 2
C 1 c 1 c
+2 2+—$3+—4w2y+—$y2+—4y3.
€3 3 C3 2 6(33

Les constantes cs et ¢4 sont algébriques sur cg, c1, ¢z et satisfont 2
c% =4 ¢, ci =2c¢y, ¢o #DO.

Posons qu’une équation différentielle est conséquence des équations de X
si elle s’annule sur toutes les solutions du systeme, c’est—a—dire si on peut la
rajouter au systeme sans en changer les solutions. C’est ici le cas de I’équation

2
(g—Z) —2u = 0.

Les solutions de X satisfont cette équation pour toutes les valeurs de z et de y
et en particulier a l'origine:

<‘;_Z(070)>2 — 2u(0,0) = 0,

ce qui impose une contrainte algébrique entre deux coefficients du dévelop-
pement de Taylor des solutions de Y. Pour calculer ce dernier, Rosenfeld—
Grobner est donc amené a déterminer toutes les équations différentielles consé-
quences du systeme, méme celles qui sont « cachées ». Cet ensemble forme ce
qu'on appelle un idéal de polynomes différentiels. C’est le radical de l'idéal
différentiel engendré par ¥. Nous le notons

=].

L’algorithme Rosenfeld Grobner résout le probléme d’algébre différentielle
suivant : étant donnée une famille finie de polynémes différentiels X, construire
un simplificateur qui réécrive d zéro tout polynome différentiel appartenant au
radical de l’idéal différentiel engendré par ¥ :

peVI[E] ssi p——0.

2. La contrainte ¢o # 0 est en fait superflue.
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Rosenfeld-Grébner décide du vide c’est-a-dire si 1 € \/[%]. La possibilité
de calculer des développements de Taylor de solutions de ¥ n’est qu'un sous—
produit de la propriété énoncée ci—dessus. Les habitués des bases de Grobner
remarqueront, que cette situation est similaire & celle de ’algorithme de Buch-
berger, qui résout un probléme théorique d’algebre commutative (décider de
lappartenance & un idéal de polynoémes) et fournit en sous produit des algo-
rithmes de résolution de systemes polynomiaux.

Les théoréemes importants

théoréme démontré et utilisé par Seidenberg [Sei56] pour prouver son algo-
rithme d’élimination pour des systemes d’équations aux dérivées partielles po-
lynomiales. Le lemme de Rosenfeld donne une condition suffisante pour qu’un
systeme d’équations aux dérivées partielles ait une solution différentielle si et
seulement s’il a une solution, vu en tant que systéeme purement algébrique dans
I’espace des jets. On peut penser que si Seidenberg ou Rosenfeld n’ont pas for-
mulé dans les années 50 l'algorithme présenté dans ce chapitre, c’est qu’il leur
manquait les algorithmes de résolution de systemes polynomiaux. La these de
Buchberger [Buc65] date de 1965.

Parmi les théorémes importants, citons aussi le lemme de Lazard [BLOP95]
qui date de 1994 et qui montre que si un systéeme de polynomes différentiels sa-
tisfait le lemme de Rosenfeld alors I’idéal qu’il définit a d’excellentes propriétés
(entr’autres, il est radiciel).

Le théoréeme clef est un lemme, di a Rosenfeld [Ros59], qui améliore un

Applications

L’algorithme Rosenfeld-Grobner permet de faire de ’élimination dans les
idéaux différentiels.

— Eliminer une fonction et ses dérivées présente un grand intérét en auto-
matique non linéaire comme 'ont montré Fliess [F1i89] et les chercheurs
[Dio89] qui ont travaillé avec lui. L’élimination de variables d’état dans un
systeme dynamique permet, par exemple, d’en définir le comportement
entrée sortie.

Eliminer les variables les plus dérivées permet d’obtenir les contraintes

algébriques cachées des systemes d’équations différentielles algébriques
(DAE et PDAE).

Eliminer des dérivations permet de rechercher la présence d’équations
différentielles ordinaires dans un systeme aux dérivées partielles, pour en
simplifier la résolution.
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Disposer d’un solveur non linéaire permet enfin de traiter des systemes linéaires
dépendant de parametres. L’algorithme discute alors le résultat en fonction des
parametres. Nous donnons un exemple en fin de chapitre.

Le paquetage diffalg

Le paquetage diffalg, qui contient une implantation assez travaillée de
Rosenfeld Grobner, fait partie de la bibliotheque standard de MAPLE V ver-
sion 5. Il a été initialement écrit par 'auteur puis amélioré par Evelyne Hubert
qui a inclus une implantation du Low Power Theorem [Hub97] et a retravaillé la
partie purement algébrique de Rosenfeld—Grobner qui s’applique aux systeémes
satisfaisant la condition de Rosenfeld. Elle a aussi beaucoup contribué & diffuser
le paquetage et a le faire interagir avec d’autres fonctions de MAPLE V.

Autres algorithmes existant

De nombeaux autres algorithmes que Rosenfeld—Grobner ont été proposés.

Les algorithmes d’élimination de Seidenberg [Sei56] résolvent le méme pro-
bleme que nous : ils permettent de décider si un polynome différentiel appartient
au radical d’un idéal différentiel de type fini mais sont inutilisables en pratique,
parce qu’ils retournent un booléen et pas une version simplifiée du systeme
donné en entrée. Il y a toutefois une filiation directe entre les méthodes de
Seidenberg et I'algorithme que nous exposons.

Ritt [Rit50] a proposé un algorithme reposant sur des factorisations au
dessus de tours d’extensions algébriques. Wu Wen Tsiin [Wu 87] a décrit une va-
riante de ’algorithme de Ritt, sans factorisations, mais fournissant un résultat
plus faible. L’algorithme de Wu Wen Tsiin ne décide pas du vide par exemple.
Dongming Wang [Wan94] a plus tard développé les idées de Wu et de Seiden-
berg pour systemes différentiels ordinaires et proposé récemment [LW99] une
variante de Rosenfeld Grobner pour les systemes aux dérivées partielles.

Ollivier [O1190] et Carra—Ferro [CF87] ont généralisé 1’algorithme de Buch-
berger aux systemes d’équations différentielles. Les bases de Grobner définies
par ces auteurs peuvent toutefois étre infinies.

Mansfield [Man91] a proposé une autre définition de bases de Grobner
différentielles. Son algorithme, qui s’applique aussi aux systéemes aux dérivées
partielles, termine dans tous les cas mais ne garantit pas que le résultat calculé
soit bien une base de Grobner différentielle. A ce propos, on peut remarquer que
Pappartenance & un idéal différentiel de type fini est toujours ouvert [GMO91].

Bouziane, Kandri Rody et Maarouf [BKM96, Maa96] ont mis au point des
algorithmes proches de Rosenfeld—Grobner, a partir de I'algorithme de trian-
gularisation de Kalkbrener [Kal93].

Hubert [Hub00] a clarifié la partie purement algébrique de l’algorithme
Rosenfeld—Grobner et a proposé une variante d’un algorithme de Kolchin (dont
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certaines parties n’étaient pas effectives) en s’appuyant sur le lemme de Lazard
et son lifting pour ’algebre différentielle.

Sadik [Sad00] a récemment rédigé une description trés synthétique des algo-
rithmes [BLOP95, BKM96, BLOP97, Hub00] entierement fondée sur [Kol73].

Reid, Wittkopf, Lin et Boulton [RWB94, RLW96] ont développé des al-
gorithmes de simplification de systemes d’équations aux dérivées partielles et
ont montré comment calculer des développements de Taylor de leurs solutions.
Leurs algorithmes ne permettent toutefois pas de traiter des systemes quel-
conques.

Organisation du chapitre

La section 1.2 présente les premieres définitions. La section 1 est dédiée
a la notion de solution d’un systeme d’équations différentielles polynomiales.
On y présente une version différentielle du théoreéme des zéros de Hilbert. Les
systemes différentiels qui satisfont les hypotheses du lemme de Rosenfeld sont
présentés en section 1.3.8 avec les principaux théorémes qui les concernent. En
section 1.4 nous donnons les spécifications de I’algorithme Rosenfeld Grobner
ainsi que plusieurs implantations: de la plus naive, peu efficace mais simple a
comprendre, jusqu’aux implantations les plus récentes. Quelques exemples sont
traités en section 1.7.

1.2 Eléments d’algebre différentielle

1.2.1 Rappels d’algébre commutative

Un idéal a d’'un anneau R est un sous—ensemble non vide de R vérifiant

a,bea = a+b€a
a€aetbe R = abé€a

Un idéal a est dit radiciel si a € a des qu’il existe un entier n > 0 tel que
a™ € a. Il est dit premier si ab € a implique a € a ou b € a. On note /a le
radical de I'idéal a, c’est a dire le plus petit idéal radiciel contenant a. Soit S =
{s1,...,8:} une famille finie de R, on note a: S la saturation (4 ne pas
confondre avec le résiduel d’un idéal par un autre) de a par S c’est-a—dire
I’idéal

a: S ={a€ R|3eq,...,e; €Ntels que s{' ---si"a € a}.

On a linclusion a C a:S°. Si A C R on note (A) le plus petit idéal de R
contenant A.
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Cas des anneaux de polynomes

Soient A un sous ensemble fini d’'un anneau de polynémes (mettons) R =
Q[z1,...,zn] et V Pensemble des solutions, prises dans C"*, du systeme A = 0.
Alors 1/(A) est I'idéal des polynémes qui s’annulent en tout point de V. Soit de
plus S un sous—ensemble fini de R et Z ’ensemble des solutions, prises dans C",
du systeme A = 0, S # 0. Alors 'idéal /(A) : S>® est 'idéal des polynémes
qui s’annulent en tout point de Z. C’est le théoreme des zéros qui est utilisé
implicitement ici.

1.2.1.1 Polynomes

Soit R = K[X] un anneau de polynémes ol K est un corps et X est
un alphabet (éventuellement infini) ordonné. Soit p € R\ K un polynome.
L’indéterminée principale (le leader en Anglais) de p est la plus grande indéter-
minée x € X qui figure dans p. Nous la notons 1d p. Le polynéme p peut s’écrire

p:adwd+"'+a]$+ao

ou les polynémes a; ne comportent pas 'indéterminée = et agz # 0. L’entier
d = deg(p, z) est le degré de p en 'indéterminée z. Le rang de p est le mondme
rangp = z?. Le polynome i, = a4 est Uinitial de p. Le séparant de p est le
polynéme
sy = — =dagz '+ +a.
P o d !
Si A C R\ K alors le rang de A est 'ensemble des rangs de ses éléments. On
note I4 (resp. Sa) l'ensemble des initiaux (resp. des séparants) des éléments
de A. On note H4y = I4US 4. Un sous—ensemble A de R\ K est dit triangulaire
si ses éléments ont des dérivées dominantes distinctes.

1.2.1.2 Pseudo division

Soient f = f, 2™+ -+ fiz+ foet g = g™+ -+ g1z + go deux
polynomes en une indéterminée x et a coefficients dans un anneau R. Il existe
un unique couple (g, ) de polynémes de R[z] vérifiant

g "HHf =
deg(r, z) < deg(g, ).

gq+r,

Le polynome g est le pseudo quotient, le polynome r est le pseudo reste de
la pseudo division de f par g. L’algorithme de pseudo réduction est présenté
dans [Knu66, vol. 2, page 407]. On note r = prem(f, g, z).
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1.2.2 Algébre différentielle

Les ouvrages de référence sont [Rit50] et [Kol73]. Une dérivation sur un
anneau R est une application § de R dans R qui vérifie pour tous a, b € R

d0(a+b) = da+db
d(ab) (da)b+ adb (regle de Leibniz)

Un anneau différentiel est un anneau muni d’'un nombre fini de dérivations
81, ..., Om qui commutent entr’elles. Un anneau différentiel ordinaire est un
anneau muni d’une seule dérivation.

Exemple > Tout anneau peut étre muni d’une structure différentielle: il suffit
de le munir de la dérivation triviale, qui envoie tous ses éléments sur 0. Le
corps Q(z) muni de la dérivation 9/0z est un exemple de corps différentiel
(ordinaire). <

On note O le monoide commutatif engendré par les dérivations. Ses éléments
sont les opérateurs de dérivations 8 = 7' --- 0% ol les a; sont des entiers
positifs ou nuls. La somme des exposants a;, appelée ’ordre de 1'opérateur
#, est notée ordf. L'opérateur identité est I'unique opérateur d’ordre 0. Les
autres opérateurs sont dits propres. Si § = 6 --- 8% et ¢ = 6 .- 5bm alors
B = 6911 §amtbm Un idéal différentiel a de R est un idéal de R stable
par dérivation, c’est—a—dire tel que

a€a = da€a (1<i<m)

Soit ¥ un sous-ensemble non vide de R. On note [X] et /[X] respectivement
I'idéal différentiel et le radical de 'idéal différentiel engendré par . Il s’agit
respectivement du plus petit idéal différentiel et du plus petit idéal différentiel
radiciel contenant X.

1.2.2.1 Polyndomes différentiels

Soit U = {uy, ..., up} un ensemble de n indéterminées différentielles. Les
opérateurs de dérivation agissent sur les indéterminées différentielles, donnant
des dérivées Bu. Si Bu et ¢u sont deux dérivées d’'une méme indéterminée
différentielle on note pped(fu, pu) = ppem(d, @) u leur plus petite dérivée com-
mune.

On note OU l'ensemble des dérivées. Soit K un corps différentiel. L’an-
neau différentiel des polynomes différentiels construits sur ’alphabet OU et a
coefficients dans K est noté K{us, ... ,u,}. Dans la suite, nous le noterons R.
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Exemple > Reprenons I’exemple donné en introduction avec une autre notation.
Tl comporte trois polynémes différentiels

p = u? — 4u,
YQ P2 = Ugyvy —u+1,

D3 = Uge — Ug-
Il y a deux dérivations 0/0, et 0/0, et deux indéterminées différentielles u et
v représentant moralement deux fonctions u(z,y) et v(z,y) de deux variables.
On peut prendre pour corps des coefficients K le corps QQ des rationnels ou
le corps des fractions rationnelles Q(z,y). L’anneau de polynémes différentiels
est K {u,v}. les dérivées figurant dans le systeme sont uz, u, Uay, vy €t V.
Les opérateurs de dérivation sont notés en indice. Par exemple, u, = du/Jz et
Uy = 0%u/0xdy. <

Classements (rankings)

Un classement (en Anglais un ranking) est un ordre total sur I’ensemble
des dérivées, compatible avec ’action des dérivations sur OU. 1l s’agit donc de
n’importe quel ordre total sur OU vérifiant :

1. dv > v (pour toute dérivation ¢ et toute dérivée v)

2. v > w = Jv > dw (pour toute dérivation d et toutes dérivées v et w)
On distingue les classements compatibles avec ’ordre total (en Anglais orderly),
c’est—a—dire vérifiant

ordd >ord¢p = 6u>¢dv pour tous u,v € U
des classements d’élimination qui satisfont
u>v = fOu>¢v pourtous,¢ € Oetu,vel.

Une fois fixé un classement, on peut définir la dérivée dominante d’un po-
lynome différentiel p: c’est I'indéterminée principale (le leader) de p, vu comme
un polynome sur I'alphabet infini des dérivées. L'’initial et le séparant d’un po-
lynome différentiel sont alors bien définis. Les axiomes des classements font que
le séparant d’un polynome différentiel f est égal a I'initial de toutes les dérivées
propres de f.

Exemple > Fixons le classement R suivant, compatible avec I’ordre total :
T D> Ugy D Ugy 2 Uyy > Ugy > Ugy > Uyy > Up > Uy 2> Uy 2> Uy >V > U

Les dérivées dominantes des éléments de 3 sont respectivement g, Uzy, Vza ;
les rangs u2, ugy, V., ; les séparants 2u,, v, et 1. Dérivons le polyndéme p; par
rapport a y:

OyP1 = 2Uuglyy — 4u,.

On vérifie que 'initial de ce polynome est bien le séparant de p;. <



Chapitre 1. Triangularisation de systemes de polynomes différentiels 11

Polynomes (partiellement) réduits

Soit p € R\ K et g € R deux polyndmes différentiels. Notons rangp = v?.
Le polynome différentiel g est dit partiellement réduit par rapport a p si aucune
dérivée propre de la dérivée dominante de p ne figure dans ¢; il est dit réduit
par rapport a p s’il est partiellement réduit par rapport & p et si deg(q, v) < d.

Ensembles différentiellement triangulaires et autoréduits

Soit R = K{U} un anneau de polynémes différentiels. Un ensemble A C
R\ K est dit différentiellement triangulaire s’il est triangulaire et si ses éléments
sont deux & deux partiellement réduits. Un ensemble A C R\ K est dit au-
toréduit si ses éléments sont réduits deux—a-deux. Tout ensemble autoréduit
est différentiellement triangulaire.

Ensembles caractéristiques

Soit A C K{U} un ensemble de polynémes. Supposons que A ne contienne
aucun élément non nul de K. Alors un sous ensemble C' de A est un ensemble
caractéristique de A s’il est autoréduit et si A ne contient aucun élément non
nul réduit par rapport a C.

Exemple > Continuons 'exemple précédent. Le polynome différentiel p, n’est
pas partiellement réduit par rapport a p; puisqu’une dérivée propre u,, de la
dérivée dominante u, de p; y figure. Le systeme X n’est donc pas différentiel-
lement triangulaire. Les polyndmes p; et p3 sont réduits deux—a—deux. On peut
vérifier que {p1, ps} forme un ensemble caractéristique de X. «

SiAC R\ K etsiveOU alors
A, ={0p|pe A, 6€0Oet ldip <v}.

Par conséquent, R, désigne le sous anneau de R constitué par les polynomes
différentiels de dérivée dominante inférieure ou égale a v et

ANR,={pe A|ldp <v}.

1.2.2.2  Les algorithmes de réduction de Ritt

Les algorithmes de réduction de Ritt sont des extensions de ’algorithme de
pseudo-réduction aux polynomes différentiels: on s’autorise a dériver les po-
lynémes par lesquels on divise. On distingue ’algorithme de réduction partielle
de l'algorithme de réduction compléte. Soient f € R un polyndme différentiel
et A un sous ensemble fini de R\ K. Notons v la dérivée dominante de f et
A = {g € A| rangg < v}. L'algorithme de réduction partielle de f par A
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calcule un polynome différentiel r = reste_partiel(g, A) et un produit h de puis-
sances de séparants d’éléments de A vérifiant
1. r est partiellement réduit par rapport a A,

2. hf =r mod (4,).

fonction reste_partiel(f, A)

début
h:=1
r:=f

tant que r n’est pas partiellement réduit par rapport a
tous les éléments de A faire
soit w la plus grande dérivée figurant dans r qui soit aussi
la dérivée propre de la dérivée dominante d’un élément p € A
soit 8 € O tel que fldp = w
ho=h Sgeg(r,w)
r:= prem(r, 6p, w)
fait
retourner [h, r]
fin

L’algorithme de réduction complete de f par A calcule un polynéme différentiel
r = reste_complet(g, A) et un produit h de puissances d’initiaux et de séparants
d’éléments de A vérifiant

1. 7 est réduit par rapport & A,

2. hf=r mod (4,).

fonction reste_complet(f, A)

début
h:=1
r:=f

tant que r n’est pas réduit par rapport & tous les éléments de A faire
soit w la plus grande dérivée figurant dans r qui vérifie
aussi 'une des conditions suivantes

(a) w est la dérivée propre de la dérivée dominante d’un élément p € A
(b) w est égale a la dérivée dominante d'un p € A et deg(r, w) > deg(p, w)
si la condition (a) est remplie alors

soit 8 € O tel que Aldp = w

h:=h sgeg(“‘”)

r:= prem(r, Op, w)
sinon
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h— h Zdeg(r,w) —deg(p,w)+1

P
r:= prem(r, p, w)
fin si
fait
retourner [h,r]

fin

Exemple > Considérons le polynome différentiel f = 2uyy + u, et calculons le
polynéme reste_partiel(f, ¥). La dérivée dominante u,, de f est une dérivée
propre de la dérivée dominante u, de p;. On dérive donc p; par rapport a y
obtenant un polynéme différentiel

OyP1 = 2uplyy — 4uy.

Le calcul de r = prem(f, d,p1,ugy) consiste & interpréter J,p; comme la regle

de réécriture
du,

WUgpy —
Y 2,

et & multiplier le résultat par une puissance appropriée du séparant de p; (le
polynéme h) pour chasser les dénominateurs. Le reste

_ .2
r =u, + 4u,

est partiellement réduit par rapport & . Notons w = u,, la dérivée dominante
de f. Alors ¥ = {pi,pa} et X, = {p1,6,p1,p2}. On peut vérifier que hf = r
mod (¥,). Le calcul de reste_complet(f, A) commence comme ci dessus. Le
reste 7 n’est pas réduit par rapport a p;. Il suffit de lui appliquer la substitution

2
u, — 4u

pour obtenir le nouveau reste 4u, + 4u avec h = 2u,. <

1.2.2.3  Paires critiques et A polynomes

Définition 1 (paires critiques)

Un ensemble {p1, p2} de polynomes différentiels forme une paire critique si
les dérivées dominantes de p1 et de ps ont des dérivées communes. Si A est un
ensemble de polyndmes différentiels alors paires_critiques(A) désigne I’ensemble
de toutes les paires critiques qu’il est possible de former avec ses éléments.

Dans une paire critique, I'ordre des éléments est sans importance. On ne
considerera jamais de paires critiques {pi, p2} telle que rangp; = rang p» (par
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contre, il se peut que les dérivées dominantes soient égales). Si la dérivée domi-
nante de (mettons) p, est une dérivée de celle de p; alors la paire est appelée
une paire de réduction.

Définition 2 (A-polynémes)

Soit {p1, p2} une paire critique. Supposons rangp, < rangps. Notons res-
pectivement B1u, O>u les dérivées dominantes de p; et de py et O1ou leur plus
petite dérivée commune. Le A polynéme A(pi, p2) entre py et pa est défini
comme suit. Si {p1, p2} est une paire de réduction alors

6.
A(p1, p2) = prem(ps, éph Bou) ;

sinon
912p s 912p
—92 2 2—01 1-

Si A est un ensemble de polynomes différentiels, A(A) désigne 'ensemble de
tous les A polynomes qu’il est possible de former a partir de ses éléments.

A(ph p2) = 51

Exemple > On a paires_critiques(X) = {{p1,p2}}. La paire {p1,p2} est une
paire de réduction et

A(p1, p2) = reste_complet(pa, dyp1) = duyvy — 2ut, + 2u,.

Ce polynome (appelons-le ps) admet v, pour dérivée dominante. Son séparant
est s4 = 4u,. Il forme une paire qui n’est pas une paire de réduction avec p3 et
on a

A(p3,pa) = O0zaPa — 540yp3
Wy — 2Ugaatl — 6UL UL + QgryVy + Uy Upy + dUyUyy.

Moralement, une paire {p1, p»} est dite résolue par un systeme différentiel A
si on a reste_complet(A(p, pa2), A) = 0. Cette définition intuitive n’est malheu-

reusement pas suffisante pour rendre compte de ce que ’algorithme Rosenfeld
Grobner calcule. Plus rigoureusement,

Définition 3 (paires critiques résolues)

Une paire critique {p1, p2} est dite résolue par un systéme d’équations et
d’inéquations polynomiales différentielles A = 0, S # 0 s’il existe une dérivée v
strictement inférieure a la plus petite dérivée commune des dérivées dominantes
de py et de py telle que

A(pr, p2) € (4,): (SN R,)™.

Le lecteur peut vérifier que toute paire critique résolue selon le sens intuitif
est résolue au sens de la définition 3, sous réserve que les initiaux des éléments
de A fassent partie de S.
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1.3 Solutions d’un systéme

Nous commencons par le « point de vue de la théorie », c’est—a—dire les
définitions et les constructions rigoureuses. Nous tenterons de rendre ce point
de vue plus intuitif ensuite.

Définition 4 On appelle solution d’un systéme A = 0, S # 0 d’équations et
d’inéquations polynomiales différentielles de R = K{uy,... ,up} la donnée

1. d’une extension de corps différentielle G de K,

2. d’un n—uplet z = (W1, ... ,Up) € G" qui annule tous les éléments de A et
aucun élément de S.

1.3.1 Lien avec les idéaux différentiels premiers

Trouver une solution de A = 0, S # 0, c’est trouver un idéal différentiel
premier p qui contient tous les éléments de A et aucun élément de S. En effet,
le corps des fractions G de R/p constitue une extension de corps différentielle
de K ;le n uplet z s’obtient en prenant les images des indéterminées différen-
tielles par le morphisme canonique R — G. Cet argument est parfaitement
correct mais n’explique pas grand—chose (il est qualifié d’algebraic nonsense
par certains!). Un point de vue plus proche de 'intuition consiste & définir une
solution comme un n uplet de séries formelles?

k ko
E Chyoiliyy T1 = Ty

a coefficients dans une extension universelle de K ou dans C si on préfere. Il
faut alors assimiler les dérivations d; aux dérivations 9/9x;. Cette définition est
équivalente a celle donnée plus haut parce que tout zéro générique de I'idéal
différentiel premier p peut étre développé en série formelle. Nous expliquerons
ultérieurement, comment calculer des séries formelles solutions de p a partir
d’un ensemble caractéristique de cet idéal.

1.3.2 Lien avec les idéaux différentiels radiciels

Toute solution d’un systéme ¥ annule le radical /[X] de l'idéal différentiel
engendré par . En effet,

si p(z) = q(z) = 0 alors (p+q)(z) =0,
— si p(z) = 0 alors quel que soit ¢ € R on a (pq)(z) = 0,

si (p?)(z) = 0 alors p(z) = 0 (on utilise ici le fait que p(z) appartient &
un corps et ne peut donc pas diviser zéro),

3. une série formelle n’étant jamais qu’un développement de Taylor dont on ne se préoccupe
pas de la convergence.
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0 c’est—a—dire égal a la fonction identiquement nulle, alors

- sl p(2) =
= 0 (les dérivées de la fonction nulle étant nulles).

op(2)

Ces remarques suffisent a justifier I'implication de gauche a droite dans le
théoreme et le corollaire ci—dessous. L’autre implication vient de ce que le
radical d’un idéal différentiel est un idéal différentiel radiciel et que tout idéal
différentiel radiciel est l'intersection des idéaux différentiels premiers qui le
contiennent [Sei52].

Théoréme 1 (théoréme des zéros)

Soit ¥ un systéme de polynémes différentiels de K{U}. Un polynéme diffé-
rentiel p € \/E si et seulement si toute solution de ¥ est solution de p. En
particulier, X est sans solutions si et seulement si 1 € \/E

Corollaire 1 Soit A = 0, S # 0 un systéeme d’équations et d’inéquations
différentielles de K{U}. Un polyndme différentiel p € /[A]: S® si et seule-
ment si toute solution de A =0, S # 0 est solution de p.

Exemple > On peut se servir du théoréme des zéros pour montrer que l'idéal
différentiel [u? — 4u] n’est pas premier. L'équation u2 — 4u = 0 admet deux
solutions: la solution u(z) = 0 et la solution u(z) = (z + ¢)? ot ¢ est une
constante. En dérivant, on trouve &, (u2 — 4u) = 2u,(uz, — 2). Ce polyndome
appartient a I'idéal différentiel. Son premier facteur ne s’annule pas sur la so-
lution u(z) = (x + ¢)?. D’apres le théoréme des zéros, il n’appartient pas au
radical de I'idéal et donc pas non plus a I'idéal [u? — 4u]. Son deuxieme facteur
ne s’annule pas sur la solution w(z) = 0. Il n’appartient donc pas non plus &
I’idéal. Donc I'idéal n’est pas premier et on a l'intersection :

Vw2 —du] = [u? — 4u, ug, — 2] N [u] = [u2 — 4u] - uS° N [u].

L’intersection ci-dessus est la décomposition en idéaux différentiels premiers
minimale (au sens ol aucune des composantes de l'intersection n’en contient

une autre) de 'idéal différentiel radiciel /[u2 — 4u].

Théoreéme 2 Tout idéal différentiel radiciel v inclus strictement dans R est
une intersection finie d’idéauz différentiels premiers py, ... ,ps. Cette décompo-
sition est unique lorsqu’elle est minimale. Les idéaux p; sont appelés les com-
posantes premieres minimales de t.

On ne connait aucun algorithme pour calculer la décomposition minimale
d’un idéal différentiel radiciel, & 'exception du cas des idéaux différentiels en-
gendrés par une seul polyndme différentiel pour lequel on dispose du Low Power
Theorem.
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1.3.3 Lien avec les idéaux différentiels réguliers

Dans cette partie, on s’intéresse au probléme de la description en pratique
des idéaux différentiels radiciels. Le calcul d’une décomposition (non mini-
male) en idéaux différentiels premiers est algorithmique mais cotiteux, puisqu’il
nécessite des factorisations de polyndmes sur des tours d’extensions algébriques.
Le calcul d’une décomposition en idéaux différentiels réguliers [BLOP97] offre
une alternative plus intéressante du point de vue algorithmique. Les idéaux
sont décrits par des ensembles ou des présentations? caractéristiques.

Définition 5 (systémes différentiels réguliers)
Un systeme différentiel A = 0, S # 0 est appelé un systéme différentiel
régulier s’il vérifie les trois conditions suivantes :

C1 A est différentiellement triangulaire®,

C2 S contient les séparants des éléments de A et ne comporte que des po-
lynémes différentiels partiellement réduits par rapport a A,

C3 toutes les paires critiques {p, p'} € paires_critiques(A4) sont résolues® par
le systéme A =0, S # 0 (propriété de cohérence).

Si A =0, S # 0 est un systeme différentiel régulier, on appelle idéal
algébrique régulier défini par le systeme 'idéal (A) : S et idéal différentiel
régulier I'idéal différentiel [A] : S.

Ensembles autoréduits et cohérents

Les ensembles autoréduits et cohérents définis dans [Ros59, Kol73] sont des
cas particuliers de systemes différentiels réguliers. Plus précisément, si C' est
un ensemble autoréduit et cohérent alors le systéme suivant est un systeme
différentiel régulier

C=0, Ho #0.

Le théoreme qui suit synthétise les principales propriétés des systemes diffé-
rentiels réguliers.

Théoréme 3 Soient A = 0, S # 0 un systéme différentiel régulier d’un an-
neau de polynomes différentiels R et Ry l’anneau des polynéomes différentiels
partiellement réduits par rapport a A. Alors

— lidéal algébrique régulier (A) : S°° est radiciel (lemme de Lazard) ;

4. définition plus bas

5.1.e. A est triangulaire et ses éléments sont deux a deux partiellement réduits.

6. C’est le cas par exemple si Io C S et si, pour toute paire critique {p, p'} €
paires_critiques(A), on a reste_complet(A(p,p’), A) = 0.
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— l’ensemble des dérivées qui ne sont dérivées dominantes d’aucun élément
de A fournit un ensemble paramétrique pour tout idéal premier minimal
sur (A) : S ; en particulier, l’idéal algébrique (A) : S est équidimen-
sionnel (lemme de Lazard) ;

on a [A]: S® N Ry =(A):S® (lemme de Rosenfeld);
- Uidéal différentiel [A] : S°° est radiciel (lifting du lemme de Lazard) ;
- si (A) : S°° admet t idéauz premiers minimaux b; alors [A] : S ad-

met t idéauz différentiels premiers minimauz p; qui sont complétement
caractérisés par p; N Ry = b; (lifting du lemme de Lazard) ;

le systtme A = 0, S # 0 admet une solution purement algébrique,
vu comme un systéme de Rg, si et seulement s’il admet une solution
différentielle ;

— toute solution algébrique du systéme A =0, S # 0, vu comme un systéme
de Ry, se prolonge de facon unique en une solution différentielle.

Le lemme de Lazard est énoncé pour la premiere fois dans [BLOP95],
son lifting pour les idéaux différentiels dans [BLOP97]. La premiére preuve
rigoureuse est due & [Mor95, Mor99]. D’autres preuves ont été fournies par
[SL95, Hub00, Sad0o].

1.3.4 Présentations caractéristiques

A Pinstar des idéaux différentiels premiers qui en sont des cas particuliers,
les idéaux différentiels réguliers peuvent étre représentés par leurs ensembles
caractéristiques. Comme ces derniers ne sont pas uniques, un choix de pose. Une
présentation caractéristiqgue d’un idéal différentiel régulier i est un représentant
canonique parmi les ensembles caractéristiques de i. Cette notion a été intro-
duite dans [BLOP97] puis clarifiée dans [Hub00] et [BLOO0].

Un polynome différentiel p est dit fortement normalisé vis & vis d’un sys-
teme triangulaire C si aucune dérivée dominante de C ne figure dans l'initial
de p. Un systeme triangulaire C est dit fortement normalisé si tout p € C est
fortement normalisé vis-a-vis de C'\ {p}.

Soient L et N deux alphabets et considérons un polynéme p € K[L, N].
Ce polynome peut s’écrire p = agtg + -+ + ay t ou les t; sont des produits
de puissances d’éléments de L et les a; € K[N]. Il est dit primitif au dessus
de K[N] si le pged des a; vaut 1.

Définition 6 Un ensemble autoréduit C C R est une présentation caracté-
ristique de l’idéal différentiel [C]: HZ® si

D1 le systéeme différentiel C =0, Ho # 0 est réqulier;
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D2 p e [C]: HY & reste_complet(p, C) =0;

D3 C est un systéme fortement normalisé de K[L, N| composé de polyniomes
primitifs au dessus de K[N] (ot L désigne l'ensemble des dérivées domi-
nantes des éléments de C et N les autres dérivées figurant dans C).

Un ensemble C' est une présentation caractéristique de [C]: HZ si et seule-
ment si C' est un ensemble caractéristique de [C]: HZ® qui satisfait D3. Une
présentation caractéristique est un représentant canonique de l’'idéal qu’elle
définit : elle ne dépend que de I'idéal et du classement choisi.

Exemple > C' est une présentation caractéristique de l'idéal [C] : HY = /[X].
Vg — Ug,
dvyu + uzuy — Uz Uy,
¢q .2
uy — 4u,
2 —
uy, — 2u.

L’ensemble He = {4u,2u,, 2u,} est 'ensemble des initiaux et séparants non
constants des éléments de C. L’ensemble C' est d’ailleurs aussi un ensemble
caractéristique de [C]: HZ puisqu’il est autoréduit. Les dérivées dominantes
des éléments de C' sont v;4, Uy, Uy, uy. Le diagramme suivant montre I’ensemble
des dérivées des indéterminées différentielles u et v. Les dérivées dominantes
sont représentées par des disques noirs. Leurs dérivées sont hachurées.

d/dy d/dy

AR

/
/
T
u d/dx v d/dx
On appelle dérivées sous les escaliers de C les dérivées qui ne sont les
dérivées d’aucune dérivée dominante de C. Ce sont celles qui figurent dans
les zones non hachurées. Sur 'exemple, elles sont en nombre fini et ce sont
u, v, ;. On en déduit que le radical de I'idéal engendré par ¥ est une intersec-
tion d’idéaux différentiels premiers p; qui admettent tous {u,v,v,} pour en-
semble paramétrique. Par conséquent les corps de fractions des anneaux R/p;
ont un degré de transcendance sur K égal a 3. Ce degré est un invariant de
I’idéal \/ﬁ: il ne dépend pas de la présentation caractéristique calculée. Par
exemple, le systeme C est une présentation caractéristique du méme idéal, pour




20  Calcul formel, Applications

le classement d’élimination

DU DUy > U D> Ugg D> Ugy > Uyy > Uy > Uy > 0.

)
U= Uyys
~ Ugg — 2Vyy,
3
VyUgy — Uy, + Uyy,

4 9,277 o 2
Vyy 21)yy 21)y+1.

/L

% /
[

didy didy

u d/dx v

Les dérivées sous les escaliers (i.e. v, v, et v,) ont changé mais leur nombre
est resté le méme. Ce nombre correspond au nombre de constantes arbitraires
dont dépendent, les développements de Taylor des solutions du systeme. <

1.3.5 Développement de Taylor des solutions

La donnée d’un systeme régulier A = 0, S # 0 permet de calculer facile-
ment un développement de Taylor des solutions du systéme pour des condi-
tions initiales « non singulieres », c’est a dire qui n’annulent pas les séparants
des éléments de A. Une méthode simple, déja décrite dans [Sei56] est exposée

dans [BLOP97]. Nous I'illustrons sur I’exemple précédent.

Vgg — Ug,
A dvyu + ugty — UgUyU,
u? — 4u,
2 .
uy, — 2u

avec S = {4u,2u,,2uy}. On est d’abord obligé de se restreindre & un point
d’expansion (zg,yo) qui n’annule aucun des séparants de A. Dans notre cas,
tous les points d’expansion conviennent. Prenons zy = yo = 0. On interprete
le systeme différentiel comme un systeme algébrique portant sur les conditions
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initiales, c’est—a—dire

( 0,2(0,0) —u,(0,0) =0
4v,(0,0)u(0,0) + uz(0,0)uy(0,0) — uz(0,0)u,(0,0)u(0,0) =0,
u,(0,0)% — 4u(0,0) = 0,
A{ uy(0,0)? = 2u(0,0) = 0,
4u(0,0) # 0
2u,(0,0) # 0,
2u,(0,0) # 0.

Ce systeme se résout simplement grace au lemme de Lazard. On sait en effet
qu’on peut prendre les conditions initiales associées aux dérivées sous I'escalier
comme constantes arbitraires:

u(0,0) = ¢co, ©(0,0) =c1 ©v,(0,0) = co.

En notant u,(0,0) = c3 et u,(0,0) = ¢4 on retrouve les conditions algébriques
données en introduction

cg =4 ¢q, c?l =2c¢o
qui imposent ¢g # 0. Soit maintenant fu une dérivée propre de la dérivée
dominante d’un élément de A. Pour déterminer 6u(0,0), il suffit de réduire
cette dérivée grace a ’algorithme de réduction partielle en une fraction

r
Ou —
’Il—)h

puis d’évaluer la fraction en les conditions initiales

r(0,0)
h(0,0)

fu(0,0) =

Le dénominateur est non nul puisqu’il est un produit de puissances de séparants
d’éléments de A. Remarquer que la fraction r/h n’est pas définie de facon
unique mais que sa valeur en les conditions initiales ’est : si fu se réécrit en
une autre fraction r'/h' alors r(0,0)/h(0,0) = 7'(0,0)/h'(0,0). Il ne reste plus
qu’a substituer les valeurs calculées dans le développement de Taylor générique
de deux fonctions de deux variables

u(r,y) = u(O,O)+.7:um(0,0)+y71,y(0,0)+$2w+---
v(z,y) = v(O,O)—l—azvm(O,O)+yvy(070)+$zw+---

pour obtenir les solutions du systeme données en introduction. On peut remar-
quer a ce propos que la condition initiale « singuliere » ¢g = 0 est ici une fausse
singularité.
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1.4 L’algorithme Rosenfeld—Grébner
L’algorithme Rosenfeld—Grobner prend en entrée un systéme quelconque
d’équations et d’inéquations polynomiales différentielles Py = 0, Sy # 0 et un

classement R.

Il retourne un ensemble, éventuellement vide, de systemes différentiels
réguliers pour le classement R :

{A1:07 517507"'7141::07 Sf#o}

tels que

[Po]:55° = [A]: 875 M--- A 5P (1.1)

— L’ensemble est vide si et seulement si \/[P] : S§° = R.

Dans le paquetage diffalg, chaque systeéme A; est une présentation ca-
ractéristique de I'idéal différentiel [A;] 1 SP° et S; = Ha,.

— La représentation calculée permet de décider de 'appartenance a ’idéal

v/ [Po] : S§°. Soit p un polynome différentiel. Dans le cas ou chaque A;

est une présentation caractéristique,

D € 1/ [FPo] : S§° ssi reste_complet(p, A1) = --- = reste_.complet(p, 4;) = 0.

Dans le cas général,

[Po] : S§° ssi  reste_partiel(p, A;) %) 0,

1

reste_partiel(p, A:) %} 0,

t

o chaque B; désigne une base de Grébuner de 'idéal (A;) @ S9°.

— La représentation calculée permet de calculer des développements de Tay-
lor de solutions du systeme Py =0, Sy # 0.

Plusieurs versions de Rosenfeld Grobner sont décrites ci dessous. Toutes
ont été programmées en MAPLE V. La plus évoluée a également été réalisée
en C++.
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1.4.1 Une version naive

La version ci-dessous est celle de [Bou94, BLOP95]. Elle est fortement ins-
pirée des algorithmes d’élimination de Seidenberg [Sei56]. A chaque étape, I'al-
gorithme extrait un ensemble caractéristique A de ’ensemble des équations
et s’en sert pour réduire les équations restantes et tous les A polyndmes en-
gendrés par les éléments de A. La boucle pour finale effectue les scindages
en considérant la possible annulation des initiaux et séparants des éléments
de A. Dans [Bou94, BLOP95], c’est la version la plus simple des traitements
algébriques qui est effectuée.

fonction Rosenfeld-Grobner (A =0, S #0)
début
si A contient un élément non nul de K ou 0 € S alors
F := l'ensemble vide
sinon
‘A:= un ensemble caractéristique de I’ensemble fini A
{h1,...,h¢}:= les initiaux et séparants non constants de A
B := reste_complet(A U A(4), A)
si B\ {0} est vide alors
S := reste_partiel(S, A)U {hy,... , h}
F := traitement_algébrique (A =0, S # 0)
sinon
A':=AUB
S'i=SU{h,... , u}
F := Rosenfeld-Grdbner (4’ =0, S’ #0)

fin si
pour i variant de ¢ & 1 faire
A= AU{h;}

S':=SU{hy,..., hi1}
F := F U Rosenfeld—Grobner (A’ = 0, S' #0)
fait
fin si
retourner F
fin

Le théoréme des zéros justifie les scindages effectués par la fonction ci—
dessus. Considérons par exemple le systeme

p=0,

q=0;
et mettons que A = {p} et que AUA(A) = {q}. Notons r = reste_complet(q, p).
On a la relation

i sgq:r mod [p]
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ol iy et s, désignent respectivement l’initial et le séparant de p et «, 3 sont
des entiers naturels. Toute solution commune a p et a ¢ est solution de r.
Réciproquement, toute solution commune a p et a r qui n’annule ni I'initial
ni le séparant de p est solution de ¢. Afin de préserver ses solutions, 1'algo-
rithme scinde le systéme en trois systemes (dans les deux systémes de droite, le
polynéme g peut étre réécrit en un polynéme de degré strictement plus petit) :

=0,
p=0, 2:d p=0,
r=0, i =0 q=0,
ipSp #0; 51;#07' sp = 0.

En appliquant le théoreme des zéros, on trouve:
Vip-d = 1.7 (i 50)° 0 Ip. ) (52 094,551,

1.4.2 Une version plus évoluée

Dans une branche de ’arbre des scindages engendré par la version naive, un
méme A polynome peut étre calculé et réduit de nombreuses fois. Ce n’est plus
le cas dans la version qui suit : les paires critiques en attente sont rangées dans
une liste. On obtient ainsi une implantation qui se rapproche des implantations
traditionnelles de ’algorithme de Buchberger des années 80.

Quadruplets

Un systeme différentiel en cours de traitement est codé par un quadruplet
<A7 D7 P7 S>'

Informellement, A est I’ensemble des équations déja traitées, D est un en-
semble de paires critiques en attente d’étre traitées, P est un ensemble de
polyndmes en attente d’étre traités et S un ensemble d’inéquations. Soit & trai-
ter le systeme Py = 0, Sy # 0. On pose initialement A = D = (), P = P, et
S = Sy. Le mécanisme de complétion s’arréte lorsque D = P = (). Reste alors
a réduire partiellement les éléments de A entr’eux (fonction autoréduction) puis
a appliquer le traitement algébrique final (fonction traitement_algébrique). Les
scindages sont gérés au moyen d’une pile de quadruplets.

Les propriétés suivantes sont des invariants du « tant que » intérieur (cer-
tains invariants [BLOP97] ont été omis pour simplifier ’exposé). Soit G =
(A, D, P, S) un quadruplet.

I1 Le rang de I’ensemble A est autoréduit.

I4 Si p € A ou si p appartient & une paire critique de D alors l'initial et le
séparant de p appartiennent a S.



Chapitre 1. Triangularisation de systemes de polynoémes différentiels 25

16 Si {p, p'} € D est une paire critique alors rangp # rangp'.

fonction Rosenfeld—Grébner (Py = 0, Sp # 0)
début
résultat := ()
empiler (0, 0, Py, So)
tant que la pile n’est pas vide faire
dépiler un quadruplet (A, D, P, S)
inconsistant := faux
tant que non inconsistant et (D # () ou P # ) faire
prendre au choix une nouvelle équation gq:

soit
Qo := un élément de P
P*:= P\ {q}
D*:= D

soit
{p, p'} := un élément de D
q0 == A(p,p')
P*=P

D= D\ {{p, ¥'}}
q:= reste_complet(qg, A)
si g € K alors
si g =0 alors
(A, D, P, Sy:= (A, D*, P*, S)
sinon
inconsistant := vrai
fin si
sinon
posons ¢ = a, v + ap_1 v 4+ 4+ agonv=1dgq
¢i:= a1 v" 4+ +ag
gs:=1nq—1v5,
empiler (A, D*, P* U {iy, ¢;}, S)
empiler (A, D*, P* U {sq, ¢5}, SU{is})
(A, D, P, S):= compléter ((A, D*, P*, S), q)
fin si
fait
si non inconsistant alors
résultat := résultat U autoréduction (A =0, S #0)
fin si
fait
retourner résultat
fin

La fonction qui suit considere le cas ¢ = 0, iy s, # 0. Elle recoit en pa-
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rametre un quadruplet (4, D, P, S) et un polynéme g ¢ K réduit par rapport
a A. Elle retourne un quadruplet (A’, D', P', S’) obtenu en insérant ¢ dans A.
Certains polynomes de A ne figurent pas dans A’. On les retrouve dans des
paires de réduction de D'.

fonction compléter ((A4, D, P, S), q)
début

A':={q}U{p € A|ldp n’est pas une dérivée de 1d ¢}
D'":= DU{{q, p} | p € A et {q, p} forme une paire critique}
P =P

S'= S Uiy, s4}

retourner (A', D', P', S")
fin

La fonction suivante rend les polynémes de A partiellement réduits deux
a deux et réduit partiellement les éléments de S par rapport & A. Le rang
de A est déja autoréduit (invariant I1). S’il dégénere, c’est que le systeme est
inconsistant (invariant I4) sinon, le systeme différentiel A = 0, S # 0 obtenu
est régulier. Il ne reste plus qu’a lui appliquer le traitement purement algébrique
final.

fonction autoréduction (A =0, S # 0)

début
inconsistant := faux
A=A

tant que non inconsistant et des dérivées propres de dérivées dominantes
d’éléments de A figurent dans A faire
fu = la plus grande dérivée qui figure dans un p € A et qui soit aussi
une dérivée propre de la dérivée dominante 6'u d’un p' € A
$:=0/6
P := reste_complet(p, ¢p’)
si rang p # rangp alors
inconsistant := vrai
sinon
A=A\ {p} U {p}
fin si
fait
si inconsistant alors
retourner ()
sinon
S := reste_partiel(S, A) U St
retourner traitement_algébrique (A =0, S # 0)
fin si
fin
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1.4.3 La version du paquetage diffalg

Seule la réalisation de la fonction compléter change par rapport a la ver-
sion précédente. Les spécifications de cette fonction ne changent pas. Elle
met en ceuvre des analogues des critéeres de Buchberger [Buc79], destinés a
éviter des réductions inutiles de A polynémes. L’application de ces critéres
(présentés apres) permet non seulement d’éviter d’engendrer des paires cri-
tiques inutiles mais aussi de supprimer certaines paires critiques de D. Aucune
paire de réduction ne peut étre ainsi supprimée. Une justification théorique est
donnée dans [BLOP9T7].

L’implantation obtenue se rapproche de 'implantation de l'algorithme de
Buchberger par [GM88] Gebauer et Moller. Par exemple, si on lui fournit un
systeme d’équations aux dérivées partielles linéaires, homogenes, a coefficients
constants et dans lesquelles ne figurent que les dérivées d’une seule méme
indéterminée différentielle — systéme qui peut étre vu comme un codage d’'un
systeme de polynomes usuels — I'implantation se comporte exactement comme
celle de Gebauer et Moller (4 un « overhead » pres), telle qu’elle est décrite
dans [BW91, page 230].

fonction compléter ((A, D, P, S), q)

début
A":={q}U{p € A|ldp n’est pas une dérivée de 1d ¢}
D,:=0
Db = @

pour tout p € A tel que {p, q} forme une paire critique faire
si la paire critique {p, q} satisfait Buchberger—1 alors
Dy:= Dy U{{p, q}}
sinon
Do:= Do U{{p. q}}
fin si
fait
D1 = w
tant que D, n’est pas vide faire
{p, ¢} := un élément de D,
Do:= Do\ {{p, a}}
si il n’existe aucune paire critique {p', ¢} € D, U Dy U D, telle que
le triplet (g, p', p) satisfasse Buchberger—2 alors
Dy:= D1 U{{p, ¢}}
fin si
fait
D2 = w
pour toute paire critique {p, p'} € D faire
si pped(ld p, 1dp') = pped(ld p, 1d q) ou pped(ld p, Idp") = pped(ld p', 1d q)
ou si le triplet (p, ¢, p') ne satisfait pas Buchberger—2 alors
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Dy:=DyU{{p, p'}}

fin si
fait
DI = D1 U D2
P =P

. .
S'= SU{iq, sq}
retourner (A', D', P', S')
fin
Les deux criteres suivants sont des analogues de deux criteres établis par

Bruno Buchberger pour éviter les réductions inutiles de S polyndémes lors des
calculs de bases de Grobner [Buc79].

— Une paire critique {p, p'} satisfait Buchberger-1 si les deux conditions
suivantes sont satisfaites:

1. p et p' sont deux polynomes différentiels linéaires, homogenes, &
coefficients constants et ne dépendent que d’'une méme indéterminée
différentielle u ;

2. pped(fu, 8'u) = 66'u ot Gu et 6'u désignent les dérivées dominantes
respectives de p et de p'.

— Un triplet (p1, pa, p3) satisfait Buchberger-2 §'’il satisfait les trois condi-
tions suivantes:

1. les dérivées dominantes des trois polyndémes sont deux—a—deux dis-
tinctes et admettent des dérivées communes ;

2. pped(ldpy, 1d p3) est une dérivée de 1d ps ;

3. 'une des quatre conditions suivantes est vérifiée:

(a) la situation est triangulaire: 1d p; n’est pas une dérivée de 1d p;
pour 1 <i #j <3,

(b) ldp; <ldps < ldp3 ouldps < 1dps < 1dp1,

(c) ldpy <ldp; <1dps et deg(py,ldpr) =1,

(d) 1dp; <ldps <1dpy et deg(ps,ldps) = 1.

1.4.4 Traitement algébrique des systémes réguliers

Soit A =0, S # 0 un systeme différentiel régulier pour un classement R.

1.4.4.1  Une version simple

Le plus élémentaire des traitements algébriques consiste a calculer une base
de Grobner B de I'idéal (4):5°°. C’est ce qui est fait dans [Bou94, BLOP95]. Ce
calcul ne fournit pas une présentation caractéristique de I'idéal. En pratique,
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on calcule une base de Grobner B de Iidéal S~!'(A) de 'anneau S™'R en
appliquant ’algorithme de Buchberger a la famille

Au{ss—1]|se S}

Chaque 3 désigne une nouvelle indéterminée codant l'inverse de s dans S™'R.
Si le classement choisi est un ordre qui élimine les S alors la base B de (A4): S
s’obtient en retirant de B tous les polynémes dans I’écriture desquels au moins
un s apparait.

fonction traitement_algébrique (4 =0, S # 0)

début
Calculer une base de Grébner B de Iidéal S~1(A)
si1¢ B alors
retourner {A =0, S # 0}
sinon
retourner I’ensemble vide
fin si
fin

A noter: le calcul de la base peut se faire en dimension zéro, c’est—a—dire en
faisant passer dans le corps des coefficients toutes les dérivées figurant dans AU
S qui ne sont les dérivées dominantes d’aucun élément de A. Cette possibilité,
qui accélere considérablement les calculs et rend la base plus petite, est due au
lemme de Lazard.

1.4.4.2  Une version plus évoluée

Elle transforme le systeme A = 0, S # 0 en une famille de présentations
caractéristiques C1, ... , C; telles que

[4]:8° = [C)]:HEN---N[C)]: HE.

Elle retourne alors I'ensemble {Cy = 0, He, #0,...,C, =0, Hg, # 0}. Cet
ensemble est vide si le systéme est inconsistant.

Ces présentations caractéristiques peuvent étre calculées a coup de bases
de Grobner. C'est ce qui est fait dans le paquetage diffalg. Une solution
plus efficace consiste & appliquer une variante tres proche de Lextriangular
[Laz92, Mor97, Aub99], nommée regCharacteristic [BL00]. L’algorithme s’ap-
puie sur des calculs d’inverses de nombres algébriques dont nous rappelons
le principe en section 1.6. L’étude théorique menée dans [Hub00] permet de
justifier facilement 1’application aux systemes différentiels réguliers.

Notons L = v; < --- < v; I’ensemble des dérivées dominantes des éléments
de A. On fait passer dans le corps des coefficients K toutes les dérivées figurant
dans A U S qui n’appartiennent pas a L. Appelons G le corps de fractions
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rationnelles ainsi obtenu. Vus comme des systemes de G[L], le systéeme A est
un systeme triangulaire de dimension zéro (il comporte autant d’équations qu’il
y a d’inconnues) et les présentations caractéristiques C; que 'on cherche sont
des systémes triangulaires de dimension zéro normalisés (c’est a dire constitués
de polynémes dont l'initial vaut 1). On construit les C; incrémentalement du
bas vers le haut. Il suffit de prendre les numérateurs des polynomes qui les
composent pour obtenir a la fin des présentations caractéristiques au sens de
la définition 6.

Les équations

Soit C = p; < --- < p; un systeme normalisé de Glvy,...,v;] et p €
Glv1, ... ,vit1] un nouveau polynome, extrait de A avec lequel on souhaite
étendre C'. Trois situations peuvent se présenter.

1. L'initial i, € G. 1l suffit d’ajouter p/i, a C.

2. L’initial i, € (C). On abandonne le calcul de présentations caracté-
ristiques a partir de C' qui ne conduit qu’a des branches sans solutions.

3. L’initial i, ¢ (C) et admet une certaine dérivée vy pour dérivée dominante
(1 < k < i). On tente alors de calculer une identité de Bézout entre i,
et pr, modulo I'idéal (p1,... ,pr_1) c’est—a—dire trois polynémes g1, g2, g3
de Glvy,. .. ,vg] tels que

giip + g2k = g3 (mod (p1,... ,pr—1))-

Ici aussi, trois situations peuvent se présenter.

(a) Le calcul réussit et g3 € G. Alors I'inverse de i, est g; modulo (C)
et on étend C avec le polynéme g;p mod (C).

(b) Le calcul réussit et g3 ¢ G. Alors l'inverse n’existe pas mais on a ex-
hibé une factorisation pr = g3g; mod (p1,...,pr—1) du polynéme
pr € C. Cette factorisation permet de scinder I'idéal (C') en une
intersection de deux idéaux, que ’on obtient en remplacant p; par
I’'un ou l'autre de ses facteurs. Il ne reste plus alors qu’a reprendre
le calcul de la présentation caractéristique en parallele a partir de
chacun des deux systemes.

(c) Le calcul ne réussit pas. Cette situation est en fait identique & la
précédente: un calcul d’inverse modulaire a échoué en révélant une
factorisation de I'idéal (C). Elle se traite pareillement.
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Les inéquations

Soit C' un systéme normalisé de Glvy,...,v;] et s € G[vr,...,v;] une
inéquation prise dans S. Il s’agit de tester que s ne divise pas zéro modulo (C)
et, en cas de scindage, d’abandonner la branche dans laquelle s = 0. Trois
situations peuvent se présenter.

1. L’inéquation s € (G. On a fini de vérifier que s est un non diviseur de zéro
modulo (C).

2. L’inéquation s € (C). On abandonne le calcul de présentations caractéris-
tiques & partir de C.

3. L’'inéquation s ¢ (C) et admet une certaine dérivée vg, pour dérivée do-
minante (1 < k < i). On tente alors de calculer une identité de Bézout
entre s et pp modulo 'idéal (p1,... ,pr—1) c’est & dire trois polyndémes
91,92,93 de Guv, ..., vg] tels que

915+ gapr = g3 (mod (p1, ... ,pr—1))-
Ici aussi, trois situations peuvent se présenter.

(a) Le calcul réussit et g3 € G. On a alors fini de vérifier que s est non
diviseur de zéro modulo (C).

(b) Le calcul réussit et g3 ¢ G. On a ainsi exhibé une factorisation
pr = g3g; mod (p1,...,pk—1) du polynome p; € C. On remplace
pr par g5 dans (C) et, soit on sait que 'idéal (C') est radiciel (en vertu
du lemme de Lazard, si les séparants de toutes les équations de C'
ont déja été inversés) et on a fini la vérification, soit on recommence
le test d’inversibilité de s modulo I'idéal engendré par le systeme C'
simplifié.

(c) Le calcul ne réussit pas. On a exhibé une factorisation p; = ¢3g
mod (p1,...,pj—1) d’un polynéme p; € C pour un certain j < k.
Cette factorisation permet de scinder I'idéal (C') en une intersection
de deux idéaux, que I'on obtient en remplagant p; par I'un ou 'autre
de ses facteurs. On reprend le test d’inversibilité de s sur chacune
des deux branches.

1.5 Calculer dans un produit de corps différentiels

Si p est un idéal différentiel premier d’un anneau de polynomes différentiels
R = K{U} alors le corps des fractions de R/p est un corps différentiel. Si i est
un idéal différentiel régulier de R alors I'anneau total des fractions” de R/i est

7. L’anneau total des fractions d’un anneau A s’obtient en rendant inversible tous les non
diviseurs de zéros de A.
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un produit de corps différentiels (il s’agit du produit des corps de fractions des
R/p; ou les p; sont les composantes premiéres minimales de 1i).

Principe

L’idéal différentiel régulier i est supposé décrit par sa présentation ca-
ractéristique C et on a i = [C]: HZ. On dispose (cf. paragraphe suivant)
d’un algorithme qui calcule I'inverse d’un élément de R/i. Ce calcul échoue
parfois. Dans ce cas, une factorisation non triviale d’'un élément p € C est
exhibée (mettons p = pyp2 modiN R ou R’ C R désigne anneau des po-
lynomes différentiels de dérivée dominante strictement inférieure a celle de p).
Les deux facteurs ont méme dérivée dominante que p. Cette factorisation four-
nit une décomposition (un scindage) de i en une intersection de deux idéaux
différentiels réguliers. Les présentations caractéristiques de ces deux idéaux
s’obtiennent & partir de C' en remplacant p par I'un ou 'autre de ses facteurs.
Dans les deux cas, certains éléments de C' de dérivée dominante supérieure a
celle de p peuvent n’étre plus algébriquement réduits par rapport au nouvel
élément. Reste alors a les réduire et a les rendre & nouveau primitifs.

Calcul de l'inverse

Rappelons qu’un polynome diférentiel a € R est non diviseur de zéro
dans R/i si et seulement si a est inversible dans I’anneau total des fractions
de R/i.

Un polynéme diférentiel a € R est diviseur de zéro dans R/[C]: HZ si et
seulement si r = reste_partiel(a, C') est diviseur de zéro dans R/(C): HZ°. C’est
une conséquence du lemme de Rosenfeld. Cette derniere propriété peut étre
testée en calculant un inverse algébrique de r dans ’anneau total des fractions
de R/(C): HZ (obtenu en faisant passer dans le corps K toutes les dérivées
sous les escaliers de C') par 'algorithme donné en section 1.6.

1.5.1 Formes normales modulo un idéal différentiel régulier

Notons N C OU l’ensemble des dérivées sous les escaliers de C'. Ce qui suit
est extrait de [BLOO].

Théoréeme 4 (et définition)
Quel que soit a € R il existe une unique fraction rationnelle p/q, appelée
forme normale de a et notée NF(a, C) satisfaisant

1. a=p/q modi (dans le sens ot qa = p mod i et q est non diviseur de

zéro dans R/i);
2. p est réduit par rapport a C ;
3. q € K[N].
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C’est le fait que ¢ € K[N] qui assure que ¢ est non diviseur de zéro dans R/i.
L’ensemble des formes normales de R modulo i forme un espace vectoriel sur K
(i.e. toute combinaison linéaire de formes normales est une forme normale).
Cette propriété, qui permet de détecter facilement les dépendances linéaires
sur K entre éléments de R/i, a fourni un analogue de [FGLM93] mis en ceuvre
dans [Bou99].

Calcul de la forme normale

Soient a € R un polynome différentiel et r = reste_complet(a,C). On a la
relation

it = modi (1.2)

ou les i; et les s; désignent respectivement les initiaux et les séparants des
éléments de C' et ou les ay, B¢ sont des entiers naturels. L’algorithme de calcul
d’inverse permet, pour chaque sy, de calculer un couple (5, 7/) tel que 7 €
K[N] et

5.8 =T¢ mod i.

En pratique, les inverses des séparants auront déja été calculés lors du trai-
tement algébrique des systémes réguliers (cf. section 1.4.4). En multipliant
Iégalité (1.2) par les puissances appropriées des 3¢ on obtient

o = P mod i (1.3)

Le membre gauche de I'égalité (1.3) appartient & K[N] mais le membre droit
n’est pas nécessairement réduit par rapport & C. En effectuant une réduction
purement algébrique, on obtient

st s e = ¢ mod i

La forme normale NF(a, C') s’obtient en rendant irréductible la fraction ration-

nelle
T’

~a1+71 car+e =61 B’
Z_l . e Zt 7"] PR T‘t

Exemple > Considérons le polynome différentiel u? — 4u, qui forme une présen-
tation caractéristique C de l'idéal différentiel premier i = [u2 — 4u] : (uy)>
Calculons la forme normale de u,,. En réduisant partiellement u,, par u? —4u,
on trouve la relation 2u, u,, = 4u, modi. Un calcul d’inverse algébrique
fournit 1/u, = u,/4u mod i, ce qui nous donne

Ug Uy

NF(ugy,C) = 90
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1.6 Inverse d’un nombre algébrique

L’algorithme que nous présentons dans cette section n’est autre qu’une
généralisation tres naturelle de l'algorithme d’Euclide étendu. Il s’agit d’un
algorithme purement algébrique dont 'idée remonte a [Laz91], qui est mis en
ceuvre dans [MR95] et dont nous ne rappelons que le principe. On évite dans
les implantations de manipuler des fractions rationnelles et de calculer les iden-
tités de Bézout (le pged suffit). Ce sont des variantes de 1’algorithme de Lionel
Ducos [Duc00] qui sont utilisées. Des versions basées sur [LRS00] devraient
donner d’excellents résultats également.

Dans I’anneau de polynémes R = K[xy, ... ,z,] (les indéterminées sont or-
données 1 < --- < x,), on considére un systeme triangulaire ' = {p1,... ,pn}
de dimension zéro (il y a autant d’équations que d’inconnues) et normalisé
(Pinitial de chaque p; vaut 1).

Le systeme T constitue une base de Grobner de 'idéal i = (T') pour 'ordre
lexicographique induit par l'ordre sur ’alphabet et peut donc servir & calculer
la forme normale NF(p,T') d’un polynéme quelconque p € R. Cette forme
normale est un polynéme équivalent a p dans R/i.

Si a et b sont deux polynomes de R[y] et si I'initial de b vaut 1, on peut
calculer le quotient ¢ et le reste r de la division euclidienne de a par b, vus
comme des polynémes en la nouvelle indéterminée y. Appliquons ’algorithme
de forme normale sur chacun des coefficients de ¢ et de r, on obtient une
forme normale du quotient et du reste de la division euclidienne de a par b
dans (R/i)[y].

La fonction inverse retourne l'inverse de a dans R/i ou échoue. Dans le
deuxieme cas, elle leve une exception et exhibe une factorisation d’un élément
de T'. On suppose a non nul dans R/i.

fonction inverse (a, {p1,... ,pn})
début
si a € K alors
retourner a—
sinon
soit i tel que lda = 1d p;
(u1, us, ug) := Bézout (p;, a, {p1,... ,pi—1})
si g =1 alors
retourner us
sinon
le calcul d’inverse échoue;
le polynéme w3 est un facteur non trivial de p; modulo (p1,... ,pi—1)
fin si
fin si
fin

1
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La fonction Bézout retourne une identité de Bézout
w1 a+usb=uz mod (p1,...,pn).

Les polynomes a et b appartiennent a R[y] et sont vus comme des polynomes
en y. On suppose que l'initial de a vaut 1. L’initial du polynéme wug résultat
(éventuellement ug lui méme) vaut 1. Le calcul échoue si un appel a inverse
échoue. Invariants de boucle:

1. ura+usb=u3 mod (p1,...,pn), via+wvab=v3 mod (p1,...,pn);
2. lensemble des diviseurs communs modulo (p1,...,p,) de a et de b est
égal a l'ensemble des diviseurs communs modulo (pi,...,p,) de uz et
de vs.
fonction Bézout (a, b, {p1,... ,pn})
début

(u1, ug, uz) = (1, 0, a)

(v1, va, v3):= (0, 1, b)

tant que v # 0 faire
¢:= inverse (coefficient_principal(vs,y), {p1,-.- ,0n})
(v1, va, v3):=C- (v1, V2, v3) (prendre les formes normales des coefficients)
q:= le quotient de la division euclidienne de uz par vs dans (R/i)[y]
(t1, to, t3) := (v1, va, v3)
(v1, v2, v3) := (u1, ua, uz) — q - (v1, va, v3)
(u1, ua, ug) := (t1, ta, t3)

fait

retourner(uy, ug, us3)

fin

1.7 Exemples

1.7.1 Exemple d’élimination

Reprenons 'exemple introductif.
p1 = ul — 4u,
Y9 p2 = uUgyvy —u+1,
P3 = Ugg — Ug-
Appliquons Rosenfeld—Grobner pour un classement éliminant u et ses dérivées.

DUy DUy S UD D Ugg D Ugy D> Uyy > Uy > Uy > 0.

On obtient, une présentation caractéristique C' ou

— a2
G =u— Uy,

c 2 = VUgy — 21)yg,
43 = VyUzy — Vyy + Uyy,

Q1 = vy, — 20, — 2v; + 1.
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Notons C = {g2,¢3,q4}. On a
VIEIN K{v} =[C]: H®.
Le raisonnement est le suivant. Soit p € /[S]N K {v} un polynéme différentiel.
1. Ce polynome est réduit & zéro par C.

2. Comme p € K{v}, seuls les éléments de C' dont la dérivée dominante est
une dérivée de v (i.e. ceux de C) permettent de le réduire.

3. Comme le classement élimine u, les éléments de C' appartiennent a K{v}.

4. La réduction de p par les éléments de C ne fait donc apparaitre aucune
dérivée de u dans les restes successifs. Par conséquent p est réduit a zéro
par les seuls éléments de C' et p € [C]: HZ.

Eliminer peut aussi aider a résoudre un systeme. Les fonctions pdsolve et
pdesolve de MAPLE V version 5 ne permettent pas de résoudre 3 directement.
On s’apercoit apres le calcul de A que l'idéal \/ﬁ comporte une équation
différentielle ordinaire ou ne figurent que les dérivées d’une seule indéterminée
différentielle

1)2y — 27’32131 — 21); +1=0.

Cette équation, qui se résout aisément avec dsolve, aide a résoudre le systeme
complet.

1.7.2 Symétries de Lie avec discussion automatique

Cet exemple consiste a résoudre un systeme d’équations aux dérivées par-
tielles linéaires, dépendant d’une fonction arbitraire. En scindant I’idéal, I’al-
gorithme Rosenfeld Grébner discute les solutions en fonction du parametre.
L’exemple, ainsi qu’une partie de son analyse sont extraits de [Rei91]. Voir
aussi [Pet99]. Il s’agit de symétries de Lie d’équations différentielles. L’équation
différentielle ci—dessous est une variante de I’équation des ondes. Le symbole H
désigne une fonction arbitraire de u(z,y).

2 2
Ep : % u(z,y) = aa_yz u(z, y) + H(u(z, y)) 8%/ u(z, y)

On s’intéresse aux symétries de Lie de 1’équation (Eg). En fait, le graphe
d’une solution de ’équation (Ef) est un ensemble de points (z,y,u) € R3 ; une
symétrie de Lie de cette équation est une transformation (un difféomorphisme
local) qui envoie le graphe de n’importe quelle solution sur le graphe d’une
autre solution :

= p1(z,y,u),

P2 (337 Y, 'LL)7

= ¥3 (337 Y, u)'

SRS
Il
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On cherche les champs de vecteurs

0 0 0
V= Vl(v’U:ZhU) -+ V2($=y7u) -+ V3(az7y,u) a-
ox dy ou

dont les flots sont les symétries désirées. L’ensemble de ces champs de vecteurs
forme une algebre de Lie, c’est & dire un espace vectoriel muni d’un crochet de
Lie. En posant que la dérivée de Lie de Eg est nulle modulo Eg on obtient un
systeme ¥ d’équations aux dérivées partielles linéaires (appelées équations de
Lie) en les trois indéterminées différentielles V', V2 et V3. Les dérivations sont
0/0x, 0/0y et 0/du.

Su=1[V, —HV, =2V}, -V, V2, - V2 + HV; + V> H, + 2V}

TUu yy’ 'zz yu’
3 3 3 1 2 1 3 2 11 /1 2
V’I"I‘ o HVy o Vyy: ‘/uu7 ‘/uu7 -2 Vmu + Vvuu: Vvu: Vvu: VT - Vy )
2 1 2 1 ys2 1
Vyu - un7 Vw - Vu ’ un - Vyu]
Des dérivées du parametre H figurent dans les coefficients des équations diffé-
rentielles linéaires. On enrichit le systéeme avec les deux équations suivantes afin
d’exprimer ’hypothése que H ne dépend que de u.

H, =0, H, =0.

Nous souhaitons discuter en fonction de H la structure de 'algebre de Lie
et en particulier sa dimension, en tant qu’espace vectoriel. Pour cette raison,
nous choisissons de considérer ¥ comme un systeme d’équations aux dérivées
partielles polynomiales en les quatre indéterminées différentielles V!, V2, V3
et H. Nous lui appliquons l'algorithme Rosenfeld Grobner pour un classement
qui élimine les V. En scindant les cas, 'algorithme discute en fonction de H la
structure de I’algebre de Lie. Remarquer que d’apres le lemme de Lazard, I’algo-
rithme est obligé de scinder les cas correspondant a des dimensions différentes.
Quatre systemes différentiels réguliers sont produits.

Les calculs détaillés ci dessous sont effectués grace au paquetage diffalg.
Les sorties sont mises en page. Les développements de Taylor sont calculés au
voisinage de x = 0, y = 0, u = 0. les symboles commencant par la lettre C
désignent les constantes apparaissant dans ces développements (par exemple,
CH= H(0,0,0), CH, = H,(0,0,0), ...).

1.7.2.1 Premier systéme

Voici une présentation caractéristique du premier systeme.

1 1 1 2 2 2 3
vV, =0V, =0V, =0,V=0V;=0,V;,=0,V>=0,H, =0, H, = 0.
On n’y voit aucune équation différentielle en H et ses dérivées a l'exception de

celles que nous avons introduites ci-dessus. Il s’agit donc du cas général. Les



38  Calcul formel, Applications

solutions des V sont

Viz,y,u) = CV',
Vi(z,y,u) = CV,
Vi(z,y,u) = 0.

Les transformations autorisées sont des translations dans le plan (z,y) (A, u
désignent des constantes) :

X=z4+X\ Y=y+pu U=u.

1.7.2.2 Deuxiéme systéme

En voici une présentation caractéristique.

VP H, V3 H,
vl=- 7 7vy1:o,vul:07VI2:(),VyQZ_T,VUQZO,Vﬁ:(L
V3 =0 V3= 77‘/3 Hu2 + Hya HV? H _ 772 HHuu2 'i'PIu2 H,y
g = U V= H, H s uuu = H, H ’

H, =0, H, = 0.

Ce cas correspond a n’importe quelle fonction H satisfaisant I’équation différen-
tielle d’ordre 3 ci dessus. Le calcul des développements de Taylor des solutions
donne

® CH,
Viggu) = oyt - 2O
‘ ‘ ® CH,
Vg = oy - LT
5 B _u(=CV® CH,” + CH,, CH CV*)
Vi(z,y,u) = CV? CH. CH

L’algebre de Lie est de dimension 3 c’est—-a—dire que les solutions du systeme
dépendent de trois constantes arbitraires CV', CV? et CV® (les constantes qui
apparaissent dans le développement de Taylor de H sont supposées connues).

oz CH,

1 0 CH
Vv=cv' | 0 |+CV | 1 |+CV _yCH,
0 0 CH

CH, CH+ u(CH,* — CH,, CH)

On peut remarquer qu’on retrouve (en posant CV? = 0) les symétries de Lie
de la section 1.7.2.1 mais d’autres symétries existent dans ce cas—ci. Une classe
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de fonctions H qui satisfont ’équation différentielle d’ordre 3 est donnée par
H(u)=au+p

ou «, [ sont des constantes (en fait « = CH, et § = CH puisque les solutions
ont été développées au voisinage de 'origine). En posant CH,, = CH = 1 nous
trouvons le groupe de symétries

1 0 —T
v=cv'|l o |+CcV| 1 |+CV —y
0 0 u+1

Les flots engendrés par les deux premiers champs de vecteurs sont des trans-
lations dans le plan (z,y). Le troisieme champ de vecteurs engendre le groupe
de dilatations (ou A désigne une constante)

X== Y= U+1=A(u+1).

1.7.2.3 Troisiéme systéme

Il correspond au cas H(u) = constant.

yu uu

1
V’I’%’IJ = 07 V’I‘q’l‘ = HV; + Vy3y7 Vq?u = 75 V’I‘2 H: V? = 07 Vq = 07 Vrl = O:

Vyl:VT?7VJ:07V;:0,Vu2:07Hw:0,Hy:0,Hu:0.

Le solutions des V' sont

Viz,y,u) = CV' +y CV2,
Vi(x,y,u) = CV:P+xCV2,
1
V3 (z,y,u) = CV3+m0V2+yCVZ+u0vi+§m2(0H0v2+cvgy)

1 1 .
3 2 2
+myCmef§muCVm CH+§y CVyEy-I—---

Les champs de vecteurs associés & CV' et & C'V? engendrent les translations que
nous avons déja rencontrées dans le cas général. Le champ de vecteur associé
N 2 . .

a CV, engendre une rotation hyperbolique

X a b T 1
— U=ue 3Y"9
<Y> <b a)<y)’ we s

ou a? — b? = 1. Le champ de vecteurs associé a CVZ engendre le groupe de
dilatations U = Awu. Les autres symétries dépendent d’une solution arbitraire
a(z,y) de I'équation Ep puisqu’elle est linéaire dans ce cas ci.

0]
V= CK(.’IJ,:[/) %
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1.7.2.4 Quatriéme systéme

11 correspond a 1’équation des ondes (H(u) = 0). Il y a encore davantage de
symétries que dans le troisiéme cas. Voir [O1v93, page 124] pour leur description.

2 _ 2 3 _ 3 3 _ 3 _ 3 _ 1 _ 2 1 _ 2
V2 =V2 V=V VR =0,V =0,V =0,V =V, V=12,
Vi=0,V2=0, H=0.
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