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Sur une équation générale du type Duffing
avec double puits de potentiel

C. Fitouri® et S. Gasmi*

Résumé : Sous une certaine condition de petitesse sur le terme f et pour
¢ assez grand, nous prouvons l’existence d’exactement 3 solutions bornées
asymptotes aux solutions quelconques de I'équation u” +cu'+ |u|Pu—u = f(t)
lorsque t tend vers I'infini. Pour ¢ quelconque, f T-périodique et vérifiant une
certaine condition de petitesse, nous établissons 'existence d’exactement 3
solutions périodiques.

Abstract : Under a smallness condition on the bounded forcing term f
and for c large enough, we prove the existence of exactly 3 different bounded
solutions which asymptote any solution of the equation u” 4 cu’+ |u[Pu—u =
f(t) as t tends to infinity. For any ¢ > 0, we establish the existence of exactly
3 different T- periodic solutions when f is T-periodic and satisfies a smallness
condition.

1 Introduction

L’équation de Duffing décrit le mouvement d’un systéme non linéaire
représentant un oscillateur unidimensionnel.
On peut I’écrire sous la forme :

u” e +ud —u = f(t)

ouc>0et fe L*R).

A.Haraux [9] a prouvé que sous une certaine condition de petitesse sur f et
pour c assez grand on pouvait avoir pour ce systéme un comportement moins
chaotique que celui décrit dans |5, 6, 10, 12|.

Dans ce travail nous déterminons une condition de petitesse sur f dépendant

*Laboratoire J.-L. Lions, Université Pierre et Marie Curie, boite courrier 187, 75252
Paris Cedex 05, FRANCE.



de p > 2 qui donne des résultats analogues pour I’équation un peu plus
générale
u" + cu + |uffu—u = f(t) (1.1)

ouc > 0et f € L*(R). Les méthodes de démonstration sont celles de [9] avec
des difficultés techniques spplémentaires surtout pour les résultats globaux
(théorémes 2.2 et 2.5).

Nous améliorons au passage le résultat du théoréme 1.2 de [9].

2 Les résultats principaux

Théoréme 2.1. Sous la condition

11 <<p+1)p7 (2.1)

Uéquation (1.1) admet une solution unique wy € W2 (R) telle que

1

lwolloo < T (2.2)
(p+1)»
Si de plus ¢ > 2,/p et
2p+ 1 pr1
o < r—2 2.3
[pal p((p+1) ) (2.3)

(1.1) admet une solution unique w, et une solution unique w_ € W (R)
telles que

2p+1
p+1

2p+1

ijl)37—1 (2.4)

1
lws = oo < ( )P =1 fwo + e < (

Sic < 2,/p et sous la condition supplémentaire

£l < (424 Dl 4103 == Gl + 15 s () (22)

(1.1) admet une solution unique wy et une solution unique w_ € W*>*(R)
telles que

C\/ﬁ )%_]—a

lw- + 1o < (1+ ¢
w_ 00 — )P —
2(p+1)

log = loo < (1+



Finalement si ¢ < \/g, en supposant que

c\/P c\/P 1 OV == c\/P

o < (—=+p+1 ——l—lp——P———_ c

Il = (g 2 D5 s+ 0P = () N 7(7<§

2.7

(1.1) admet une solution unique w, et une solution unique w_ € W**(R)
telles que

i%_ w /P 1
V) el gyt @9

Dans certains cas le résultat local du théoréme 2.1 peut étre raffiné en
donnant un résultat global sous une restriction additionnelle sur f.

[l = Tloo < (14

Théoréme 2.2. Sous les conditions

<inf{1 e
6pv2 VI+ 2 8V3p

toute solution u de (1.1) sur un intervalle J = (to, +00) est asymptote a une
des 3 solutions wy, ws,w_ quand t — +00.

¢> 25, f€CR), ||fl b (29)

Corollaire 2.3. Sous les hypothéses du théoréeme 2.2, si f est presque pé-
riodique, (1.1) admet exactement 3 solutions presque périodiques wo,w,w—.
De plus si f est T- périodique alors wy,w,,w_ le sont aussi.

Corollaire 2.4. Sous les hypothéses du théoréme 2.2, si f est T- périodique,
alors (1.1) n’admet pas de solutions sous harmoniques.

Le dernier résultat est restreint aux solutions 7- périodiques mais valable
pour tout ¢ > 0.

Théoréme 2.5. Soit f bornée et T- périodique. Sous la condition

1l + —\/anup (—_”1) L 1)7)

(P =Py (L (2.10)

p+1

L -1
Avec K = 2(1+§(p—3)+)p2 (p 1) (p 2) z (p + 1)T + 2(13—3)+p2(p2 . 1)Tp
(*—p+3)7 e Cp

+p'(p+1)T
léquation (1.1) admet au plus trois solutions T- périodiques.



Corollaire 2.6. Soit f bornée et T- périodique satisfaisant les deux condi-
tions du théoréme 2.1 et 2.3, alors (1.1) admet exactement trois solutions T'-
périodiques.

Remarque 2.7. Si p = 2, la condition (2.9) du théoréme 2.2 améliore la

" ) 2v2
condition (1.9) de [9] d’un facteur ==

3 Existence de 3 solutions bornées pour f petite

On établit d’abord D'existence de la “petite” solution. On introduit I'opé-
rateur A defini sur

X = L®(R)

par

D(A) = W* = {u € C'(R),u,u,u" € L(R)}
Vu € D(A), Au=u"+cu' —u

alors une solution bornée u de (1.1) est juste une solution de
A=u"+cu —u=f—|ulfu

Puisque -A est un opérateur elliptique, il est clairement inversible sur X et
on a

Az =1
On écrit I'équation précédente comme
u=AT(f — [ufPu)
L’application
T(v) = AH(f = [vfPo)
conserve la boule
B, ={ve X, ||v||x <r}

si
1f1lx + 77 <o
ceci est satisfait pour un certain r positif si
1 ptl

<sup(r — Pt = p(——)r
171l < sup(r = 1) = (=)



1
puisque le maximum est atteint pour r = rq := (ﬁ)ﬁ et sous la condition
(2.2) ci dessus il existe r < 1 tel que

7B, C B,

1
Puisque r < (Iﬁ)i I'application v — vP*! est une contraction uniforme sur
X et donc 7T D'est aussi. Alors il existe un unique point fixe u de 7 dans B,

qui est la solution de notre probléme. De plus on a ||u||x < (ﬁ)%

Vu le caractére impair de la non linéarité, quitte a changer f en —f, pour les
deux autres solutions il suffit d’étudier I'existence d’'une deuxiéme solution
bornée au voisinage de 1. Posant © = 14 v, on est alors ramené & considérer
I’équation

Ve +pu=f -7y ou yv)=1+v(1+v)—(p+1)v—1
qui peut étre écrite sous la forme :
v= L7 =)
ou

L=0*+co+pl

1*"cas : Sic>2,/p
alors, d’aprés le théoréme 2.1 dans [9], [|[L7']| = J et

T(v) =L (f —7(v))

conserve la boule
B, ={ve X,|p|[x <r}
si ]
5(HfHX +(r) <r
Ceci est satisfait pour un certain r positif si

1 fllx < b;}ilg(pr —(r))

Il suffit donc de prendre f telle que

fllx <sup(2p+1)r — (L+7r)PT +1:=M
r>0



avec
M= (2p+ 1)ro — (L+70)"" +1; 7o = (

De plus, puisque (p+ 1)(1+179)? =2p+1on a
Vo € (=10, 70), [(1L+0)") | = |(p+ (1 +v)’| < 2p+1
alors pour tout r € (0,7) tel que :
1fllx < @p+ Dr = 1+ +1

ona7B, C B,et 7T :B, — B, est une application uniformément contrac-
tante. Le point fixe de 7 correspond & la solution bornée positive qu’on
cherche. Pour finir la démonstration dans ce cas, deux remarques sont néces-
saires.

1) On a:

2 1.» 1 P
DELYE o) < p(——)F
p+1 p+1

M= (2p+1)ro — (1+70)"™ + 1 = p[(

2) La solution au voisinage de 0 et la solution au voisinage de 1 sont distinctes

1
puisque la seconde est plus grande que 1 — [(2;’%11)% —1] > (zﬁ)%

2°"cas : Sic < 2,/p

alors, d’aprés le théoréme 2.1 [9], [|[L7Y]]| < %ﬁ et

T(v) =L (f—7(v))

conserve la boule
B, ={veX|v|lx <r}
si

2
ol a) < v

Ceci est satisfait pour un certain r positif dés que

VP

I71lx < sup(“LEr = 5(r))
r>0

Il suffit de prendre

ey

1Fllx < sup(p + ==+ 1)r — (1 + PPt 1= M
r>0



avec

Cc
M=o+ P - (1, =

; VP )1 <

<2(p—|—1)

De plus 7 est toujours contractante sur B, pour r < ry et la solution positive
reste toujours plus grande que la solution proche de 0. La condition finale
sur f dans ce cas est

7l < (2 4 p 1

eme . p
3mecas i ¢ < /%

En utilisant la formule exacte donnée dans le théoréme 2.1 dans [9] :

VP b (P

2(p+1) 2(p+1)

1 1t+evir a1
SX == = coth{ ———=

—CT

1 — e\/4w270 w

1L px) = }

/4 — 2

on prouve que

V2

I£7 ) € —=
RN
En effet pour w fixé, ¢[|£71||1(x) est une fonction croissante de ¢, d’oi pour
c<v/%
1 l1+e 2
< X <3/-
SV e p
puisque % > In3. La conclusion est donc la méme que dans le deuxiéme
cas.

Shi b

el LM e

4 Borne ultime de la solution générale

Dans cette section on établit une estimation non optimale de la borne
ultime de la solution générale de (1.1).

Proposition 4.1. Pour toute solution u de (1.1) on a

+(p+2)°

2 pt+2
Iy L O (B

p+2
T [u2(0) < (05"



Démonstration : On introduit Pénergie E(t) = 1u + —L|u[Pt? — 142,

2 p+2
On a 5 A
El(t>:fu/—CU/2§(p+ ) 2 (p+ )CUQ
2pe 2(p+2)
et
(ue) = u? +uu” = u* + u(f — cu' — |ufPu + u)
d’ou
i(E—i——C uu') < ¢ u’Q——(p+4) cw? — —S i — lulPt? + ——u
dt p+2 “p+2 2(p + 2) p+2 p+2 p+2
c 2 p+2
+p+2uf+ c( 2p )
c c c 2 p+2
= —c(F + ——uu uw? — —u? + uf + —(——
(B4 —mu) + 5w —qu + ol + (5 )
c pc o, [P p+2 c
=—c(B+—suw) — ———u"+— + U
( p+2 ) 2(p + 2) c<2p) p—|—2f
pc 2 pc 2 ¢ o P pt2
< —c(E+ ") — u® + u® + + —(—/—
< — p+2 ) 2(p+2) 2(p+2) 2p(p+2)f c(2p
1 c p+2
< —e(E+ ——u) + — + 2
< —el p+2 ) 2p(p+2 c )/
ce qui donne
lim (E(t < —— = P

Pour tout € > 0 on a pour ¢ assez grand

2 2

2
e +e
< Gty 3y M1

(E(t) +

c
p+2
Finalement considérons une suite “asymptotiquement maximisante” ¢,, telle
que

lim u?(t,) = lim u?(¢)

n—oo n—oo

Supposons que cette limite soit positive, il est clair que lim «'(¢,,) = 0 puisque

n—oo
u” est bornée pour ¢ > 0 et par conséquent pour n assez grand on a
1

1 A+ (p+2)?

I p+2tn__2tn<Etn §< 2 2
gl ) — 5 < Bl + 5 < Gl 2
p+2 +(p+2)?
= (1) - P2 ) < S PR 4+ 200+ 2)e

)



d’aprés I'inégalité de Young on a

+2 + 2 p+2 2
o laP < L5255 + Sl
p+2° 2 p+2

d’ou pour t =1,

2 2
D <p—|—2 pt2 2 |u|p+2+c +(p+2)

) +p+2 2pc?

2

2 1 92(p+2
< 115 + 200+ 2)e

ce qui donne

D2 < P (p+2w 4 (p+2)°

)+ 1% +2(p+2)e

p+ 2 T p+ 2 2 2p02
et par conséquent
pt2 2 A+ (p+2)° p+2)?
P ?20) < (555 + 0+ il + 2
2 2p?c
donc
— + 2, pr2 ¢+ (p +2)? +2)?
i a0 < (227 + 4 50T + 222

et puisque ¢ est arbitraire on obtient (4.1).

5 Une estimation précise pour c¢ grand

Quand ¢ > 2,/p, I'inégalité (4.1) et la propriété de conservation de la
positivité permettent une estimation plus précise de v pour ¢ grand.

Proposition 5.1. Pour tout ¢ > 2,/p, on a
— 1
Jim u(8)] < 1+ )1/ (5.1

vrai pour || flleo < 1.

Démonstration Quand ¢ > 2,/p, 'opérateur £ = 0% + ¢+ pl a un
inverse positif sur L>. En plus 'estimation (4.1) donne dans ce cas

- 2
T up () < (225)

p+2
P

dp+ (p+2)?

I

+(p+2)]



En particulier si on suppose

[ flloo <1
alors on trouve
2
pr2gy < (P2 e dp+(p+2)
T fu2(0) < (F2)F + -+ )=
orpourpZQOHaWS%
done 42 42
p+2
ufP+? < (p2 )Z +pT
< 2(p_+2)¥
2
d’ou Lo
[u] < 2772 (F5)s

Si w une solution de (1.1) on pose u =1+ v on a
Vit +potflo+ 1o+ 1) = ((p+ Do+ 1)) = f

h(u) = v+ 1P+ 1) = ((p+ Do +1) = |uf'u = (p+ Du+p = 0 pour
1
u > 2p+2(p‘52)5; en effet

W (u) = (p+1)(ful” — 1)

T | —00 —1 1 400
h + 0 - 0 +
1+ 3p
h /! N /!
0

D’aprés le tableau de variation h(u) > 0V u € [—1, +o0.

. 1 1 1 1
Sur |—o0, —11] ; hoest 1crmssante alors h(u) > h(—2772 (E£2)p) v > —27+2 (2£2)5
puisque —27+2 (222)3 €] — 00, —1]
D’autre part 271%2(1%2)% <(p+ 2)% donc

p+2

) < h(—27= (F-2)7)

LA

h(—(p+2)

h(—(p+2)7) = —(p+2)7 +p >0

10



puisque p? > p+2Vp>2
donc

h(u) >0 Yu> —27-1%2( 5 )%
En particulier on a
Ve +pu < f

On veut montrer d’abord que
li (t) <1 ! || ||
t1m U + flloo

supposons que cette inégalité est fausse, on peut choisir 6 > 0 et ¢,, une suite
tendant vers oo telle que

1
ulta) 2 14l +8

remplagons v par v(t +t,) et f par f(t+t,). On peut passer a la limite par
une sous suite pour laquelle la suite de translatés de f converge faiblement
dans L?. On peut aussi supposer que les translatés de v convergent dans C*,
d’ou les fonctions limites vérifient I’équation limite. Finalement il suffit de
considérer le cas ou v est bornée sur R. Dans ce cas, puisque

V" + v+ pu < | fllso

on obtient .
v <~ flle
b

en contradiction avec ]
1wwzgmm+5

On a donc ]
T < -
Jm u(t) < 1|l

Finalement on obtient une inégalité analogue en changeant u en —u, et le
résultat en découle.

Remarque : Le résultat de la proposition 5.1 n’est pas vrai pour les petites
valeurs de ¢ méme pour p = 2, cf.[9].

11



6 Démonstration du Théoréme 2.2 et de ses co-
rollaires

L’un des principaux outils de la démonstration est une formulation pré-
cise de la stabilité asymptotique des solutions bornées w,, w_. Il suffit de
considérer w, puisque pour w_ on peut changer u et f en leurs opposées.
Dans ce cas on a

Lemme 6.1. Soit

c 3p—4

oo < 6.1
Il < 7550 (0.1
Alors pour tout 6 < %, il existe n > 0 tel que les conditions
lu(te) — 1] < d et |u'(ty)] <7
impliquent que
1
Vt >t t)— 1| < — 2
et
- V 1 + 02 2\/6
lm Ju(t) — 1] < 1/l (6.3)
t—-+oo c \3p—4
de plus si ¢ > 2,/p, sous les mémes hypotheses on a
lim (Ju(t) —wi ()] + [ (t) — (1)) =0 (6.4)

t—-+o0

Démonstration : En posant u = 1 + v on obtient ’équation en v
Ve 1+ oP(l4+0)—(v+1)=f

On pose
(v+1)P+2 1 , 11
Py)= "~ = 24— -
W= "3t +5-

Il existe 6 €]0, 1] tel que

1
P(v) = P2y plp+ )(1 + Gv)P 1o
2 6
On remarque que
1 9 4 Lp ,
< — = —9p° <P < —
vls g, = 0 P =550

12



En effet

D p+1 1,2 . 1
Pv) — = 1 P < =
|P(v) 2@!_ 12(+9) SZI’U\_QP
Or
(p+ DL +00P < (p+ (1 + =)L = p(1+ (14 )
- 2p j% 2p
1 9 1
< el
fp(1+2 ) < 5p(1+4)
d’ou
p 2 p 2
P
|P(v) — Sv7| < 167
Soit .
F(t) = 5@’2@) + P(v)(t)
et

O(t) = F(t) + avv'(t)
ol a une constante > 0 qui sera choisie plus tard. On remarque d’abord que
sia < i, on a
1 p
avv'| < —v? 4+ 2
| | 8 16
alors

1 3
Z(p112+v')<<1>() Z(pv + %)
tant que la condition

1
v < o~
2p
est satisfaite.
Soit ]
T = sup{t > to, |v(t)| < 2—} et J = [ty,T).
p

On donne une suite d’estimations valables pour ¢ € J. On a

f2

F/t:_ 12 /<_
(1) '+ fu < 2c

(') =02 + " =v? — v’ —vg(v) + fu
Avec g(U) _ |1 + U|p<1 + 1)) — (1 + U) = pv + p(p2+1)<1 + 91})17—11}2

13



e Si v >0 alors g(v)v > pv?.

eSiv<0, ona (1+06v)P~ <1alors g(v)v > v*(22 — 1),
D’ou 3 ]
(v0) < v? — v’ — U2<Zp - 5) + f?
et en utilisant ) )
—cov’ < 57)2 + %1/2
on en déduit que
2 3 1
P < (a1l + %) — g)v'2 - a(zp —1v® + (a + 2_c)f2
On prend
c
o = 2
41+ %)
alors (1 + %) =get
1
P < 2@’2 — of p Dv? + (a + 2_c)f2
Oé(gzp B 1) 2 1 2
< 5 (pv +v)+(a—|—%)f
donc on trouve (3p )
—4a(£ 1
(I)/ 4 P i
< Dot 0+ )
d’ou
e d, o) < expl—da(L 1)t — o) + (L ED
’ - 3p 3p—4

Pour avoir 7' = oo, on doit avoir |v| < 2ip sur J qui est satisfaite dés que

6p 1 —|— c? 15 1
D(t -
Pour avoir cette condition il est suffisant de prendre
1 6p 1 + c? 1
P(t t
La premiére condition est vérifice dés que %pvz(tg) < %p et 3v2(ty) <

5= — 2v?(t) ce qui correspond & nos hypothéses. La deuxiéme condition est

32p
equ1va1ente a

c +3p—4
Vi+e 8/3p

14

[flloo <



Pour p=2 elle se réduit a

V2

C
o S ————
I/ V1+ 2163

Sous ces conditions on a T = o0 et

1 6p . 1+c?
D +c 2
Yt > ty, (1) < —4a(2 (¢
> 1y, @(1) < exp[~da( T )]e(to) + (L) (5Ol
et I'inégalité
2 1
u(t) — 1| < —o(t)2
u(t) — 1 v@()
nous donne 7
— V142 246
lim |u(t) — 1] < £l x

t——+o0 C w/3p — 4
Pour prouver la deuxiéme partie, on remarque que la distance asymptotique
entre u et 1 est plus petite que

1 2 1

R s} S .

2p p+1
eneffet%zl+#2§et(l+ﬁ)p<\/€<g.

On veut alors montrer que v — w, quand t — 400 et puisque u” est
bornée dans S? on aura v’ — w/,. Pour prouver cela on va utiliser la méthode
de “translation-compacité” de Amerio-Biroli [2, 3]. Supposons qu il existe «,
tendant vers I'infini avec

lim |u(oy,) —wy(an) =n>0
on peut remplacer a,, par une sous-suite qu’on note aussi «,, telle que
ulap +1), wi(a, +1), fla,+1)

convergent respectivement vers v, w et g dans R uniformément sur tout com-
pact pour les deux premiéres fonctions, localement faible sur L? pour la
troisiétme. Alors v et w sont deux solutions bornées de

e+ |2fPr—z2=g

avec
Maz{]lv = 1o, lo = o} <70

En particulier v = w et pour ¢ = 0 on obtient une contradiction avec
lim |u(a,) —wy(on)|=n>0
n—oo

Cette contradiction compléte la démonstration du lemme 6.1.

15



Lemme 6.2. ([9], lemma 6.2) Soit J = (a,+00) et u € C*(J) tel que u < M
surJ. Soit .
U:= lim u(t)

t——+oo
Alors il existe une suite de réels t, € J telle que t,, — +o0 et
lim «”(t,) <0, lim u(t,)=U
n—-+oo n—-+00
Lemme 6.3. Pour tout € > 0, l'inégalité u — |u|Pu < ¢ implique : u < 1%15
ouu>1— /3¢

Démonstration : Si v < 0 il n’y a rien a prouver.
Si u > 0 on distingue deux cas

i) Siu < —1L alors 1 — |ul? > -£- et donc
)Sius i ul > 32

u— |[ulPu=u(l—|uf) <e=

i) Si u > —L—+, alors u(1 — w?) = u(l — u)[2=~] > —L+(1 — u) et donc
(p+1)P

puisque (p + 1)%leq\/§ on trouve

u>1—3¢

Démonstration du théoréme 2.2.

Soit u une solution de (1.1) sur R et introduisons

M= Tim u(t), m= lim u(t), € =|fl

t——+o00 t—+oo
Comme conséquence du lemme 6.2, il existe une suite de réels t, telle que

lim «"(t,) <0, lim w(t,) =M

n—-+00o n—o0

Puisque u” est bornée = lim,, ., ¢/(t,) =0 On a
(u—[uffu)(tn) = = f(t) +u"(tn) + cu'(t,)

donc o
lim (u — |uPu)(t,) <e

n—oo

Comme conséquence du lemme 6.3, pour n suffisament grand on a soit

p+1
p

u(t,) < £ < 2e

16



soit

u(ty) >1—3e

Dans le premier cas on conclut que
M < 2¢

Dans le deuxiéme cas, d’aprés la section 5, on a
€
1—V3e<u(t,) <1+-
p
Comme conséquence du lemme 6.1, puisque (2.9) entraine

1
et de plus lim %'(¢,) =0
B plus  lim w'(t,)

on conclut que u est asymptote & w; en 4+00. Dans ce cas la démonstration
est terminée. Revenant au premier cas, on considére une suite s, telle que

\/gag

u"(sp,) >0, lim u(s,) =m

n—oo

et par le méme argument on conclut que u est soit asymptote a w_ en 400,
soit
m > —2¢

Dans ce second et dernier cas on a

lim |u(t)| < 2¢

t—+o00

et par les hypothéses faites sur f ceci implique que

lim |u(t) —wo(t)] =0

t—o0

On prouve cette derniére propriété en utilisant a nouveau la méthode de
translation.
En effet supposant, au contraire, I'existence de «,, tendant vers 'infini avec

lim |u(ay,) — wo(an)| =1 >0

on peut remplacer a,, par une sous-suite, notée a,,, telle que

u<an+t)a w0<an+t)a f(an—'—t)

17



convergent respectivement vers v, w et g sur R, uniformément sur tout com-
pact pour les premiéres fonctions, localement faiblement dans L? pour la
troisiéme. Alors v, w sont deux solutions bornées de

e+ Pr—2=yg

avec
Maz{[v]lo, [lw]loc} < 2¢

En particulier v = w et pour ¢ = 0 on obtient une contradiction avec

lim |u(ay,) — wolan)|=n>0

n—oo

Cette contradiction termine la démonstration du théoréme 2.2

7 Démonstration du théoréme 2.5.

On commence par montrer que pour 7 fixé, les solutions u T-périodiques
sont telles que |||uPu — u||o tend vers 0 avec ||f]]oo-

Proposition 7.1. Soit f bornée, T-périodique et soit u € C*(R) une solution
T-périodique de (1.1). Alors on a lestimation suivante :

(p+1)

—5 07

Ifufu = ulloe <[ flloo (1 + —\/Kllfllp

avec K = 20+5(p— 3+ pt

+pP(p+1)T

Démonstration : En intégrant (1.1) sur J = (0,7") on trouve :

/](lu\pu—u)dt:[]fdt

1 b _
7 [ ulru =it = 171

Ensuite en multipliant (1.1) par «’ et en intégrant sur J on trouve :

c / udt = / fuldt = c / udt < ( / F2dt)z ( / udt)z
J J J J J

18
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Alors

T
Wﬂbé%;mmw (7.1)

Puis en mutipliant (1.1) par u|u[P~2 et en intégrant sur J on obtient :

/ (af — Juf)dt = / FululP?dt + (p— 1) / WP 2dt
J J J

— / (af = Jul)dt < |[£]l / Pt + (p— 1)|Jul]Z2dt / WPdt (7.2)
J J J

D’une part, d’aprés I'inégalite de Young on a :

_ p—1 _
|UMAMP1S—E—WP+#’Nﬂ&

donc .
_ P — _
HNW/WVWH§fr/ﬁWﬁ+MﬂW&T (7.3)
J p J
D’autre part :
lul2% < 203 755 fu|lp =2 + 20~ T72% o/ |52 (7.4)
ou
v+ ) p—3 st p=3
(p=3) _{o si 2<p<3
en effet

1
lulloo < Fllully + [l
en appliquant I'inégalité de hélder a |jul|; et & ||u'[|; on a
p=1 1

luly T Jlully et |/l < T[]

enfinsi2 <p<3
lull?s? < T Jul| 2 + T2 || 52
et si p > 3 la fonction 27~2 est convexe donc
lullie? < 22775 Jullp + 277" |l

En appliquant I'inégalité de Young on a

— 3
Jull~? < ' —p+ /|updt
2= 2 (p — 1) T || f|12,

19



+2(W+1) [p(p - 1)(p - 2)]” 2 Ti

- 7.5
e I T
en effet il suffit d’écrire
1 1
A AMullP=2 x = (P=2)" L _—
YAS 0, Mullf x5 < |y + o
avec
p—2 " 2
et de choisir A > 0 défini par
AT (p* —p+3)c?
= 2
T2 p = DT 1%
Donc d’aprés (7.1), (7.4) et (7.5) on a
3
R R e e AT
J
L o(+E (- 9P 7 (P = 1)2@_2) Hf!lp
(p p+3)7
+2(p*3)+(p — 1) (76)
d’ou en remplagant (7.3) et (7.6) dans (7.2) on a
2
p°+2 _
e = jupyie <2 | e+ 1,
J J
p—4
+ 2(1+§(p_3)+)p 2 (p - 1) (p 2) Hf”go
(p —p+3) T e
+ 2= (p — 1)
ce qui implique
2 TPt
w2 <2 [ e+ =Tl 200 - )
J P J c?
p—4 2 p—2
+ 2(1+§(p—3)+)p 2 (p - 1)2(p - 2) 2 THngO

(P> —p+3)=ec
en utilisant 'inégalité de Young on a

2 2
p—p—1 D
P < D
4 2p? o™+ 22 —p—1)

20



en effet A\ 1
! |u|p7’ + T
r ' A\

jul” <

avec

et

par conséquent on a

2 P—p—1 ’
/(|u|2p — SlulP)dt S%/ |u|?Pdt + Qp—T
; D P J (p*—p—1)
T

p—1
p
i~y

+ P Tl + 207 (p - 1)

P p=2
2

p=t
4 otE(p-3)H) P 2 (p—1=(p—2) T||f||p
(P> —p+3)T e h

donc

1 2 ’ -
[ 2y < 2 o e,
J

P? p @ -p-1) <
p—4 = =2
T e e Ll Tt N
(P> —p+3)7T e h
+ PP f1%

en mutilpliant cette inégalité par (p + 1)p* on a

(p+1)2/|u|2pdt—2(p+1)/|U|pdf
J J

p—2

< s A= DER =D 4 UT
- (P2 —p+3)7 o h

+ 209 2 (p — 1)(p+ 1)— I f |2 + 2 (0 + DTISIE
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en ajoutant 7' on obtient

S(p—1)5(p—2)7 (p+ 1T
H@+¢WM—1MS%”%”“W(p<3(p+$Pﬁ) i
b =D 2c

+2P=3)"p2(p2 _ 1 ™ P P
p (" = D—= % + (0 + DT FIIE
4 1

+%§¥%§%$+UT

Finalement on trouve
[ulPu —ulloo < {1 flloo + [I(JufPu —u)'||x
< M lloe + 1 4 D)u]” — 1l |2[|2

<MRH—VMW —ﬂ¥¥+w>

avec K — 21+50-3)")22

+pP(p+1)T
Pour prouver le théoréme 2.5, on a besoin du lemme suivant.

(p— 1)2(p 2) Z p+1)T+2(p 3)+ D ( 1)Tp—1
(p2—p+3)"7 o o

Lemme 7.2. Pour tout € > 0,0'inégalité ||u|Pu — u| < e implique

p+1
)e

Démonstration : i) Si |u| < ( )1 alors 1 — [u|? > 25 donc
p+1)P

inf{ful, [1 —ul, [T +ul} < (——

!WV—MZhMLJM”<€=¢fﬂM£6=¢WV<ﬁl

i)Si |u| > ——, alors |ul|l — |[ul?| = |u(l — )||1 ‘u‘p| > pll= u'; et
(P+1)p (p+1)[(p+1)P —1]

donc

u>1-¢ p+1)r —1]

(p+1)
—;r%(

+1
— |1 — Jul] < (25—

)

d’ou le résultat puisque
1= [uf| = inf{[1 —wul, |1 + ul}

Démonstration du théoréme 2.5.
Sous I’hpothése (2.10), D’aprés la proposition 7.1 et le lemme 7.2 | toute
solution T- périodique u de (1.1) satisfait, pour tout t,

2p + 1.1

()] [1 = ()] [1 )]y < inf{ 1+ 5 ) 1, -1y
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Puisque u est continue et les 3 intervalles fermés centrés en 0,1, —1 de rayon

O 1 (-

—inf{(1 4+ YL _
p = inf{{ 2(p + 1) P+l

sont disjoints, on a soit

VP b gty

u— 1|l < inf{(1 4+ —""—"—— , -1
auquel cas u = wy, soit
: VI 2p+ 1.1
U+ 1l <inf{(14+ —"—-)r — 1, P —
auquel cas u = w_, soit
c 2p+ 1 1
fulle < ine{1+ 5P 2L gy o L
2(p+1) p+1 (p+1)r
auquel cas u = wy. o
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