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Quelques propriétés d’approximation
des éléments finis de Nédélec,

application a analyse a posteriori

par Christine Bernardi et Frédéric Hecht

Résumé: Nous démontrons quelques propriétés d’approximation de fonctions peu régu-
lieres dans ’espace engendré par les éléments finis de Nédélec d’ordre 1, en utilisant soit
I'opérateur de Nédélec usuel, soit un opérateur de type Clément adapté a ces éléments.
L’application principale de ces résultats est 'analyse a posteriori de l'erreur lorsque la
discrétisation fait appel a cet espace, nous en présentons un exemple.

Abstract:  We prove some approximation properties of nonsmooth functions in the
space constructed from Nédélec finite elements of order 1. They rely either on the Nédélec
operator or on a Clément type regularization operator linked to these elements. The main
application of these results is the a posteriori analysis of the error when the discretization
involves this space, we present a basic example.

Laboratoire Jacques-Louis Lions, C.N.R.S. & Université Pierre et Marie Curie - Paris 6,
B.C. 187, 4 place Jussieu, 75252 Paris Cedex 05, France.
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1. Introduction.

Soit € un polyedre de R? que 1’on suppose borné, connexe et a frontiere lipschitzienne,
et soit (7p), une famille de triangulations réguliere de 2, au sens usuel [5, §17]. On
considere 1’espace

H(rot,Q) = {4 € L*(Q)*; rot p € L*(Q)*}. (1)

L’espace d’éléments finis le plus simple contenu dans H (rot, {2) est construit a partir des
éléments d’ordre 1 introduits par J.-C. Nédélec dans [10]:

Xn = {en € H(rot,Q); VK € T, opx € P(K)}, (2)

ou P(K) désigne 'espace des restrictions a K des polynomes de la forme a + b x x,
a € R3, b € R3. 1l est donc utilisé pour la discrétisation d’un grand nombre d’équations
aux dérivées partielles, intervenant par exemple en électromagnétisme ou en mécanique

des fluides.

Les premieres propriétés d’approximation de cet espace font appel a un opérateur
d’interpolation dit de Nédélec et sont prouvées dans [10, Thm 2], mais elles demandent
beaucoup trop de régularité de la fonction a approcher. Meéme si ces résultats ont été
récemment améliorés, voir [4] et [6], nous préférons en indiquer une version optimale.
Toutefois, ces résultats s’averent insuffisants pour un certain nombre d’applications. Nous
sommes donc amenés a introduire un opérateur de régularisation de type Clément (voir
[7]) adapté a l'espace X, et a établir ses principales propriétés.

Il semble que I'analyse a posteriori de la plupart des discrétisations o apparait I’espace
X}, requiert ces nouveaux résultats. Nous présentons ici un exemple de base, concernant
le calcul du potentiel vecteur, dont I’analyse a priori est effectuée dans [1, §4.a].



2. Les propriétés d’approximation des éléments finis de Nédélec.

On note X}, I’ensemble des cotés des éléments de 7;,. L’opérateur de Nédélec a valeurs
dans X, est défini de fagcon unique par les relations

Vo € Xy, /(Nhgo)(T) - tdr = / p(T) - tdr, (3)

(o

ou t est un vecteur tangent a o, voir [10, Thm 1]. Nous ne donnons pas la démonstration
du résultat suivant, car

(i) la premiere estimation se démontre par les mémes arguments que dans [6, Lemma
3.3], plus précisément grace a la construction d’un opérateur Rj tel que rot (Nyp) =
Ri(rot ).

(ii) la second estimation utilise le fait que Popérateur N}, préserve les constantes sur chaque
élément K de 7}, et la propriété de continuité de cet opérateur établie dans [1, Lemma 4.7].

Proposition 1. On a les estimations suivantes
(i) pour toute fonction ¢ de H(rot, ) telle que rot ¢ appartienne & H*(2)3,0 < s <1,

[rot (¢ — Nup)||L2(0)2 < ch® [[rot | ()2, (4)

(ii) pour toute fonction ¢ de H(rot,) N H*(Q)3, 2 < s <1, telle que rot ¢ appartienne
a H'(Q)3,t>0,

lp = Nuepllr2)s < ch® ([lellms@ps + [rot @l aeq)s).- (5)

Toujours d’apres [10, Thm 1], il existe une base de X, formée par les fonctions &,
o € Xp, telles que

/EU(T) ctdr =1 et Vo' e€Xy, 0 #o, / £,(T) - tdr =0. (6)

On peut noter que 'opérateur N}, défini par les relations (3) vérifie

Nup = Z (/ o(T) - tdr) &,

oEX g

A tout élément o de >n, on associe maintenant un tétraedre K, de 75 qui contient o et on
désigne par 7, I'opérateur de projection orthogonale de L?(K,)? sur Py(K,)3, ot Py(K)
est l'espace des fonctions constantes sur K. On introduit lopérateur modifié N;* défini par

Nie= 3 ([ mop)(r) - tar) e ™

OEX, g

Pour tout élément K de 7; et pour toute face e de K, h et h. désignent les diametres de
K et de e. D’autre part, on note Ak, resp. A., 'union des éléments de 7} qui partagent
au moins un coté avec K, resp. avec e.



Proposition 2. On a les estimations suivantes
(i) pour toute fonction ¢ de H(rot,Q) N H*(Q)3, 0 < s < 1, et pour tout élément K de
Th,

[ — Nyellrzxys < chicllellasax)s (8)

ii) pour toute fonction ¢ de H(rot, Q)N H*(N)3, 1 < s <1, pour tout élément K de Tj,
2
et pour toute face e de K,

s—1
o = Ny@llrz(e)s < che ? [[@llm:(a.):- (9)

Démonstration: Nous prouvons la majoration (8) tout d’abord pour s = 0, puis pour
s = 1, le résultat général s’en déduisant par un argument d’interpolation standard. Puis
nous démontrons lestimation (9).

1) Si F désigne une application affine qui envoie le tétraedre de référence K sur K et By
est sa matrice jacobienne, on pose: ég = B%’; &, o Fx. On note 5 'ensemble des cotés de
K et 6 = Fg'(0). On vérifie alors facilement que

/éa(‘i—)-idf-:l and  V6' € %,6' # 6, /gg(ﬂ.icﬁzo,

Par conséquent, les &, coincident avec les fonctions de base &; de I’élément fini sur K
et leurs normes sont donc bornées indépendamment de K. En passant au domaine de
référence, on obtient ainsi

1
1€l S chfe, ll€ollL2e) < e (10)
D’autre part, on voit grace a une inégalité de Cauchy—Schwarz que
1
| [ ree)r) - tar| < chi Imapliagop.

On pose ¢ = @ o Fi, et on note # opérateur de projection orthogonale de L2(K)3 sur

PO(K )3. On déduit de ce qui précede que
| [ ree)r) - tar| < chuc 7] 2oy
L’équivalence des normes sur PO(R' )3 entraine que

|/(7Te<P)(7') ctdr| < chi ||F@ll 2 gys < chic 1@l L2y < il lpllLaic,)e-

En combinant ceci avec (10) et en utilisant la régularité de la famille de triangulations, on
en déduit

INEelle s < ellellrziar)s: (11)
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Grace a une inégalité triangulaire, ceci donne (8) pour s = 0.
2) Soit ® une fonction constante sur Agx. Comme (Ny®@) x est égal & |y, on a

I — NyllLzx)s <l —@llrzx)s + NG (@ — @)l L2 (k)3

On déduit alors de (11) que

lp = Nipllr2)s < clle = @llrzias-

La majoration (8) pour s = 1 est alors une conséquence de [9, Thm 7.1] (voir aussi [2,
Lemma IX.3.6]).

3) Finalement les mémes arguments que dans la partie 1) de la démonstration et la seconde
estimation dans (10) entrainent

NG @l < che ® @l (12)

La encore, en utilisant 1’égalité (N hP)le = P|. pour toute fonction constante sur A., on
déduit de (12) que

_1 .
1% _N;:LPHLZ(Q)B’ <le —¢||L2(e)3 +che? || — 90||L2(A.3)3'

Si e est inclus dans deux éléments K et K’ de 7, on vérifie facilement en prenant i égal
a la valeur moyenne de ¢ sur e et en passant a ’élément de référence que, pour s > %,

lo = BllLz(eye + hie” o = Bllzzurns < ehie * Nellm=cur)-

De plus, en utilisant une fois de plus [9, Thm 7.1], on peut étendre ce résultat de K U K’
a A.. Ceci donne la majoration (9).

Remarque. Considérons les espaces

Ho(rot, Q) = {¢p € H(rot,Q); ¢ x n = 0sur §Q}, X% = X;, N Hy(rot, Q). (13)
L’opérateur N}, envoie Hy(rot,2) dans X)), mais ce n’est plus le cas pour AjF. On peut
toutefois construire par les moyens habituels (voir [2, §1X.3]) un opérateur N} & valeurs

dans X9 vérifiant les mémes propriétés (8) et (9) que N}*, mais seulement pour les fonctions
de Hy(rot, ).



3. Un exemple d’application a I’analyse a posteriori.

On suppose pour simplifier que €2 est simplement connexe et a une frontiére connexe.
Dans ce cas, un champ de vecteurs w dans L?(Q2)3 vérifie

dive =0 dans €, u-n=0 surdf, (14)
si et seulement s’il existe un vecteur potentiel ¥ tel que
u =roty dans(Q, dive) =0 dans €, P xn=0 surdf, (15)

voir [1, Thm 3.17]. La fonction 1 est alors partie de la solution du probléme variationnel
suivant

Trouver (1, 0) in Hy(rot, Q) x HE () tel que

Ve € Hy(rot, ), /rotv,b . rotcpd:v—l—/ @ - gradfdx :/u - rot p dx,
Q Q Q
(16)
Yu € Hi (), / ¢ - grad pdx = 0.
Q

Il est prouvé dans [1, §4.a] que la premiere forme bilinéaire est elliptique sur le noyau

{cp € Hy(rot,Q); Vu € HE(Q), / p - grad pde = 0},
Q

et que la seconde vérifie une condition inf-sup, de sorte que ce probleme admet une solution
unique. De plus, on constate que 'inconnue 6 est nulle.

Soit M, I'espace des fonctions de Hg(f2) dont la restriction & chaque élément K de
7T, est affine. On considere le probleme discret suivant

Trouver (¢, 05) in X9 x My, tel que

Y, € X9, /I‘Otl/)h . rotcphdsc—l—/
Q

wn - grad O, de = / u - rot ), dx,
Q

: (17)
Yun € My, / Yy, - grad pp, de = 0.
Q

La encore, il est prouvé dans [1, Prop. 4.11] que ce probléme admet une solution unique
(Yn,0y), avec 0, = 0. Une estimation d’erreur a priori entre les solutions des probléemes
(16) et (17) est établie dans [1, Thm 4.13].

On écrit tout d’abord 1’équation du résidu, pour tous ¢ dans Hy(rot,(2) et ¢j dans
X9,

/rot(t/;—zph) : rotcpdw+/ @ - grad (0 — 0y) dx
= /Q(u —rot ) - rot (¢ — ¢p) dx.
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En outre, on remarque que:
(i) si p désigne la solution dans H{(Q) du probleme

Vx € Hy(Q), /gradu - grad ydx = / ¢ - grad y dzx,
Q Q

la fonction ¢ = ¢ — grad p appartient a Hy(rot, ) et est a divergence nulle;
(ii) on déduit de [8, §2.B] (voir aussi [3]) qu’il existe un fonction ¢* de H(Q2)? telle que
@ — " soit un gradient et qui vérifie

e 1) < cll@lliwot,o) < ¢ @l rot,0)-

On peut donc rempacer ¢ par ¢* dans (18). La seconde équation du résidu s’écrit, pour
tous p dans H}(Q) et uj, dans My,

[ =) gradpudz =~ [ v grad (u - m) de. (19)
Q Q

Par intégration par parties, en prenant ¢y, égal & NP ¢* pour I'opérateur N} introduit
en remarque et p;, égal a 'image de p par un opérateur de régularisation standard (voir
2, Thm IX.3.11] par exemple), on déduit de (18) et (19) le résultat suivant. Etant donnée
une approximation u; de u dans Xj,, on définit pour chaque élément K de 7 l'indicateur
d’erreur

1
nK-::hKHrotuhHLzuos—k E h3|Hr0tdm X nkﬂLz@P
eclk

+h |divepnll Loy + Y hé |l [Wn - nlellrace),

eclk

(20)

ou Ei désigne I'ensemble des faces de K qui ne sont pas contenues dans 0f) et [-]. le saut
a travers un élément e de £x. En vue de simplifier la mise en ceuvre, on peut bien str
remplacer [rot 1, X n]. par [rot ;] et (¥, - e par [¢y]e dans la définition de 7.

Proposition 3. Pour toute fonction u de H(rot, (2), on a I’estimation a posteriori suivante
entre les solutions (v, 0) du probleme (16) et (4}, 60y) du probléme (17)

=

1Y — YullaEot.0) < c ( Z (nx + hi [lrot (u — uh)H2L2(K)3)) : (21)
KeTy

On peut également, par des choix appropriés de ¢ dans (18) et u dans (19) majorer
chaque indicateur ng par une constante fois I’erreur dans un voisinage de K. L’estimation
que nous avons prouvée est donc parfaitement optimale et les g, K € 7;, constituent un
outil efficace pour la construction d’un maillage adapté a la solution ).
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Abridged English Version

Some further approximation properties of Nédélec finite elements,
application to a posteriori analysis

1. Introduction

Let Q be a bounded connected polyhedron in R3, and let (73); be a regular family
of triangulations of €, in the sense of [5, §17]. The curl operator being here denoted by
rot, its domain H(rot,(2) is defined in (1). The simplest finite element space contained
in H(rot, ), which relies on the finite elements introduced by J.-C. Nédélec in [10], is the
space X, defined in (2), where P(K) stands for the space of restrictions to K of polynomials
of the form a + b x z, a € R?, b € R3. This space is used for the discretization of a large
number of partial differential equations, issued from electromagnetism or fluid mechanics
for instance.

The first approximation properties involve the Nédélec interpolation operator and are
established in [10, Thm 2], but they require too much regularity on the function to be ap-
proximated. Even if these results have been improved, see [4] and [6], we have rather state
an optimal version. However, this does not seem sufficient for a number of applications, so
we introduce a Clément [7] type regularization operator which is appropriate for the space
X}, and prove its main properties. The a posteriori analysis of most discretizations which
involve the space X, require these new results. We present a basic example concerning the
vector potential problem, see [1, §4.a].

2. The approximation properties of Nédélec finite elements

Let ¥ denote the set of edges of all tetrahedra in 7. It follows from [10, Thm 1]
that the conditions in (3) define an operator A, with values in Xj, in a unique way. We
refer to [6, Lemma 3.3] for the main arguments of the proof of the next results.

Proposition 1. Estimate (4) holds for any function ¢ in H(rot,{) such that rot ¢
belongs to H*(Q)?, 0 < s < 1. Estimate (5) holds for any function ¢ in H(rot, Q)NH*(Q)3,
3 < s <1, such that rot ¢ belongs to H*(Q)3, ¢ > 0.

For the functions &, introduced in (6), we consider the modified operator N;* defined
in (7), where, for each o in X, K, denotes a tetrahedron in 7; containing ¢ and 7,
stands for the orthogonal projection operator from L?(K,)3 onto the space of constant
vector fields on K,. The next statement requires some notation: for each K in 75 and
each face e of K, hx and h, are the diameters of K and e; Ag and A, are the union
of elements of 7;, that share at least an edge with K and e, respectively. We refer to [2,
§IX.3] for the main ideas of its proof.

Proposition 2. Estimate (8) holds for any function H(rot,Q) N H*(Q)3, 0 < s <1, and
for any element K of T;,. Estimate (9) holds for any function ¢ in H(rot, ) N H*(Q)3,
% < s <1, for any element K of 7;, and any face e of K.
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The spaces Hy(rot, Q) and X! being defined in (13), it can be noted that, in contrast
with A}, the operator ;' does not map Hoy(rot,(2) into X?. However, an operator A
which satisfies this property can easily be constructed and still satisfies estimates (8) and
(9), now for functions ¢ in Hy(rot, ).

3. An example of application to a posteriori analysis

From now on, we assume for simplicity that € is simply-connected and has a connected
boundary. Thus, we recall from [1, Thm 3.17] that a vector field w in L?(Q2)? satisfies (14)
if and only if there exists a vector potential ¥ such that (15) holds. Equation (15) admits
the equivalent variational formulation (16), and this problem has a unique solution (v, ),
with 8 = 0.

Let M, denote the space of functions in Hg(2) such that their restrictions to each
element of 7j, are affine. We consider the discrete problem (17) and recall from [1, Prop.
4.11] that it is well-posed and that the part 6} of its solution is zero. We also refer to [1,
Thm 4.13] for an a priori estimate of the error issued from this discretization.

The first residual equation (18) is valid for all ¢ in Hy(rot,Q) and ¢ in X9, the
second equation (19) is valid for all g in HJ () and py, in My,. Combining them and using
the previously introduced operator N} and also a standard regularization operator with
values in M, [2, Thm IX.3.11] leads to the final result. We introduce an approximation
up, of u in X}, and define the error indicators ng, K € 75, by (20), where £ denotes the
set of faces of K which are not contained in 0 and []. the jump through e.

Proposition 3. For any vector field u in H(rot,(2), the a posteriori error estimate (21)
holds between the solutions (1, 0) of problem (16) and (v, 0) of problem (17).



