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FONCTION ¢ ET MATRICES ALEATOIRES

EMMANUEL ROYER

ABSTRACT. Depuis Euler puis Riemann, de nombreux liens ont
été établis entre le comportement des nombres premiers et les pro-
priétés analytiques de la fonction ¢ de Riemann. Les points ou
¢ s’annulent ont une importance particuliére justifiant leur étude
fine. Depuis les années 70, un angle d’attaque de ces points d’an-
nulation est apparu wvia les propriétés statistiques du spectre des
matrices unitaires, qui se présentent comme un modéle de ¢. L’ob-
jet de ce texte de présentation est d’expliquer cet angle d’attaque
et ses extensions a I’étude des fonctions L.

ABSTRACT. Since Euler and Riemann, various links have been es-
tablished between the behaviour of prime numbers and the analy-
tical properties of the Riemann ¢ function. The zeroes of ¢ have a
great importance that justifies their fine study. Since seventies, a
rich tool has appeared for the study of zeroes : the statistical spec-
tral properties of the unitary matrices that are a model for ¢. The
aim of this survey is to explain the link between unitary matrices
and (, and its extension to the L-functions.
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1. LE THEOREME DE MONTGOMERY

L’objet de cette partie est de rappeler les propriétés importantes de
la fonction ¢ de Riemann. Pour les détails, on renvoie a [75].
La fonction ¢ de Riemann est définie, pour Re s > 1 par

+o00
)=

ns
n=1

et cet objet analytique est relié a 'arithmétique de Q par le dévelop-
pement en produit eulérien

(L) w=T(1-%)

S
peEP p

en désignant par P ’ensemble des nombres premiers. On sait prolonger
cette fonction en une fonction méromorphe sur C dont le seul pole est
simple et situé en s = 1. Le prolongement satisfait & une équation
fonctionnelle

(1.2) A(s) = A(1 —s)

ou

A(s) = Culs)C(s) avee Cools) = 7T (s)

Ta(s) =T (g) .

La fonction ( s’annule en les entiers pairs strictement négatifs, ces

points d’annulation sont appelés zéros triviaux de (. Le développement

eulérien (1.1) et ’équation fonctionnelle (1.2) impliquent que tous les

autres points d’annulation de ¢ sont dans la bande 0 < Re s < 1 appelée

bande critique. Grace a I’équation fonctionnelle, les points d’annulation
1

de ¢ sont symétriques par rapport a la droite Re s = 5 appelée droite

critique et Riemann a conjecturé I’hypothése suivante.

avec

Hypothése de Riemann. Les points d’annulation non triviaux de ¢
sont sur la droite critique.
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Cette hypothése est vérifice! par Gourdon & Demichel via un cal-
cul informatique pour les 10! premiers points d’annulation classés par
parties imaginaires positives croissantes [34]. D’autre part, Conrey a
montré [18] que 40% au moins des points d’annulation de ¢ sont situés
sur 'axe critique :

iy 7P ECTHOD: 0 <Smp < T, Rep =
T3 +o0 #{p € (H{0}: 0 <Smp < T}

L’hypothése de Riemann équivaut au résultat suivant de distribution
des nombres premiers : il existe ¢ > 0 tel que

(1.3) Im(x) — Li(z)| < cx/?log(z)

1/2} > 40%.

pour tout x > 2 avec
m(z)=#{peP:p<z} et Li(zx)= ' i
5 logt
En conséquence, I’hypothése de Riemann implique 'existence de ¢ > 0
tel que tout intervalle

(1.4) [z, 2 + cx’ log?(z)]

avec x > 2 et § = 1/2 contient au moins un nombre premier. Un moyen
d’obtenir le résultat avec 1/2 < 6 < 1 est de remplacer z'/? dans le
terme de droite de (1.3) par 2. L’évaluation obtenue de 7 est alors équi-
valente a la « quasi—hypothése de Riemann » affirmant que les points
d’annulation non triviaux de  sont dans la bande 1 — 0 < Res < 6.
Aucun résultat de ce type n’est connu mais il est remarquable que 1’on
sache démontrer que 0 = 0,525 est admissible dans (1.4) 7] (voir aussi
la proposition 1.17 ci—dessous et [71]). Les premiers résultats sont diis
a Hoheisel en 1930 [37] (voir [50, §10.5]). Pour de plus amples infor-
mations concernant ’hypothése de Riemann, on renvoie aux exposés
de Bombieri [8] et Sarnak [73| et aux textes d’lvic [46,47]. Dans cet
exposé, essentiellement pour simplifier I’exposition, on supposera que
cette hypothése est démontrée. La plupart des énoncés restent vrais si
on ne fait pas cette hypothése en prenant des fonctions de localisation
(voir la définition 1.1) d’argument complexe.

Puisque ((s) = ¢ (5), les points d’annulation de ¢ sont symétriques
par rapport a ’axe Sm s = 0. Le point s = 1/2 n’annule pas ¢ puisque,

1. « En plus des erreurs possibles concernant la validité des résultats et algo-
rithmes utilisés, [le calcul] est sujet a des erreurs qui ne sont pas aisément détectables
(erreur humaine de codage, erreur de compilation, erreur de systéme, erreur de pro-
cesseur etc.). Il est donc difficile de considérer un tel résultat comme “démontré” au
sens fort de démonstration purement mathématiques. » (X. Gourdon in [34])
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par exemple & l'aide de la formule de Taylor-Mac Laurin, on a
¢(1/2) = —1,4603545088095868128894991525152980124672293310126 . . . .

On note
Z(()=A{Bn + iV, n € Z*}

I’ensemble des points d’annulation de ¢ qui ne sont pas des zéros tri-
viaux avec les conventions que (7, )nez+ croit et y_, = —, pour n € Z*.
Un éventuel point d’annulation multiple (on conjecture qu’il n’en existe
pas) est répété autant de fois que sa multiplicité.

Notons
N, T)=#{y€Z(): 0<Qm~y<T}.
Alors
T T
N, T) = %log (%) + O(logT)

pour tout 7' > 3 (la premiére ordonnée positive d’un point d’annulation

de ( est
v = 14,1347251417346937904572519835624702707842571156 . . . ).
Pour T > 15, on a donc

=17 log (7—T) + O(log vr)

2 2me
7= g [l
" or 2me
on obtient

1 = log N
(1.5) mZ(%H—%):H'O( N )

n=1

et, en posant

Les points (5, + i, sont appelés zéros normalisés de ( et (1.5) exprime
qu’asymptotiquement, I’écart moyen entre zéros normalisés est 1. On
note Z(¢) I'ensemble des zéros normalisés de ¢. On va étudier la cor-
rélation des zéros normalisés. Cette étude va dévoiler un lien promet-
teur entre les trés mystérieux points d’annulation de ( et les beaucoup
moins mystérieuses valeurs propres de matrices unitaires. Pour la suite,
on définit la notion de fonction de localisation.

Définition 1.1. Une fonction de localisation est une fonction de Schwartz
sur R dont la transformée de Fourier est & support compact.

Pour construire une telle fonction, il suffit de prendre la transformée
de Fourier inverse d'une fonction C* & support compact.
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Remarque 1.2. On choisit la normalisation suivante pour la transfor-
mée de Fourier :

Flt = fDIE) = f(§) = ft)e(=&t)

avec
e(zr) = exp(2imz).
La transformée de Fourier inverse est alors
—+o00

~

Fe = FOI) = F(©)e(gt) de.

En 1973, Montgomery [63| a démontré un théoréme qu’on énonce
maintenant de la fagon suivante [70].

Théoréme 1.3. Soit h la transformée de Fourier inverse d’une fonc-
tion C* a support compact et ¢ une fonction de localisation telle que
Supp ¢ C|] — 1, 1[. Alors

lm L S (l) h (E) ¢ [logT(%. - %)} = COR(2, ¢, univ)

2
e NGTRE 2=, \T/ AT or
Jj#k
avec
_['_w . 2
COR(2, ¢, univ) = (t) [1 - (@) ] dt.
. T

Remarque 1.4. Le théoréme 1.3 étudie la facon dont se répartissent
les écarts entre zéros normalisés dans les intervalles de longueur environ
1. Voir la partie 2.

Remarque 1.5. Dans [70], le théoréme 1.3 est énoncé avec f (1°2gﬂT’yj, 1°2gﬂTfyk)

au lieu de ¢ [1°2ng (75 — ’Yk)]a ou f est symétrique et vérifie f(x;+t, zo+
t) = f(x1,x2) pour tout ¢ réel. Pour f, on a pris f(x, z5) = ¢(za—x1) et
il faudrait se restreindre a ¢ paire. Cependant, lorsque ¢ est impaire, le
théoréme 1.3 reste valable puisque les deux membres de 1’égalité sont
nuls. En écrivant une fonction ¢ quelconque comme la somme d’une
fonction paire et d’une fonction impaire, on déduit donc qu’on peut

enlever 'hypothése de parité de ¢.

On notera dCOR(2,univ) la densité de corrélation représentée fi-
gure 1 et définie par :

dCOR(2, univ)(t) = 1 — <M)2

7t
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FIGURE 1. z — dCOR(2, univ)(x).

Le théoréme 1.3 a été 'objet de nombreux travaux dans les années
qui ont suivi sa publication. On peut, par exemple, se reporter a la
bibliographie de [25].

Remarque 1.6. En prenant les mémes hypothéses pour ¢ que dans
I’énoncé du théoréme 1.3, on peut montrer |70, Theorem 1.2| que

. 1 ~ o~ .
(1.6) Jim & > 63 — k) = COR(2, 6, univ)
1<j#k<N
Remarque 1.7. Supposons que, dans I’équation (1.6), on puisse choisir

pour ¢ la fonction caractéristique de [—d, d]. On obtient alors

| o o 1
im —#{{%. %} C {7, ...} [ — Tl <6} = §7r253 +0(0%).

N——+oco N

Autrement dit, le nombre de petits espaces entre zéros de ( est trés
faible : on dit qu’il y a répulsion. En calculant environ 2 - 10° zéros
autour de 10?*, Gourdon & Demichel [34] ont trouvé que le plus petit
écart entre zéros est 0,0002799. Pour les 103 premiers zéros, le plus
petit écart est 0,0005330. Ce constat se traduit sur le tracé de la courbe
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de la fonction de distribution cumulative des écarts (voir la figure 2) :
au voisinage de 0, cette courbe est aplatie.

FIGURE 2. Fonction de distribution cumulative expéri-
mentale des écarts entre zéros normalisés des zéros numé-
rotés de 1022 & 10?24+10* (d’apres les données de Odlyzko
[66]).

On explique le tracé de la figure 2. On a reporté les points de coor-
données (a;,p;) pour i € {1,...,200}. Les abscisses sont définies par
5 .
= —1
200
de sorte qu’elles forment une suite de 200 points équidistribués de 'in-
tervalle [0,5]. Les ordonnées sont définies par
#{(j, k) e N*: 102 < j < k <102 4+ 10, 4 — 4; < a;}
bi = 1
10
Le graphe obtenu coincide parfaitement avec celui des points de coor-
données (a;, ¢;) ou ¢; = COR(2, ¢;, univ), la fonction ¢; étant la fonction

a;
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caractéristique de [0, a;]. On comparera avec la conjecture de Montgo-
mery (page 14). Au passage, on remarque que 'observation de la distri-
bution des écarts de 10* zéros consécutifs ne permet pas de déterminer
le paquet de 10? zéros consécutifs étudié (i.e. de trouver n tel que ce
paquet est 'ensemble des zéros numérotés de n a n + 10%).

Remarque 1.8. La restriction sur le support de 5 peut sembler artifi-
cielle. Néanmoins, elle apparait de facon essentielle dans la démonstra-
tion du théoréme. Elle a aussi une signification analytique fortg puisque
les points d’abscisses +1 sont des points de discontinuité de ¢. La for-
mule de Parseval donne

—+00 — .

/+OO dCOR(2, univ)(t)p(t) dt = / dCOR(2, univ)(&)e(&) d€

—0o0 —0o0
avec la transformée de Fourier de la densité représentée figure 3 et
donnée par

On a noté 0 est la distribution de Dirac,

/R 5f = £(0).

Remarque 1.9. Un ingrédient majeur de la démonstration est la for-
mule explicite de Riemann (voir [70, Proposition 2.1] ou |50, Theorem
5.12]). Cette formule utilise la fonction A de Von Mangoldt définie par

logp sin=p”“avece Petv >0
An) = .
0 sinon.

Proposition 1.10. Soit H une fonction de localisation. Alors,

S H(y) = H <-%> L H (%) 2 T s ar

2 J_
+oo
1A i logn b _logn .
2m £~ \/n 27 27

' (1
—2Re B (24
QR (t) Re FR (2 + Zt)

avec

Tr(s) = n*/2T (g) .
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02

0.6

-08
|
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FIGURE 3. z — dCOR(2,univ)(z).

Remarque 1.11. La formule de Riemann implique
Y\ 2
D NGDIRE~Y R (F) (T +o0).
Jjezrr
Pour démontrer (1.7), on utilise la formule de Riemann avec
t ~

Ho =12 (3). Q) =TiED)

ol h: R — R est telle que h? est une fonction de localisation. Grace a
une formule due & Mertens [50, §2.2]

Z#wlogt (t = 400)

n<t

(c’est aussi une conséquence directe du théoréme des nombres premiers
[74, Corollaire 8.1 du chapitre 1.3]) et & une intégration par parties, on

BRI e
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D’autre part [35, 8.361.8],

'y 1 z 1 [t tz 1 1
“R)=-log — + = “E) (- dt
=35 0g27r+2/0 eXp( 2) (t 1—et)

de sorte que, si |t| est borné, alors
Qr(tT) =logT + O(1)

la constante de majoration ne dépendant que de la borne de |t]. On a
donc

1 T T
— [ H{)Q = — 20 (tT ~ —logT 2 T .
5y [ H(09(0) dt %/Rh (H)Q(T) dt ~ —log /Rh ) dt (T — +oo)

Remarque 1.12. L’équation (1.7) implique

semme, 2 () e [5 0 -] ~

k)ez*?
J#k

m (jJ;eZ*Q h <%> h (%) ¢ {102g7TT(% - Vk)} —¢(0) (T — +00).

On va donc montrer

! Z:h%gw¥%ﬂmTw—%ﬂNAK@&Q%(T%%)

m (j,k)eZ*2 27T
avec
K¢ =1+ dcomniv)(f) = 6(&) + 1] it [¢] <.1
1 otherwise.

On donne quelques ingrédients de la démonstration. L’objectif n’est
pas de répéter une démonstration trés bien écrite dans [70] (voir aussi
[50, Chapter 25|) mais d’expliquer la provenance des termes principaux.
On sépare les zéros en calculant

= () [ ] -

(j,k)ezZ*2
> n(B)n(F) [o (- -mw) st

(4,k)€Z*2

Ainsi, de

0w | © = o gty = ) tog )

f{m(s(t_
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on déduit
S (@)oo 0n] - [[ e )] doa
(j.k) €22 jerr

La formule explicite, appliquée a

H(t)=h (%) etlos™  H(y) =Th K% log T — u) T]

conduit alors a
(1.8)

Vi\ LigyilogT
()
T e

1 ( |
- <2T) Tk <2T) s / " (?) Tn(f)e™e" dt

QWZ\/—{ [flogT logn)%}—l—ﬁ[(flogT—l—logn)%}},

On prend le carré de la norme de cette égalité. On peut montrer que
la contribution des doubles produits est négligeable. D’autre part, les
termes h(2/iT)T*¢/? ne contribuent pas en raison de la restriction sur
le support de 5 On étudie alors la contribution de I'intégrale, elle sera
la distribution de Dirac dans K. Cette contribution est

1 t —i&tlogT ?
W ez | J; Rh ? QR(t)e dt
€ S
2
-~ (67
d
¢(TlogT) “

$(€) ¢
_ 1 t —iat/T
N (2m)*T log T /aER /teR " (T) fr(t)e o
—itau ? n a
/ER h(uw)Qg(uT)e "> du| ¢ (TlogT) do

2
da (T — ).

__ T /
 (27)?10g T Joer

T N —tou
~ e [ | e au

Notons gr(«) I'intégrale en u. Alors,

/ _ar(a)gr(—a)da = /£ G- e

avec

7€) = /u _ M0 F o e (= (e+ zﬂ) a)] (0) du
= 21h(27&)Qr(27ET).
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Ainsi,
L ¢ —igtlo 2
(2m)? /&R /teRh (f) Q(t)e 8T dt| ¢(¢) d¢
r » 2 2 TlogT ~
~ 27rlogT¢(0) /£€R |h(£)| |QR(5T)| dé ~ o ||h||g¢<0) (T - OO)

Ensuite, la contribution de la somme de (1.8) est

T\ A(m)A(n) -

P _~ 7 7 051752 d

(%) > /E LY e
avec

crere) = [@bgT te logn)zT } h [(ﬁlogT + e 1ogn)%] .

T
On examine la contribution de C—~. On a

(%) > = /{ @) de =

m,n

L S M [ i g (2)] 3 [ (s o) o]

m,n

Par compacité du support de ﬁ, les seuls entiers m et n contribuant
vérifient

1
(1.9) logm —logn <« T
Si Supp((g) = [-1+6,1 — 9] avec 6 > 0, le seul entier n contribuant
vérifie
(1.10) logn < log T'~9/2

pour T assez grand. Les conditions (1.9) et (1.10) impliquent m = n
grace au lemme suivant.

Lemme 1.13. Soit 6 > 0, C' > 0. Alors pour tout T assez grand,
les conditions |log(m/n)| < C/T et logn < (1 —§)logT impliquent
m=n.

Démonstration. Si m = n + v avec u > 1 alors

U 1
logm — logn > - > T

ce qui n’est pas compatible avec

g>lo m — logn
T = g gn.
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Le cas u < 0 est semblable. O

On a donc

(1.11) (%)2;%/@ C™(§)o(8) dg

T A(n)? [~ ~ T
(112) =gy (n) /h(u)2¢ K%uﬂogn) @} du

- R
T|[h)l3 N~ A(n)®~ (logn
1.13 ~ T —
( ) 2mlog T ; n ¢ log T ( )
car Hﬁ“% = ||h]|3. Le théoréme des nombres premiers avec reste conduit

immédiatement a

Z A(n)* = Z log? p + O(z'/*1og? x)

n<x p<lz

=zlogx + O(x).
Par intégration par parties, on a alors

A(n)? 1
Z (:) ~§10g2x (x — 00).

n<zx

Une nouvelle intégration par parties donne donc

A(n)*~ (1 ~ ~
Z (:) ¢ (1:35;) ~ logQT/U>0 o(v)vdv = %logQT/ve]R o(v) |v| dv (T — o).

n

Finalement,

(55) S [ e @t~ SRR |Gkl (1)

De méme,
Ty’ A(m)A(n) 7 ~ TlogT ~
(g) %W/&RCH(SW@M&N o L1 F §€Rcb(é‘) €] de (T — o0).

Pour C* 7 la condition sur le support de h implique que T |log m + log n|
est bornée d’oit m = n = 1 et il n’y a pas de contribution. La contri-
bution arithmétique est donc

TlogT ~
e L NSEIGE

ce qui donne le terme || dans K.
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Remarque 1.14. La restriction du support de qg a|—1, 1] permet, dans
le calcul de (1.11), de ne prendre en compte que les termes diagonaux,

i.e. ceux ol m = n. Un élargissement du support de ¢ impose donc de
savoir évaluer les termes non diagonaux. Pour cela, il faut comprendre
les sommes du type

> A(n)A(n + d)

n
n,d

c’est—a—dire la corrélation entre les nombres premiers. Plus précisément,
on peut montrer (voir [31,33]) que si on connait I’équivalent

2
X
/ [ Z A(n ]dxthlog% (1<h<X' X — +00)

z<n<z+h
alors, on peut étendre le support de a autant qu’on veut.
La remarque précédente conduit a la conjecture de Montgomery.

Conjecture de Montgomery. Soit ¢ une fonction de localisation.
Alors

lim — &(7; — k) = COR(2, ¢, univ)

La conjecture de Montgomery a d’intéressantes conséquences.

Proposition 1.15. (1) En admettant uniquement I’hypothése de Rie-
mann, au moins 2/3 des points d’annulation de ¢ sont d’ordre 1 :
al em’ste une fonction € de limite nulle en +o00 telle que

(C, Net e ZQ:0<Imy <T, C’(y)%@}z§+€(T).

(2) Si de plus, la conjecture de Montgomery est vraie, les points d’an-
nulation de ¢ sont presque tous d’ordre 1.

Démonstration. Pour ¢, on choisit la fonction

o) = |

avec o €]0, 1[ & optimiser. La transformée de Fourier de ¢ est a support
compact dans | — «, ] et caractérisée sur son support par

0= (1-5) g <a

o

sin(rax) ]’
Tax

Ainsi,

/ ¢ dCOR(2, univ) = / $ACOR/(2, univ) = % ~ 1.
R R
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Grace au théoréme 1.3, et compte—tenu des remarques 1.6 et 1.12, on
a donc

2
1 sin (al‘;gT(fyj ) 1 «
- =—+ - +¢(T).
wn L2 [T e
0<§‘sm7j<T0<S‘s'rrL'yk<T

En ne gardant, dans la somme sur k, que les valeurs de £ telles que
Yk = 7j, on a alors

1 1 «
0, () < —+ = +¢(T
o L wOSgrgred
0<%Jm7j<T
en notant v,(¢) I'ordre d’annulation de ¢ en 7. En ne sommant que sur
les points d’annulation, et non sur ces points comptés avec multiplicité,
on a donc

1 1
Vo L WO g e
’ ¥€Z ()
0<Sm y<T
Puisque
(2 - v) <0 siv>2
Y = v siv=1
on a
1 B #{v € Z(¢(): 0 <Sm~y <T, {'(7) # 0}
N(C,T) FYEXZ%O (2 UV(C))UW(C) S N(C,T)
0<Smy<T
Or,
1 1
N(C T) Z (Q_U’Y(C))U’Y(C) > 2_5___‘_5(7—‘)
25780
d’ou
#{v € Z(Q): 0<Smy <T, '(y) #0} _ 2

avec le choix optimal (compte—tenu des contraintes) o — 17. Si la

conjecture de Montgomery est vraie, on peut choisir > 1. Il faut
alors remplacer é + § par 1+ &% et on obtient que presque tous les

points d’annulation de ¢ sont simples avec o — +00. O



16 EMMANUEL ROYER

Remarque 1.16. A l'aide d’un procédé d’optimisation décrit, par
exemple dans [43, Appendix A], on peut remplacer le choix de ¢ dans
la démonstration de la proposition 1.15 par le choix optimal

1 sin (—*/5_22”) sin (—‘/522”)
() = v
1-— cos(\/§) V2 — 21w V2 + 21w

dont la transformée de Fourier, de support [—1, 1] est caractérisée par

o 1 1 - L el
6 = T | (VR - le) + S envE)| <)

Le résultat est 1égérement meilleur (% — \/75 cotan ‘/75 =~ (,6725 au lieu de
2/3) [10,64]. Cependant, en faisant, en plus de I’hypothése de Riemann,
une hypotheése sur les moments d’ordre 6 des fonctions L de caractéres
de Dirichlet (cette hypothése étant conséquence de I'hypothése de Lin-

deldf sur ces fonctions L), Conrey, Ghosh & Gonek montrent qu’on
peut remplacer % par % ~ (0,7 [17]. Leur méthode est différente de

celle exposée ici. Notons que pour obtenir ce résultat avec la méthode

de Montgomery, il suffirait de connaitre la conjecture de Montgomery

pour ¢ telle que Suppgg C ]—%, %[

Parmi les problémes délicats de théorie des nombres, il y a ceux
mélangeant les structures additives et multiplicatives des entiers. Par
exemple, une conjecture affirme que, pour tout entier n > 0, il existe
un nombre premier dans |n? (n + 1)?[. Cette conjecture est impliquée
par la majoration p’ —p < p? avec A =1 /2 pour tout nombre premier
p ou p’ désigne le plus petit nombre premier strictement supérieur a
p. Un résultat de Goldston & Heath-Brown [36] fait un pas vers cette
conjecture (voir aussi [59,68]).

Proposition 1.17. S la conjecture de Montgomery est vraie, alors
min{p’ € P: p' > p} —
iy in{p P>pt—p _

p—+o0 vplogp

peEP

0.

Pour terminer cette partie, on reproduit, figure 4, un graphique de
Gourdon [34] montrant 'erreur entre les données expérimentales et
la conjecture de Montgomery. Plus précisément, Gourdon & Demichel
ont calculé 2 x 10 zéros de hauteur d’ordre 10! puis 2 x 10° zéros
de hauteur d’ordre 10%° et 2 x 10° zéros de hauteur d’ordre 10%*. Pour
chacune de ces trois séries, ils ont calculé la densité de probabilité
des espacements entre zéros normalisés puis soustrait a cette densité
la densité conjecturée dCOR(2, univ). Autrement dit, ils représentent
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(vraisemblablement avec d’autres nombres que 4 et 200) les points de

coordonnées (a;, d;™® — di") pour i € {1,...,200} avec
4
a; = 200’
o #{(j, k) € N?: h<j<k§;w;029.109, a; <Y —7; < a;+0}

pour h € {10'6/10%° 10*'}, 6 petit et
d* = dCOR(2, univ)(a;) ~ / ¢»; dCOR(2, univ)
R

avec ¢; la fonction caractéristique de [a;, a; + ¢].
La figure 4 reproduit le résultat obtenu.

0.004

0.002

Density diffence

0.002

£.004
Height 120

Height 1e16

—— Height1e24

0.006
0

Normalized spacing

FIGURE 4. Différence entre densités de corrélation expé-
rimentale et théorique.

2. CORRELATIONS D'ORDRES SUPERIEURS

Le théoréeme de Montgomery a pour objet la corrélation des paires
de zéros normalisés : il permet I’étude de la statistique des écarts entre
les zéros normalisés. On introduit la corrélation de niveau n. Elle per-
met d’étudier la distribution des sous—ensembles de taille n d’une suite
donnée. On va restreindre notre étude a la distribution des écarts entre
les éléments des sous—ensembles de taille n d’une suite donnée.

Soit n > 2 un entier et f: R” — R une fonction vérifiant les condi-

tions suivantes
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(1) f est symétrique
(2) fler+t,xo+t,...,x+1t) = f(x1,29,...,2,) pour tout t € R.

Soit u = (uy,)nez une suite réelle. La premiére condition permet de voir
f comme une fonction sur les sous—ensembles de u(Z) de cardinal n :

f(u(S)):f(u“,,uln) si S:{Zl,,ln}
La deuxiéme condition permet d’exprimer le fait que f ne dépend que
des différences successives entre ses arguments : si ¢; = x;,1 — x; pour
tout i € {1,...,n — 1}, le choix de t = —z; conduit en effet a

f(xl,...,xn) :f((),gl,gl+€2>--'7€1+€2+"'+£n—1)-

On peut, par exemple, construire f & partir de n’importe quelle fonction
g: R — R en posant

(2.14) flan, z) = [ 9z — ).
1<i<j<n

La corrélation de niveau n de la suite u est alors la limite de
n!

(2.15) RaM:flw) =2 >0 f(u(s)
Sc{1,..,.M}
#S=n

lorsque M — +o0o dans N (et lorsque cette limite existe). On a

! 1
RO =57 > flw) =5 D fln
1< <. <in<M 1§7;117st1ggt§M

|
:nM Z f(oauiz_uiu-"auin_uil)'

1<i1 <. <in <M

Remarque 2.1. Pour la compréhension du terme 1/M en facteur de
la somme, lire la remarque 3.5.

On remplace la suite u par la suite Z (¢) des zéros normalisés de (.
Rudnick & Sarnak [70, Theorem 1.1] ont calculé les corrélations de tous
niveaux de cette suite.

Théoréme 2.2. Soit n > 2 un entier. Soit h la transformée de Fourier
mverse d’une fonction C* a support compact et f une fonction de
Schwartz dont la transformée de Fourier

e | J)e(~-a)ar

est a support dans le domaine

{(fl,...,fn) GRHI |§1|++|£n| S2}

7uin)
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On suppose que les trois conditions suivantes sont satisfaites
— la fonction f est symétrique
— pour tout t € R, on a f(xy +t,...,0,+t) = f(z1,...,2,)
— la fonction f tend rapidement vers 0 quand |x| — oo dans [’hy-
perplan d’équation xq + - -+ + x, = 0.
Alors

dn e X eCE) () (G o)

(jl,...,jn)EZ”
= (/ h”) COR(n, f,univ)
R

distincts

avec
COR(n, f,univ) =
f(0,2q,...,2,) dCOR(n, univ)(0, z, . .., x,) dzg - - - dz,,

]Rn—l
et

dCOR(’)’L7 univ) (371, Loy e ,l'n) = det (Sln[ﬂ-(xi _ x])]) .
(i — :EJ') 1<i,j<n

On peut en déduire les corrélations de Z(¢) [70, Theorem 1.2].

Corollaire 2.3. Soit n > 2 un entier. Soit f comme dans l’énoncé du
théoréme 2.2. Alors

Jim R[N f] (Z(0)) = COR(n, £, univ).

Bomolgony & Keating [4,5] donnent des arguments heuristiques (de
nombreuses approximations sont faites sans preuve) permettant de trai-
ter les termes non diagonaux apparaissant dans le calcul des corréla-
tions (voir remarque 1.14) & partir d’une évaluation conjecturale de

m(m,n,k,N) =#{(p.q) € PxP:p <N, mp—nqg=k}.

Leurs arguments, faisant intervenir de délicats calculs combinatoires,
permettent de penser que dans le corollaire 2.3, on peut supprimer la

condition de support de f.

3. LE LIEN AVEC LES MATRICES ALEATOIRES

3.1. Statistiques discriminantes. On note Iy la matrice identité
N x N. Lorsque la taille est implicite, on supprime l'indice et on note
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plutot I. Les groupes de matrices qu’on va utiliser sont les suivants :

t
U(N) groupe des matrices A de taille N x N telles A A =1,

SO(N) sous-groupe de U(N) constitué des matrices réelles de déterminant 1,
USp(2N) sous—groupe de U(2N) formé des matrices A vérifiant

0 1 N t, 0 I N
o 5) = §)
Ces groupes sont munis d’'une mesure de Haar (mesure de probabilité

invariante par translation a gauche). Si A est une matrice de U(N),
son polyndéme caractéristique se factorise sous la forme

det(XT — A) H — ¢i9s(4
7=1
avec j — ¢;(A) croissante a valeurs dans [0,27]. On note ¢ (A) le
multiensemble des angles propres de A dans [0, 27| :

by (A) = {6;(A)}igjen € [0, 2a[".
Si A est une matrice de SO(2N + 1), son polynéme caractéristique se
factorise sous la forme

N
det(XT — A) —1) H i) (X — ¢ i)
7=1
avec j — ¢;(A) croissante a valeurs dans [0, 7]. On note ¢g,-(A) le
multiensemble des angles propres de A dans [0, 7], ot la valeur propre
1 est comptée avec multiplicité diminuée de 1 :

bso-(A) = {¢;(A) h<jen C [0, 7Y
Enfin, si A est une matrice de SO(2N) ou USp(2N), son polynéme
caractéristique se factorise sous la forme

det(XT — A) H ') (X — e70stA)
7=1
avec j — ¢;(A) croissante a valeurs dans [0, 7]. On note ¢;(A), avec
G = SO ou G = USp, le multiensemble des angles propres de A dans
[0, 7] :
bo(A) = {6j(A) h<jen < [0, 7"

Une fonction f de GL(N) est dite centrale si f(h™*gh) = f(g) pour
toutes matrices g et h de GL(N). La valeur de f(g) ne dépend alors
que du multiensemble des valeurs propres de g. Par abus de langage,
si G est I'un des groupes U(N), SO(2N), SO(2N + 1), USp(2N) on

dira qu’une fonction est centrale sur G si, pour toute matrice g € G, la
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valeur f(g) ne dépend que du multiensemble des valeurs propres de g.
Soit f une fonction centrale sur U(N), si A € U(N), la valeur f(A) ne
dépend que du multiensemble ¢ (A). On peut donc associer & f une

fonction symétrique f sur [0,27[". On a alors

N
[ rdea= [ flonomPoen...ox) [[do
U(N) (0,27 [N j=1
ot dyA est la mesure de Haar sur U(N) et

1 ; b 12
- —_— idm __ Lidn
(3.16) Py(¢1,...,6n) 3V @ELSN |eim — ein]
[79, Theorem 7.4.B]. Soit f une fonction centrale sur G(N) € {SO(2N), SO(2N+
1),USp(2N)}, si A € G(N), la valeur f(A) ne dépend que du mul-
tiensemble ¢ (A) avec G = SO si G(N) = SO(2N), G = SO~ si
G(N)=SO(@2N +1) et G =USpsi G(N) = USp(2N) . On peut donc

associer a f une fonction symétrique f sur [0,7]Y. On a alors

(3.17) /G(N)fm)dGA: F(61,. 03 Palons..., o Hd@

(0,7

ot dg A est la mesure de Haar sur G(N) et

Psos (91, 08) = o [ 120056 — 2008 6u’

(2m)NN!
1<m<n<N

sz

2N
Pso-(¢1,...,0n) = NN H (2005¢m—2003¢n

1<m<n<N
oN N
Pysp(¢1,...,0n) = N H (2 cos ¢y, — 2 cos ¢y,) H sin? ¢,
" 1<m<n<N m=1

[79, équations (9.15), (9.7) et Theorem 7.8.B|. Les formules d’intégra-
tion (3.16) et (3.17) sont classiquement appelées formules de Weyl.
Dans le but d’étudier la distribution des espaces entre angles propres
de matrices unitaires, on introduit les corrélations des suites de ces
angles propres. Pour comparer les différentes situations, on normalise
les angles de fagon a avoir un écart moyen entre angles consécutifs
de 1. Si A € U(N), ses valeurs propres %4 parcourent le cercle
unité dans le sens trigonométrique lorsque j croit de 1 & N : ainsi, la
suite des espacements entre angles propres consécutifs est—elle la suite
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{s;(A)}1<j<n avec

5:(A) = & OinilA) = 6;(4) Si1<j<N—1
j 2 + ¢ (A) — pn(A) sij=N.

La moyenne de cette suite étant QN’T, on appellera angles normalisés les
angles

GiA) =2 6,(4)  (AcUN))

et on note g/b;(A) la suite des NV angles normalisés. Pour A € SO(2N)
ou A € USp(2N), la moyenne des écarts entre les angles consécutifs de

{eid’l(A), o ,eid’N(A), e*i‘bN(A), o e*id’l(A)}

le long du cercle unité est 22—]7{, On appellera donc angles normalisés les
angles

5(4) = T6,(4) (A< SORN) on A€ USp2N))

et on note ¢(A) la suite des N angles normalisés avec G = SOt
ou G = USp selon que A € SO(2N) ou A € USp(2N). Enfin, pour
A € SO(2N +1), la moyenne des écarts entre les angles consécutifs de
{1,e01(A)  eion(A) emion(4) - e=i91(A) Je long du cercle unité est

5 ]\2[11 On appellera donc angles normalisés les angles

=120 ) aesoen )
et on note q?QO/_(A) la suite des NV angles normalisés.

Gaudin [26] (voir aussi les travaux de Dyson [22-24]) a calculé la
limite, lorsque N tends vers +oo, des corrélations des angles normalisés
pour U(N). Katz & Sarnak ont montré que les corrélations étaient les
mémes pour les autres groupes |54, Proposition 5.10.3] et ont minoré
la vitesse de convergence.

Théoréme 3.1. Soit n > 2 un entier. Soit F': R" — R une fonction
vérifiant les conditions suivantes

(1) F est symétrique
(2) Flxy+t,xg+t,...,x, +t) = F(xy,29,...,2,) pour tout t € R
(3) il existe un réel o > 0 tel que

sup |z; —zj| > a= F(zy,...,2,) =0.
1<i,j<n
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Soit (G(N))y lune des suites de groupes
(UN))y, (USp(2N))y » (SO2N))y , (SO2N +1)) -
On note A =0 sauf st G(N) = SO2N + 1) ou A = 1/2. Alors

lim R[N + A F] (JG(A)) deA = COR(n, F, univ).

Plus précisément, on a le résultat suivant [54, Proposition 5.10.3 et
Proposition 5.11.2]

Théoréme 3.2. Avec les notations du théoréme 3.1,

/ R[N + \; F] (q’b;(A)) deA — COR(n, F,univ)
G(N)

log N + (ma)*> + a+ 1
N

< nl(8a)" || Flls

et

/G(N)

La comparaison des théorémes 2.2 et 3.1, semble indiquer que les zé-
ros normalisés de ( ont méme comportement statistique que les valeurs
propres de matrices unitaires. L'universalité des densités dCOR(n, univ)
(au regard des sous—groupes de U(NN)) ne permet cependant pas de dé-
terminer le groupe qui permettrait de « mimer » (.

Les fonctions de corrélations permettent de définir d’autres statis-
tiques. Considérons, par exemple, ’espacement. Soit £ > 1 un entier.
Si f est une fonction continue a support compact dans R, la k° mesure
d’espacement des angles propres normalisés d’une matrice A € G(N)

pour G(N) € {U(N),SO(2N),SO(2N +1),USp(2N)} est

RN 4% F) (96(4)) - [

R[N + X F) (6(B) ) doB
G(N)

| n—1 n—2 HFHgo
< n![3(8c)" ™" + 65(8c)" 7] N

(4 ) = 5 3 (i)~ 6)

Katz & Sarnak [54, Theorem 1.2.3] démontrent alors le résultat sui-
vant.

Théoréme 3.3. Soit k > 1 un entier. Il existe une mesure de probabi-
lité, p(k,univ), dont la fonction de distribution cumulative est continue,
telle que pour toute fonction continue a support compact f, si (G(N))y
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est l'une des suites de groupes (U(N))y, (USp(2N))y, (SO(2N))y,
(SO(2N + 1)), alors,

+oo
lim (A, f)deA = f du(k, univ).
N—+o00 G(N) 0
On connait une minoration de la vitesse de convergence grace au
résultat suivant [54, 1.2.6].

Théoréme 3.4. Avec les notations du théoreme 3.3, on a, pour tout
e > 0 la majoration
+00

/ sup {Mk(A; f)— fdu(k,univ)] dgA <. N~V/6+e
G(N) f 0

la borne supérieure étant prise sur toutes les fonctions continues @ sup-
port compact dont la valeur absolue est majorée par 1.

On écrit ensuite quelques statistiques discriminantes. Soit £ > 1 un
entier. Si f est une fonction de R & support compact, la mesure de
répartition de la k¢ valeur propre dans G(N) est

W@ = [ 5 (5(4) daa

Ensuite, si f est symétrique sur R*, continue et & décroissance rapide,
la distribution de répartition d’ordre k des valeurs propres normalisées
de G(N) est

Wi (G = | o X (EmA ) dea

1<i1<..<i <N

Remarque 3.5. La différence entre la corrélation d’ordre k et la ré-
partition d’ordre k réside essentiellement dans le choix de la fonction
test f. La corrélation permet de mesurer la distribution des paquets
de k angles propres dans des intervalles de longueurs d’ordre 1/N, la
répartition d’ordre k permet de mesurer la distribution des « petits
angles propres », i.e. ceux se trouvant dans un intervalle centré en 0 de
longueur environ 1/N. En se souvenant que I’écart moyen entre deux
angles propres est 1/N, on s’attend a ce qu'il y ait N couples (i, j)
tels que la différence |¢; — ¢;| soit inférieure & 1/N et un angle dans
I'intervalle [0,1/N]. C’est la justification du terme 1/N en facteur de
la somme dans la corrélation n’apparaissant pas dans le répartition

d’ordre k.

Katz & Sarnak démontrent le théoréme suivant [54, Proposition
7.5.6,Theorem AD.2.2].
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Théoréme 3.6. (1) Soit k > 1 un entier. Il existe trois fonctions
continues vy, Vi 4 et v telles que, pour toute fonction f conti-
nue a croissance polynomiale,

Jogoor f@Wi(@)dz i (GIN))y = (U(N))y
e e fE @)z s (G = (SO@N))
N1—>+oo e (GN); ) Jiooo @V —(2) dz si (G(N))y = (USp(2N)) y
)

ou (G(N))y = (SO(2N +1)) .

(2) Soit k > 1 un entier. Il existe trois fonctions, Wy, Wy 4 et Wy, _,
telles que pour toute fonction continue a support compact f, on

ait
Josoop f@Wi(@)da si (G(N))y = (UN))y
lim W, (G(N); f) = f[0,+oo[k f(@)Wi 4 (x) do (G(N)) y i (SO(2N))
N Josoop F@Wi (@) da si (G(N))y = (USP(QN))
)

avec

Wi(z1, ..., x) = det (Sm[ﬂ(mi - x])])
1<ij<n

m(zi — x;)

sin[r(x; — ;)] | sin[r(z; + x])])
m(z; — ;) (7 + x5) 1<i j<n.

Wk,:l:(xla ce ,{L‘k) = det (

On peut déterminer les fonctions v et v+ de la facon suivante
[54, Proposition 7.5.5]. Avec les mémes notations que dans le point 2)
du théoréme 3.6 on pose

k
E(T,t) = 1+Z I Wi(x)de, Ex(T,t)=14» = - Wi () da.
En développant ces fonctions autour de 7" = —1, on obtient
+00 +00
E(T,t)=> (1+T)Ey(t), Ex(T,t)=> (1+T)"Ep.(t).
k=1 k=1

Les fonctions de distributions cumulatives cherchées sont alors

n—1

/Otyk(x)dle—ZEk(t), /,,ki dx—l—ZEki

k=1 0
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En particulier, ces formules peuvent étre utilisées pour déterminer les
premiers termes des développements limités de vy et vy 4 [60], [54, Ap-
pendix : Graphs|. On trouve

2

lim 2 Haar{A € U(N): ¢:1(A) € [0,2]} = 1 — "2 + O(z")

N—+oo ¥ 36
1 ~ 272
lim — Haar{A € SO(2N): ¢1(A) € [0,2]} =2 — Tt O(z*)
N—+oco I 9

1 ~ 272
NliIJIrl - Haar{A € SO(2N +1): ¢1(A) € [0,z]} = %:ﬁ +O(z*)
2

lim 2 Haar{A € USp(2N): di(A) € [0,2]} = 222 + O(a).

N—+oo & 9
Dans le cas de SO(2N +1) et USp(2N), il y a donc trés peu de petites
valeurs propres non triviales. Il y a répulsion (voir la remarque 1.7). Ce
phénomeéne n’existe pas dans le cas de U(N) ou SO(2N). Dans le cas
de SO(2N), il y a méme deux fois plus de petites valeurs propres que
dans le cas de U(N).

Enfin, on introduit une derniére statistique, trés proche de la ré-
partition de premier ordre. L’intérét de cette nouvelle statistique est
de permettre une discrimination de tous les groupes qu’on a intro-
duit : I'observation de cette statistique sur les valeurs propres d’un des
groupes U(N), USp(2N), SO(2N) ou SO(2N + 1) permettra de re-
trouver le groupe étudié. On introduit une normalisation légérement
différente des angles propres. Soit A € U(N), on étend son spectre en
posant

Gjren(A) = ¢j + 20w (AcU(N),je{l,...,N}, L €Z).
Si f est a décroissance rapide, on pose
N
D N),A) = —on(A) | .
U4 =31 (geonta)

Si K C U(N) est un sous—groupe compact, on définit

DK f) = [ D(UN). 4)deA

Cette statistique joue le méme role que la répartition d’ordre 1. Pour
I’en distinguer, on lui réserve le nom de statistique des petits angles
propres. Katz & Sarnak [54, Theorem AD.12.6] démontrent le résultat
suivant.
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Théoréme 3.7. Soit f une fonction a décroissance rapide. Alors

Nl_lg}ooD /f t)dt avec D[U](t) =1
sin(27t)
lim D (USp(2N), /f D[USp|(t)dt avec D[Usp|(t) =1 —

N—+o00 2wt
H( i sin(2mt)

Jim D (SO(N), / F(DISOT)(1)dt avee DISOT](H) =1+ 25
sin(2mt)

NE}IE@D(SO(2N+1 /f |(t) dt avec D[SO™|(t) =1 — -

Hughes & Rudnick [40, Theorem 6.2 et Theorem 6.5] ont calculé
les premiers moments centrés réduits de la variable aléatoire limite de

Dyn: A~ D(f,U(N),A). Posons

_ \//_1 min(L, [u])3(u)? du.

Théoréme 3.8. Soit m > 2 un entier et f une fonction de localisation
telle que Supp ¢ C [—2/m,2/m]. Alors,

m/!

lim
N—=+00 Jy(N) { olf]

Il résulte de ce théoréme que les premiers moments de la variable
limite de Dy sont ceux de la loi normale. Il est assez rare, dans les
théorémes concernant les matrices aléatoires, de voir une contrainte
sur le support de la fonction de localisation. Elle est ici essentielle : si
pour f on prend la fonction caractéristique de [—1, 1], la variable Dy
est une fonction de comptage, donc une variable aléatoire discréte. Sa
variable aléatoire limite ne peut donc pas suivre la loi normale et le
théoréme 3.8 ne peut pas s’étendre simultanément & tous les moments
et toutes les fonctions de localisation. La variable aléatoire limite de Dy
a un comportement «faussement normal » 2. Pour les autres groupes,
on pourra se reporter a [41].

3.2. Moments de polynémes caractéristiques. Soit G(N) I'un des
groupes U(N), USp(2N), SO(2N) et SO(2N + 1). Pour s € C, et
A € G(N), on définit

L(A,s) =det(I — As)

2. Hughes & Rudnick utilisent le terme « mock—Gaussian ». On pourrait aussi
dire « se gaussant de la loi de Gauss ».

D(f,U(N),A)—D(U(N),f)}mdA: 372 (m )] sim est pair

0 Sinon.

+6(t).



28 EMMANUEL ROYER

puis le moment complexe d’ordre s de G(N) par
MEW)s = [ LA DA
G(N)

Puisque M[SO(2N + 1);s| est nul a cause de la valeur propre 1, on
étudie plutot :

M'[SO(2N +1); 5] = / IL/(A,1)]° dA.
SO(2N+1)

Keating & Snaith [55,56] ont calculé ces moments.

Théoréme 3.9. Soit s € C, alors

MIO0)ss] =TT 1) — g1+ o)

Ty TG AN+ DG+ s+ 1/2)
M[USp(2N); s] = 2 ]Hl TG UG N Fot T

= gusyp(s )NS(S“WD +o(1)]

I(j+N—-1DI(G+s—1/2)
(j—1/2T(j+ N+s—1)

= gso+(8)Ns(S D[+ o(1)]

2Ns
M[SO(2N); s] =2 Hr

M/[SO(2N + 1); 5] = %M[SO(2N); st 1]
Go(1 + 5/2)?
gu(s) = ﬁ
05?2 Ga(1+5)y/T(1+ )
VGa(1+28)(1 + 2s)
0572 Ga(14 s)/IT(1 +2s)
VGo(1425)T(1 +s)

gUSp( )=

gso+ (8) =

Remarque 3.10. La fonction G5 est la fonction de Barnes?, inverse

de la fonction double gamma I'y. De fagon générale, Vignéras |77, §2|
montre que, pour tout entier n > 1, il existe une unique fonction G,
méromorphe telle que

(1) pour tout z complexe, G, (z + 1) = G,,—1(2)Gn(2),

3. Puisqu’elle fut étudiée par le futur évéque Barnes [2].
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(2) Gn(1) =1
(3) G, est indéfiniment dérivable sur 'intervalle réel [1, +oo[ et
dn+1

dZE"'H

(4) Go(z) = = pour tout réel x.

InGy(z) > 0,

La démonstration repose sur un théoréme de Dufresnoy & Pisot [21]
qui, en plus de l'existence et de 'unicité de G,, fournit le développement
en série de Weierstrafs. On trouve ainsi

“+o0o

Ga(l + 2) = (2m)7/2e [+ T [(1 i i)” €_z+z2/<2n>]

n
n=1

ou
N

1
= lim — —log N
v N—+o0 1 n &
n—=
est la constante d’Euler. La fonction GGy est entiére et tous ses zéros
sont les entiers —n < 0 avec multiplicité n + 1. Son logarithme est une
fonction génératrice des valeurs de ( aux entiers positifs puisque, pour
|z <1, 0na
n

log Gy(1+ 2) = [log(27r)—1]§— 1+7)= +Z n—l)%

Compte-tenu de G3(1) = 1 et de la relation de récurrence, on a G3(2) =
1et

n—2
k=1
Barnes a montré que
(3.19) Go (%) — AT3/2-1/4,1/891/24

ol A est la constante de Glaisher définie par

N2 +N 1 N2
loc A= 1 1 EF — log N + —
084 = [OgH ( 12) o8Nt

Glaisher [29] (voir aussi [76, Theorem 4.6] et [78, Appendix]|) a montré

que
A =exp (% — C’(l)) = (2m)/*2 exp (% — %ﬁ?)

= 1,2824271291006226368 7534256888 . . .
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k 1 2 3 4

el /91712 13/291/12 174 1

gu (k) \/——3 V= D)

A 8A 12

k 5 6 7 8

T0/291/12 174 1 T7/291/12 174 1

k

9vk) | —018 45 | 3610 | 5033161847 | 870912000

TABLE 1. Quelques valeurs de gy (k).

Adamchik [1, §6] a donné des méthodes de calculs avec grande précision
de cette constante. On déduit de 'expression 3.19 et de la relation de
récurrence que

(3.20)
n—1
1
Go (n + 5) — qn/271/491/24-n(n=1)/2,1/8 4=3/2 H [(2j — 1)!]  pour tout entier n > 1
j=1
ot le produit vide vaut 1 par convention et ou (25 —1)!l =3 x5 x -+ x

(27 —1). La relation (3.18) conduit a

ol
=

g!
gu(2k) = ~
i (k+7)!
— !
ok & 1 akt1/291/12-3k%/2—k/2 1/4 A=3 | 2j
g2k +1)= JHI (2)15
k
.gUs 2k =
P ]El ,] o 1
k—1 1
2k) = = 2ok —_
gso+( H 2j — Il

pour tout entier k > 1.

Plutot que d’étudier les moments des polynémes caractéristiques, on
peut étudier 'autocorrélation. Cela signifie qu’au lieu d’étudier 'espé-
rance sur U(N) de la variable aléatoire A — L(A,1) multipliée par
elle-méme, on calcule I'espérance sur U(N) d’un produit de variables
aléatoires obtenues & partir de la variable aléatoire A — L(A, 1) par
déformation. Ici, la déformation se fait en remplagant la valeur 1 par
un nombre complexe de module 1. C’est ce qu’on fait Conrey, Farmer,
Keating, Rubinstein & Snaith [11] pour les sous—groupes compacts de
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U(N). On ne donne que le résultat concernant U(N) qui est essentiel-
lement da & Basor & Forrester [3] (voir aussi [6]).

Théoréme 3.11. Pour tout (ay,. .., ag) € R,

k k — N k N b
fion [Tree o) [Tuc e da = exp <_5 2ot g ) “’“”)
_ ]:1 j:1 ]:1
N ¢ L
XY exp g Xo(j) = % 2 Qolhk+i ‘
( (4) 9 ; ( ﬂ)) H 1— exp[ozg(m) - Oéa(z)]

o€l 1<e<k
k-+1<m<2k
L’ensemble = est l'ensemble des permutations o de {1,...,2k} telles

que
cl)<o2)<---<ok)etolk+1)<o(k+2)<---<o(2k).

3.3. Modélisation de ( par les polyndémes caractéristiques. En
montrant que les variables aléatoires sur U(/N) muni de la mesure de
Haar

A Relog L(A,1) et Aw QmlogL(A,1)
tendent vers deux variables indépendantes de loi normales d’espérance
0 et variance 1, Keating & Snaith [55] montrent que

lim Haar{ A e U(N): 22EAD 27// ( 2) da dy

N—+o0 ]_1 N
2 0g

pour tout rectangle B de R2. D’autre part, Selberg? a montré

log ¢ ( + zt) 2
lim # ¢ e [T,27]: 2 // ( Y )dxdy.
T—+o0 1 27T

UiloglogT

Cela, ajouté aux calculs de corrélations, invite & modéliser ( par les
polynomes caractéristiques de U(N) en faisant I'identification

(3.21) N <— logT.

D’autre part, s — L(A, s) est une fonction entiére. De plus, on a I’équa-

tion
1\ N2 Pl
sNV2L(A, 5) = e(A) (—) L ( A, —)
s s

4. Dans un travail non publié. Voir [48] pour une démonstration et une intéres-
sante extension.
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ott £(A) = (—1)" det A est de module 1. Tous les points d’annulation de
L(A, s) sont sur le cercle unité, ce qui peut étre comparé a I’hypothése
de Riemann. L’espacement entre les points d’annulation de L(A4,s)
est ” a comparer a l'espacement moyen == e T des points d’annulation
de ( a hauteur T'. La encore, 'identification se fait via (3.21). Cette
modélisation néglige évidemment les propriétés arithmétiques de ¢ (ou
bien, elle les met en valeur en creux). Keating & Snaith [55] montrent
ainsi

/ [Smlog L(A,1)]*dA = 1logN + l(v +1) +o(1)
U(N) 2 2

alors que Goldoston [32, (1.10)], en supposant vraie la conjecture de
Montgomery, a montré

1 [T 1 2 1 T 1
T/o [%mlog(<§+it)] dtziloglog—+§(7+1)

1—|—m 1
o +o(1).

m=2 peP

Cependant, on va voir dans la partie suivante que cette modélisation
est riche.
4. MOMENTS DE (

La conjecture de Lindel6f concerne la taille de (% + z't) pour ¢ grand.
Cette conjecture est que pour tout réel £ > 0, il existe une constante
C' > 0 telle que pour tout réel t tel que |t| > 1, on ait

C<%+it>

Une fagon d’étudier cette conjecture est d’étudier les moments d’ordres

pairs :
1 [ /1
— Z 4t
rf <)
Dés 1918, Hardy & Littlewood ont montré
1T (1 2
—/ ¢ (— + it) dt =log(T) (1 +0(1)).
T J, 2
On trouve une démonstration dans |75, Theorem 7.4] (voir aussi [45,
Chapter 15] En 1926, Ingham a calculé le moment d’ordre 4 suivant :

i)

< Ct*.

2k

dt.

dt = Qiﬂlogd‘(T) (14 0(1)).
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On trouve une démonstration dans [45, Chapter 5|. Depuis, aucun mo-
ment d’ordre supérieur n’a été précisément évalué. Il a méme fallu
attendre jusqu’a trés récemment pour avoir des conjectures complétes
sur les moments supérieurs. Ainsi, en 1998, Conrey & Ghosh [15] ont

conjecturé
6 4
1 1 4 1
P p p p

(4.22)
¢ (% + it)

1 T
7

En 2000, Conrey & Gonek [16] ont conjecturé

(4.23)
1 [T /1 ® 1 1\° 9 9 1
— —+ait)| dt = ——— 1—— 1+4-+—=+—=
T/O §(2+Z) 870912000191;[3[( p) ( +p+p2+p3>
On donne les trés grandes lignes du cheminement conduisant a cette

conjecture. Si z € C, on définit les coeflicients de Dirichlet de (* en
écrivant

log'® T.

“+oo
C(s)* = Z d:(n) pour Re s > 1.

nS

n=1
En utilisant le produit eulérien, on voit que d, est la fonction multipli-
cative définie pour toute puissance de nombre premier p’ par

O T(k 4

Pour Re s €]0, 1], on utilise une « équation fonctionnelle approchée ® ».
On obtient une égalité de la forme

<(S>k = Dk’N(S> + wk(s)DhM(l — 8) + Ek(S).

Dans cette équation, on a

pour tous p € P et 7 € N.

= di(n)

nS

Dka(S) =

(]

n=1

et

1_ k
t\" F( 25)
MN:(_> , wi(s) = oL

2

5. Par cette expression, il faut comprendre qu’on utilise ’équation fonctionnelle
pour transformer une intégrale contour de type transformée de Mellin autour de
s en deux intégrales sur des droites verticales du demi-plan & droite de la bande
critique ([61, Lecture I] ou [45, Chapter 4| pour la mise en ceuvre).
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et Ei(s) est un terme d’erreur. Conrey & Gonek conjecturent alors

(4.24)
1 2k 2T 1 2 2T 1
¢ (— + ’it) ~ / Dy n (— + it> +/ Dy mr (— + it)
2 ., 2 . 2

2

/2T
T

pour MN = [T/(2m)]* et M et N supérieurs a 1/2. Via I'étude des
intégrales de polynomes de Dirichlet

N 2

(>

n=1

annzt

dt

(voir, par exemple, [50, Chapter 9]), on en déduit

2T 1 2 N dk(n)Q (053 2
D —+it)| =y —2[T ~———Tlog" N
/T kN (2 +zt> ; . [T 4 o(n)] T+ 1) og
avec
(4.25)

ety s

-0 (1 - 1)(’“)2§ (k— 1)2 1
pEP r=0 p j§=0 ] P

peEP

pour N < T'. Cette derniére restriction oblige a avoir £ < 2. Pour au-
toriser I'exploration de moments d’ordres supérieurs, Conrey & Gonek
utilisent un résultat de Goldston & Gonek [30] permettant 1’évaluation

d’intégrales du type
27
/

dés lors qu’on sait évaluer

E a, et E AnOnth-

n<x n<lx

N

§ : annfl/Zfzt
n=1

2
dt

En utilisant la méthode du symbole § de Duke, Friedlander & Iwaniec,
Conrey & Gonek établissent une conjecture portant sur le cas ou a, =
dj. Cela les conduit a faire la conjecture suivante.

Conjecture 1. Soit N = T qvec n € [0, 1]. Alors,

2T 1 2
/ Din (— + it)
- 2

dt ~ w(n)
ol ay, est défini comme en (4.25) et

wi(n) = (Ln)" {1 -k (1 - ﬁ) B ’121 <nkj 1) i) [1 - W} }

gk T logk2 T

T(k2 + 1)
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3 (0 (ot
e i) \GJ\i—Lj—1n—i—j+1

a
Remarque 4.1. Le coefficient multinomial (b b est nul si
,c,a—b—c

I'un des ses coeflicients est strictement négatif et défini par

a a! )
<b, c,a—b— c) - blel(a —b—c)! —
Pour k£ = 3 (donc pour le moment d’ordre 6), on a
ws(n) = 1491436 7> +84n3+126 n* —630 7°+-588 1° —180 1" +9n®—2 7’

et de ws(n) +w3(1 —n) = 42, on déduit (4.22). Pour k = 4 (donc pour
le moment d’ordre 8), on a

avec

(n) = (=1)"

wy(n) = 14+16n+1201°+5601°4-18201" +-43681°4+-80087° 4114401 +12870n°
+114401°—152152n'°4+179088n*' — 7826012414000, '3 — 132091 4+167° — 3,

et de 2wy(1) = 24024, on déduit (4.23).

Le coefficient numérique en facteur du coefficient a; semble assez
mystérieux. On va voir que la théorie des matrices aléatoires fournit ce
coefficient. Pour la suite, on pose donc (en supposant 'existence de la

limite)
1 I
S L (L)
9 T—+o0 q, T log" T Jo ¢ 2

Le coefficient a; est apparu assez naturellement dans ce qui précéde : sa
nature est arithmétique; le coefficient g, va apparaitre naturellement
dans ce qui suit : sa nature est spectrale.

En utilisant la partie 3.3, on modélise la fonction ¢ par les poly-
nomes caractéristiques de matrices unitaires. L’exemple donné en fin
de cette partie montre que cette modélisation ne prend pas en compte
la spécificité arithmétique de (. Keating & Snaith ont alors énoncé la
conjecture suivante.

2k

dt.

Conjecture 2. Soit k > 1 un entier. Alors

T 2%
7/ g(%ﬂ't)

dt ~ gkaleogk2 T
lorsque T — +00, avec

j—

gr = gu(2k) = H 7

LU

[y
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(k—1)% k—1 2

1 k—1\"1
ar=(1-~ ) ) =
’ ( p) j:()( j >pf

Dans cette conjecture, on peut aisément remplacer k par n’importe
quel nombre complexe de partie réelle Re k > —%. La table 1 montre
que cette conjecture est compatible avec celles de Conrey & Ghosh
(équation(4.22)) et Conrey & Gonek (équation (4.23)) obtenues par
des méthodes indépendantes de la théorie des matrices aléatoires.

Hughes a lui étudié les moments discrets et, via la modélisation par
les matrices aléatoires, il obtient la conjecture suivante [42, Conjecture
5].

et

Conjecture 3. Soit A € C tel que Re X > —%. Alors, uniformément
en o tel que |a| < 3=log = on a
1 w i 2T
2 log %
2 2

lim 2n Z
=2 B+ 2 o ()] o (£ ().

2
T—+ T\
T log T (log %) 0<yn<T
avec

ou jJ, est la fonction de Bessel sphérique de premiére espéce et niveau
n.

2A

¢ = gu(2A\)a(A) FA(2ma)

Remarque 4.2. Soit J, la fonction de Bessel de premiére espéce et de
niveau n |35, § 8.4 et § 8.5] alors

™

gn(2) = 2—2Jn+1/2(2)-

Par [35, 8.461] on a
|

Iz
I

Jn(z) = lsin (z — gn>

(—1)*(n+2k)! 1
2 )

(2k)!(n — 2k)! (22)%F

bl

=0
n—1

B
1 s N (=1D)F(n+ 2k +1)! 1
o eos (Z - 5”) ; 2k + 1)l(n — 2k — 1)1 (22)2%+1°

On en tire

jul2) = {<_1)("H)/2% +0(%) nimpair

. — .
(-2 1O (L)  nopair (Jz] = o)
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Par (35, 8.402] on a

“+o00
: (=D)"n+m)!
. — 2n n—+ m‘
Jn(2) 2}m!(2n+2m—l—1)!z

Enfin, en lien avec le théoréme 3.11, Conrey, Farmer, Keating, Ru-
binstein & Snaith [12, équation (2.2.15) et theorem 2.4.1] ont conjecturé
I’autocorrélation associée a (.

Conjecture 4. Soit (a, ..., q) € ]—%, % [%. Alors,

1
/ < +oz]+zt)H§<——ak+] zt) dt =
T
1 t 1 t
/0 exp (—5 log o Z aj + 3 log o Z ak+j>
Jj=1 j=1
k k
1 t 1 t
X Z exp (5 log 7 Z Qg () — 5 log 7 ; aa(kﬂ))

ocs
XAy, - Goer)  [] € (1= Qoprim) + o) [1+ 0 /249)] dt
1<t,m<k
avec
Ak(ul, e ng) =
217r9 -1 e—2i7r9 -1
H H 1+ul—u]+k / 1/2+uJ L- p1/2—uk+j de.
peP 1<i,j<k

La structure de I'autocorrélation de ( est, de fagon évidente, la méme
que celle de 'autocorrélation des polynomes caractéristiques de U(N)
(voir théoréme 3.11), au facteur arithmétique Ay, pres.

5. FONCTIONS L ET MATRICES ALEATOIRES

5.1. Un rapide survol des fonctions L. L’'universalité des corréla-
tions sur les sous—groupes de U(NV) a son pendant sur les fonctions L
que nous commencons par briévement introduire. On renvoie a [61, Lec-
ture I] et [13, Lecture 4] pour plus d’informations. Des exemples plus
« concrets » de fonctions L seront étudiés plus en détails dans les par-
ties suivantes et cette partie peut étre omise en premiére lecture.

On va introduire la fonction L associée & une représentation irréduc-
tible, automorphe et cuspidale 7 de GL,,(Q). Pour m = 1, on obtient
la fonction ¢ et les fonctions L de Dirichlet associée a des caractéres
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primitifs. Pour m = 2, on obtient les fonctions L des formes modulaires
paraboliques primitives et des formes de Maass paraboliques primitives.
Pour m > 1, ces fonctions L ont pour forme

L(m,s) = [ [ L(mp, s)

peEP

avec
L(mps) =[] [1 = ansep™] "
j=1

Pour tout p, le nombre complexe a; j(p) vérifie,

|z (P)] < VP

On associe & 7, un entier (), > 0 appelé son conducteur. Lorsque p
ne divise pas @, les complexes complexe o ;j(p) sont non nuls et la
conjecture de Ramanujan-Petersson prédit |a, ;(p)| = 1. Cette conjec-
ture est un résultat immeédiat lorsque m = 1. Pour m = 2, dans le cas
particulier des formes modulaires (holomorphes), c’est un résultat de
Deligne trés difficile. En toute généralité, le meilleur résultat a ce jour
est

1/(m2
(p,Qr) = 1 = |z (p)| < p'/2-1/m™+D),

De méme que pour ¢, on sait compléter L(m,s). On associe & m un
ensemble de m nombres complexes (fir;)1<j<m €t le facteur a I'infini

m

L(Too, 8) = H Ir(s+ firj)-

J=1

Remarque 5.1. Souvent, on peut regrouper les facteurs ['g grace a la
relation de Legendre

(O () - e

1
Re fir; > ——.
6”7] 2

On a

La fonction L complétée de 7 est
A(m,s) = L(moo, s)L(m, ).

Cette fonction admet un prolongement en fonction entiére (sauf si c’est
(), elle est bornée dans les bandes verticales et satisfait a I’équation

A(T&', S) = TWQ;SA(ﬁ—7 1- S)
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ou 7, est un complexe non nul et 7 est la contragrédiente de m. Les
parameétres de 7 se déduisent de ceux 7 par conjuguaison complexe,
az;(p) = ax;(p)
Pij = Hmj
er = Qﬂ'

7(7) = Qn/7(T).
Par définition, un zéro non trivial de L(7, s) est un point d’annulation
de A(m,s). On note 1/2 + 47, ; ces zéros et I'hypothése de Riemann
pour L(m,s) est v ; € R.

On donne maintenant une formule explicite & la Riemann. Dans ce

but, on introduit des coefficients apparaissant dans la dérivée logarith-
mique de L(m,s). On pose

ax(p) =Y ax;(p)".
j=1
On définit 6, comme étant 1 si L(m, s) = ((s) et 0 sinon. On a alors
Proposition 5.2. Soit H une fonction de localisation. Alors

> Hee) = |1 (=5) + 4 (3)]

jET*

1 [F

[y (1 Iy (1
— H(t){ log Q B e it ) =2 S T it dt
tor | (){ogQ +2{FR(2+MJH)+FR<2+#,J z)]}

| T A(n\)/ag(n;f[ (102%?) . A(n\)/a?ﬁ (_1()2%Tn)] |

Une conséquence de ce résultat est que
1
# {7 €0, 7]: A (5 +i7,7r> = 0} ~ QETlogT (T — o0).
s

On note N(m,T) la quantité de gauche. Un ingrédient de la démons-
tration du théoreme de Montgomery était

Z Aln) ~ %long (x — o0).

n

n<x

Pour L(7,s), on a I’équivalence

(5.26) Z M ~ %log2 x (x — 00).

n<x
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Cependant, cette équivalence est conditionnelle. Sa démonstration uti-
lise 'hypotheése

log(p)c;w (") .

H: soit k > 2, alors Z
p

pEP
Cette hypothése est démontrée pour m < 3. En toute généralité, elle
est conséquence de la conjecture de Ramanujan—Petersson. Rudnick &
Sarnak [70] ont démontré le résultat suivant qui étend le théoréme 2.2.

Théoréme 5.3. Soit n > 2 un entier. Soit m une représentation uni-
taire irréductible automorphe cuspidale de GL,,(Q). Si m > 3, on ad-
met ’hypothese H.

Soit h la transformée de Fourier inverse d’une fonction C* a support
compact et f une fonction de Schwartz dont la transformée de Fourier

£ . f(x)e(=¢ - x)dx
est a support dans le domaine

{(&, ..., &) eR": |G +...+ & <2}
On suppose que les trois conditions suivantes sont satisfaites
— la fonction f est symétrique
— pour tout t € R, on a f(xy+1t,..., 0, +1t) = f(z1,...,75)
— la fonction f tend rapidement vers 0 quand |x| — oo dans l’hy-

perplan d’équation xq1 + - -+ + x, = 0.
Alors

. 1 Vr,j V. 10gT
1 S h<i>h< 7Jn> ity e Y
T-teo N(r, T) 2. T 7 )T\ Omarsee s man)

(]17’]”)EZTL
= (/ h") COR(n, f,univ)
R

distincts
avec COR(n, f,univ) définie au théoréme 2.2.

Ainsi, les corrélations ne permettent pas de distinguer les fonctions
L. La raison essentielle est 1'universalité de la formule (5.26). L’uni-
versalité des corrélations est donc conséquence du peu d’information
arithmétique prise en considération.

5.2. Caractéres de Dirichlet. L’objet de cette partie est un bref
survol de la théorie des caractéres de Dirichlet. Pour les détails, on
renvoie a |50, Chapter 3 et §4.6]. Si ¢ est un entier, un caractére de
Dirichlet modulo ¢ est un morphisme du groupe multiplicatif (Z/ qZ)X
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dans le groupe multiplicatif C*. On considére un tel caractére comme
une fonction totalement multiplicative de Z dans C en posant

x(n) =x(n+qZ) si(n,q) =1
x(n) =0 sinon.

Le caractere principal modulo q est le caractére xo défini par xo(n) =1
si (n,q) =1 et xo(n) = 0 sinon. Le conducteur d’un caractére modulo ¢
est le plus petit diviseur ¢* de ¢ tel que x = xoXx™* ol o est le caractére
principal modulo ¢ et x* est un caractére de module ¢*. Un caractére
modulo ¢ est dit primitif si ¢ = ¢*. L’ensemble des caractéres modulo

. od

peEP
plg

éléments. Parmi ceux—ci, le nombre de caractéres primitifs est

co-m(-m(-D)

peEP peEP
pla P%lq
p*q

Soit ¢ > 1 et x un caractére primitif modulo ¢. Sa fonction L est

S ()"

peEP

Cette fonction se prolonge en une fonction entiére. On pose

L(Xoos 8) = L(Xss,8) = 7 °/°T (S 3 H>

2
avec

1 sinon.

H:{)ﬁwazl

La fonction L(y, s) satisfait alors I’équation fonctionnelle

L(Xom S)L(Xa S) = €(X>q_s+1/2L(XT.O, 1- S)L(Y7 I S)

.n
£(x) X ) exp 2z7r—)

est un nombre complexe de module 1.

De méme que pour la fonction ( de Riemann, on conjecture que
les points d’annulation de L(y,s) a lintérieur de la bande critique
Re s € [0, 1] sont situés sur I'axe critique e s = % Cette conjecture

ou
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s’appelle 'hypothése de Riemann pour L(x,s). La suite des points

d’annulation de L(y, s) est
I
U B + 1Yy j

JEZ*
avec Re vy, ; > 0 pour tout j > 0. On retrouve évidemment le cas de la
partie 5.1 restreinte a m = 1.

5.3. Familles de fonctions L de caractéres de Dirichlet et ma-
trices aléatoires. Dans cette partie, on admet 1’hypothése de Rie-
mann pour les fonctions L de caractéres de Dirichlet.

Si ¢ est premier, 'ensemble X*(q) des caractéres de Dirichlet pri-
mitifs modulo ¢ est ’ensemble de tous les caractéres modulo ¢ sauf le
caractére principal. Son cardinal est donc g — 2 et on définit sur X*(q)
un opérateur de moyenne en posant

Ey(X) = Z X(x

XEX *(q)
pour toute X : X*(¢q) — R. On 'appelle opérateur de moyenne car
lim E,(1)=1

q—r+00

o 1 est 'application constante égale & 1 sur X*(g). On appelle alors
moment centré réduit d’ordre m le terme

R{M(X) = E, ((%ﬁqg)}())m)

ol 4(X) est la variance

X) = /B, (X —E,(X))%).

Alors que les moments permettent d’étudier la distribution d’une va-

riable aléatoire, les moments centrés réduits permettent, en normalisant

I’espérance a 0 et la variance a 1, de comparer différentes distributions.
Pour x € X*(q) et ¢ une fonction de localisation, on introduit

Z(b[log }

JEZ*

Cette fonction compte les « petits zéros » de L(y, $), i.e. ceux qui se
trouvent dans un intervalle centré en % et de longueur l’espacement
moyen entre zéros. Le théoréeme ci-dessous, de Hughes & Rudnick
[40, Theorem 3.1], implique que les « petits zéros » des fonctions L
de caractéres de Dirichlet se comportent comme les « petits angles

propres » des matrices unitaires.
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Théoréme 5.4. Soit ¢ une fonction de localisation telle que Supp gg €
[—2,2], alors lorsque q parcourt les nombres premiers,

i E, (D]6]) = /Rgb(t)DU £ dt

On rappelle que D[U] a été définie au théoréme 3.7. Hughes & Rud-
nick calculent aussi la variance [40, Theorem 4.1].

Théoréme 5.5. Soit ¢ une fonction de localisation telle que Supp gg €
[—1,1], alors lorsque q parcourt les nombres premiers,

o - [ eran

Hughes & Rudnick [40, Theorem 5.1] vont au dela du calcul de la
moyenne et de la variance en calculant les premiers moments centrés
réduits.

Théoréme 5.6. Soit o > 0 et ¢ une fonction de localisation telle que
Suppgg € [—a,a]. Soit m < 2/a un entier. Lorsque q parcourt les
nombres premiers,
m!
lim R ) (D[¢]) = { 2m/2(m/2)!

q—+00 .
0 Sinon.

st m est pair

Les premiers moments de la variable aléatoire limite centrée réduite
de D|¢] sont donc ceux d'une variable aléatoire normale d’espérance 0
et variance 1. On trouve le méme phénomeéne que pour les matrices de
U(N) (voir théoréme 3.8).

Si, pour ¢, on prend la fonction indicatrice de l'intervalle [—1,1],
la variable aléatoire D[¢] compte le nombre de zéros des fonctions L
de caracteres de Dirichlet dans [—log(q)/(27),log(q)/(27)]. La variable
aléatoire limite lorsque ¢ — +o00 est donc discréte, contrairement a la
loi normale. Il est donc impossible que le théoréme 5.6 s’étende & tous
les moments et toutes les fonctions de localisation simultanément. On
retrouve le méme comportement « faussement normal » que pour les
matrices aléatoires.

En corollaire du théoréme 5.4, Hughes & Rudnick [40, Theorem 8.3]
prouvent qu’il existe une proportion non nulle de caractéres primitifs
ayant un premier zéro plus petit que ce & quoi on peut s’attendre (i.e.
I'espacement moyen 27/ log(q)).

Corollaire 5.7. Admettons ’hypothése Riemann pour les fonctions L
de caracteres primitifs. Soit f > 0,633. Lorque q parcourt les nombres
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premiers,
liminf ——# |y # <522\ > pg)
imin ; —
q—00 C]_2 X X0 Vx,l logq =
avec
117 — 3 — 728% — 887?3? — 483* + 17672 3*
P - U B — 887347 — 48 4 1767%5¢

1272(452 — 1)

5.4. Formes modulaires. L’objet de cette partie est un bref survol
de la théorie des formes modulaires ®. Pour les détails, on renvoie a [62]
et [65]. Soit N € N, on note

FO(N):{(CCL Z)GSL(Q,Z);CEO (modN)}.

Ce groupe agit sur le demi-plan de Poincaré

H={z€C: Smz>0}

a b _az+b
(C d) T etd
Soit k > 0 fixé dans toute la suite, SL(2,Z) agit sur les fonctions
holomorphes sur H par ’action

fi o (2) = (c2+ d)"ff(jjifl)-

par

(¢a)
Une fonction vérifie la condition modulaire de poids k sur I'o(NV) si

- £,V (a 2) € To(N).

C

(5.27) /i

(¢
Remarques 5.8. (1) Soit M | N et f vérifiant la condition modu-

laire de poids k sur I'o(M). Alors, elle vérifie la condition modu-
laire de poids k sur I'g(N).

(2) La matrice —I est dans I'o(NN). Si f vérifie I'équation (5.27) on a
donc, pour tout z dans le demi—plan de Poincaré
fiatlz) = 1(2)
c’est-a-dire
(=D f(2) = f(2).
Si k est impair, on a donc f = 0 et c’est la raison pour laquelle

on se restreint a k pair.

6. Pour nous, de telles formes sont nécessairement holomorphes
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(3) Si on s’autorise d’autres groupes que ['o(/V) et si on en choisit un
ne contenant pas —1/, il n’est pas nécessaire de choisir £k pair.

Soit f vérifiant la condition modulaire de poids k sur I'o(N). Si
M € SL(2,Z), la fonction fy est périodique de période

UM:iIlf{UGN*Z (é 1{) EM_IPQ(N)M}.

On a donc un développement en série de Fourier

(5.25) ) = 3 Fulmen (572,

u
ne” M

Remarques 5.9. (1) La condition modulaire de poids k implique
que fy ne dépend que de la classe de M modulo I'o(N). Il n’y
a donc qu’un nombre fini de développements de Fourier distincts
construits a partir de f comme dans I’équation (5.28).

(2) Pour M € I'y(N), on notera f au lieu de fy;. On a uy = 1. Le
développement obtenu est appelé développement de f a l'infini.

On dit que f est nulle auz pointes si
fu(n) =0, Yn<0, VM e SL(?2,7).

Une forme modulaire parabolique de poids k et de niveau N est une
fonction

(1) holomorphe sur H
(2) qui vérifie la condition modulaire de poids k sur I'o(V)
(3) qui est nulle aux pointes.

L’ensemble des formes modulaires paraboliques de poids k et de niveau
N est un espace vectoriel complexe, noté Si(N) et on peut vérifier qu’il
est de dimension finie. On a I'approximation : pour tout € > 0, il existe
¢ > 0 tel que pour tout N,

k—1 1
dlIIlSk(N) — TNH (1 + ]_)) < CN1/2+6.
|N

On muni Si(N) d’une structure d’espace hermitien grace au produit
—— ,dxdy

o= [ s

To(N)\H )

On cherche alors & construire une base orthogonale « naturelle ».
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On sait construire des applications linéaires, dites opérateurs de Hecke
T, pour tout entier n. On définit

T, Si(N) — Sk(N)

~

%:f(m)exp(%ﬂmz) o> S d'“_lf(%) exp(2immz).

m | dj(mn)
(d,N)=1
Ces opérateurs vérifient la relation
_ k—1
TnoTy= Y d Ty

d|(m,n)
(d,N)=1

de sorte qu’ils commutent. D’autre part, ils sont presque tous autoad-
joints :
si (n, N) =1 alors (T,.f,9) = (f, Tn9).

Soit f un vecteur propre de T,, (on dit une forme propre). On a

Tnf = tf(n)f.

En comparant les développements de Fourier des deux membres de
I’équation précédente, on obtient pour tout m 1'égalité

> AT (5F) = tyn) )
((izl,%g

puis en choisissant m = 1 on en déduit

f(n) = t;(n) f(1).

Se posent alors deux questions :

o~

(1) Sait-on f(1) #07
(2) Peut—on construire des formes propres de tous les opérateurs de
Hecke ?

On va faire appel au résultat classique suivant.

Proposition 5.10. Soit £ un espace hermitien sur C et F une famille
d’opérateurs normaux commutant deux a deux. Alors il existe une base
orthonormale B de £ formée de vecteurs propres de tous les opérateurs

de F.

Corollaire 5.11. I] existe une base orthogonale de ’espace S.(N) for-

mée de vecteurs propres de tous les opérateurs de Hecke T, tels que
(n,N) =1.
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Malheureusement, cela ne répond de fagon satisfaisante ni a la pre-
miére, ni a la seconde question. On peut trouver des formes f, vec-
teurs propres de tous les opérateurs de Hecke T,,, (n, N) = 1 telles

~

que f(1) = 0 : soit L et M entiers tels que L # 1 et LM = N. Soit
f S Sk(M) et

fL: PN f(LZ) _ Z }'\(n)e%ﬂ'an _ Z f(%) eQifrnz.

n=0 (mod L)
On vérifie
fr € Sk(NV)
Tof =ts(n)f = Tfr = tr(n)fi
fr(1) =0.

On définit alors l'espace des formes anciennes par
SE(N) :Vect{fL: fesSy (M), L#1, LM |N, 6 M # N}.

On vérifie que cet espace est stable par les opérateurs de Hecke. On
pose

Sk(N) = SE(N)*
et cet espace est appelé espace des formes nouvelles. On va voir qu’on
peut répondre aux deux questions précédentes en se restreignant aux
formes nouvelles.

Théoréme 5.12 (Théoréme d’Atkin & Lehner). Soit f € Sp(N). On
suppose que

o~

(n,N)=1= f(n) =0.
Alors, f € Si(N).

On en déduit du théoréme d’Atkin & Lehner le théoréme de multi-
plicité un.
Théoréme 5.13 (Théoréme de multiplicité un). Soit f € SJ(N) avec

T.f = t(n)f pour tous (n,N) =1. Si g € S}(N) et T,,g = t(n)g pour
tous (n, N) =1 alors g € Cf.

On peut maintenant considérer une base orthogonale (f1,..., fq) de
Sp(N) formée de vecteurs propres de tous les opérateurs de Hecke T,
tels que (n, N) =1 avec f;(1) # 0. On peut alors diviser chaque forme

fi par f;(1) pour obtenir une base appelée base de formes primitives
de Sk(N). On note Hj(N) cette base dont on peut montrer qu’elle est
unique.

Proposition 5.14. Soit f € H;(N). Pour tout n € N, il existe ty(n)
tel que

Tnf = tf (n)f
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On a donc pour f € H(N)

—+00
_ Z tf(n)e%ﬂ'nz.
n=1

On déduit ensuite de la relation de multiplicativité des opérateurs de
Hecke une relation de multiplicativité pour les coefficients de Fourier

des formes primitives :
= > ()

d\mn
(d,N)=

L’existence de la base des formes primitives permet de développer
une notion efficiente de fonction L en posant

th —(k— 1/2 —s

Un résultat de Deligne tres dlfﬁcﬂe implique la majoration
t;(n)] < #{d € N: d | n}nk-1/2

de sorte que L(f,s) converge pour $e s > 1. On peut montrer qu’elle
se prolonge en fonction entiére. Ce prolongement, dit & Hecke, est une
conséquence immédiate de la transformation de Mellin et de la modsu-
larité. Ces fonctions admettent un développement en produit eulérien.

On pose
Ar(n) = ty(n)n~ k=172,

A tout nombre premier p on associe le facteur L( fp»s) défini par

L(fp.5) = {(1 ~ AP p) T s (p V) = 1

(1= (o)) IV,
On a
- H L(fp7 5)
pEP
Posant
L(foes 8) = 2(2m) "V (27) T (s + %)

on obtient I’équation fonctionnelle
(5.29)  L(fo,8)L(f,5) = i*ef(N)YN V2L (foo, 1 — 8)L(f, 1 — 5)

ol £¢(N) est un réel de norme 1. En particulier, si i*¢;(N) = —1, on a
L ( f, 2) = (0. On définit donc les deux ensembles

HY(N) = {f € Hi(N): ifep(N) =1} et Hy(N) = {f € Hi(N): i*e(N) = —1}.
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De méme que pour la fonction ( de Riemann, on conjecture que les
points d’annulation de L(f,s) a l'intérieur de la bande critique Re s €
0, 1] sont situés sur I'axe critique Re s = % Cette conjecture s’appelle
I'hypothése de Riemann pour L(f, s). Si f € H, (N), la suite des points
d’annulation de L(f, s) est

1 1 . r
{5} U {5 TG T Z’Yf,j}
7>0

avec Reyy; > 0 pour tout j > 0. Si f € Hf (N), la suite des points
d’annulation de L(f, s) est

U 1 Ty 1_ 7

\ 2 fyf»ﬁ 2 f)/fvj

7>0

avec feyy; > 0 pour tout 7 > 0. Dans les deux cas, il s’agit de mul-
tiensembles : les zéros sont répétés avec multiplicité.

On donne maintenant une généralisation des fonctions L de formes
primitives, suivant la présentation de Cogdell & Michel [14]. Pour sim-
plifier 'exposition, on se contente d’exposer la situation en poids 2. On
note St la représentation standard de SU(2),

St SU2) — GL((C2)
C? - 2
M z = Max.

Si p est une représentation de dimension finie de SU(2), on pose
D(X,p.g) = det[l — Xp(g)]""
pour chaque g € SU(2). Soit f € H5(V), avec N sans facteur carré. La
majoration de Deligne implique que, pour chaque premier p ne divisant
pas le niveau, il existe 6y, € [0, 7] tel que
Ar(p) = xsie[9(0r )]

ou xs¢ est le caractére de la représentation standard et

9(0) := (e(i)@ 60i9>

(autrement dit, A¢(p) = 2cosfy,). Pour tout entier m > 0, la fonction
L de puissance symétrique m® de f est

(5.30) L(Sym™ f,s) := | [ L,(Sym™ f, s)
peEP
avec

Ly(Sym™ f,s) := D[p~*,Sym™, g(6y,)]
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si p est premier a N et

Ly(Sym™ f,s) == [L = Ap(p™)p~] ™"
sinon. On a noté Sym™ la composée de la représentation puissance
symétrique m® de GL(2) avec la représentation standard SU(2). Ainsi,

Sym™ (g(6y,)) = Diag (") _,_ -

Sim =1, on a L(Sym' f,s) = L(f, s). Il existe sur les fonctions L de
puissances symétriques m® une conjecture concernant I’équation fonc-
tionnelle qu’on énonce maintenant (toujours dans le cas ou f est de
poids 2, voir [14, Hypothesis Sym*(f)]).

Conjecture 5. Soit N un entier sans facteur carré et f € Hi(N). 1l
existe une représentation unitaire irréductible automorphe cuspidale de
GL,,(Q) dont les facteurs locaux sont les mémes que ceux de L(Sym™ f,s).
Posons

Loo(Sym™ fs) :=

( u

78T (2) 2" H(2W)’S’jf(s +7) sim = 2u avec u pair

j=1
—(s+1)/2 s+1 u - —5—j : : ; ;
T r - 2 H(Qﬂ') [(s+7) sim=2u avec u impair
j=1
2u+1 2 —s—]—l/QF . - . —9 1.
jHO( ) s+7+ 5 sim = 2u+

{ =

Alors, il existe e(Sym™ f) € {—1,1} tel que
N™/2L (Sym™ f, s)L(Sym™ f, s) =
e(Sym™ fYN™I=9/2L_(Sym™ f,1 — s)L(Sym™ f,1 — s).

Cette conjecture a été démontrée pour m € {1,2,3,4} (voir 27,51,
57,58)).

Remarque 5.15. On montre [14, Proposition 3.6] que sous I’hypo-
these que le conjecture précédente est vérifiée, le signe de ’équation
fonctionnelle est

£(Sym™ f) = eaopt(q)[y/aAs(q)]™ = £1
avec
o {—1 sim=1ou3 (mod3)
> 1 sinon
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et u(q) vaut —1 si ¢ a un nombre impair de diviseurs premiers et 1
sinon.

5.5. Familles de fonctions L de formes modulaires et matrices
aléatoires.

5.5.1. Petits zéros. Le théoréme suivant, dii & Iwaniec, Luo & Sarnak
[43] compte les « petits zéros » des fonctions L de formes modulaires,
c’est—a—dire ceux compris dans un intervalle autour de % de longueur
I’espacement moyen entre zéros. Dans le cas ou f € H (N), on ne
compte pas le zero ¢vident § (précisément, si & annule L(f, s) a l'ordre
n, on compte = seulement n — 1 fois). Ce theoreme implique que les
« petits zéros » des fonctions L de formes de H, (N) se comportent
asymptotiquement (en V) comme les petits angles propres des matrices
de SO(2N + 1) (pour lesquelles 0 est angle propre évident) et que les
« petits zéros » des fonctions L de formes de H{ (N) se comportent
asymptotiquement (en V) comme les petits angles propres des matrices
de SO(2N) (comparer avec le théoréme 3.7).

Théoréme 5.16. En admettant « suffisamment » d’hypothéses de Rie-
mann. Soit ¢ une fonction de localisation telle que Supp ¢ C] — 2,2].
Lorsque N parcourt la suite des entiers sans facteurs carrés, on a

log(k*N)
S i > > o) = [spisowar

feH N)JEL*
log(k*N) +(
i s 3 e[, 1 [apisoriea
eH* ) JEL*

Remarque 5.17. Le théoréme 5.16 utilise les hypothéses de Riemann
pour :

(1) les fonctions L de caractéres de Dirichlet ;
(2) les fonctions L de formes primitives;
(3) les fonctions L des carrés symétriques des formes primitives.

La troisiéme est essentiellement esthétique : elle permet d’énoncer les
résultats avec la moyenne habituelle

Moy(X) = Z X(f

feH*(N)
plutdt qu’avec la moyenne harmonique

Moy' () = 3 St X ()

JEFL(N)
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qui apparait plus naturellement dans cette théorie. La deuxiéme hy-
pothése est technique, pour s’en passer, il suffirait de considérer des
fonctions ¢ sur C plutdt que sur R. En revanche, la premiére hypothése
est fondamentalg : sans elle, on ne pourrait utiliser que des fonctions ¢
telles que Suppgb C| — 1,1[. Or, pour distinguer les deux répartitions,
il faut dépasser | — 1, 1] puisque

/R $D[SO7] / SD[SO~] et /R $D[SOT] = /R $D[SO*]

D@]‘ — D@]‘

]-1,1] ]-1,1]

On donne une conséquence de ce théoréme, due a Iwaniec, Luo &
Sarnak. On conjecture que l'ordre de I'annulation de L(f,1/2) (ou au
moins sa parité) est gouverné par le signe de ’équation fonctionnelle
de L(f,s). Autrement dit, on conjecture qu’asymptotiquement, I’ordre
d’annulation de L(f,s) en 1/2 est 0 si f € H{ (N) et 1si f € H (N).
Iwaniec, Luo & Sarnak déduisent du théoréme 5.16 les deux inégalités
suivantes :

(5:31) limsup m# {f € HH (N): L (%f) - o} < 0,4323
et
(5.32) ljlvniiup#H;() {f e H, (N): L' (%,f) = 0} < 0,0573.

On donne leur preuve pour H; (N) en notant

log(k*N
=30 |0
Jezr

Pour m > 0, on considére

1
— H; (N): ord L :
S HE: o L) = m)
Grace a I’équation fonctionnelle, P (N) est nul si m est impair. Ainsi,

(5.33) > PB(N) =

me2N

Pr(N) =

D’autre part, pour tout € > 0, il existe N, tel que si N > N,, alors
1 +oo

FUT(N) Y. D) < ¢(z)D[SOT|(z) dz +e.

fEHL(N) a

(5.34)
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Si f € Hf(N) et si L(f,s) s’annule a 'ordre m en 1/2, en séparant 1/2
compté m fois, on a

D[6](f) = me(0) + > ¢

[log(kQN) }
Yl -
¢ #0

27

Le choix de ¢ positive telle que ¢(0) = 1 conduit a

D[](f) =z m.
Mais,
(5.35) 1 1
= >, D= > D{o](f)
#Hi (N) fermE ) S #HE(N) feE ()
ords—1/2 L(f,s)=m
> > mP}H(N)
me2N
De (5.34) et (5.35), on déduit
(5.36) > mPj(N) < o ¢(x)D[SO™](z) dz +e.

me2N

En retirant (5.33) de (5.36), on obtient
+oo

2 Z P — Z mP} > 2 — é(x)D[SOT|(z) dz — e.
me2N me2N -
Mais,
2> B = > mPl=2Pf(N)+2) (1-m)P],(N)
me2N me2N m>0
< 2K (N)
de sorte que
+ L + £
Py(N)>1- 3 (x)D[SO™|(z)dx — 5
En minimisant .

(x)D[SOY](x) dx

— 00

sur les fonctions ¢ positives, paires vérifiant ¢(0) = 1 et Suppg/g C
] — 2,2[, on obtient

o 1 1
hmmfw# {f e Hf(N): L <§,f> =+ O} > at

N——+400 # k
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avec
13 — cotan(1/4
at = Colgn( M) 1 o436
Les meilleurs résultats inconditionnels sont obtenus par Iwaniec &
Sarnak pour (5.31) [44]. IIs obtiennent 1/2+¢ comme majorant. Pour (5.32),
les meilleurs résultats inconditionnels sont essentiellement obtenus par

Kowalski & Michel [52]. Ils obtiennent 1/8 + ¢ [50, Theorem 26.2].

5.5.2. Quantiéeme zéro. Le théoréme d’Iwaniec, Luo & Sarnak, compte—
tenu de la modélisation des fonctions L par les polyndémes caractéris-
tiques permet de conjecturer le comportement du quantiéme zéro des
fonctions de formes modulaires. Avec les notations du théoréme 3.6, on
peut faire la conjecture suivante.

Conjecture 6. Soit j > 1, un entier et k > 2 un entier pair. Soit
h une fonction continue a support compact. Lorsque N parcourt les
entiers sans facteur carre,

1 log(k*N)
lim ———— Z h <—fyf< = / h(x)vg +(z) da
00 + 2 5J ’
N—+oo 7 Hi'(N) fetr (V) T R
et
_ 1 log(k*N)
lim = h(—w- — [ hap(e)do
N—+oo # H, (N 2 7 ’
—-+oo # Hy ( )feH;(N) ™ R

On rappelle que les fonctions v+ ont été définies au théoréme 3.6.
Katz remarque [49, Introduction]| que cette conjecture permet de
montrer que

(5.37) Nllrfw m# {f eH/(N): L <%,f) = O} =0
et

) 1 _ (1
(5.38) Nl_lgloom#{fEHk(N): L <§,f> :0}20

(voir page 52). On montre (5.37), ’équation (5.38) se montrant de fagon
semblable. Pour tout ¢ €]0, 1], on construit une fonction hy: R — [0, 1]
dont le support est inclus dans [—t,¢] et telle que hy(0) = 1. Puisque
hy est supérieure a la fonction de Dirac en 0, on a

I R R R !

fH+
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Lorsque N puis ¢ tendent vers +o00, on obtient

) 1 n 1
i iy € £ (57) <o) <o

L’intérét des équations (5.37) et (5.38) dépasse le cadre de la théorie
analytique des nombres grace a la conjecture de Birch & Swinnerton-
Dyer [80]. Soit E une courbe elliptique sur Q : ¢’est une courbe algé-
brique sur Q, de genre 1 et munie d’un point O. On sait munir une telle
courbe d’une loi de groupe ayant O pour élément neutre [53|. D’aprés
un théoréme de Mordell, le groupe E(Q) des points de E a coordon-
nées rationelles est de type fini. Il est donc isomorphe au produit de
son sous—groupe de torsion (qui est bien connu grace a un théoréme
de Mazur) et de r copie de Z. L’entier r s’appelle le rang de E. Grace
aux travaux de Breuil, Conrad, Diamond & Taylor, de Taylor & Wiles
et de Wiles, on sait associer (de fagon assez explicite) a E une forme
modulaire f de poids 2. La conjecture de Birch & Swinnerton-Dyer
(dans sa version faible) prévoit 1’égalité de r avec 'ordre d’annulation

de L(f,s) en 1/2.

5.5.3. Moments des valeurs centrales. Le théoréme 5.16, compte-tenu
de la modélisation des fonctions L par les polynémes caractéristiques
permet de conjecturer les moments des valeurs centrales de L(f, s). On
peut faire la conjecture suivante.

Conjecture 7. Soit k > 2 un entier pair et £ > 0 un entier. Alors,

] 1 1\* [log(k®N 140/
i iy 3 E(g) ansoro [P0
FEHL(N) - Bl

‘ 1 1 log(K2N)T 0(0+1)/2
I G R ol B
FeH; (V) - -

La fonction ggo+ a été définie au théoréme 3.9 et on a

gso- (f) = %ggo+ (é + 1)

Une formulation générale de la valeurs des coefficients arithmétiques
at est assez délicate. On renvoie a [12, Conjecture 4.5.2] pour une
expression générale (et une conjecture plus générale).

Fixons k pair. On déduit de la conjecture des moments, que pour
tout € > 0, il existe C. > 0 telle que

(5.39) ‘L ( f. %) < CLN?
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pour tout N et toute f € H;(N). Cette inégalité est la conjecture de
Lindelof au point central pour les fonctions L de formes primitives,
relativement au niveau. Notons aussi que, la conjecture des moments
implique l'existence, pour tout n > 0 de ¢, > 0 tel que

1
max L (f, —) > ¢, flog(R2N)]"
FEH (V) 2

pour tout V.

Une majoration inconditionelle de L(f,1/2) est atteignable par le
théoréme de Phrigmen-Lindelof (dans une version due & Rademacher
|67, Theorem 2|) grace a ’équation fonctionnelle (5.29). On obtient
alors

1
(5.40) L ( 1, 5) <. NVite,

Obtenir une borne inconditionnelle améliorant ’exposant 1/4 de la ma-
joration (5.40) s’appelle briser la convezxité. C’est un vaste et délicat
sujet [61, Lecture 4|. Dans le cadre que nous étudions, le meilleur ré-
sultat actuel est dit & Duke, Friedlander & Iwaniec [19, Theorem 3|

L <f, %) <<€ N1/4_1/192+6.

Les conséquences de bris de convexité dépassent le simple record d’amé-
lioration d’exposant. Pour un tour d’horizon des différentes conséquences
(par exemple en Chaos arithmétique) on renvoie a [61, Lecture 5].

6. DETERMINATION DU TYPE DE SYMETRIE

L’objet de cette partie est d’éclairer, par la théorie des représenta-
tions, l'origine des groupes de symétries trouvés précédemment. Cet
éclairage est da a Cogdell & Michel [14].

Soit G un groupe fini ou compact dont on note id la représentation
identité (triviale) de dimension 1. Soit p une représentation irréductible
de dimension finie de G. Pour | X| < 1, on pose

D(X,p,g) =det (I — Xp(g))™"

et, pour tout z € C, on développe

“+oo

D(X,p,9)" =Y A:(g)X*.

a=0
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Si dg est la mesure de Haar sur GG, on définit

+oo
DZ(X,p):/GD(X,p,g)ng:Z)\Z’aXO‘

a=0
ou
A= / /\f;a(g) dg.
el
De
+o0
D(X,p,9)" = exp [z log (Z X tr Sym*® p(g)>]
a=0
on déduit
X9y =1,  X'(g) ==ztrp(g)
et ( 1)
2(z —
A2 (9) = 2 tx Sym? p(g) + == (tr p(g))"
Ainsi,
2,0 __ z,1
AO—1, A=
et

A2 = z/ tr Sym? p(g) dg + @/ (trp(g))* dg
G’ G

= %Q/G(trp(g))ngﬂLg/Gtrp(gQ) dg.

On note FrSc l'indicateur de Frobenius-Schur défini par

FrSe(p) = / tr Sym? p(g) — tr A%p(g) dg.
G

Cet indicateur ne prend que trois valeurs selon le choix nécessaire sui-
vant :
(0 si p n’est pas autoduale

1 si id apparait une fois dans la décomposition
FrSc(p) = en représentations irréductibles de Sym? p
—1 siid apparait une fois dans la décomposition

L en représentations irréductibles de AZp.
On a

mise(p) = [ wolg?)dy e Fise(p)? = [ fsplo)? o

Cogdell & Michel démontrent |14, équation (2.30)]
(6.41) D*(X,p) =1+ X2X% + 0, (X?)
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uniformément pour | X| < 1.
Pour r € RT, on considére alors

1 _
L <§7p> =TI D' 0).

p<X

Gréce a (6.41), on a

(1 NP (1
IOgLX §,p :Z D +O W

p<X

1
r,2
= A, loglog X +¢1 + O (logX)

pour une constante ¢; € R*. Ainsi,
1 r,
(6.42) LTX (5,0) _ ec1-i-O(1/logX) (logX))\pZ
et la puissance du logarithme ne peut prendre que I'une des trois valeurs
—1
r(r—1) ot r(r+ 1).
2 2
Cogdell & Michel démontrent [14, Théoréme 1.5] que

1
lim _ L(Symk L, = / D(p*, Sym”, g)" dg
q—+oo # H3(q) feHZ;(q) pl;[) SU(2)

=[] sym*)

peEP

0,

pour tout r € Rt (en fait » € C) dés que les hypothéses naturelles
d’automorphie et d’absence de zéro de Siegel sont vérifiées. Il semble
deés lors raisonnable d’espérer une équivalence asymptotique (lorsque ¢
tend vers +00) entre

1 1 "
—_— L =,Sym" f>
> s
# H(q) FEHy(q)
et
1

[T o2 sym*) = L, . (§>Symk)

p<c(r)q®
pour une certaine constante (dépendant de r) ¢(r) > 0. Grace a (6.42),
on a

r 1 Qu(r
) <§’Symk) ~ C(r) (log g") "
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avec

rrH) g oest impair

_ 2
Qulr) = "D sinon
> :

Il n’y a donc que deux types de comportements possibles dans ce cas,
correspondant aux deux types de symétrie trouvées précédemment.

Pour la famille
U U s

q€P\{2} Xe( Z/qz. ) X

ona G = (Z/qZ)" et la représentation associée est la représentation
standard puisque pour tout Y, il existe a, € G tel que

0o (259

pour tout y, g étant un générateur de G. L’indicateur de Frobenius-

Schur est alors
1 20T
ﬂ Z exp ( >a =0.
»lq oe(Z/qz)* »lq

Finalement, le fait que I'indicateur de Frobenius-Schur ne prenne que
trois valeurs rejoint, et explique, le fait qu’on ne trouve que trois types
de comportements pour les moments de valeurs centrales de fonctions

L.
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