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FORMES MODULAIRES ET PERIODES
par

Frangois Martin & Emmanuel Royer

Résumé. — L’objet de ce cours est de présenter la théorie des formes modulaires et certains
de ses développements récents. Dans un premier chapitre, on développe la théorie des formes
modulaires sur les sous-groupes de congruence I'o(N). Dans un deuxiéme chapitre, on présente
la notion de périodes de formes modulaires sur le group modulaire. On en déduit des résultats
concernant les structures rationnelles des espaces de formes modulaires. Dans une troisiéme par-
tie, on étudie les structures différentielles sur les espaces de formes modulaires. C’est ’occasion
de développer les notions de forme quasimodulaire et forme modulaire presque holomorphe in-
troduites par Zagier. Enfin, en annexe, on étudie la théorie des formes modulaires avec systémes
multiplicatifs.

Abstract (Periodes and modular forms). — The aim of this course is the presentation
of the theory of modular forms and some of the its recent developments . In a first chapter, we
develop the theory of modular forms on the congruence subgroups I5(N). In a second chapter,
we present the notion of periods of modular forms on the modular group. We deduce some
results concerning the rational structures on the spaces of modular forms. In a third chapter, we
study the differential structures on spaces of modular forms. We introduce, in that occasion, the
notions of quasimodular forms and quasi holomorphic modular forms developped by Zagier. In
an appendix, we study the modular forms with multiplicative systems.
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NOTATIONS — CONVENTIONS

Si 2 est un nombre réel, |z] est le plus grand entier inférieur & z. On adopte les conventions
suivantes

#X est le cardinal de ’ensemble X.
N={ne€Z:n>0}, N'={neZ:n>0}.

S Fd) =" f(d).

dIN deN*

dIN
[Ire=1]rw
p|N peEP

p|N

avec P l’ensemble des nombres premiers.

(X) est le groupe engendré par les éléments de X.
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I= T= _ _ _ |
<O 1) (0 1) > (1 0 ) v (1 —1) v (0 —1)
5(E) = 1 sila propriété E est vraie
0 sinon.

Si w et v sont des entiers, (u,v) est le plus grand diviseur commun de u et v.
Si n € N*, on note w(n) le nombre de diviseurs premiers de n, comptés sans multiplicité :

win) = #{peP:p|n}
et og(n) le nombre de diviseurs de n :
oo(n) =#{d e N*: d|n}.
Plus généralement, si s € C, on pose

os(n) = Z ds.

deN™
d|n

v(n) = npg) (1 + ;) .
pln

La fonction ¢ est la fonction indicatrice d’Euler, définie pour tout entier naturel n strictement

positif par
1
go(n):nH (1—p>.

peP
pln

Si z € C, on note x sa partie réelle et y sa partie imaginaire : z = x + iy. On note aussi

Pour n € N*, on note

q = e(z) = exp(2irz).
Pour tout entier d > 0, ’espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a d est noté
C4[X]. Si d > 2, on note aussi Vg = Cyq_o[X].
On note By, le k° nombre de Bernoulli, défini par
+oo

t t"
= B, —.
et —1 T;) n!
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PARTIE 1. FORMES MODULAIRES

1. Préliminaires sur les sous-groupes de SL(2,7)

1.1. Action homographique et domaine fondamental. — Soit 7 le demi-plan de
Poincaré défini par 5 = {z € C: Smz > 0}. Le groupe SL(2,R) opére transitivement sur
S par l'action homographique

SL(2,R) x S — H

(1)
(¢4).2 = &b

On s’intéresse dans ce texte a Paction de sous-groupes de SL(2,Q), aussi on restreint désormais
Pétude & SL(2,Q).

On définit un point oo (qu’on identifiera géométriquement au point ico) et on étend Paction
(1) restreinte & SL(2,Q) en une action sur /# = # UP;(Q) avec P;(Q) = QU {00} en posant

Cette action n’est pas fidéle puisque —I agit trivialement. Cependant, —I et I sont les seules
matrices a agir trivialement. Autrement dit, ’action induite par

PSL(2,Q) = SL(2.Q)/4 1y

est fidéle.
Si I" est un sous-groupe discret (1) de SL(2,R), on appelle domaine fondamental un en-
semble qui satisfait a la définition suivante.

Définition 1. — Soit I" un sous-groupe discret de SL(2,R). On dit que F est un domaine
fondamental de I" si

— D’ensemble F contient au moins un point de chaque orbite de 5 par I'action de I";

— lensemble F est fermé;

1. Ayant muni I’ d’une norme, par exemple || (2 %) || = max {|al, |b], |c|,|d|}, on dit que I" est discret si toutes
les boules sont finies.
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— Dlintérieur de F ne contient qu'un point de chaque orbite de 7 par 'action du quotient
TIpaqxry

Tout sous-groupe discret de SL(2,R) admet un domaine fondamental connexe [?, §1.6]. On
trouve dans [?, chapitre VII, §1] la preuve des deux propositions suivantes :

Proposition 2. — Le groupe SL(2,7) est engendré par les deur matrices
11 0 -1
T — t 5= .

Proposition 8. — Un domaine fondamental de SL(2,7Z) est

IA

1 1
Flz{zE%”: —igﬂfﬁez 2,|z|>1}.

Fi1GURE 1. Domaine fondamental de SL(2,Z) et quelques transformées de ce domaine

1.2. Sous-groupes de congruence. — Si N > 0 est un entier, on appelle sous-groupe
principal de congruence de niveau N le sous-groupe distingué de SL(2,7Z) défini par

I'(N)={(2%) € SL(2,Z): a=d=1[N], b=c=0[N]}.

On appelle sous-groupe de congruence de niveau® N un sous-groupe I" de SL(2,7)
contenant I'(IN). Un tel sous-groupe est d’indice fini, noté v[I'], dans SL(2,Z). Dans ce texte,

on utilise le sous-groupe
To(N) = {(23) € SL(2,2): ¢ = O[N]}

On note dés maintenant que —I € IH(N).

2. Remarquer que le niveau d’un sous-groupe de congruence n’est pas défini de fagon unique.
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1.3. Géométrie des quotients F\%' — Soit I" un sous-groupe de congruence. On rappelle
des résultats utiles sur la géométrie des quotients F\%’ qui est celle de Lobatchevski-Poincaré.

On étend la topologie naturelle de # en une topologie sur Z de la facon suivante :
— Les voisinages des points de ¢ sont ceux donnés par la topologie usuelle de C;
— Un systéme fondamental de voisinages du point co est donné par les demi-plans

{z e C: Sm(z) > M} U {ico};

— Un systéme fondamental de voisinages d’un point z € Q est donné par les C' U {z}, ou C
est un disque ouvert contenu dans 7 tangent a I’axe réel en z.
On munit F\% de la topologie quotient. L’espace F\% est séparé et compact ?, §1.7]. On
sait munir F\% d’une structure analytique qui en fait une surface de Riemann compacte X (I")
[?, §1.8].

Q
®

FIGURE 2. Systémes de voisinages dans la géométrie de Lobatchevski-Poincaré

Les voisinages fondamentaux des nombres rationnels et du point oo sont appelés des horo-
cycles. L’action de SL(2,7Z) sur  transforme un horocycle en un horocycle.
Soit v = (2Y) € GL(2,Q)" (le sous-ensemble de GL(2,Q) constitué des matrices a déter-
minant positif) et z € S, on définit
, _cz+d
.7(77 Z) - \/(m

La normalisation par le déterminant implique

oy, 2) = j(v, 2)
pour toute matrice v € GL(2,Q)™ et tout réel o > 0. Pour v € GL(2,Q)™, on a les relations
suivantes :
Sm(z) z—w

15 (v, 2)[2’ e iy, 2)i (v, w)’ Jnv2, 2) = §(711,722)7 (2, 2). (2)

Sm(vz) =

La deuxiéme relation montre que d(vz) = 5 Ainsi, la métrique sur . définie par

dz
37, 2)

. 2 2 2
( 22) dz&:—dm —i;dy
z2—7Z y
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et appelée métrique hyperbolique est invariante sous l'action de SL(2,Z) et induit une
2i 1
métrique sur X (1) = X (SL(2,Z)). On pose A(z) = 27 = = La longueur d'un arc c¢ de
z—Z Smz
A paramétré par la fonction v: [0, 1] — 42 de classe C*° est donnée par

L(e) = / A(2)|dz| = / A(0)] [ (8] dt.

c

Le volume d’une partie mesurable A C JZ est
Vol(4) = / /\(2)2% dzAndz = / Az +iy)? dz dy.
A A

Si Fy est un domaine fondamental de SL(2,Z), on a Vol(Fy) = g Le groupe PSL(2,R) est le

groupe des isométries de J# pour la métrique hyperbolique [?, Lemma 2.3.5]. Les géodésiques
(les courbes minimisant ’énergie, cf. [?, §2.3]) pour la métrique hyperbolique sont les arcs de
cercle euclidiens de centre réel et les segments de droites orthogonales a 'axe réel ([?, Lemma
2.3.6, page 31] ou [?, Lemma 1.4.1]). La distance de z € J# & w € J est la longueur de la
géodésique reliant ces points. Elle est donnée par

a2
p(z,w) = inf {L(c), ¢ chemin C* de z & w} = argch (1 + |zw|>

28m z Smw
(voir, par exemple, [?, §4.6]).
1.4. Pointes. — Soit I" un sous-groupe de congruence. On note
SL(2,Z)0o ={£T", n € Z}

le stabilisateur de co par I’action de SL(2,Z). Il résulte de la transitivité de 'action de SL(2,Z)
sur P1(Q) que lapplication

NSL22D) gp0 .. — r\P©@

3
T'MSL(2,7) 00 s T'Moo )

est bijective. On appelle pointe de I" tout élément de F\Pl((@), et on note v[I] le nombre
de pointes de I'. Ainsi, v [SL(2,Z)] = 1, et on a

1.5. Quelques résultats sur les groupes I'(N),I5(N). — On trouve dans [?, Theorem
4.2.4 et 4.2.5] le calcul de I'indice des groupes rencontrés dans les parties précédentes.

Proposition 4. — Si N > 0 est un entier, lindice de I'(N) dans SL(2,Z) est donné par

v[['(N)] = #SL(2,Z/NZ) = N* || <1 - p12> :

p|N

Vindice de I'y(N) dans SL(2,7) est

v[[o(N)] =v(N)=N]] <1 + ;) .

p|N

On trouve dans [?, Theorem 4.2.7 et 4.2.10] le décompte des pointes de ces groupes.
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Proposition 5. — Soit N > 1 un entier. Le nombre de pointes de I'(N) est

2
N— 1—i si N >3
2 p2

valP(N)) =4 "

3 si N =2.
Le nombre de pointes de I'h(N) est
N
=Y e ((a3)).
d|N

Remarque 6. — Les fonctions rencontrées dans les propositions 4 et 5 sont multiplicatives.
Une fonction f: N* — C est dite multiplicative lorsque f(nn') = f(n)f(n’) pour tout couple
d’entiers n > 0 et n’ > 0 premiers entre eux (voir, par exemple, [?] pour les propriétés élémen-
taires de ces fonctions).

FIGURE 3. Un domaine fondamental de I(256).

2. Définition des formes modulaires

Dans cette partie, on ne définit que les formes modulaires sur I'h(V). Il existe des notions
plus générales : formes modulaires avec un caractére, formes modulaires avec un systéme multi-
plicatif. On retiendra que la situation des formes modulaires avec un caractére est trés semblable
a celle décrite ici (voir, par exemple, [?]) alors que trés peu de résultats sont connus dans le
cadre des formes modulaires avec systéme multiplicatif (voir annexe).

Soit k > 2 un entier pair. Le groupe SL(2,7Z) agit sur l'espace des fonctions holomorphes sur
J€ gréce a laction

FI(28))() = (e + d)"“f<az+b>- (4)

cz+d
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On dit que f vérifie la condition de modularité sur I'H(V) si

(f|M)=f pour toute matrice M € IH(N).
k

Remarque 7. — Le choix de M = —1 justifie la restriction aux entiers pairs de k : il montre
qu’il n’y a pas de forme modulaire de poids impair hors la fonction nulle. Cette restriction n’est
donc pas nécessaire si I’on remplace IH(N) par un groupe ne contenant pas —I. Dans ce cas, les
formes modulaires de poids 1 prennent une importance particuliére. En particulier, on ne sait
pas grand chose de la dimension de l'espace qu’elles constituent (voir [?] et [?] et I'annexe F
pour la définition des formes modulaires associées a des caractéres).

Soit M € SL(2,Z), on définit
upr = inf{u € N*: T* € M~ T (N)M}.
Si une fonction f holomorphe sur 7 vérifie la condition de modularité sur I'h(N) alors (f| M)
k

est périodique de période uy; et elle admet un développement de Fourier de la forme

718)(:) = 3 Frtme(2) )

Upr

n=-—oo
qui converge uniformément sur tout compact de . On dit que f est holomorphe aux pointes
si
fr(n) =0 pour toute M € SL(2,Z) et tout n < 0.

Une fonction holomorphe sur 42, vérifiant la condition de modularité sur I'H(N) et holomorphe
aux pointes est une forme modulaire de poids k et de niveau N.

Lorsque M € I'y(N) on a up; = 1 et on écrira f(n) au lieu de f]\\/[(n) Cette écriture ne préte
pas a confusion puisque, si M et M’ sont deux matrices de IH(N), la condition de modularité
implique

(f|M) = (fIM) = [. (6)
k k

D’autre part, si M et M’ sont deux matrices de SL(2,7Z) telles que Moo = M'oo, il existe
h € Z tel que M’ = £MT". On a alors uy; = ), et, les coefficients de Fourier de (f|M) et
k

(f|M’) ne difféerent que d’une racine de 'unité : pour tout n, on a ﬁ;(n) = f]\;(n)e(nh/uM).
k

Meﬂgré cette ambiguité, on parle de développement de f en la pointe Moo.
Une forme modulaire de poids k et de niveau N qui vérifie la condition supplémentaire

‘]?]\M(O) =0 pour toute M € SL(2,7)

est une forme parabolique de poids k£ et de niveau N. Le lemme suivant permet de
caractériser les formes paraboliques parmi les formes modulaires par une condition de croissance.

Lemme 8. — Soit f une forme modulaire de poids k et de niveau N. C’est une forme para-
bolique de poids k et de niveau N si et seulement si la fonction z — (Sm z)k/2 |f(2)] est bornée
sur FC.

Démonstration. — On pose F(z) = (Sm z)k/2 |f(2)|, alors F' est invariante par l'action de
Io(N). Si f est parabolique, les fonctions (f|M) sont & décroissance exponentielle au voi-
k

sinage de linfini pour toutes les matrices M de SL(2,Z). Donc, la fonction f est bornée
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sur FO(N)\% puis sur 7. Réciproquement, supposons F' bornée. Si M € SL(2,Z) on a
|(f]LM)(z)| = (Sm z)fk/2 |F'(Mz)| et donc le premier coefficient de Fourier de (fILM) estnul. O

On peut majorer les coefficients des développements de Fourier.

Lemme 9. — Soit f une forme modulaire de poids k et de niveau N et M une matrice de
SL(2,Z). Pour tout € > 0, il existe ¢ > 0 tel que pour tout entiern > 0 on a | far(n)] < enF~1+2,

Si de plus f est parabolique, alors il existe ¢ > 0 tel que pour tout entier n > 0 on a |]?J\\4(n)| <
k)2
enl2,

Remarque 10. — La démonstration de ce lemme est assez élémentaire pour le cas des formes
paraboliques [?, Corollary 2.1.6]. Pour le cas des formes modulaires non paraboliques, la preuve
est plus délicate. Elle résulte d’une connaissance explicite, dans notre cas, du complémentaire
des formes paraboliques dans les formes modulaires [?, Theorem 4.7.3].

Remarque 11. — Il y a des formes paraboliques (les formes primitives, ¢f. § 7) pour lesquelles
on dispose d’une meilleure majoration : (voir la proposition 56), i.e. on peut remplacer enk/?
par ao(n)n(k_l)/ 2. 11 en résulte que, pour toute les formes paraboliques, on peut remplacer

en®/2 par en*=1)/2t¢ 1a constante ¢ dépendant de € > 0, k et N.

Le lemme 8 n’est pas de grande utilité lorsque y devient grand. Mais la condition de modu-
larité permet d’en déduire le lemme 9. On déduit de ce lemme le résultat suivant auquel on fait
référence en parlant de « décroissance exponentielle aux pointes ».

Lemme 12. — Soit f une forme modulaire de poids k et de niveau N et M une matrice de
SL(2,7Z). Pour tout réel yo, il existe C > 0 tels que, pour tout réel x et tout réel y > yo, on a

(f]M)(z) - Far(0)| < C exp(—2my/unr).

On note My, (N) lespace vectoriel des formes modulaires de poids k et de niveau N et
Sk (N) le sous-espace vectoriel des formes paraboliques de poids k et de niveau N. On note
aussi M, (N) D'espace vectoriel somme des My, (N) lorsque k parcourt les entiers pairs.

Lemme 13. — Les espaces vectoriels de formes modulaires de méme niveau sont en somme
directe :

M, (N)= P Mi(N).

ke2N

Démonstration. — Soit { f;}1<j<, une famille de formes modulaires de niveau N, chaque forme
f; étant de poids k;, les poids étant distincts deux a deux. On suppose que

ij =0.
j=1

Pour toute matrice (¢Y) € Iy(N), et tout z € 5, on a

ij (m) =0, e Z(cz—kd)kjfj(z) =0.

j=1 j=1
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On fixe z € 4. Le polynome ij(z)Xj s’annule une infinité de fois et, pour tout j, on a
=1
fi(z) = 0. O

Remarque 14. — On pose #~ = {z € C: Smz < 0}. On définit la notion de forme mo-
dulaire sur .~ en remplagant % par 5~ : plus précisément, espace My (N)~ des formes
modulaires de poids k et de niveau N sur S~ est I'image de My (V) par lapplication li-
néaire f — [z +— f(—z)]. On note s: My (N)~ — M, (N) la réciproque de cette application.
On définit I'espace des formes paraboliques sur #~ comme l'image de Sy (N) par s~1. On
deéfinit ensuite M, (N)* comme le sous-espace de My, (N) x My, (N)~ constitué des couples
(f, f7) tels que, pour toute matrice M € SL(2,Z), on a J?]\}(O) = 5(7—\)]\/1(0). Cet espace est
en bijection avec My (N) x S (N) via (f, f~) = (f1, f2) avec fi(z) = [f(2) + f~(—2)]/2 et
fa(z) = [f(2) = f~(=2)]/2. Il est aussi en bijection avec l’espace des formes modulaires sur
C\ R (i.e. une fonction holomorphe F' sur C \ R dont la restriction Fj, a . appartient a
My, (N) et la restriction F|,_ a " appartient a My (N)7) dont les restrictions a 2 et
¢~ ont mémes coefficients de Fourier constants : si F' est une telle forme modulaire, alors
(Fl,es Fl,,_) € My (N)*.

Remarque 15. — On peut aussi définir 'espace des formes modulaires antiholomorphes
sur . en remplacant dans la définition I’holomorphie par ’antiholomorphie (*et I’action (f1v)
k

par action (f|7¥) définie par
k

_ . —k az+b
FE) =) £ (25

pour tout z € J# et toute matrice v = (¢4) € SL(2,Z). Une fonction f est donc une forme
modulaire antiholomorphe si et seulement si la fonction conjuguée f est une forme modulaire.

On note My, (N) l'ensemble de ces formes et Sy, (IV) 'espace des formes paraboliques associé.

3. Exemples sur SL(2,7)
Pour k pair supérieur ou égal a 4, on pose (¥
(k—1)! 1
G = - . 7
W= 2mmr 2 Gt @)
(m,n)€Z2\{(0,0)}

Cette série est analytique sur ¢, puisqu’il y a convergence uniforme de cette série sur les
compacts de S pour tout k > 2. Cela résulte d’'une comparaison avec une intégrale grace a la
majoration uniforme du

Lemme 16. — Soit K > 0 et T > 0 des réels. 1l existe un réel € > 0 tel que, pour tout
(m,n) € R xR et tout nombre complezxe z vérifiant

—K<Rez<K, Smz>T

3. Si 2 est un ouvert de C on dit que f: £2 — C est antiholomorphe si f: z — f(z) est holomorphe sur 2.

4. Chez certains auteurs, la définition de Gy, différe du facteur )),L , grace a la normalisation choisie ici la

(k—1
2(2im
fonction Gy, est une forme de Hecke (voir paragraphe 7.3)
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on a
|mz +n| > ev/m? 4+ n2.

Démonstration. — Le résultat est juste pour (m,n) = (0,0). Par homogénéité, il suffit de
prouver le résultat pour les réels (m,n) tels que m? +n? = 1. On a |[mz +n| > |m(z + iT) + n|
et le résultat est conséquence de la continuité et de la stricte positivité de la fonction

(m,n,z) — |m(z +1iT) + n|

sur le compact {(m,n) € R*: m? + n* =1} x [-K, K]. O

On vérifie que cette fonction est modulaire de poids k sur SL(2,Z) : soit v = (Ccl Z) €
SL(2,Z), on a

2(2im)k

(k—1)! (Gk]LV)(Z) = (cz+d)7*

1
Z (maztb | p\k

k
(m,n)€Z2\{(0,0)} ( cord T n)
1
[(am + cn)z + (bm + dn)]*

(mm)EZA{(0,0)}
_ 3 1
- / Nk
(m/,n/)€Z2\{(0,0)} (m'z +n)
puisque l'ensemble {(am + cn,bm + dn), (m,n) € Z*\ (0,0)} est égal & Z2\ (0,0), grace a la
bijection
. a c\ (m
b d)\n/’

On peut calculer le développement de Fourier de Gy, : en posant ¢ = ™%,

(m,n)
(8)

ou By, est le k® nombre de Bernoulli. Ces nombres sont rationnels, pour k > 0, on a Bapy1 =
0 et on donne les premiers coefficients des développements de Fourier des premiéres séries
d’Eisenstein :

k 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
OB || 1| 1|1 1 1 | _e91 _ 1 3617 _ 43867 174611
2k 24 | 240 504 | 480 264 | 65520 24 16320 28728 13200
or_1(1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ok—1(2) 9 33 129 | 513 | 2049 | 8193 32769 131073 524289
Ok—1 (3) 4 28 244 2188 19684 177148 1594324 14348908 129140164 1162261468
Ok—1 (4) 7 73 1057 16513 262657 4196353 67117057 1073774593 17180000257 274878431233
Avant de poursuivre, on rappelle quelques données nécessaires sur la fonction I
Remarque 17. — La fonction I' est la fonction I' d’Euler définie, pour tout s € C tel que

Re s > 0, par

I'(s)=

—+o0
/ e i —.
0 t

dt
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En développant en série entiére la fonction exponentielle entre 0 et 1 puis en échangeant I’ordre
de l'intégration et de la sommation, on obtient la formule de Prym

400 _1\n +oo
re=3 1 +/1 ety 4t )

nl s+n t

n=0
L’intégrale converge quelque soit la valeur de s et la somme quelque soit s non entier négatif
ou nul. Ainsi, la formule (9) définit un prolongement analytique de I" & C privé des entiers
négatifs ou nul. Soit s € C de partie réelle strictement positive, la suite de fonctions f,, définies
sur 0, +oo[ par f,(t) = (1 —t/n)"t°0(t < n) converge vers x — e~ “x® en restant dominée par
cette fonction de sorte que

n t\" L dt 1 & i
I'(s) = lim / <1 - > #S = lim  —es(legn=27.3) H <1 + s> e/,
n—+o00 J n t n—+oo § =1 J

On obtient alors

+oo
1 s .
= se7® | I 1—}—,) e 5/
I'(s) ( J

j=1
ou v est la constante d’Euler. Cette formule se prolonge & C puisque le membre de droite est
défini pour tout s € C. On en déduit que 1/I" est entiére. Si n > 0 est entier, une intégration
par parties donne I'(n) = (n — 1)! et pour tout s € C, on a la relation de Legendre (voir, par
exemple [?, §IV.1])

F(;)F(S—;_l) = V72 (s). (10)

Enfin, la formule de Stirling donne
it
t
Do +it) = /2mto Y 2e=7t/2 () [14+e,(t)], (t>0)
e

ol €, est une fonction dépendant de o et telle que la fonction ¢ — |te,(t)| est bornée [?, I1.3.1].

Remarque 18. — Pour démontrer la formule (8), on aura besoin de la fonction ¢ de Riemann.
On rappelle quelques faits sur cette fonction. Elle est définie pour tout s € C tel que es > 1

ne-3)

peEP

par
+oo 1
C(s) = Z s =
n=1

et se prolonge en une fonction holomorphe sur C \ {1} admettant un pole simple en s = 1 de
résidu 1. Elle satisfait ’équation fonctionnelle

£(s) =&(1—s) (11)
ou £ est la fonction entiére
s

§(s) = s(1 = 9)n =21 (3) ¢(s)
(voir, par exemple, [?, §I1.3] ou [?]).
On démontre la formule (8) grace a la formule de sommation de Poisson [?, ex. 1.4.5] : si

¢ est une fonction continue, a variations bornées et telle que fR |¢p| < oo, de transformée de

Fourier q@ définie par

~ +oo
3(6) = / o(t) exp(~2intt) dt,

—0o0
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alors
— 3 o 2imre
Stn = dim 3 G
neZ re€ZN[—R,R]
1
On applique cette formule & la fonction ¢, (z) = W pour y > 0, dont la transformée de
x4+ 1y
Fourier (calculable grace a la formule des résidus) est
— 0 si€<0
9u(6) (U??f)' exp(—2n€y) si€>0.
On en déduit la formule de Lipschitz
—+oo . k + oo
-2
nzz_oo(mz +n)7F = ((k“;))' ;rk_le(rmz) (mz e A, k>1). (12)

(On pourra se reporter a [?] et [?] pour une intéressante discussion et généralisation de la
formule de Lipschitz.) On en tire

@in)* XX

=1 Gi(z) = 2¢(k —I—ZZ Z mz+n)”

m=1n=—o0

2

E oo

—2c(k) + 217r Zak X

On conclut grace a I'égalité
(COMk-1) By
(2m)k (k) = 2k
(valable car k est pair, voir [?, théoréme II.4]). La fonction G}, est donc une forme modulaire non
parabolique de poids k sur SL(2,7Z) pour tout k > 2 pair. On remarque que ses coefficients de
Fourier sont tous rationnels, et multiplicatifs (*) (puisque la fonction arithmétique n — oj_1(n)
est multiplicative).
Le terme de droite de la formule (8) est défini également pour & = 2. On pose

1 X
Ga(z) = ot Zdl(n)q
n=1

Cette fonction n’est pas une forme modulaire (on verra proposition 25 qu’il n’y a pas de forme
modulaire de poids 2 sur SL(2,Z) hors la fonction nulle). On connait cependant sa relation de
transformation.

Lemme 19. — Soit v = (2Y) € SL(2,Z). On a

(Gzy)(Z) = Ga(2) —

c

dim(cz +d) (13)

La preuve qui suit n’est ni la plus courte, ni la plus simple (voir [?, §4.4]). Elle est cependant

instructive en vue de la théorie des séries d’Eisenstein (voir [?, §1.4] et [?, §3.2]) et est due a
Maafs[?, p208-214] (voir aussi [?, §II1.2]).

5. Une raison non anecdotique de ce fait est que G, est une forme de Hecke, voir § 7.3.
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Démonstration du lemme 19. — Le noeud de la preuve est le calcul du développement de Fou-
rier de la somme de droite de (7) aprés ajout d’un facteur de convergence (suivant Hecke [?])

(k—1)! 1 14
2(2im)* (m,n)ezzl’:\{(o,o)} (mz +n)2mz + n|* (14)
Ce développement permet de donner un prolongement analytique de (14) en s = 0 (et méme
en s € C).
Soit (a, 3) € C? tels que Re(a + B) > 2 et z = x + iy € H#. La formule de Lipschitz (12) se
généralise en

o0 +oo
1 N
Z G+n)E@+n)? = (—i)*F Z hn(y; a0, B)e(nx) (15)
ou
o plla+B-1) .
or(oy)lme—B = 7 —0-
7T(Oé+ﬁ)/Qy*(aH?)/?n(aJrﬁ)/?*l .
hn(y; o, B) = T'(a) W(a_,g)/27(a+/g_1)/2(47rny) sin>0;
7T(04+ﬁ)/2y*(0¢+5)/2(_n)(oﬁﬁ)/?*l .
F(ﬂ) W(/B,a)/zy(ajLB,l)/g(—47Tny) sin <O0.

On a utilisé la fonction de Whittaker définie, pour (X, i, z) € C3 tel que Re(p — A +1/2) > 0
et Ne(z) € A, par
h1/20—2/2
W - ' °
ilZ) = F T T
Cette fonction admet un prolongement en fonction entiére de A et p [?, §16.12|. Soit k € Z* et
v € C tel que Re(v) > 2. On définit

+oo
/ t/yef)\fl/Q(l +t)p,+/\71/2€7zt de.
0

1
= (m n)ezz;\{o oy (M2 + )2k (mz 4 e 2k

Grace a (15), on a
vr(z;0) = Xo(v) + X1(v) + Xa(v)

avec
Xolv) = 20(0) + (~1)*2* "m0 ~ D gy f:(;)F(z)/Q ot
X1 (v) = W 2 Tom1 (O Wy (p_1y 2 (4T ly ) e (L)

et 7
Xo(v) = 2M io Tom 1 (OPW g o1y 2 (ATly ) e(—Lx).

T(wf2—k) 4

On peut prolonger X; et X5 en fonctions entiéres grace a la majoration

Wau(2)| < ClzPre™2 (A < M, |ul < M ety > yo)
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valable pour tout M > 0 et yo > 0, le réel C' > 0 ne dépendant que de M et yo [?, §16.3].
De plus, la fonction X est entiére sauf éventuellement & cause d’un péle en v = 1. On montre
maintenant que ce pole n’existe pas. En utilisant la fonction £ (voir la remarque 18), on récrit

w60 | e ®PT/2-1) g
(v/24+1)1—-v I'v/2-K)I'(w/2+k) 1—v
V20 (v/2 — 1 1-v 1
T v Y
(1" WE—D -t
I'(v/2 —k)'(v/2+k) 1—w
Le prolongement de X en fonction entiére résulte des développements asymptotiques

) 1
1_y—m+7+0(’0—1)

-1 1 1
5(1”77]) = —— 31~ +0@-1).

La fonction v — ¢k (z;v) est donc entiére et

Xo(v) = Ia

_|_

1
5 - = 1(2, 5+ 2).
(mayezijo.0p (MF T Mz + 0l

En particulier,

1 T T
lim Z 3 :****8772201(6)6(@2)
0 (m,n)€Z2\{0,0} (mz + n) |mz + n' § 3 Y

On a utilisé Wy 1/9(2) = ze=*/2 (voir [?, 9.237.3 et 8.970.3]). Puisque pour (Y) € SL(2,Z),
on a

1

S

2
az+b az+b
(m,n)ez2\{0,0} (mcz+d + n) ‘mcz+d +n

1
= (cz + d)*|cz + d|*
(7n7n)€;\{070} (mz +n)?mz + n|*

on obtient, en faisant tendre s vers 0, 'égalité

b
— 872Gy (Zjid> - g\cz +d|? = (cz + d)? |:—8772G2(Z) - Z}
qui conduit au résultat. O
Remarque 20. — Les résultats obtenus dans la preuve du lemme 19 peuvent étre utilisés
pour construire des formes modulaires de poids 2 de niveau N > 1. Posons en effet
1 1 1
Gi(z) =G — = ———= i .
2(2) 2(2) + 8y 872 550 (mz 4+ n)?|mz + nl®

(m,n)€Z2\{0,0}

Alors, G% vérifie certes la condition de modularité de poids 2 mais elle n’est pas holomorphe.
Pour retrouver I’holomorphie, on considére une suite (cd)d| n telle que

cd

d|N
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On a alors

Z caG5(dz) = Z caGa(dz)

d|N d|N
et la fonction

zZ Z caG5(dz)

dN
est une forme modulaire de M5 (N), qu’on peut construire distincte de la fonction nulle (dés
que N > 1).

Plutot que la multiplicativité des coefficients, on privilégie parfois le fait que le premier
coefficient (appelé coefficient constant) du développement de Fourier soit égal & 1. On introduit,
pour tout k£ > 2, les fonctions

En particulier,

+oo
Eyz)=1—24 Z o1(n)q”
n=1

=1—24q — 72¢> — 96¢> — 168¢" — 144¢° — 288¢° + O(q")
+oo
E,(z) =1+ 240 Z a3(n)q”

n=1

= 14 240q + 2160¢> + 6720¢> + 17520¢" + 30240¢° + 60480¢° + O(¢")

+oo
Eg(z) =1-504)_ o5(n)q"
n=1

=1 —504q — 16632¢> — 1229764 — 532728¢" — 15755044 — 4058208¢° + O(q").

En niveau 1, le plus petit poids pour lequel existe une forme parabolique est £k = 12. On
définit la fonction A sur . par (©)

Alz) =q ] -¢"* (16)

Par dérivée logarithmique, on a

Posant A(z) = A (-1),ona

A 1A /1 48im 1 , 1 A 12
AN (‘) =z (‘) = i [GM - 4m} AR

On en déduit existence d’un nombre complexe C tel que A(z) = Cz'2A(2) pour tout z € .
Siz=1ietn e N* alors ¢" = exp(—27n) # 1 donc A(i) # 0. Le choix de z = 4 implique C' = 1

6. Certains auteurs utilisent une définition de A différant d’un facteur (27)!2.
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et on obtient

(AT)=A, (A|S)=A, Ax)=0.

Puisque S et T engendrent SL(2,Z) cela montre que A € Sy5 (1). Pour une preuve spectrale de

ce résultat, voir [?, Appendix 1.1]; pour une preuve analytique directe, voir [?]. (Au moyen de

ces preuves, on peut retrouver le développement de Fourier de G5 et son équation de modularité

a partir de la définition de G2 comme double somme.) On appelle fonction de Ramanujan
o0

la fonction 7 définie par le développement de Fourier : A(z) = Z 7(n)q". Cette fonction, a
n=1
valeurs dans Z, est multiplicative et vérifie pour p premier et n strictement positif, 1’égalité

(") = 7(p)r(p") — ptt7(p"~ ). (La fonction A est une forme primitive et 1'égalité de
multiplicativité est conséquence de la théorie des opérateurs de Hecke, voir la proposition 45.)
n 1| 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
7(n) || 1]-24 | 252 | -1472 | 4830 | -6048 | -16744 | 84480 | -113643 | -115920 | 534612

Une conjecture due & Lehmer affirme que 7 ne s’annule pas. Vérifiée jusqu’a de trés grandes
valeurs, cette conjecture n’est toujours pas démontrée. 1l suffit de vérifier que pour tout nombre
premier p, la fonction 7 ne s’annule pas en p : un lemme de Kowalski, Robert & Wu montre que
si 7(p) # 0 pour p € P, alors 7(p”) # 0 pour tout entier v > 1 (voir [?] mais aussi [?, pages 178-
180] ce lemme s’applique dans le cadre plus général des formes primitives a coefficients entiers).
Une autre conjecture liée a la fonction de Ramanujan (et plus généralement aux coefficients
de Fourier des formes primitives, voir §7) est la conjecture de Sato—Tate. Cette conjecture
affirme I’équirépartition des valeurs 7(p)/ p'1/2 lorsque p varie parmi les nombres premiers pour
la mesure de Sato—Tate : autrement dit, pour tous nombres réels (pour comprendre pourquoi
on se restreint a | — 2, 2[, voir la proposition 56) —2 < a < b < 2,

1 1 ? x?
. : t apll/? bpl1/2 :7/ \/1_701.
A Fpepipaayt PEPIP STt ar < T(p) <t} =2 ) ™

La figure 4 représente I’histogramme des valeurs 7(p)/ p'/2 pour p < 10° comparé a la fonction

1h_2
s 4
Remarque 21. — De la formule

A/

N —48imGo
on déduit

n—1
24
7(n) = ——— ;T(m)al(n —m).

4. Dimensions des espaces de formes modulaires

Dans cette partie, on donne les dimensions des espaces My, (N) et Sk (V). I existe une
démonstration élémentaire du fait que ces espaces sont de dimension finie. Puisque la preuve
est valable dans le cas le plus général, on la donne dans ’annexe (proposition 161).
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FIGURE 4. Loi de Sato—Tate
4.1. Dimensions des espaces de formes modulaires sur SL(2,Z). — Si f est une fonc-

tion méromorphe sur JZ et si zp € ., on note v,, (f) l'ordre de f en zy. C’est l'entier n tel que
z — f(2)/(z — z9)™ est holomorphe et non nulle en zy. Si f vérifie la condition de modularité
pour le poids k sur SL(2,7Z), cet ordre ne dépend que de la classe de zp modulo SL(2,Z). Pour
la pointe SL(2,Z)o0, entier v (f) est le plus petit entier n tel que fA(n) # 0. Pour décrire la
structure vectorielle de My, (1), on utilise la « formule 1—’“2 » |?, chapitre 7, théoréme 3|. Pour
I’énoncer, on pose p = —% + z? et on note F; le domaine fondamental de SL(2,Z) vu a la
proposition 3.

Lemme 22. — Soit k > 2 un entier et f une fonction méromorphe distincte de la fonction
nulle vérifiant la condition de modularité de poids k sur SL(2,7Z), on a

) a3 u Y =g
z€F1\{4,p,—P}

Remarque 23. — Il n’y avait a priori aucune raison de se limiter a des poids £ > 0. En
étendant la définition des formes modulaires aux poids négatifs, le lemme 22 demeure vrai pour
tout k € Z. Ce lemme implique alors qu’il n’existe pas de forme modulaire de poids strictement
négatif sur SL(2,7) sauf la fonction constante égale a 0. Puisque les formes paraboliques s’an-
nulent & l'infini, la seule forme parabolique de poids 0 sur SL(2,7Z) est 0. Si f est une forme
modulaire de poids 0 sur SL(2,7Z), on construit une forme parabolique de poids 0 sur SL(2,Z)
en retranchant & f sa limite en l'infini et donc f est constante.

Remarque 24. — Le lemme 22 implique que G4 n’a qu’un seul zéro, il est en p et est simple.
De méme, Gg n’a qu’un seul zéro, il est en i et est simple.

Proposition 25. —  — Si k=2 alors M2 (1) = Sz (1) = {0}
— Si k €{4,6,8,10,14} alors My (1) = CGy, et Sk (1) = {0}
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— Si k>4 alors My, (1) = S (1) + CG,
— L’espace S12 (1) est engendré par A ;
— Sik > 16 alors Sk (1) = AMjg_12(1).

Démonstration. — La formule k/12 équivaut a 6v+3v; +2v,+6n = k/2 avec n € N. Si k = 2,
cette équation n’a pas de solution en entiers naturels. Cela prouve le premier point. Si k > 4

0

alors Gy, € My, (1) donc si f € M (1) alors f — C/Z’:((; Gj € Sk (1). Cela prouve le troisiéme
k

point. Si k < 12 ou k = 14, on a nécessairement vo, = 0 donc Si (1) = {0}. Cela prouve le

deuxiéme point. Enfin, le dernier point est conséquence du fait que A est parabolique de poids

12 et ne s’annule pas (grace a la formule k/12 puisque vy, (A) > 1). O
Corollaire 26. — Soit k > 2 un entier pair, on a
k
LJ si k = 2[12]
12

k 1 )
— sinon.
12

Remarque 27. — Le corollaire 26 a de nombreuses conséquences arithmétiques. Par exemple,
les fonctions E3 et Eg appartiennent toutes deux a l’espace Mg (1) qui est de dimension un;
elles sont donc proportionnelles, et en comparant les développements de Fourier, on obtient la

formule o
o7(n) = o3(n) +120 Z o3(m)os(n —m). (17)
De la méme facon, on a F14 = E4F19 = EgEs gl;ldonne
o13(n) = —1003(n) + 1log(n) + 2640 7§ oz(m)og(n —m)
—
= 2lo5(n) — 2007(n) + 10080 Z os(m)or(n —m).
m=1

On peut aussi raisonner sur les valeurs de k pour lesquelles S, (1) est de dimension 1. Pour ces
valeurs, i.e. pour k € {12,16, 18,20, 22,26}, on note F} un vecteur engendrant Sy, (1) normalisé
par F; (1) = 1. En particulier, on choisit F12 = A. On obtient les factorisations suivantes, et
chacune donne une identité de type (17) :

Eg=E;, Eig=FE4Es, FEi4=E4E = FEgEq
pour les formes non paraboliques, puis
Fig = E4A, Fig = EgA, Fy = EsA = EyFig,
Fyo = E10A = EgFi6 = EyF1s
et
Fys = E14A = EygFi6 = EslFis = EgFag = EyFao
pour les formes paraboliques. Ces factorisations sont les seules en un sens plus large que de

simplement remarquer qu’elles ne concernent que des espaces de dimension 1. Ce sens est
expliqué dans la remarque 59.
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On peut aussi utiliser des raisonnements de ce type pour tenter de capturer les propriétés
de la fonction 7 de Ramanujan. Par exemple, A et Ej5 — E2 sont toutes deux paraboliques
de poids 12. Puisque Si3 (1) est de dimension 1, la considération des premiers coefficients de
Fourier conduit a

L, 762048
Pz = Fs = =go1
On en déduit
n—1
7567(n) = 65011(n) 4+ 69105(n) — 174132 Z os(m)os(n —m).
m=1

En particulier, 7(n) = 011 (n)[691].
On voit aussi que (240G4)3 — (504G6)? et A sont deux éléments de Sy (1) ; il en résulte que

(240G,4)? — (504G)?

A= 18
1728 (18)
Corollaire 28. — Soit k > 2 un entier pair. L’ensemble des fonctions GZ‘Gg lorsque (o, B)
parcourt les couples d’entiers naturels tels que 4o+ 68 = k est une base de My, (1).
Démonstration. — La premiére étape est de montrer par récurrence sur k et grace au corollaire

26 que le nombre de solutions de l'équation 4o + 68 = k est dim M}, (1). La deuxiéme étape
est de montrer, de nouveau par récurrence sur k, que les fonctions GZ‘Gg avec 4o + 68 = k
engendrent Mj, (1). Pour les valeurs k < 12, cela résulte de la proposition 25. Pour k > 12,
cette méme proposition implique que si f € My (1) et si 4o + 68 = k alors il existe ¢ € C et
h € Mi_12 (1) tels que f — CGZGg = Ah. Le résultat est conséquence de (18). O

Lemme 29. — Les fonctions G4 et Gg sont algébriquement indépendantes sur C : soit P €
C[X,Y] tel que P(G4,Gg) =0, alors P = 0.

Démonstration. — Par regroupement des termes de P, on peut écrire
K
PX.Y)=>" > papX°Y”
k=1 (a,p)EN?
4a+68=k

D’aprés le lemme 13, I'égalité P(G4, Gg) = 0 implique que chaque terme

> pasGiGy

(,8)€EN?
4da+68=k

est nul et le corollaire 28 implique la nullité de chacun des coefficients p,s et donc de P. O

On en déduit que M, (1) est isomorphe & C[X,Y] via l'isomorphisme X — G4, Y — Gg.
Il peut étre intéressant d’avoir une autre paramétrisation des formes de My (1). Pour cela, on
introduit X
~53%, j(z):é+744+~~ (19)
Cette fonction est invariante par laction de SL(2,Z), est holomorphe sur 4%, admet un pole
simple a Vinfini et définit une surjection sur C [?, Proposition VIL5|. On trouve dans [?, Pro-
position VII.6] une preuve de la

j:212'33
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Proposition 30. — Soit f une fonction méromorphe sur €. Elle est invariante par l’action
de SL(2,7) et méromorphe & Uinfini si, et seulement si, elle est fonction rationnelle (sur C)
de la fonction j.

Proposition 31. — Soit f une forme modulaire de poids k sur SL(2,7), il existe des entiers
meN, §e{0,1,2} et e €{0,1} et un polynéme f de degré au plus m tel que

I = AMGIGET ().
Le triplet (m, d,¢) est Vunique triplet de N x {0,1,2} x {0,1} vérifiant k = 12m + 46 + 6¢.

Démonstration. — Puisque tout entier pair k > 4 s’écrit de fagon unique sous la forme k =
12m + 46 4+ 6 avec m € N, § € {0,1,2} et € € {0,1}, le lemme 22 implique que lordre
d’annulation de f en i est au moins ¢ et que 'ordre d’annulation de f en p est au moins 4. Il

s’en suit, grace a la remarque 24 que la fonction est holomorphe sur 7 (la définition

AMGYGE
(16) de A montre qu’elle ne s’annule pas). De plus, elle est invariante par action de SL(2,7Z). Par
la proposition 30, il existe une fonction rationnelle f telle que f = A™G{G§f(j). Supposons,

par 'absurde, que fn’est pas un polynéme. Puisque j est surjective, les poles de f conduisent

a des poles de ce qui est contradictoire. Pour montrer que le degré de fest au plus

AMGEGE
m, on remplace j par sa définition et on utilise le fait que f est holomorphe en la pointe infinie
(ot A s’annule mais pas G4 ni Gg). O
4.2. Cas général. — On introduit les notations
) 0 sid| N
2 =
? I~ {1 + (_?1)} sinon
0 si9| N
v3(N) =

I~ {1 + (‘T?’)} sinon

() =[] = S ( (.5 ))-

d|N

Si p = 2, on définit (_71) =0et (_73) = —1(. Si p est premier impair, (_1) et (_3) sont
donnés par le symbole de Legendre.

et

Remarque 32. — Si p est un nombre premier impair, le symbole de Legendre est défini par
(p) : Z/pZ — {-1,0,1}
1 si x est inversible et si ¢’est un carré modulo p
T — —1 si x est inversible et si ce n’est pas un carré modulo p
0 si  n’est pas inversible modulo p

7. Si lon connait la définition du symbole de Kronecker, il faut faire attention au fait que la définition de

(5) nest pas celle du symbole de Kronecker [?].
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Ce symbole se calcule par applications successives de la multiplicativité : pour tous x et y, on a

O-)

et de la loi de réciprocité quadratique : si p et ¢ sont deux entiers premiers impairs distincts,

()= )

oli, pour tout n entier impair,
(20)
On a les formules
1 -1 2
()-r (5)-coe (B)-co
avec pour tout n entier impair,
w(n) = { = . (21)

Pour les détails, on peut consulter [?, §1.3.2].

On trouve dans [?, §2.5 et §4.2] une preuve, a l'aide du théoréme de Riemann-Roch, du
résultat suivant.

Proposition 33. — Soit k > 2 un entier pair et N > 1 un entier. La dimension de [’espace
des formes modulaires de poids k et de niveau N est
. k—1 k k—1 k k—1 1
dim My, (N) = 5 v(N) + ( 1| 4) va(N) + <_3 - 3> v3(N) + iyoo(N)'

Si k > 4, la dimension de l’espace des formes paraboliques de poids k et de niveau N est

dimSk(N)klzly(N)+( % k41> VQ(N)+< g k31) I/3(N)7%VOO(N)
et si k=2,
dimSQ(N):%V(N)—iVQ(N)—%Vg(N)—%VOC(N)-Fl.

Remarque 34. — On a v5(N),v3(N) < 2°0V) < g4(N) et, pour d | N,

()

de sorte que, si dim(k, N) est n’importe laquelle des dimensions calculées ci-dessus alors
) kE—1 25 1/24e
dim(k, N) = =—=v(N)| < E\/Nao(N) <C.N

ou C;. est un réel strictement positif ne dépendant que de .
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5. Produit scalaire de Petersson et séries d’Eisenstein

Soit N un entier, f un élément de Sy (N), et g un élément de My, (N). Soit F(N) un domaine
fondamental pour I'h(N).

Définition 35. — Pour (f,g) € S (N) x My (N), on définit le produit scalaire de Pe-
tersson de f et g par (®

(f,9) = // y* 2 dz dy.

Cette intégrale est absolument convergente : I"\ 5 est de volume fini pour la mesure

dx dy t
yZ €
Im(2)* f(2)g(2) est bornée sur 7 d’aprés le lemme 8, car fg appartient & So, (N). De plus, la
condition de modularité de f et g montre que cette intégrale ne dépend pas du choix de F (V).

L’espace vectoriel Sg (V) muni de ce produit hermitien est un espace de Hilbert.

Remarques 36. —

1. Cette définition se généralise aux formes modulaires sur un sous-groupe de congruence I
quelconque ;

2. Ce produit hermitien est indépendant du sous-groupe de congruence I pour lequel les

formes sont modulaires (c’est la raison pour laquelle on divise par 'indice de I'h(N) dans
SL(2,7)).

Définition 37. — Une série d’Eisenstein de poids k pour IH(NV) est un élément g de My, (N)
vérifiant

(f,9) =0 pour tout f € S; (N).

Remarque 38. — On va montrer que les séries G pour k > 4 sont des séries d’Eisenstein,
d’oil leur nom. Le résultat étant évident pour les poids sans forme parabolique hors la fonction
nulle, on suppose k > 12. Soit

O T S IO o

2
V€l \SL(2,Z)

1 n
Foo.—{(o 1),7162}
et f € Sk (1). On calcule

2En, f) = /F% )RR da dy

. \SL (2,Z)

avec

= ) | ORIy dwdy
V€T \SL(2,Z)
= X Flp(2)]|¢()]? dz dy

NET\SL(2,2) 1

8. Parfois la définition du produit scalaire de Petersson différe du facteur

L
v(N)
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ot p(z) = vz et F(z) = f(2)(Sm 2)*~2. Ainsi

26.)= Y [ T dedy

YET\SL(2,Z)
Or
U fyFlz{zEC:O§§Res§1}|_|{z€(C:0§§Res§l}
'YeFoo\SL(sz)

(les deux copies venant de l’action triviale de —I) donc

foo__ oo 1 ]
(f/'k” f) = Z f(n)/ e—27rnyyk:—2 dy/ e—QzTrnm dz = 0.
n=1 0 0

De la bijection
v E€TW\SL(22,Z) —— {(c,d) € Z*: (¢,d) =1}

(¢4) - (c,d)
on déduit )
Ek(z) = 3 Z (cz+d)7*F
(e,d)ez?
(e,d)=1
et donc ( )
k—1)!
Gr(z) = m((k)gk(z)

puis (Gg, f) = 0.

L’ensemble & (N) des séries d’Eisenstein de poids k pour I" forme un sous-espace vectoriel
de My (N), et on a My (N) = EL(N) @ Sy, (N).
La proposition 33 permet de calculer la dimension de £ (N).

Lemme 39. — On a les formules :
— Sik>4,dim&(N) = veo(N);
— Sik=2,dim&(N) =vo(N)—1.

Remarque 40. — Une série d’Eisenstein non nulle est non parabolique : si f est une série
d’Eisenstein parabolique, alors (f, f) = 0 et donc f = 0.

Remarque 41. — On explique de fagon heuristique pourquoi, dans le cas k = 2, la dimension

de Despace des séries d’Eisenstein est inférieure au nombre de pointes : pour f € Ms (N), la

fonction h = Z (flg) (ot Ro(NN) désigne un ensemble de représentants de I'h(N) \
To(N)geRo(N)

SL(2,Z)) est une forme modulaire de poids 2 pour SL(2,Z), donc est la fonction nulle, ce qui

entraine

—

> (flg)o)=o.

|
To(N)gERG(N) 2
Il y a donc une relation de dépendance linéaire entre les valeurs aux pointes. Cette relation de
dépendance n’est autre que la formule des résidus pour la différentielle f(z)dz sur F\% (voir
[7, Lemma 5.3.1]). En effet, cette différentielle est holomorphe sur -\ et a des péles au plus
simples aux pointes. La surface de Riemann F\% étant compacte, on en déduit la relation de
dépendance des valeurs aux pointes de f.
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6. Crochets de Rankin-Cohen

Soit N un entier et k > 2 un entier pair. L’ensemble M} (N) des formes modulaires de
poids k sur I5(N) est un C-espace vectoriel. De plus, le produit d’une forme modulaire de
poids k et d’une forme modulaire de poids [ pour le groupe I'H(V) est une forme modulaire de
poids k + [ sur IH(N) (c’est ainsi qu’on a montré que toute forme modulaire sur SL(2,Z) est
un polynome en Gy et Gg). L'espace M, (N) = @;~o My (N) est donc muni d’une structure
d’algebre graduée. Par exemple, M, (1) est la C-algébre libre engendrée par G4 et Gg (voir
corollaire 28). De fagon générale, la somme directe des espaces de formes modulaires sur un
sous-groupe de congruence I’ fixé n’est pas une C-algébre libre, on peut montrer que c’est le
cas si et seulement si la surface de Riemann I"\ # est de genre nul (V).

On peut en fait définir pour tout n > 0 des opérateurs de degré n, qui envoient My, (V) x
M, (N) dans My 10, (V). Cela généralise la multiplication, qui est Popérateur de degré 0. Soit
f € M (N) et g€ M;(N). On définit (19)

ol = (2;)” zn:(_l)r (k : ﬁ; 1) (l + Z - 1) ) gn=r) (22)

r=0
. damf . . L,
ou fm = T désigne la dérivée d’ordre m de f.
zm
1
Ainsi, on a par exemple [f,glo = fg, et [f,g]1 = T(kfg(l) —1fMyg). Le crochet [ , |
i

est antisymétrique, satisfait l'identité de Jacobi (si f, g et h sont trois formes modulaires,
[[f, gl1, Rl1 ][R, fl1s 9)1+g, b1, fl1 = 0), et envoie My, (N)x M; (N) dans My1142 (N). Ainsi, en
posant Tj,(N) = My_o (N), l'espace T (N) = D5, Tk (V) est muni d’une structure d’algébre
de Lie.

Proposition 42. — Soit n un entier. Le crochet de Rankin-Cohen [ , ], envoie My (N) x
M; (N) dans Mygiiton (N). De plus, si n > 0, la forme modulaire [f,g], appartient a
Skti42n (N).

Démonstration. — Soit f € My (N) et v = (a b) € I'o(N). Par récurrence, la formule
c

d
m o (m\(ktm D! mti (i
s =3 (1) e e+ 0 (23)

est valide pour tous m > 0 et z € . (L’initialisation de la récurrence utilise la modularité de
f sur Iy(N), et on utilise 'égalite f(m+1 (y2) = (cz +d)?[f"™ (v2)]".) On introduit la fonction
génératrice hy : S x C — C définie par

> f(m)< ) m
i X) = 3 i

9. Lorsque I' = Ih(N), la surface est de genre nul si et seulement si N € [1,10] U {12,13,16,18,25}. Voir
[?, §4.2] : les formules données permettent de minorer le genre par (N — 5v/N — 8)/12 (voir [?]). Pour N > 40,
cette quantité est strictement positive et on calcule le genre pour chacune des valeurs inférieures |7, Table A et
theorem 2.5.2].

10. Selon les auteurs, le crochet de Rankin-Cohen d’ordre n est défini & un facteur (—1)™ pres.
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Grace a la formule (23), la fonction hy vérifie 'équation

X
hy (’72’ (—|—d)2) = (cz + d)kecx/(cz+d)hf(z’ X) (24)
cz
o b
1 cX
- cX/(cz+d) _ —
(en utilisant e = bz(:) bl <cz + d> )

Soit f € My (N) et g € M, (N). On a donc

X - SN (=)™ (2)g ™ (2) X
hiz =X0hg(z X) - = ;%m'(mm—l)@_ m+ G —m — 1)
o QimY[f, gl (:)X

— (k+j— DI +j—- D

[

™

D’aprés I'équation (24) vérifiée par hy et hy, on en déduit 1'égalité

hy <’yz, (cz_fd)2> hy <72, (czi—(d)Q) = (cz 4+ d)**hi(z, = X)hy(z, X),

ce qui montre que pour tout j > 0 on a [f,gl;(vz) = (cz + d)*F2I[f,g];(2), pour tout
z € . La fonction [f,g]; est donc modulaire de poids k + I + 25 sur IH(N). De plus, si

le développement de Fourier f est f(z Z )e?™% on a pour tout m > 1 la formule

(m) (5 -
f2 an f(n)e* ™= ce qui montre que les fonctions f("™) et g("™ sont sans terme
im)m

constant si m Z 1, donc que la forme [f, g]; est parabolique, pour tout j > 1. O

Remarque 43. — 1. On voit que le crochet de Rankin-Cohen préserve la structure ration-
nelle des coefficients de Fourier des formes modulaires : si K est un corps de nombres,
si f et g ont tous leurs coeflicients de Fourier dans K, alors pour tout n > 0 la forme
modulaire [f, g],, a tous ses coefficients de Fourier dans K également. Cette constatation
jouera un role important par la suite (c’est la raison pour laquelle on introduit le facteur

de normalisation ———).
(2im)™
2. Les crochets de Rankin-Cohen fournissent de nouvelles identités arithmétiques entre les
coefficients de Fourier de différentes formes modulaires. Par exemple, A et [G4, Gg|1 sont
deux formes de la droite Si2 (1), elles sont donc proportionnelles. Par comparaison des
premiers coefficients de Fourier,

(16468" — 66 ) = LA

2w 35
On en déduit la formule
n—1
127(n) = 5nosz(n) + Tnos(n) — 840 Z (5m — 2n)os(m)os(n —m).
m=1

De méme, [A,G12]; et AG3Gg sont deux formes de la droite Sag (1). On en déduit

1
(AG%) —A<1>G12) 3980160

2
13 AG;Gg.

2im
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On a besoin, dans le deuxiéme chapitre, des opérateurs de Rankin-Cohen généralisés. Pour
les construire, on considére la fonction G5 définie page 14. C’est une fonction holomorphe
mais elle n’est pas modulaire de poids 2 sur SL(2,7Z), puisqu’elle vérifie ’équation Ga(yz) =

9 _ c(ez+d) ~fa b
(cz +d)*Ga(z) —. pour tout v = e d) € SL(2,Z).

1
Si f € My, (N), on pose 'V 9,.(f) = if(l) + 2kGsf. On a, pour tout v € IH(N)
T

I(F)(22) = 5= [(ez + 27O () + ke(ez + ) 1)

+ 2k[(cz 4 d)*Ga(2) — w](cz +d)*f(2) (25)
= (cz +d)* 29 (f)(2) (26)

ce qui montre que Vi (f) € Myyo2 (N). On définit, pour f € My (N),
1 1
* - _ )
1,Gally = fGa+ 1 1V = [1,Galo + - /1) € My (N).
De la méme fagon, pour f € My (N), la fonction [f, G2} définie par

% (*1)n (n+1)
[fv GQ]n = [fv G2]” + 2(2m—)n+1(k + n) f i

(en prenant g = Gy et | = 2 dans Péquation (22) pour définir [f, G3],) est un élément de
Mk+2+2n (N) On définit [GQ, f];'; = (—1)n[f, GQ]Z
De fagon plus générale, posons My, (N) = My, (N) @ §(k = 2)CG5. On a la suite exacte

0 — My (N) — My (N) = C —0,

ot si f 4Gy € My (N) avec f € My (N), alors e(f +cG) =
de poids k quelconque). On définit, pour (f,g) € My, (N)" x M,

(
E(f)g(”+1) " E(g)f(n""l)
G it T Y gy

(et e(f) =0si f est modulaire
N)/ et pour n > 0,

On peut vérifier que [f, g € Myyi42n (N) (la seule chose restant a voir est que cette fonction
est bien modulaire pour f = g = G2, ce qu’on vérifie grace a (13)). Il est clair que si f et g sont

modulaires, [f, g7, = [f, g]n-
En particulier (c’est ce qui nous servira par la suite), on peut définir [Gp, G’ pour tous

h,l > 2.

7. Formes primitives

7.1. Opérateurs de Hecke. — La présentation des opérateurs de Hecke donnée ici est celle
d’Iwaniec dans |[?, Ch. 6]. On trouvera une autre présentation dans [?, §IX.6].

11. Voir §17.3 pour une étude de cet opérateur.
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Soit n, N et k des entiers strictement positifs, on définit le n° opérateur de Hecke '?) T,
comme endomorphisme sur I'espace F (.7, C) des fonctions de # dans C donné par la relation

1 kd71 az+b
T == S Zf( - ) (f € F,0). (27)
(a,d)EN? b=0
(a,N)=1,ad=n

Cet opérateur transforme une fonction de F (42, C) holomorphe et de période 1 de développe-
ment de Fourier

+oo
f(z)= Z f(m)e(mz)
m=0

en une fonction de F (42, C) holomorphe et de période 1 de développement de Fourier

“+o0
T f(2) = > Tof(m)e(mz)
m=0

avec
— 1/ mn
Lim = Y (5. (28)
deN*
(d,N)=1,d|(m,n)
Remarque 44. — La formule (28) implique que, pour tout n € N, les coefficients de T}, f sont

dans le Z-module engendré par les coefficients de f.

En particulier, il résulte de (28) que m(()) = ak_l(n)f(O). Lorsque f est périodique de
période 1, on peut évidemment remplacer la somme sur b dans (27) par n’importe quelle somme
de longueur d. On garde cela en mémoire en notant

>

bld]

cette somme. On a une relation de multiplicativité de ces opérateurs.

Proposition 45. — Soit N, k, m et n des entiers strictement positifs. Sur ’espace des fonc-
tions de F (A, C) holomorphes et de période 1, on a
T, T, = > AT a2

s

de
(d,N)=1, d| (m,n)

Démonstration. — Si f(z) = S22 F(n)e(nz), alors Ty Tn f(2) = S35 fmn(£)e(fz) avec
~( Imn
man(l) = dydy)* ! :
FanO= Y ) F ()
di|(£,m)
dg\(fm/d%,n)
(did2,N)=1

Si (m,n) = 1 alors, étant donné d; un diviseur de (¢,m), on a ds | (¢m/d3,n) si et seulement si
do | (,n) : en effet, si dy | fm/d3 et da | n on a (d2,m) = 1 donc (dz,m/dy) = 1 puis do | £ donc

12. Par souci de légéreté, on oublie la dépendance en N et k dans la notation.
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dy | (¢,n); réciproquement, si dy | (¢,n) on a (dy,n) = 1 donc dy | (¢/dy,n) puis ds | (¢m/d3,n).

Ainsi
Imn {mn
_ k—1 k—1
Fon®= 3 () = Z 7 (%)
dy|(€,m) d|(¢,mn)
d2|(€,n) (d,N)=
(did2,N)=1
d’ou
TnTy = Tin  lorsque (m,n) = 1. (29)
Ensuite, si m = p, n = p* on voit que fy» (€) = Tyos1 f(€) + 8(pt N)p*~Tpui f(£). Ainsi
Tyoir =TTy — S(pt N)p* T, (30)
La formule annoncée résulte des formules de multiplicativité (29) et (30). O

Corollaire 46. — Sur l’espace des fonctions de F(5,C) holomorphes et de période 1, les
opérateurs de Hecke commutent.

On étudie maintenant 'action des opérateurs de Hecke sur les fonctions de période 1 que
sont les formes modulaires de My, (N). Pour cela, on remarque qu’en posant

A, ={(ab)eM(2,2):a>0,0<b<d, (a,N)=1,ad=n},

on a
Tof =n*"" Y (f|M).
Men,
Posons
Gn={(2%)€eM(2,2Z): (a,N)=1,N |c,ad—bc=n}.
On définit
FO(N)\G” ={IL(N)M, M € G,}.
Lemme 47. — L’ensemble A,, est un systéme de représentants du quotient FO(N)\G”'
Démonstration. — Soit (¢%) € G,. On pose v = ¢/(a,c) et § = —a/(a,c) pour obtenir

(7,0) =1letya+0dc=0.0naN |vcar N | cimplique N | v(a,c), puis (a, N) = 1 implique
((a ¢), N) = 1. Soit alors « et 3 tels que ad — By =1, on a (O‘B) € I'o(N) puis (:g)(ﬁs) =
(¢ . d,) En multipliant a gauche par d'/|d'|(§ %) avec u tel que 0 < v'd’/|d'| + |d'|u < |d'|, on

construit (n/‘odlll;,‘) € A, tel que (24) € F()(N)(n/(‘;il \Z’I)' Soit alors (&75) et (0 d,) des
matrices de A,, et (:?) € I'h(N) tels que (%' gl,) = (:g)(gg) On ay =0 puis a = § = £1.
Puisque d et d’ sont positifs, « =5 =1 puisd =d' et a =d'. Enfin, 3=0car 0 < b,/ <d. O

Si f € My, (N), la fonction (f|M) ne dépend que de la classe de M modulo I'action & gauche
k

de IH(N) de sorte qu’on peut écrire

T,f=nF"" Y (f|M).

MEeTZ(N)\Gn

Proposition 48. — Soit k > 2 et N > 1 des entiers. On suppose k pair. Les espaces My, (N)
et Sy (N) sont stables par action des opérateurs de Hecke.
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Démonstration. — Soit A € I'h(IN), alors
{MA; M eA,}

est un ensemble de représentants ('3) de FO(N)\G" donc

(TanLA)=n’“’1 S (fIMA)y =nFTt Y (F]1) =T,

Mea, F LETG(N)\Gn

Cela implique la stabilité de M}, (N). La stabilité de S, (IV) résulte de (28). O

Enfin la proposition suivante, dont on trouve une preuve dans [?, Theorem 6.20], est impor-
tante.

Proposition 49. — Soitn > 1,k > 2, et N > 1 des entiers. On suppose k pair. Si (n,N) =1,
alors la restriction de T,, & Sk (N) est autoadjointe pour le produit scalaire de Petersson :

(Tnfvg):(fang) (f7g€Sk(N))

En particulier, les valeurs propres des opérateurs de Hecke sont réelles.

7.2. Formes primitives. — Puisque la famille {T},, (n, N) = 1} est une famille commutative
d’opérateurs autoadjoints, on déduit d’un théoréme spectral (voir, par exemple, [?, Théoréme
9.11]) la

Proposition 50. — Il existe une base orthonormale de l'espace Sy (N) formée de vecteurs
propres de tous les opérateurs de Hecke T, tels que (n, N) = 1.

L’équation (28) permet d’affirmer que si f est vecteur propre de tous les opérateurs T,
(n,N) =1, avec valeur propre t;(n), alors
f(n) = f(l)tf(n)> (n> N) =1 (31)
Cela ne suffit pas a dire que f(l) # 0. On peut trouver des formes f vecteurs propres de tous
les opérateurs T,,, (n, N) =1 telles que f(1) =0.
Soit L et M des entiers tels que LM = N et M # N. Soit f € S, (M) et fr : z — f(Lz).
On a [?, lemma 4.6.2]

fr € Sk (N)
Qf =ts(n)f = Tnfr =ts(n)fr pour tout n > 0 entier
fr(1)=0.

On définit ’espace des formes anciennes par rapport & N comme
S¢(N) = Veet{fs ; f € Sk (M), LM|N, M # N}.
Cet espace est stable par tous les opérateurs T, (n, N) =1 [?, lemma 4.6.10].
Remarque 51. — Sik € {2,4,6,8,10,14} et si N € P, alors S¢ (N) = {0} car S, (1) = {0}.

13. Cela résulte du fait que si L € Gy, et A € IH(N) alors LA™ € Gy, de sorte qu'il existe K € Io(N) telle
que KLA-1 € A,.
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On définit ’espace des formes nouvelles par rapport & N comme ’orthogonal pour le produit
scalaire de Petersson de S§ (N) dans Sy (V) :

n a 1
Si (N) = Sg (N)™.
Le théoréme d’Atkin-Lehner [?, theorem 4.6.8] affirme

Théoréme 52. — Soit f € Sk (N) telle que
(n,N)=1= f(n)=0.
Alors
feSg ).

On en déduit que si f € S} (V) n’est pas la fonction nulle et si f est vecteur propre de tous

les opérateurs de Hecke T}, (n, N) = 1 alors f(1) # 0. Si g est une autre forme de S} (V) ayant
mémes valeurs propres on a

(g —/?\80(") =0, (n,N)=1

et donc
9(1)
g — TfGS/?(N)ﬂS,Z(N)
e
de sorte que
g9(1)
g=21.
f(1)
L’ensemble des vecteurs propres des opérateurs T, (n, N) = 1, associés & un systéme de valeurs
propres est donc une droite dans I’espace des formes nouvelles. On obtient ainsi le théoréme de

multiplicité un.

Théoréme 53 (Théoréme de multiplicité un). — Soit f € S7 (N) avec T, f = t(n)f pour
tous (n,N) =1. Si g € S} (N) et T,,g = t(n)g pour tous (n,N) =1 alors g € Cf.

Si f est vecteur propre de tous les opérateurs de Hecke T, avec (n,N) =1etsi f € Sp (N)
on pose

f

nor __
! f()

L’ensemble H (N) des formes f™°" lorsque f parcourt une base orthogonale B de S} (V) formée

de vecteurs propres de tous les T},, (n, N) = 1, est appelé ensemble des formes primitives de

niveau N. Cet ensemble est une base orthogonale de S}! (), a priori dépendante du choix de

la base B. Elle est unique au sens ou l'on a la proposition suivante.

Proposition 54. — Soit f € S} (N) telle que
1. ¥V(n,N)=1,3t(n) € C; T,,f =t(n)f;

2. 1) =1
alors f € Hf (N).
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Démonstration. — On pose H} (N) = {f1,..., fg}. Soit f comme dans ’énoncé. On a

f= Z vifi
i=1

avec (V;)1<i<g € CY9. Puisque f # 0, on fixe j tel que v; # 0. D’une part, les formes f; étant
vecteurs propres de T, on a

T,f = wviti(n)fi
i=1

et d’autre part, f étant aussi vecteur propre de T, on a
g
i=1

On a donc I'égalité v;t;(n) = v;t(n) puis t(n) = t;(n) de sorte que par le théoréme 53 on a

~ o~

feCfjpuis f = fj car f(1)= f;(1) =1. O
Enfin, la restriction (n, N) = 1 est superflue grace a la proposition suivante.

Proposition 55. — Soit f € H(N). Alors f est vecteur propre de tous les opérateurs de
Hecke et, pour tout entier n € N*, on a

~

La premiére partie de cet énoncé résulte de la commutativité des opérateurs de Hecke et du
théoréme 53 : en effet, si (n, N) # 1 (c’est le seul cas nouveau), on pose g = T,,f. Pour tout
m premier & N, on a Tp,g = Ty Tnf = TnTnf = t(m)T,f = t(m)g de sorte que g € Cf. La
seconde partie résulte de I’équation (28).

Un résultat difficile et important de Deligne (!4) est la majoration des coefficients de Fourier
de toute forme f € H}} (N).

Proposition 56. — Soit f € Hf (N) et n > 1 un entier. Alors

()] < n*=D200(n).
Deligne montre en fait que pour tout nombre premier p, on peut écrire

f(p) = ar(p) + B(p)- (32)
avec, lorsque p est premier a N, les égalités 5¢(p) = ayr(p) et |af(p)| = pk—1)/2,

En particulier, pour tout € > 0 réel, il existe un réel C. > 0 tel que pour tout entier n > 1
on a \f(n)| < C.nF=1/2+e Un résultat d’équirépartition de Serre [?] implique Poptimalité
(asymptotique en N) de cette inégalité, au moins lorsque n est premier.

On peut exprimer toute forme parabolique en fonction de formes primitives de niveau plus
petit, en effet par définition, on a

Sk (N) = Vect ¢|L}. 33
W)= e Veet{fi, L) (33

14. Faisant suite & des travaux d’Eichler, Igusa et Shimura dans le cas du poids 2.
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7.3. Formes de Hecke. — Dans le paragraphe précédent, on s’est attaché aux vecteurs
propres des restrictions a Sy, (N) des opérateurs de Hecke. On étudie maintenant ce qui se passe
sur My (N). On appelle forme de Hecke une forme modulaire f de My (N) qui est vecteur
propre de tous les opérateurs de Hecke. On dit qu’'une telle forme est normalisée si de
plus f(l) = 1. On a vu que les formes primitives sont des formes de Hecke normalisées.

Sur My, (1), les séries d’Eisenstein sont vecteurs propres de tous les opérateurs de Hecke :

pour tout k& > 2, pour tout entier n, on a
TnGk = kal(n)Gk. (34)
Supposons l'existence d’un nombre premier p et de deux formes modulaires non paraboliques

f et g de My, (1) telles que T,f = A\, f et T,g = ppg. Grice a (28), on a A\, = p, = 1+ pF~L.

~

La forme h = f(0)g — g(0)f est donc parabolique, vecteur propre de T, de valeur propre A,.
b <z + b) ‘ '
p

o \k/2 < pk/2-1 ‘@ k/2 ‘
max | (3m 2)™" Tph(z)| < p™ "7 (1 +p) max |(Sm 2)™" h(z)

Cependant

B 154
| T,h(2)] < pF~ 1 |h(pz)| + » Z
b=0

Grace au lemme 8, on a donc

puis, si h n’est pas la fonction constante nulle,
L+p"t <p*? (1 +p).

Cette derniére inéquation n’ayant pas de solution dés que k& > 4, on en déduit h = 0. On a
donc démontré de fagon élémentaire, et en particulier sans recourir a la majoration de Deligne
(proposition 56), le résultat suivant da a Elstrodt (%),

Proposition 57. — Soit [ une forme modulaire non parabolique de My, (1), vecteur propre
d’au moins un opérateur de Hecke T}, avec p premier. Alors f est une série d’Fisenstein.

Remarque 58. — On a défini les opérateurs de Hecke sur les fonctions holomorphes sur J#
et périodiques de période 1. On peut donc considérer T, G2 et I’équation (34) est encore vraie
pour k = 2.

Remarque 59. — Les égalités données a la remarque 27 et conduisant & des égalités entre

fonctions arithmétiques ont un point commun : elles sont toutes des factorisations d’une forme
de Hecke en produit de deux formes de Hecke. On peut se demander si ce sont les seules ayant
cette propriété. Dans [?], Duke donne une réponse positive a cette question (voir aussi [?] pour
les formes modulaires de niveau supérieur). Il est intéressant de remarquer que la preuve de
Duke utilise les séries d’Eisenstein non holomorphes et les fonctions L de Rankin—Selberg.

8. Fonctions L de formes modulaires

L’objet de cette partie est de donner une introduction aux fonctions L de formes modulaires.
Pour un traitement plus en profondeur de ce sujet, on renvoie aux présentations de Michel [?]
et Iwaniec & Sarnak [7].

15. Elstrodt démontre en fait ce résultat dans le cadre plus général des formes de Siegel [?] ou la majoration
de Deligne n’est pas connue (conjecture de Ramanujan—Petersson).
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8.1. Définition. — Soit f € M}, (N). Grace au lemme 9, la fonction
too
=>_ fn”
n=1

converge absolument sur le demi-plan $e s > k + € pour tout € > 0 et normalement sur toute

bande verticale de ce demi-plan. On pose Wy = ( J(\J, _01) et

(f}LWN) = (det Wx)*2 (N2)F f (Wy2).

Puisque W Io(N)Wx' = I'h(N), la fonction (f|Wy) est modulaire de poids k et de niveau N
k
et on note

(W)= wa

On définit la fonction L complétée de f par

A(fys) = (f) T6)L(f.5).

Proposition 60. — Soit f € My (N). Les fonctions A(f,s) et A((f|Wn),s) admettent un
k

prolongement méromorphe & C ayant au plus deuz poles. Les éventuels poles de A(f,s) sont 0
etk et on a

rg%A(ﬁs):—f(O) et rgiA(f,s):ikﬁ\V(O).
De plus

A(f,s) =i*A <(f]LWN),ks).

Démonstration. — On pose a = f(O) et b= fV\V(O) Par définition de I' et pour Res > k + ¢,
en utilisant le développement de Fourier de f, on a

A(f’s)_/om [f <\Zv> }tsit (35)
S LR )
e[ )t )
gt ()4 () 8

ce qui prouve le prolongement méromorphe de A(f,s). L’application de ces calculs a (f|Wy)
k

fournit ’équation fonctionnelle. O

Remarque 61. — Dans le cas de SL(2,Z) 1’équation fonctionnelle est autoduale : soit f €
My (1). Ona Wy =S € SL(2,Z) donc, (f|W1) = f et Péquation fonctionnelle est
k

A(f,s) = i"A(f,k — s).

Les poles éventuels sont 0 et k avec résidus

res A(f,5) = —(0) et 1es A(f,s) = (0).
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8.2. Fonctions L de formes de Hecke. — On déduit de I’équation (31) et de la proposition
45 que les fonctions L des formes de Hecke admettent un développement eulérien.

Proposition 62. — Soit f une forme modulaire de poids k et de niveau N, vecteur propre de

~

tous les opérateurs de Hecke et telle que f(1) # 0. Pour tout s € C tel que Res >k, on a

-~

L(f,s) = f(1) H [1 — tf(p)p_s]_l H [1 —t(p)p° +pk_1_28}_1

peP pEP
pIN (p,N)=1
avec ty(n) = f(n)/f(1).
8.3. Fonctions L de formes primitives. — L’opérateur Wy : f — (f|Wy) est une iso-
k

métrie de Pespace My (N) qui stabilise S (N) et commute avec les opérateurs de Hecke
T,, pour tout entier n premier & N [?, Lemma 25]. On en déduit, pour tout (n,N) = 1,
que T, Wnf = f(n)ﬂﬁNf pour toute forme f € H} (N). Grace au théoréme 53, on a donc
Wy f=cep(N)f. Puisque Wy est une involution, on a e7(N) = £1. On résume les propriétés

des fonctions L des formes primitives (16 dans le

Corollaire 63. — Soit f € H{ (N). La fonction L(f,s) admet un prolongement holomorphe
a C et satisfait I’équation fonctionnelle

s k—s
(g) L(s)L(f,s) = i"e;(N) (g) I'(k—s)L(f, k — s).

D’autre part, si Res > (k+1)/2, on a

L(f,s) = [ [1 - f(p)p’s] - 11 {1 ~ o™ +pk71725}71'

peEP peEP
p|N (p,N)=1
Remarque 64. — Les fonctions L de formes primitives sont & comparer & la fonction ¢ de

Riemann (voir la remarque 18).

9. Coefficients de Fourier des formes primitives

9.1. Cas de SL(2,Z). — Pour le groupe SL(2,Z), la définition méme montre qu’il n’existe
pas de formes anciennes et 'ensemble H}: (1) est donc la base orthogonale de Sy (1) dont les
éléments sont vecteurs propres de tous les opérateurs de Hecke et ont leur premier coefficient
de Fourier égal & 1. Dans cette partie, on va montrer en détail que les coefficients de Fourier des
formes de Hj (1) sont des entiers algébriques totalement réels, c’est-a-dire des entiers algébriques
dont tous les conjugués sont réels 17).

Lemme 65. — Soit n > 1 un entier. Il existe une base de Sy (1) dans laquelle la matrice de
T, est a coefficients entiers.

16. Ce corollaire montre que ces fonctions L appartiennent & la classe de Selberg. Cette classe contient toutes
les fonctions pour lesquelles on peut généraliser, parfois conjecturalement, les démonstrations analytiques de la
fonction ¢ de Riemann. Voir [?].

17. Autrement dit, un entier algébrique totalement réel est une racine d’un polynéme unitaire, a coefficients
dans Z et dont toutes les racines sont réelles.
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Démonstration. — Grace a la remarque (44), cela résulte de lexistence d’une base de Iespace
Sk (1) a coefficients entiers. Une telle base est construite dans le lemme suivant. O

Le lemme suivant est dit a Victor Miller. 11 construit une base de Sy (1) dont les éléments
sont & coefficients de Fourier entiers (qui a plus de propriétés que celles requises par la preuve
du lemme 65 mais qui est intéressante en soi).

Lemme 66. — Il existe une base f1,..., fq de Sk (1) & coefficients dans Z et telle que, pour
tous 1 <i,5 <d

Démonstration. — On choisit a et b des entiers naturels tels que pour j = 1,...,d, la forme
parabolique g; = AJ Eg(d_j HaEﬁ soit de poids k. Ces formes sont a coefficients entiers et, si
i < j, alors g;(i) = §(¢ = j) puisque A est parabolique de premier coefficient 3(1) =1et
EZ(O) = E\g(O) = 1. On construit fg, fa—1,..., f1 en posant fg = gq et

1—1
Jaci=gai = S g — i) fay  (i=1....d—1).
7=0

O

On note S%(1) 'ensemble des formes paraboliques de poids k sur SL(2,Z) a coefficients de
Fourier entiers.

Proposition 67. — L’ensemble SE(1) est un Z-module libre de rang la dimension de Sy (1)
et stable par les opérateurs de Hecke.

Démonstration. — On note d la dimension de Sy (1) et {f;}1<i<q la base du lemme 66. Par
construction de cette base, on a

d
Pz c sp)
i=1

et il reste a montrer 'inclusion opposée. Soit donc f € S,%(l). Grace au lemme 66, il existe
{eih1<i<a € C? tel que

d
F=Y cifs
i=1
Soit j € {1,--- ,d}, on va montrer que ¢; € Z. On a
~ d ~
FG) =D cifild)
i=1

~

et, par construction des formes f;, il en résulte f(j) = ¢;. Ainsi, ¢; € Z et

d
Pzs = sp).
=1

La stabilité par les opérateurs de Hecke résulte du lemme 65. O
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Grace au lemme 65, le polynéme caractéristique de T;, est a coefficients entiers et les valeurs
propres sont des entiers algébriques. Elles sont réelles puisque les opérateurs de Hecke sont
autoadjoints. Les racines conjuguées sont aussi réelles puisqu’elles sont aussi des valeurs propres
des opérateurs de Hecke. Ces racines conjuguées sont en fait valeurs propres de formes primitives,
ce qu’on montre maintenant. Soit ¢ un automorphisme de C (il préserve Q) et f € H; (1). On
définit

+oo
17(z) = Y o | Fn)] e(nz).
n=1
Avec la base du lemme 66, on écrit

d
F=> tif
i=1

Puisque f; est a coefficients entiers on a

“+o0 d
f7(z) = Z [Z U(ti)ﬁ'(”)] e(nz) = Zg(ti)fi € Sk (1).

n=1 Li=1 i=1
D’autre part, T, f = J/’;(n)f” : en effet, soit m > 1, on a
= 1 [2/mn — —
Tofrm) = > o [F(E0)] = o [Tafm)] = F7(m)F7(m).
d|(m,n)

On en déduit que les conjugués par les automorphismes de C des valeurs propres de Hecke sont
coefficients de formes primitives donc réels.

9.2. Z-module de Hecke sur SL(2,Z). — On note T espace vectoriel sur C engendré par
les opérateurs de Hecke. On va montrer que 7j est isomorphe a l'espace £ (Sk (1)) des formes
linéaires de Sk (1) et que Sk (1) est isomorphe a lespace L (Tj) des formes linéaires de Ty.

Lemme 68. — Les applications linéaires
T — L(Sk (1))
T - (1 T7)
et
Sk (1) — L(Tk)
f = (T TI)

sont des isomorphismes d’espaces vectoriels.

Démonstration. — On note ¢; Papplication linéaire de T; dans £ (Sk (1)) et 2 'application
linéaire de Sy (1) dans L (7). Soit T' € T, tel que ¢1(T') = 0. Alors, pour toute f € Sk (1), on
a ﬂ(l) = 0 et, en particulier, pour toute f € Sy (1) et tout n € N, on a Tﬁn\f)(l) = 0. Par
commutativité des opérateurs de Hecke (voir le corollaire 46), on en déduit Tn/(T\f)(l) = 0 puis
ﬂ(n) = 0 (voir I’équation (28)) pour tout n € N. On a donc T'f = 0 pour toute f € Sy (1) puis
T =0 et ¢ est injective. Soit maintenant f € Sy (1) telle que o(f) = 0. Pour tout n € N, on
a T}?f(l) =0, i.e. ]?(n) =0 et donc f = 0. Ainsi @9 est injective. L’injectivité de 1 implique
dim 7y, < dim S, (1) et Uinjectivité de @9 implique dim Sy, (1) < 7. On a donc dim Sy, (1) = T,
et les applications linéaire ¢; et o sont bijectives. O

Corollaire 69. — Les espaces vectoriels Ty, et Sk (1) sont duauz.
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Lemme 70. — une base de Ty, est {T;}1<i<a 00 d est la dimension de Sk (1). .

Démonstration. — Puisque Ty, est de dimension d, il suffit de montrer que la famille {7} }1<i<q4
est libre. Soit {t;}1<i<a tel que

pour tout j € [1,d]. Il en résulte

d ~
> tifi(i) =0
i=1
puis t; = 0 pour tout j. O

On note 7',? et on appelle Z-module de Hecke sur SL(2,Z) le Z-module engendré par les
opérateurs de Hecke.

Lemme 71. — Le module T est un Z-module libre de rang la dimension de Sk, (1) admettant

{n}lgigdim Sk (1) comme base.

Démonstration. — On note d la dimension de Sy (1). Soit n € N, il suffit de montrer que

d
T,=) tT
i=1

avec {t;}1<i<q € Z%. Lexistence de {t;}1<i<q € C? est donnée par le lemme 70. Soit {f;}1<i<a
la base construite au lemme 66, pour tout j € [1,d], on a

d
T.f;(1) =Y t:f;(i) =t
i=1

—

puis, comme T, f;(1) = f](n) €Z,onatjecZ. O

On termine ce paragraphe en donnant un exemple : on va exhiber la relation liant 'opérateur
de Hecke Ty aux opérateurs Ty, T, T3 et Ty dans I'espace Ssg (1) de dimension 4. On construit
la base B = {f1, fa, f3, fa} du lemme 66 en appliquant 1’algorithme donné dans la preuve. On
trouve

fi=AE}

f3 = A3E2(EZ + 600A)

fo = A?E3(E§ + 323784A% 4 1584AFE?)

f1 = AEF(E§ + 173450720A% + 1685556 A% E3 + 2568AEg).
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On a T} = I. Grace a la formule (28) et au fait que f;(j) = 6(i = j) pour 1 < i,j < d, on a(1®
Tof = Tof W) fr + Taf ) f2 + Tof (3) f5 + Taf () 1
= F@)f1 + [F(4) +27 F(U)Lfo + F(6)fs + [F(8) + 27 F(2)) fa
pour tout f € Ssg(1). On en déduit que la matrice de T, dans la base B est

0 1 0 0
36028797018963968 0 0 1
3018950369280 23525573580 86415360 20304

4726301246593105920 40727509103997952 170609983488 122207160

De méme,

Tsf = F(3) 1 + F(6) fo + [F(9) + 3 F(L)] fs + F(12) fu

de sorte que la matrice de T3 dans la base B est

0 0 1 0
3018950369280 23525573580 86415360 20304
174450593004249001685547888 418899261838141440 —11104393484520 —2974848768

847694338972715294439505920  828964318776646975488  —25097117470294016 4259397219660

Ensuite, Ty = T — 25°1 (voir la formule (30)) d’out la matrice de Ty dans la base B est

0 0 0 1
4726301246593105920 40727509103997952 170609983488 122207160
847694338972715294439505920 828964318776646975488 —25097117470294016 4259397219660
1467363736698865003648772198629376  4981211645495010481889280  35593084692424949760  23097367145039936

Enfin, de méme que pour 75 et T3, on a

~ o~ ~ ~

Tsf = f(5)f1 + f(10) f2 + f(15) f5 + f(20) fa

et la matrice de T5 dans la base B est

284181438 5528576 69732 384
201003052704054641655808 15641003981516275566 71540149542912 48348916544
12490303377554504555158188144576 347533111799651198103552 —10411146920885941986 1428278630266368
563526786340139122424725107055263744  1970815776876389316521689088  11918615556712710537216  9167080902472652142

On en déduit rapidement que

Ts = 284181438T + 552857615 + 6973215 + 3847}.

9.3. Corps des coefficients, action galoisienne. — Les propriétés de la partie précédente
se généralisent au niveau N. Shimura a montré [?, Proposition 2.1] la

Proposition 72. — Soit o un automorphisme de C et f € H (N). On définit
+oo .
17(2) =Y o [Fm)] e(nz).
n=1
Alors f7 € Hji (N).
On a alors la [?, Proposition 3.48]

Proposition 73. — Les coefficients de Fourier des formes primitives sont des entiers algé-
briques totalement réels.

18. Le lecteur attentif remarquera a la fin de ce calcul que seul le calcul de la premiére ligne de Ta, T3, T4 et
Ts est nécessaire a notre objectif, le calcul de la premiére ligne de T, T3 et T4 étant de plus évident compte-tenu
de la forme de B. Il nous semble cependant que le calcul des opérateurs est instructif.
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Si f € Hi (N), on pose
) =Q(fln):in=1)=Q(fp): peP) (36)

(la derniére égalité étant obtenue grace a la proposition 45) et on a [Q(f): Q] = # orbite(f) ou
on a écrit orbite(f) pour désigner l'orbite de f sous I'action de Gal(Q/Q).

Lorsque k = 2, le degré du corps Q(f) a une interprétation géométrique qu’on donne main-
tenant. Soit A une variété abélienne sur Q [?]. A chaque nombre premier p, on sait associer
(voir [?] et [?, §3.1]) un polynéme unitaire P4, € Z[X] de degré au plus égal a 2dim A, et
exactement égal & 2dim A sauf dans un nombre fini de cas (nous notons S I'ensemble fini des
cas ou deg P4, < 2dim A). De plus, si

2dim A

Pap(X)= [[ [l —a(pX]
i=1
avec a;(p) € C, alors on a toujours |a;(p)| < \/pet, sip ¢ S, on a |a;(p)| = /p. La fonction L
de A est alors
L(A,s) = [T Pase—)~".

peEP
Lorsque A = F est une courbe elliptique (c’est-a-dire une variété abélienne de dimension 1 et
de genre 1), les résultats de Wiles, Taylor, Diamond, Conrad et Breuil prouvent qu’il existe un
entier N et une forme primitive de poids 2 et de niveau N telle que L(FE, s) = L(f, s). Toutes les
formes primitives ne conduisent pas a une courbe elliptique (!?). Néanmoins, on sait griace aux
travaux de Shimura [?, §7.5], [?, §3.7] que pour toute forme primitive f de poids 2 et de niveau
N il existe une variété abélienne sur Q notée A?, ne dépendant que de la classe de conjugaison
galoisienne de f telle %) que

L(Ag,s) = H L(g,s)

g€orbite(f)
-1 -1

- H H (1=g(p)p~°) H H (1—gp)p~* +p"2)
p|N [ g€orbite(f) ot | georbite(f)

La dimension de A? est le cardinal de l'orbite de f

dim Ay = # orbite(f) = [Q(f) : Q]. (37)

Serre a montré [?]| (voir aussi [?] et [?]) que le maximum sur Hj (N) de cette dimension tend
vers l'infini lorsque N tend vers 'infini. En rendant sa méthode effective, on peut montrer [?]
quil existe C' > 0 (une constante explicitable) telle que, pour tout N assez grand, il existe

f € Hi (N) telle que
dim A7 > C'v/loglog N. (38)
On donne quelques idées de la preuve. Soit p un nombre premier ne divisant pas N (cette

condition sera nécessaire par la suite), pour toute forme f € Hj (N), on a la minoration

~

@) : Q> [Q(f) : Q]

19. La relation (37) implique que la fonction L d’une forme primitive de poids 2 est la fonction L d’une courbe
elliptique si, et seulement si, tous les coefficients de Fourier de cette forme primitive sont rationnels.
20. 11 faut 1a les travaux de Carayol suivant Deligne, Ihara, Langlands. Voir par exemple [?, theorem 5].
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de sorte qu’on est ramené & trouver F,(N) telle qu'il existe f € Hj (V) vérifiant
degq (F(p)) = Fp(N). (39)
Supposons connaitre d,(N) telle que pour toute forme f € Hj (N), on a

degq (F(p)) < dp(V).

~

Puisque f(p) est un entier algébrique et que la norme de chacun de ses conjugués est majorée
par 2,/p, on a

# {J?(p) fe€H; (N)} < dp(N)#{P € Z[X]: P unitaire,
deg P < d,(N), P(z) =0=|z| < 2\/]3} (40)

S (16\/]3)‘11)(]\[)2 . (41)

Pour obtenir cette derniére ligne, on a utilisé le fait que si M > 1 et d > 2, il y a au plus (6 M d2)
polynomes unitaires & coeflicients entiers dont les racines sont toutes de norme inférieure & M.
Cela résulte immédiatement des relations entre racines et coefficients d’un polynéme. On déduit
de (41) linégalité

L) > wog#{ﬂm: f € Hy (N)}
P - log(16./p)

et dans (39), on peut choisir

_ 1 [log#{f(p): f € Hj (N)}
Fp(N) = 2\/ log(16./p) ) '

Il nous reste & minorer la taille du spectre de Tj,. A défaut de résultats algébriques, on utilise
lanalyse. Celle-ci (et en particulier I'analyse de Fourier) permet de trouver une mesure de
probabilité p, sur | —2, 2[ telle que, pour tout ¢ > 0, il existe C; > 0 (une constante explicitable)
telle que pour tout p € P et pour tout N premier a p, on a

o > <f(p)) D) < G = Gy (42)
#H5 (N) FEH(N) N/ (log N)1—=
pour tout intervalle I C] — 2,2[ de fonction caractéristique x;. La mesure p, est donnée par :
p+1 1 x?
Hp = (p'/2 + p=1/2)2 — 32 . 1_de'

o~

Un intervalle ne contenant aucune valeur f(p)/./p est de longueur pour p, inférieure a G, (N).
Autrement dit, tout intervalle de longueur 2G,(N) pour p, contient au moins une valeur

~

f()/\/p et
log N

(plog N)="
Remarques 74. — 1. Pour améliorer la racine carrée de (38), il serait intéressant de savoir

si 'exposant 2 de dp(N) dans (41) est optimal. En particulier, en prenant en compte le
fait que les valeurs propres de Hecke sont totalement réelles ;

#{Fp): f e By ()} > 2C.
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2. Si les opérateurs de Hecke étaient & racines simples, on pourrait remplacer le terme
(log N)'=¢ par le meilleur terme #Hj (N). Mais, cette hypothése est trop grossiére :
Popérateur T sur Hj (487) admet 0 comme valeur propre d’ordre 4. Il serait intéressant
d’avoir une hypothése raisonnable sur la multiplicité des valeurs propres des opérateurs
de Hecke.

3. Il résulte de (42) qu’étant donné un intervalle I C] —2,2[, il existe N et f € Hj (N) tels

que f(p)/y/p € 1. Autrement dit, la majoration de Deligne est optimale (le calcul menant
a (42) reste valable en poids k # 2).

4. L’égalité (42) est une version « verticale » de la conjecture de Sato-Tate (cf. §3). En
particulier, il est intéressant de noter que

. 1 2
P e = T\ = de

5. En modifiant (42), on peut ajouter & (37) des conditions sur le rang de Af (voir [?]).

6. Lorsque N est premier, on conjecture qu’en dehors des formes modulaires a coefficients
rationnels (correspondant & des courbes elliptiques), il n’y a que deux orbites sous ’action
de Galois, I'une contenant toutes les formes f telles que e7(N) = 1, Pautre contenant
toutes les formes f telles que £7(NN) = —1. Le lecteur pourra se reporter aux calculs de
Brumer [?, 8§86 et 8] pour des données numériques.

9.4. Valeur au centre de la bande critique, conjecture de Katz & Sarnak. — En
notant At?ors le sous-groupe de torsion de A?’ un théoréme de Weil, généralisant un résultat de

Mordell (voir, par exemple, [?]) donne
ors rang A+
AT(Q) :At? @ 784y,
La conjecture (faible) de Birch et Swinnerton-Dyer affirme que
;)icli L(Az,s) = rang A7

d’otl conjecturalement
rang A+ = ord L(g, s).
g georzbi:tefszl (9:5)
Il est intéressant d’étudier les valeurs L(f,1). On dit que f € HJ (N) est paire lorsque le
signe de I’équation fonctionnelle —e¢(N) vaut 1 et impaire lorsque le signe de 'équation
fonctionnelle —&(N) vaut —1. On note Hj (N)" I'ensemble des formes paires de Hj (N) et
H; (N)™ Dlensemble des formes impaires.
D’apreés 'équation fonctionnelle, si f est impaire alors L(f,1) = 0 de sorte que pour toute
forme primitive f, paire ou impaire on a

(1 +er(N)) L(f,1) = 0. (43)

Grace a I’équation (35), L(f, x) est réel lorsque z est réel. De plus, le développement eulérien de
L(f,s) assure que L(f,x) > 0 pour z €]3/2, +o0o[. On en déduit, par continuité de = — L(f, z)
que, si 'hypothése de Riemann est vraie (c’est-a-dire, si tous les zéros de A(f, s) sont sur laxe
Res = 1), alors L(f,1) > 0. Il est remarquable que 'on sache démontrer ce résultat sans
recourir & ’hypothése de Riemann suite a des travaux commencés par Waldspurger et
achevés par Guo [?]. D’autre part, si f est impaire les travaux de Gross et Zagier [?] prouvent
que si L(f,1) =0 alors L'(f,1) > 0. On conjecture que, en moyenne asymptotique, L(f,1) #0
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si f est paire et L'(f,1) # 0 si f est impaire. Autrement dit, 'ordre de L(f, s) en s = 1 ne serait
gouverné que par le signe de € ¢(IN). Cela est prédit par la conjecture de Katz et Sarnak que nous
expliquons ici. Pour tout entier j > 1, Katz et Sarnak définissent sur R deux mesures (21) v(+,7)
et v(—,J) [?, proposition 7.5.5] de probabilités, supportées dans R* et absolument continues
par rapport a la mesure de Lebesgue. Si ’hypothése de Riemann est vérifiée pour L(f, s) avec
f primitive, les zéros de A(f,s) sont de la forme 1 + iy avec

0<vp1 <2 <eee
On a listé les zéros avec multiplicité. Si f est impaire, le zéro 1 est listé avec multiplicité moins

132 La conjecture prévoit que pour tout j > 1 et pour toute fonction h : R — C continue a
support compact on ait

. 1 10g(4N)> .
lim —— h(fyﬂ :/hdy(:t,]). (44)
N=oo #Hj; (N)* fEHSZ(N)i 7 om R

On choisit pour tout réel 0 < ¢ < 1 une fonction continue hy : R — [0, 1] & support dans [—t, ]
et telle que h;(0) =1. On a

1 log(4N) 1 ) N B
PN, f”(”f’l o >Z#H5(N)+#{feH2(N) ,L(f,l)_o}.

feH;(N)

Lorsque N — oo puis t — 0 on déduit de (44)
1
lim ————— e H (N)T, L ,1:0}:0.
Jm et em oty
De méme

1 _
lim _#{feH*N s L'(f,1 :0}20.
I PN L)
Ces faits sont exposés dans [?, introduction|. Iwaniec, Luo et Sarnak [?]| ont prouvé (en suppo-
sant I’hypothése de Riemann des fonctions L des formes primitives, mais aussi des caractéres

de Dirichlet) que

o 1 x (At 9
et
- 1 AP 15

Iwaniec et Sarnak [?] prouvent — inconditionnellement — la minoration (45a) avec > 1 au lieu
de > 1%. Kowalski et Michel prouvent — inconditionnellement — la minoration (45b) avec > % au
lieu de > %. Ils montrent avec VanderKam qu’au moins 99 % des formes primitives annulent
leur fonction L en 1 & un ordre inférieur ou égal a 4 [?].

Les travaux de Gross et Zagier [?, corollary (1.3)] permettent aussi de prouver que si l'ordre
de la fonction L d’une forme primitive est inférieur ou égal & 1, alors il est stable par action de
Galois.

21. Ce sont les limites, lorsque N tend vers +0o des mesures de localisation de la j° (resp. j+ 1°) phase propre
de SO(2N) (resp. SO(2N + 1)) lorsqu’on les ordonne dans [0, 7].
22. Autrement dit, on ne compte que les zéros non « évidents ».
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Proposition 75. — Soit f € H; (N). Alors
L(f,1) #0 siet seulement si L(f°,1)#0 Vo € Gal(Q/Q)
et
oEcllL(f, s)=1 siet seulement si oEqL(f",s) =1 Vo € Gal(Q/Q).

Pour une présentation de la conjecture de Katz & Sarnak dans le cadre général des familles
de fonctions L, le lecteur est invité a se reporter a [?] et [?].

PARTIE II. STRUCTURES RATIONNELLES SUR LES FORMES
MODULAIRES

Dans ce chapitre, on étudie exclusivement les formes modulaires sur SL(2,Z). On indique
brievement la facon dont les résultats se généralisent au cas des sous-groupes de congruence.

10. Périodes de formes paraboliques
Soit k > 4 un entier pair, et soit f une forme parabolique de poids k sur SL(2,Z).

Définition 76. — Le polyndéme de période de f est le polynéme 7y de degré k — 2 défini

par
X) :/0 F(2)(X —2)F2dz.

Cette intégrale est bien définie d’aprés le lemme 12 car la forme f est parabolique. On
supposera (sauf précision contraire) que l'intégration entre deux points a et b de # se fait le

long de I'unique géodésique reliant a a b dans J7.
o0

Pour tout n € {0,...,k—2}, on note ?3) r,(f) = / f(2)z" dz. Les k—1 nombres complexes
rn(f) sont appelés les périodes de f. Ces périodes sont reliées aux valeurs spéciales de la
fonction L associée & f : on a en effet

r(f) =" TA(fin + 1) (46)

(avec les notations de la page 12) puis
k—2

k—2
rf<X>=Z<—1>"(’”"‘2)rn<f>xk-2—"——Z e

_ l n+1
— n 2—n)! (2im)

(voir la remarque 61). Le groupe SL(2,Z) agit a gauche sur C,_o[X] par (v, P) — v- P, ou le
polynome ~ - P est défini par (2

(v P)(X) = (—cX +a)F 2P (%) pour = (‘C‘ Z) . (48)

On remarque que la matrice —I agit trivialement, cette action se factorise par PSL(2,Z).

23. Selon les auteurs, la définition de 7y, (f) peut différer d’un facteur multiplicatif i"*1.
24. Certains auteurs définissent plut6t une action a droite notée (P|y) et définie par (P|y) =71 - P.
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Proposition 77. — Pour toutes f € S; (1) et v € SL(2,Z), on a
Yoo

(v rp)(X) = / F)(X = 2)F2de.

~0

Démonstration. — Soit v = <Z 2) On a

az+b>k_2 dz

(y-re)(X) = /OOO(CZ +d)"f() <X Sz td (cz +d)?

& 0zt b .
De (cz +d)"f(z) = f(70z+d)’ on déduit
< faz+b az+b\"7?  dz vee b2
. X) = X — = X — d
o= [T () (- E5) e [, St
en faisant le changement de variable u = % =z. O

Par linéarité, on étend I’action précédente de SL(2,Z) sur Ci_2[X] en une action de l’algébre
de groupe ) Z[SL(2,Z)] :si > un[M] € Z[SL(2,7)], on pose
MeSL(2,Z)

> umM]|-P= > um(M-P).
MeSL(2,2) MEeSL(2,2)
On déduit de la proposition 77 que pour tout élément Z up [M] € Z[SL(2,7)] vérifiant
MeSL(2,7)
dans Z[P,(Q)] I'égalité Z up ([Moo] — [MO0]) =0, on a Z up (M -ry) =0 pour
MeSL(2,2) MeSL(2,2)

toute forme f de Sy (1) (on étend par linéarité laction de SL(2,Z) sur P1(Q) en une action de
Z[SL(2,Z)] sur Z[P1(Q)]).

Corollaire 78. — Pour toute f € Si (1), le polynome 1y appartient a Wy, le sous-espace
vectoriel de Cy_o[X] défini par Wy, = ker([I] + [S]) Nker([I] + [U] + [U?)).

Remargque 79. — Dans un souci d’allégement d’écriture, on écrit désormais sans crochets les
éléments de Z[SL(2,Z)].

Démonstration. — On a (I +.5)([oo] —[0]) = [o0] — [0] + [0] — [00], et (I +U +U?)([occ] — [0])
[oc] — [0] + [0] — [1] + [1] — [00] = O dans Z[P1(Q)], ce qui démontre le corollaire.

0

Ce corollaire permet de définir ’application linéaire 7 : Sy (1) — Wy, par r(f) = ry.

25. Si G est un groupe multiplicatif et R un anneau commutatif, on note R[G] ’ensemble Z R. Un élément
geG
z de R[G] s’écrit x = Z z(g)|g] avec z(g) € R et les coefficients z(g) non nuls sont en nombre fini. On définit
geaqG

Y z@ld+ Y D@ =D (x(@)+2'(9) g et D ax(glgx Y (@)= D (z(9)2'(g) 9]

geG geG geG geG q'eG 9,9’ €G

Cela munit R[G] d’une structure d’anneau. Si r» € R, on définit r Z z(g)lg] | = Z (rz(g)) [g9]. Cela munit
geaG geEG
R[G] d’une structure d’algébre sur R [?, §§III.1 et IV.7].
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Remarque 80. — On peut démontrer (voir [?, Appendice]) que les relations I+S et I+U+U?
(dites relations de Manin) engendrent 1'idéal de Z[SL(2,7Z)] annulateur de I'élément [oo] — [0]
dans Z[P; (Q)].

1
0
Cr_2[X]; notons Cy_[X]* les parties invariantes (les polynoémes pairs) et anti-invariantes (les
polynoémes impairs) par cette involution. Les égalités matricielles eSe = —S et eUe = —SU2S
montrent que ¢ - Wy, = Wy. En effet, la matrice —I agit de fagon triviale sur I'espace Cp_o[X].
Ainsi, W, = W,j ® W, , o W,j (resp. W) désigne I’ensemble des polynomes pairs (resp.
impairs) de Wy, (2

Sif e Sk(l),onary= 7“? + r, selon cette décomposition, donc on peut définir deux
applications r* : Sy, (1) — W ou r*(f) = T}E.

Soit € la matrice ( (1)> L’application P(X) — (e-P)(X) = P(—X) est une involution sur

11. Périodes de formes non paraboliques
On suppose que f est une forme modulaire de poids k sur SL(2,Z). On note f(z) =

o0
Z f(n)q” Le but est de définir une notion de polynéome de période pour f qui généralise

n=0
celle donnée auparavant pour les formes paraboliques.

Soit f € Sk (1), on peut récrire ’équation (47) sous la forme

q_n (K —=2)IA(f,s Com
(k—2)!

vaut (k:L?) aux entiers n € {0,...,k — 2}, est

puisque la fonction s +— I(s+1)I(k—1—s)

nulle en les autres entiers et la fonction s — A(f, s) est entiére.
Si f € My (1) n'est pas parabolique, la fonction s — (k — 2)!I'(s)"1I'(k — s)~! est entiére

et ses zéros sont simples, atteints en 0 et k. La dérivée de cette fonction vaut - en 0 et
—r—g e k. Les points 0 et k étant les poles de s — A(f, s), la fonction
(k —2)!
————A
S Tt —s) )
est entiére. L’équation (49) permet donc de définir r(X) méme si f ¢ Si (1). On obtient
k—2 =
qon(k—2 o 7(0) _ 1
_ 1-n k—2—n k—1
re(X) =i ( . )A(f,n+1)X +o 1 X | (50)

n=0

Cette fonction n’est plus un polynome dés lors que f ¢ S (1)! Clest un élément de Vi =
k—1

@ CX™". On garde cependant la terminologie « polynéme de période » par prolongement du
n=-—1

0

26. Certains auteurs privilégient 'involution P —— § - P, o1 d = (1

1
O)’ qui préserve également Wy. On a

6P = —e- P pour P € Wy, ce qui conduit parfois & inverser les notations W,:r et W, . Il s’avére que considérer
I'involution § parait plus judicieux quand on généralise la définition des périodes & d’autres espaces de formes
modulaires. Ici, pour simplifier, on préfére considérer 'involution induite par £, plus naturelle (W,;L représente
ainsi les polynoémes pairs!).
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cas parabolique. En étendant (48) a P € 1//;, on définit Iespace vectoriel Wk = ker(I +5)N
ker(I +U +U?) N V.

Proposition 81. — On a linclusion r(My (1)) C Wi.
Démonstration. — On peut montrer la proposition en utilisant la formule
+oo . to y O ts tk:fs
AL = [ (gt = Foneaes [ g - L8 ) e a— oy ( B+ )
to 0 Ik s k—s

(51)
valable pour tout to > 0 (le fait que cette fonction ne dépende pas de ¢, se vérifie par simple
différentiation). Cela permet de donner une nouvelle expression du polynéme de période de f
par la formule (qui généralise la formule intégrale de la définition 76) :

) = | T () - FO)(X — 2 dz + / K <f<z> - f“”) (X — 2F2dz

k
zZ0 Z

N k—1
+% [(X—Zo)k_l+)1( (1—22) ] ,

quelque soit zg € 2. Un calcul similaire & celui effectué dans la preuve de la proposition 77
implique que (I +S) -1y =T +U +U?)-r; =0. 0

En fait, comme My, (1) = S (1) & CGYy, pour étendre la notion de polynéme de période des
formes paraboliques aux formes modulaires de poids k sur SL(2,7Z), il suffit par linéarité de
définir le polyndéme de période de GY.

Proposition 82. — Pour k > 4 pair, le polynéme de période de la série d’Eisenstein Gy, est
égal a
(k—2)! (k—-1) .
rou(%) = 557 (0 + it ()
ol B B
+ k—2 — n+1 k—n—1 n
X)) =X"2-1 et p(X)= > X"
ST (n+ 1) (k—n-—1)!
n impair
Démonstration. — On utilise I’équation (50) du polyndéme de période de Gy, avec les égalités
—~ By
Gr(0) = ~5r L(Gr,s) = ((s)¢(s — k 4+ 1) @7 et les valeurs de la fonction ¢ aux entiers :
Bay, . Bay, 1
¢(1—2n) = 5 ¢(2n) = f(ZZﬂ)Q”WQn)! et ((—2n) = 0 pour tout n > 1, et ¢(0) = -3
(voir, par exemple, [?, chapitre 11.3]). O
Remarque 83. — On constate que les valeurs de la fonction ( aux entiers positifs impairs
sont directement reliées & la valeur en 1 des fonctions L de séries d’Eisenstein, via la formule :
(2im)k—1
k—1)=2—-"—1L(Gg,1).

27. En particulier, puisque ress—1 ((s) = 1 et {((2—k) =0, on a L(G, 1) = ¢/(2—k). L’équation fonctionnelle
de ¢ (voir (11)) et la relation de Legendre (10) pour I' donnent, pour tout entier n > 2 pair, I’égalité ¢'(—n) =
!

¢(n+1).

2(21'7})”
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Cela fournit un exemple de la richesse arithmétique des valeurs en les entiers de la bande critique
des fonctions L de formes de Hecke.

Remarque 84. — On peut montrer de facon directe que les fonctions p;r et p, sont des
éléments de Wy, Les relations (I +S) -pf = (I+95)-p, = (I +U+U?)-p; = 0 se vérifient
aisément. Pour vérifier que (I + U + U?) - p, = 0, on introduit la fonction génératrice

+oo

1 _ .
P(X,T) = <7zt Z Doy (X) T2 72,
m=1

T T
On peut vérifier par un calcul élémentaire que P(X,T) = 1 coth(T) coth(;). Or la fonction

coth vérifie la loi d’addition :

a+ B+ =0« coth(a) coth(8) + coth(a) coth(vy) + coth(3) coth(y) = —1.
XT-T

En appliquant cette formuleéaz—%, B = % et v = =55, on obtient
1 1 1

PXTY+P(l— —, XTI+ P(———,(X-1)T) =~

(X, 1)+ P(1 = . XT) + P (X~ 1)T) = 1.

ce qui donne, en calculant le coefficient de 7%~ 2, la relation (I+U+U? -p;, = 0 pour tout
k > 2 pair.

Comme pour le cas de Wy traité § 10, 'action de la matrice € décompose /Wk en somme
directe des parties invariantes et anti-invariantes par cette involution : Wk. = ﬁ/\,j @ ﬁ/\k_ . On
remarque immédiatement que Wi = W,j , tandis que W, est un sous-espace de codimension
1de W,: En effet, si ® € Wki comme (I + S)-® = 0, les coefficients de X! et X*~! sont
égaux, donc la codimension est inférieure ou égale a 1, et p,” ¢ W, .

12. Structure hermitienne de Wj et isomorphisme d’Eichler-Shimura

On donne maintenant les résultats obtenus par Eichler et Shimura qui justifient I'intérét de
la théorie des périodes de formes modulaires. On présente en premier lieu I'isomorphisme de
périodes. Cet isomorphisme a été établi pour les formes paraboliques par Eichler et Shimura
(voir par exemple [?]), puis étendu aux formes non paraboliques par Zagier dans [?].

Théoréme 85. — L’application r~ : Sy (1) — W est un isomorphisme de C-espaces vec-
toriels.

L’application v+ : My (1) — W,:r est un isomorphisme de C-espaces vectoriels. On a ainsi
Wik = r(Sy (1)) @ Cpf.

Remarques 86. — 1. De fagon équivalente, 'isomorphisme peut étre énoncé de la fagon

_— +
suivante : les applications ¥ : M (1) — W} sont des isomorphismes de C-espaces
vectoriels.

2. On peut définir un polynéome de période pour un élément F = (f, f~) € My (1)i (voir
la remarque 14) : soit f1 € My (1) et fo € Sk (1) les formes modulaires données, pour
z €, par fi1(z) = [f(z) + f(—2)]/2 et fa(z) = [f(2) — f~(—2)]/2. Le terme constant
F\(O) du développement de Fourier de F' est ﬁ(O) = f(O) = @(0) On pose, pour
(U(),Zo) e ™ X I,
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00 = O [ =z = (a4 (- D= Zpe)]

-1
+ u0+ - (F(2) = FIO))(X — 2)"2dz + K (F(z) — (,?) )X —2)F2dz
L)) INGCES

(0]

)

(ou lintégrale de ug a 2o se fait le long du chemin constitué de la géodésique dans
H~ reliant uy & 0 et de la géodésique dans . reliant 0 & zp). La fonction 7r ne
dépend pas du choix de wug et zp, et les intégrales sont bien définies. On a rp(X) =
Thtfa (X)+7f - (—X) = 27?1 (X)+2ry, (X). L'isomorphisme précédent peut étre énoncé

de la fagon suivante (ou ry, désigne la fonction rp avec F = (f,s71(g)) si f et g ap-

partiennent a My (1)) : Papplication r : My (1)ﬂE — Wy donnée par r(F) = rp est

un isomorphisme d’espaces vectoriels; 1’application r* définie par r*(f) = sz‘f est un

isomorphisme de M}, (1) dans W,! ; Papplication r~ définie par r=(f) = Tf’Q‘f, qui n’est

définie, par définition méme, que sur Sy (1), est un isomorphisme de Sy (1) dans W, .

L’espace de polynoémes associé aux périodes de formes modulaires, Wy, est donc iso-
morphe & My, (l)i. En fait, en vue de généraliser & d’autres espaces de formes modulaires
(par exemple aux espaces de formes modulaires de poids 1, voir [?]), il apparait qu’une
notion naturelle est de construire les périodes associées aux formes modulaires sur C \ R
continues aux pointes.

. L’isomorphisme précédent s’exprime en termes de cohomologie des groupes, c’est sous

cette forme qu’il a été démontré originellement par Eichler et Shimura. Notons V; =
Cr—2[X], et soit

Hpor(SL(2,2), Vi) = 23, (SL(2,2), Vi) / BN (SL(2, Z), Vi),
ou Z, (SL(2,Z),V;) désigne I'ensemble des 1-cocycles ¢ de SL(2,7Z) dans V; tels qu’il

ar

existg v € Vi, vérifiant ¢(T) = v —T - v (un tel cocycle est dit parabolique), et I’ensemble
BY(SL(2,7),V;) désigne Pensemble des 1-cobords de SL(2,7Z) dans Vj.(® On peut
démontrer que Papplication ¢ — ¢(S) définit un isomorphisme de H;aT(SL(2,Z), Vi)
dans un hyperplan de W qui ne contient pas (Cp:, ce qui démontre qu’il existe un
isomorphisme entre Sy, (1)* et H},,(SL(2,7), V) (en effet, par le théoréme précédent, r~
est un isomorphisme de Sy (1) dans W, , et 7T est un isomorphisme de M}, (1) dans W,
et en fait de S, (1) dans un espace de codimension 1 de W,j . On peut ensuite montrer que
cet espace ne contient pas pz, donc il existe un isomorphisme de S, (1) dans un hyperplan
de Wy qui ne contient pas (Cp; Ainsi, Sk (1)2 est isomorphe & un hyperplan de Wy qui
ne contient pas Cp;’, ce qui montre I'isomorphisme entre Sy (1)% et H},,.(SL(2,Z), V).
Un tel isomorphisme est donné par (f, f) — 5”/, ou, pour (f,f') € Sk (1)%, on note
5 1.7 la classe de cohomologie du 1-cocycle ¢y ¢ défini par

70 0
¢f7f/(’y) = o f(Z)(X—z)k_2 dZ—|— Of/(_z)(X_Z)k_2dZ
-

28. Soit G un groupe agissant a gauche sur un espace V (c’est-a-dire soit V' un espace ayant une structure

de C[G]-module), les 1-cocycles de G a valeurs dans V sont les applications ¢ : G — V vérifiant ¢(gg’) =
g-(g") + ¢(g). L’ensemble des 1-cocycles de G & valeurs dans V' forme un groupe noté Z1(G, V). Les 1-cobords
de G a valeurs dans V sont les applications ¢ : G — V telles qu’il existe m € V tel que pour tout g € G,

#(9) = g.m — m. L’ensemble des 1-cobords de G & valeurs dans V forme un sous-groupe de Z'(G,V), noté
BY(G,V).
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pour v € SL(2,Z), ou la premiére intégrale se fait le long de la géodésique reliant 0 a
~0 dans JZ, et la deuxiéme le long de la géodésique reliant —y0 & 0 dans .~ (on peut
d’ailleurs choisir n’importe quel élément de P;(Q) a la place de 0 dans la définition de
@¢.¢, puisque cela revient a ajouter un 1-cobord, donc cela définit la méme classe de
cohomologie).

4. Dans ce chapitre, on a parlé uniquement des périodes pour les formes modulaires sur le
groupe SL(2,7). Soit I' un sous-groupe de congruence de SL(2,7) et k > 2 un entier.
On définit, pour f € Sg(I'),

ri(X,I'g) = /()Oo(fig)(z)(X —2)F2dz.

C’est une fonction définie sur R x (I"\ SL(2,Z)), les fonctions X +— r;(X,I'g) pour
g € SL(2,Z) sont polynomiales. En fait, de fagon plus générale, les espaces Si(I")~,
Sp(VI'V) et Sp(I') (qui sont respectivement les formes paraboliques sur #~ pour I, les
formes paraboliques pour le sous-groupe de congruence VI'V, ou V désigne la matrice

1
< 0 0 1>, et les formes paraboliques antiholomorphes sur ¢ pour I") sont isomorphes

(par exemple par les applications s1 : S, (I) — Sp(VI'V) et so : S; (I') — Si(I)
définies par s1(f7)(2) = f(—%) et s2(f7)(2) = f~(%)). On peut donc définir plus
généralement une période 7 pour un couple (f, fi1) € Si(I') x Sk(I') de la fagon
suivante :

R B G L e A e

ce qui plonge Si,(I') x Si(I") dans l'espace des fonctions définies sur R x (I \ SL(2,7Z))
polynomiales en la premiére variable. On définit une action de SL(2,Z) sur cet espace
par

dX —b a b
. = (— k=2 _— =
v-P(X,Ig) = (—cX 4 a)* 2P (C)j. a,ng) pour (C d) € SL(2,7Z).

On peut montrer que les fonctions 7 ¢, satisfont aux équations de Manin, c’est-a-dire
appartiennent au sous-espace Wy (I") des fonctions ¥ : R x (I"\ SL(2,Z)) — C polyno-
miales en la premiére variable vérifiant (I +5)-¥ = (I +U + U?)-¥ = 0. Shokurov (voir
[?] page 634) montre que 'application r ainsi définie de Si(I") x Sy(I") dans Wy (I") est
injective, et il calcule explicitement la codimension de I'image de r dans Wy (I').

On présente désormais quelques résultats sur les périodes de formes modulaires, qui vont
permettre de définir une nouvelle structure rationnelle sur les formes modulaires et de démontrer
I'isomorphisme d’Eichler-Shimura. Le premier théoréme permet de transporter la structure
hermitienne existant sur les espaces de formes modulaires sur ’espace des périodes.

On définit sur Cy_o[X] ® C_2[X] une forme bilinéaire symétrique par

n m (_1)71
< X" X >=5(n+m:k—2)m. (52)
n
La forme <, > vérifie les propriétés suivantes :

Lemme 87. — La forme bilinéaire symétrique <, > vérifie les propriétés suivantes :

1. Pour tout a € C, < P(X), (X — )2 >= P(a);
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2. FElle est non dégénérée ;

3. Poury € SL(2,Z), P € Crp_3[X] et Q € Cr2[X], <v-P,v-Q >=< P,Q >.
On montre le résultat suivant :

Théoréme 88 (Haberland). — Soit k > 4 un entier pair, et soit [ et g deux éléments de
Sk (1). Le produit scalaire de Petersson de [ et g est donné par la formule

G =ggmm X (50 () e 53)

0<m<n<k—2
m#n|[2]

De facon équivalente, la formule précédente peut s’écrire en fonction des polyndmes de périodes
de f etg :

(f7g)=6(T1),H<(T—T‘1)~rfﬂ>- (54)

Démonstration. — Haberland a utilisé des arguments cohomologiques pour démontrer origi-
nellement ce théoréme (voir [?]). On donne ici une preuve plus directe, due & Kohnen & Zagier.
Par définition du produit scalaire de Petersson, on a

(f,9) = (QZkl//f (z—2)F2dzdz = — //F1 dz}

ou on pose F(z / Z—7)*2f(r)dr. On a en effet d[p(z,%) dz] = ?(z,?) dz dz, donc ici

d[F(z)@dE} :ﬁ%(z,z)dzdz_ (2 =2 2f(2)g(2) dz dz.

On applique la formule de Stokes pour obtenir
) (f9) = [ PG
OF

ou OF] est le bord du domaine fondamental F}. On a 0F; = A+ B — T A, ou A désigne le

chemin reliant ico & p = ¢*7/3 et B larc de cercle reliant p & —p = €!™/3 (voir la figure 5).

AV VTA

S

T T

FIGURE 5. Frontiére OF;.

Ainsi, on a

(20)*1(f.9) = /A PG / F(2)g(2) dz

B
Mais on constate que F'(z+1) = F(z), puisque f est modulaire donc (f|T) = f. En effectuant

k
le changement de variables z — z 4+ 1 dans la premiére intégrale, on a / d? =0,
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donc
(o) = [ P

La matrice S, d’ordre 2 dans PSL(2,Z), envoie 'arc de cercle B sur lui-méme en renversant
I'orientation, donc

e =5 [ PEREE= g ( [ rea@e- [ F(Sz)ﬂb‘zgdz>

Z
en effectuant dans la deuxiéme intégrale le changement z — Sz = ——. Gréce a la S-modularité
z
de g, on trouve
, 1 1\ —
@) =3 [ [P -#2r (1) e
2 B z

Or, on a la relation

S MG R

1
par S-modularité de f, en faisant le changement de variables v = ——. On en déduit que
1 = k—2 i
F(z)—z*2F (—) =7r4(Z). Posons H(X) = Z(—l)"( ) </ 272 (2) dz) X". Le
z 0 n B

polynome H appartient & Ci_o[X], et on a H(X) :/ g(2)(X — 2)*~2dz. Par définition de

B
laccouplement <, >, et en utilisant la formule (47), on trouve

<rpH>= S(—l)”(k;2>rn(f)/3zk_2_"g(z)dz:/Brf(z)g(z)dz.

n=0

On en déduit la formule 2(2i)*1(f,9) =< ry, H >.
La fonction z +— g(2)(X — 2)¥~2 est holomorphe, donc

b
HX) = [ g - 22
p
quelque soit le chemin d’intégration dans J# joignant p & —p. Pour zg € 5, posons

Hy () = [ 920X =22 dz.
Z0
Alors H = H, — H;. On a (par la méme démonstration que celle de la proposition 77)
Yoo
(v-H, )(X) = / g(2)(X — 2)¥=2dz pour tout v € SL(2,Z).
YZo0

On en déduit les formules
(I-U) -H_5(X)= /0 g(2)(X =) 2de =7y (X) et T ' H,; = H,

d’o
H=(T"'-1)-H_.
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On obtient donc
220)" N f,9) =<rp, (T 1 =1)-H 5 >=<r;, T'H 5>~ <r;, H,>
=<T-rp,H 5>—-<rpH ;>=<(T—-1)-ry,H 5> .
Or on a
(T = U*)(U = U?)([oc] = [0) = (I = U*)([0] = 2[1] + [o0]) = 3([0] — [1]) = 3(T = I)([oc] — [0])
dans Z[P; (Q)]. D’aprés la remarque 80, on en déduit égalité (T—1)-r; =

Ainsi

2(20)" 1 (f,9) =

(I-U?)(U-U?)-rs.

W =

<{I-UU-U?) s, H; >

W =

1 _ 1
=§<(U—U2)-rf,(I—U)-H_5>=§<(U—U2)-rf,@>.

Or on a les égalités U = ST~ ! et U? = T'S dans PSL(2,Z). Comme (I4+S5)-r; = (I+5)-r, =0,
on obtient
62071 (f,9) = < (ST =T8)-r,7y >=< (ST~ +1) .75 >
= <T7' STy >+ <Torp 7y >
= <@ =T rp7g>
ce qui prouve la proposition. La formule (53) se déduit de la formule précédente, puisque d’aprés
la formule (47) on a

(T—=T ") rp(X) =rp(X —1) —rp(X +1)

= > et () reeatnxe

0<m<n<k—2

O

On montre ensuite le théoréme suivant, di & Kohnen & Zagier (voir [?] page 246 (29)), qui
généralise le théoréme 88 au cas ot I'une des deux formes n’est pas parabolique.

Théoréme 89. — Soit f € Sk (1) et g € My (1). Le produit scalaire de Petersson de f et g
est donné par la formule

6(20)) " (f,9) =< (T =T )1, 75— @(I—S)~Xk‘l > 42 9(0) <rp(T7'=T)- X1 >,

k—1 k—1
Remarque 90. — Le polyn(zme X*=1 n'est pas un élément de Cj_5[X], mais les éléments
(T71=T) - X*Let r (X)— kg(i_o)l(l' —9) - X*=1 appartiennent & Cj,_5[X] (d’aprés la formule
(50)), la formule précédente est donc bien définie.
Démonstration. — On reprend le schéma de la démonstration du théoréme 88 : on a

2(20)* 1 (f,9) =< ry, H >

29. On notera que dans cet article le polynédme de période pour une forme non parabolique est défini de
maniére différente.
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-»
oun H(X) = / g(2)(X — 2)*2dz. On définit, pour 2y € 2, le polynéme H,, € Cp_o[X] par
P

o) = [z = gD — 22z L0 [ -t - xi]

On a les relations suivantes :

H=H,-H ; (55)
(I-0) H_ﬁ:rgfk(_) (I-vu) - xH1! (56)
T'H ,=H,— g—o)(T_ 1) xH1 (57)

On obtient la formule

220" (f,g) =<rp, (T =1)- (H 5+ @X’“‘l) S

(0
—<(T=1)-r;,H ;> +%<r (T =1 - xF1>

Comme dans la démonstration du théoréme 88, on a, en utilisant 1’équation (56),

<(T-I)rp,H5>=-< (ST +T)-r;,(I-U)-H_5 >

Wl Wl

< (ST Y 4+1T) rp,7g— kg(O)l(I U)- X1 >

puis, grace & S-r, = —ry et SU = T~ dans PSL(2,Z), on obtient

3(0) 3(0)
6(20)*1(f,9) =< T~Tf7ﬁ—%(I—U)-Xk_l > - < T_l-rf,ﬁ—i—%(S—T_l)X’“_l >

g(0
+ <1y, kg( )1(T‘ —I)- X1 >

ce qui donne la formule

6(20)71(f,9) =

900)

1 (I=9): D Gt +(—0) < BI+STHT V) -rp, (T =1)- X" >

< (T-T7Y)ery, 75— )

On a dans Z[P;(Q)] légalitée (T~ + ST + 3I)([oc] — [0]) = 2([oc] — [0]) + 2([cc] — [-1]) =
2(I +T71)([oo] — [0]), donc d’aprés la remarque 80 on a (31 + ST +T 1) -rp =2(I+T71) 1y,
on en déduit ’égalité
<@BI+STH+T ) rp, (T =1 - Xt >=2<r;,, (I+T)(T'~1)- X1 >
=2<r; (T =T) - Xk 1>

ce qui montre le théoréme. O
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On détermine I'image de Sy (1) par vt : en effet, en appliquant le théoréme 89 a g = G, on

calcule
6(20)*1(£,G) = Gty (6 = 2)r7 (1)
e AN : Byt B, (k-1
‘<’“‘2)’1§€_§n:+_1 (n) E—1—0) (e+1)!r"(f)_2k(k—1),§( n )r"(f)' (58)

De plus, on a 7, (1) = 0 : en effet, le polynome r, appartient a W;~, donc est annulé par

les relations de Manin, et en particulier on a (I —T~" =T""")-r; = 0 (car (I =T~ —
T'=1)([oo] — [0]) = 0 dans Z[P1(Q)], voir la remarque 80). Cette égalité au point X = 0 montre
que 75 (1) = 0.
Puisque f est parabolique, on a (f, Gy) = 0, on déduit de la formule (58) la relation
k—2
feSk(1)=> drn)ra(f) =0 (59)
b
avec s
By (k-1 — [0\ Br_1-¢ B
d =2— .
e(n) =27 ( n > p> <n) (k—1— 01 ((+1)
lf:nfl
impair
pour 0 < n < k — 2 pair (30),
Corollaire 91. — Le polynome p: n’appartient pas & limage de S (1) par rT.

Corollaire 92. — Les morphismes v~ : S, (1) — W, et v+ : My, (1) — W= sont injectifs.

Démonstration. — Soit f € Sk (1) un élément de ker v+ U ker r—. D’aprés la formule (53), on a
(f, f) = 0 (puisque par hypothese les coefficients 7., (f) sont nuls soit pour tout m pair, soit pour
tout m impair). Cela entraine f = 0. On en déduit que le morphisme 7~ est injectif et que 7
restreint a S, (1) est injectif. Comme on a My (1) = Sy, (1) ® CGy, et v+ (Gx) = pf & r+(Sk (1))
d’aprés le corollaire 91, on en conclut que le morphisme r* : My (1) — W,j est injectif. O

Pour terminer la démonstration du théoréme 85, on va montrer que ces morphismes sont en
fait bijectifs par un argument de dimension.

Proposition 93. — On a Uégalité dim Wy, = dim My, (1) + dim Sy (1) pour tout entier pair
k> 4.

Démonstration. — On note dans cette démonstration Vi = Cj_3[X]. Posons Vks et VkU les
sous-espaces de Vj invariants par I'action de S et U. L’action de S définit un endomorphisme
involutif de V}, donc diagonalisable sur V. On a ainsi Vj, = Vks @ker(I+5). De méme, en notant
w une racine primitive cubique de 'unité, le polynéme minimal de I’endomorphisme de V}, induit
par I'action de U est (X — 1)(X — w)(X — w?). Ainsi Vi = V¥ @ ker(U — wl) @ ker(U — w?I).
D’aprés le lemme des noyaux, ker(I +U +U?) = ker(U —wI) @ ker(U —w?I). La forme bilinéaire
symétrique sur Vj, définie en (52) est non dégénérée. Pour tout sous-espace vectoriel F' de Vi, on
a donc dim F+dim F* = dim Vj,. Comme <, > est invariante par SL(2,Z),on a V;® L ker(I+5)

30. Dans [?]|, Kohnen & Zagier obtiennent une expression différente de cet hyperplan en utilisant certaines
équations vérifiées par les nombres de Bernoulli.
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(puisque si P € VkS et @ € ker(l +S),ona < P,Q >=<S-PS-Q >=—< P,Q>). En
comparant les dimensions on en déduit que ker(I +5) = (V;¥)+. Pour la méme raison, on a
VU 1L ker(U—wl) et ViV Lker(U—w?l):si Pe VU etQ €ker(U—wl) (resp. ker(U —w?I)),
alors < P,Q >=<U-P,U-Q >=w < P,Q > (resp. = w? < P,Q >). Ainsi
ker(I + U + U?) = ker(U — wI) @ ker(U — w?I) = (V}Y)*.
On en déduit que
Wi = (V) n (Vi = (V¢ + Vv = (VP e vi)™. (60)
La derniére égalité résulte de T = U?2S : si P est un polynéme invariant par S et par U, il l'est
par T et est périodique donc constant. Or si k # 2 les polynomes constants non nuls ne peuvent

1
pas étre invariants par S a cause de la propriété P(X) = X*2P <—X). On déduit de (60)

que dim Wy, = dim V, — dim Vks — dim VkU.

On calcule ensuite la dimension de V;*. Posons S, (X) = (X —i)"(X +i)*~27". La famille de
polynomes {S), }n=o.... k—2 est une base de V},. Chaque S,, est vecteur propre de I’endomorphisme
induit par l'action de S de valeur propre (—1)"i*~2. La dimension de V;° est donc égale a
#{n €{0,...,k—2}: (—=1)"i*2 = 1}. On trouve

k—2
dim V= #{ne{0,...,k—2}: 2n =k — 2[4]} =1+2[=——]
Pour calculer dim V,Y, on considére les polynomes U, (X) = (X +w)"(X +w?)*~27". La famille
de polynémes {U,}n=o,...k—2 est une base de Vj. Chaque S, est vecteur propre de l'endo-
morphisme induit par 'action de U de valeur propre w*~2*". On a donc dim Vi, = #{n €
{0,...,k —2}: wF=2+" = 1}. On trouve
k—2
dim VY = #{nec{0,....k—2}: 2n=k — 2[6]} = 1+2LTJ'
Ainsi, on a, pour tout k > 2 pair, la formule

dmW, = k—1—dimV® —dimVY
k—2 k—2
k—1-— <2+2L4J +2LJ>

6
B { 2| +1  sik#2[12]
205 -1 sik=2]12

= dim My (1) + dim S% (1)

d’apres les formules données dans le corollaire 26 (la troisiéme égalité est vraie pour tout k pair
€ {4,...,14}, et la différence entre les termes de gauche et de droite est périodique modulo
12). O

On termine maintenant la démonstration du théoréme 85 a ’aide du corollaire 92 et de la
proposition 93. Les morphismes r+ : My, (1) — le et r~ : S, (1) = W, sont injectifs d’apres
le corollaire 92. En particulier, dim W, > dim M}, (1) et dim W, > dim Sy, (1). De plus, d’aprés
la proposition 93, on a

dim Wy, = dim W, + dim W, = dim M, (1) + dim S (1) .

Cela prouve dim W," = dim My, (1) et dim W, = dim Sy (1) puis la bijectivité de r* et r~.
De facon équivalente, I'application r : My (1)ﬂE — W}, définie dans la remarque 86.3 est un
isomorphisme.
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Par un argument de dimension conséquence de la proposition 93, I'implication (59) est en
fait une équivalence : si f € My (1),

fESk @de

palr

13. Structure rationnelle de W,

Soit k > 4 un entier pair. On suppose désormais que f est une forme de Hecke normalisée
(voir paragraphe 7.3). Le résultat principal sur les structures rationnelles des périodes est le
théoréme suivant, di a Eichler et Shimura.

Théoréme 94. — Soit f une forme de Hecke normalisée de My, (1). Il existe deux nombres
+ —
r r
complezes non nuls wf € iR et wy € R tels que les polynémes —’1 et —L sont a coefficients
w wy
f f

dans Q(f). De plus, on peut choisir w}' et wy de telle sorte que wy w]T =i(f, f).

Ce théoréme, comme on le verra ci-aprés, définit une structure rationnelle sur les formes
modulaires différente de celle donnée par les opérateurs de Hecke.

On va indiquer, dans ce qui suit, quelques résultats qui permettent d’établir le théoréme
d’Eichler et Shimura.

On utilise d’abord une proposition de Rankin [?] :

Proposition 95 (Rankin). — On suppose que k = h+ 1, avec h,l > 4 des entiers pairs tels
que h > 1. Soit f une forme primitive de Sk (1) et g€ M;(1). On a

(fngh) 2h 47Tk 1 Zf g :

Lorsque h > [, on applique la proposition 95 a g = G; pour obtenir

(f>GhGl> Qh 471— — Z f O'l 1 ) (61)

mk—1
On applique le lemme suivant

Lemme 96. — Soit f une forme primitive de Sy (1) et soit s € C. Alors pour tout u € C tel
que Reu> s+ (k—1)/2 ona

— f(m)os(m) _ L(f,uw)L(f,u—s)
Z mu C(Qu—k+1—s)

m=1
Démonstration. — En utilisant (32) et la multiplicativité des coefficients de Fourier de f, on
obtient, pour tout j > 1 ’égalité
. —j+1
= v ap()t —ag(p)
) = ==
ag(p) — ay(p)
ce qui implique le résultat par égalité des développements eulériens. O

L’expression des périodes grace aux fonctions L implique, lorsque h # [, la
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Proposition 97. — On suppose que k = h + 1, avec h,l > 4 des entiers pairs. Soit f une
forme primitive de Si (1). On a

.\ k—1
i
(f,GrG1) = <2> ro(f)ri-1(f)-
Remarque 98. — Zagier montre dans [?, Proposition 6] que cette égalité est valable également

pourh:l:§.

On peut généraliser cette identité en utilisant les crochets de Rankin-Cohen (puisque GG =
[Ghr, Gi]o). On rappelle (voir § 6) que pour f € My (1), g € M; (1) et n > 0, le n® crochet de
Rankin-Cohen de f et g est défini par

[f, gln = (2;)” Z (—1)" <k + Z - 1) <l + 7; - 1> £ o)

r4+s=n

qui est une forme modulaire appartenant & My 142, (1). Rankin [?] généralise le résultat obtenu
dans la proposition 95 :

Proposition 99 (Rankin). — On suppose que k = h+ 1+ 2n, avec h,l > 4 des entiers pairs
etn>0. Soit f € S,(1) etge M;(1). On a

Bu(k =2 (h+n—1\ < f(m)g(m)
<f,[g,Gh}n>—W( o )Z_Iffn,ﬁg()

De cela, on déduit

Proposition 100. — On suppose que k = h+ 1+ 2n, avec h,l > 4 des entiers pairs et n > 0.
Soit f une forme primitive de S (1). On a

wianci=(3) (57 mmean

n

Enfin, on généralise la définition du crochet de Rankin-Cohen en prenant en compte la série
d’Eisenstein non modulaire G (voir § 6). On pose, pour h,l > 2 des entiers pairs et n > 0,

. 1 (1)1 =2) \(n+1)  O(h=2) (nt1)
(G Gl = (G, Giln + 2(2im )+l < h+n G * l+n G '

La fonction [Gp, Gi] est une forme modulaire appartenant & My 4oy (1).
On obtient finalement [?] :

Proposition 101. — Soit f € Sk (1) une forme primitive. On suppose que h + 1+ 2n = k,
avec h,l > 2 des entiers pairs et n > 0. Alors on a

wianein=(3) (527 mmman

n
Corollaire 102. — Soit f € Sy (1) une forme primitive, et soit 0 < n < m < % — 1 deuzx
entiers tels que m Z n[2]. Alors on a
—2i)F 1 .
Tn(f)rm(f) = ( ) (f7 [kalfmfny Gm7n+1]n) .

(“2%)
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Remarque 103. — Pour prendre en compte la série d’Eisenstein G5 non modulaire de poids
2, on a besoin d’introduire les crochets de Rankin-Cohen [, ]%. Ainsi, on aura la formule du
corollaire précédent pour tous 0 < n < m < % — 1, avec n # m|2].

Corollaire 104. — Soit f une forme de Hecke normalisée de My, (1), et m £ n[2],0 < m,n <
k—2.0na
T (f)7n (f)
———F— € Q(f).
g <
Démonstration. — Supposons dans un premier temps que f est parabolique. On a

ri(f) = £re—2—;(f)
puisque le polynéme de période ry vérifie (I +S5)-ry = 0; on peut donc supposer que 0 < n <
m < % — 1. D’aprés le corollaire 102, on a donc

, , _1\io9k-1
n(f) m(f) — ( 1]1 3 (f’ [Gkilfmfn;GmfnJrl]:L)'

i (G
L’ensemble des formes de Hecke normalisées { fo = Gk, f1, fo, - - -, fw} de My (1) forme une base

w

orthogonale de My, (1). Ainsi, si g = Zczfz, on a (g, fi) = ¢i(fi, fi)-

*

Or les crochets de Rankin-Cohen sont deéfinis sur Q : pour tout corps de nombres K, [, [%
envoie M/ (1) @ M (1) sur MX,, (1) (ou M (1) désigne ensemble des formes modulaires
de poids m sur SL(2,Z) dont tous les coefficients de Fourier appartiennent a K). Les coefficients
de Fourier des séries d’Eisenstein sont rationnels, on en déduit que

[Gk—l—m—naGm n+1] GM ( )

Notons Z ¢i fi la décomposition de [Gr—1—m—n, Gm—n—1]} dansla base {fo, ..., fi}. Pour tout
i=0
i€{0,...,w}onac €Q(f) : en effet, soit o € Gal(Q/Q(f;)). On a d’une part
U([kalfmfnv Gm n— 1] ) [Gk 1-m—n> Gmfnfl]:;

et d’autre part,
o([Gr—1-m—n; Gm-n-1ly) = 0(ci) fi + Z o(c)f
JFi

puisque f7 = f;. D’aprés la proposition 72, la base {fo,..., fu} est globalement invariante
par o (car fo = Gy est & coefficients rationnels), donc {f;}jz = {ff};jz. Par unicité de
la décomposition dans cette base de [Gr—1-m—n, Gm—n—1]5, on a o(c;) = ¢; pour tout o €
Gal(Q/Q(f;)), donc ¢; € Q(f;). Cela montre ainsi que (f,[Gr—1-m—n,Gm-nt1]s) = c(f, f)
avec ¢ € Q(f) pour toute forme de Hecke normalisée f € M (1), ce qui montre le corollaire
pour les formes paraboliques. Lorsque f n’est pas parabolique, c’est une série d’Eisenstein Gy,
et la preuve dans ce cas résulte des formules données ci-aprés au début du paragraphe 14. [J

On termine la preuve du théoréme 94. Grace au théoréme 85, il existe n pair (resp. impair)
tel que r,,(f) # 0. D’autre part, 7,(f) € i"T1R : si f est primitive cela résulte de

+oo °°
_ Zn+1/ —27mttn dt
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(on rappelle, voir proposition 73, que si f est primitive f(n) € R pour tout n > 1) et si f est une
série d’Eisenstein cela résulte de la proposition 82. Le corollaire 104 implique donc l’existence
de w}' €iRetw; €R tels que r]jf/w?f est a coefficients dans Q(f). Pour tous m et n de parités
différentes, on a ., (f)rn(f) € w}'w;@(f) et le corollaire 104 implique w}'w; e i(f, Q).
Quitte a diviser w}" par un élément de Q(f), on obtient le théoréme 94.

14. Quelques exemples

L’objet de cette partie est de montrer que la théorie introduite précédemment est explicite.
Autrement dit, on peut calculer, avec la précision voulue, les valeurs de fonctions A aux entiers
et les nombres w*.

On a déja vu que le polynéme de période de la série d’Eisenstein Gy, de poids k est défini

par
(k—=2)! | Ck—=1) o Bny1 Bi—n-1
ra, (X) = — L (XEr o > X
2 (2im) 5T (n+D!(k—n—-1)!
n impair
k—2)! k—1
On voit donc qu’en posant par exemple wg, = —( 5 ) et wgk = (<2(z7r kl wg, , on a bien
ré, 1
7 € Q[X] et ~ QX
ka ka

De plus, Rankin a montré qu’on peut définir le produit scalaire de deux formes modulaires
(oo}
non paraboliques de la fagon suivante : si f(z) = Z f(n)q" et g(z Zg q" sont des

éléments de My, (1), on pose

m(k — ZOO f
(f) g) = 3(4 Rebs —~ ‘|
On en déduit la formule (voir [?]) :
(k—2)! By
S
(G Gi) = gyt g Sk = D)
+ = kp19k—2
—1)*k!2
On a Year (=1) € Q(Gk) = Q donc quitte & multiplier les constantes wgk_ et

i(Gr,Gr)  (k—1)By
Wg, Par un rationnel on peut avoir wgkwék = i(Gg, G).
Considérons la forme parabolique A de poids 12 sur SL(2,Z). On sait que Q(A) = Q, et
on peut calculer son polynome de période. En traduisant Pappartenance de ra a ker(I +.5) N
ker(I + U + U?), on obtient les relations

A(A,2) = A(A,10) (62)
A8A(A, 4) = 48A(A, 8) = 25A(A, 10) (63)
12A(A, 6) = 5A(A, 10)

A(A,1) = A(A,11) (64)

A(A,3) = A(A,9) (65)
14A(A,5) = 14A(A, 7) = 9A(A, 9). (66)
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Elles conduisent &

ra(X) =2

T2
Le corollaire 102 et la relation (46) fournissent
AADA(A,4) =2 (A, GsGY) .

Or, GsG4 € M15 (1) = CG12 + CA, on a alors GsGy4 = aG12 + BA puis, par orthogonalité des
séries d’Eisenstein avec les formes paraboliques, (A, GgG4) = B(A, A). Aprés considération des

A(A10) [4(X7 4+ X) — 25(X7 + X?) 4+ 42X7] .

deux premiers coefficients de Fourier de GgG4 et A, on trouve § = —— puis

2764
AADAA4) = %(A,A). (67)
Le corollaire fournit aussi
B 2048

A(ABA(A4) = — ==

(A, [Gg, Gal3) -

On a [Gs, G2l = —%A de sorte que
s

A(A3)A(A4) o7 (A, A). (68)
compte tenu de (64) et (65), on déduit de (67) et (68) la nouvelle relation
1620A(A, 9) = 691A(A, 11). (69)
Les équations (64) a (66) et (69) conduisent a
691 36
+ _ 2L 90 10 4y L ow2(x2 )3
rA(X) = 36 iA(A11) {691()( 1) - X4(X°-1) } .

On déduit du théoréme d’Eichler-Shimura Iexistence de deux nombres rationnels non nuls ¢~
et ¢t et de wy € R* et wi € iR* tels que

ra(X) =q wx [4(X? +X) —25(X7 + X?) + 42X7]

36
A = gt [ggr(r - 1) - X - 17
avec
5
g wx = §A (A,10) (70)
1
wl = %iA(A, 11). (71)

On exige de plus la relation
wrwih =i(A,A)

qui équivaut a
-+ _ 3455 A(A, 10)A(A, 11).

R N Ny 72)
Compte tenu des équations (62), (64) et (67), on calcule
A(A2) 73728
A(A10)A(A11) = A(A,4)A(A’1)A(A’4) = SiEE (A A).

En reportant cette derniére équation dans (72), on obtient

g gt =1024.
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Le report dans (70) et (71) donne

_ 5
691q_ .
f= A(A 11
“a = 3gs1 AL
le choix de ¢~ rationnel non nul étant libre. On choisit g~ = 9 (ce choix correspond a l’entier

compris entre 0 et 50 qui minimise |wy — w}|). Le calcul numérique de A(A,10) et A(A,11)
conduit a

wx ~ 0,00102991957
wk =~ 0,00100528437i.

De la méme fagon, en notant Ay (resp. Agg) 'unique forme parabolique de Sy (1) (resp.
Sa0 (1)) de premier coefficient de Fourier égal a 1, on a

T (X) = T (A1g,14) [36(X " + X) — 245(X " + X?) + 539(X? + X°) — 660X "]

18
_ — 13 11 3 9 5 7
=1lwy , [36(X" + X) — 245(X™ + X?) + 539(X° + X°) — 660X "]
3617 1440
T (X)) = IA(A6,15) | — (X1 —1) = X2 X —1)3(X +1)3(2X* - X242
A (X) 1440" (Ate, 15) 3617( ) ( )2 (X +1)%( +2)
53248 . [1440, ., ) 5 5o )
= XYW 1) - X2(X -1 (X +1)202X - X2 +2
ok [ (XM 1) = X - D20+ +2)
avec
wy,, ~ 0.001491441716788956
wf . ~ 0.001454338659817413i
puis

T (X) = 89wy, [108(X' 4+ X) — 7T15(X" + X?) + 1452(X " + X°) — 1560(X "' + X7)

+1430X7]
et
174611
+ —
a0 X) = 3352910
264
xwk, 176466101 (X 1) - X (X2 - 1) X2 - X +1)( X2+ X +1)(3X* —4X? +3)
avec

Wa,, = 0.00286483047698151449
wLO ~ (0.002885176487080857423.

15. Les structures rationnelles sur M (1)

L’étude précédente permet de définir deux structures rationnelles différentes sur I'espace des
formes modulaires de poids k sur SL(2,Z) :
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— La structure rationnelle canonique est donnée par Sp°(Q) = Sk (1) N Q[[¢]], et plus gé-
néralement si K est un corps de nombres plongé dans C, par Sp°(K) = Sk (1) N K[[q]] :
ce sont les formes paraboliques dont tous les coefficients de Fourier appartiennent a K.
D’apreés les propriétés sur les corps de rationalité des formes primitives, on sait qu’on
a SP(K) ®x C = Si(1). On définit de la méme fagon M°(K) = M (1) N K[[g]] =
SP(K) @ KGy, (pour tout k > 4).

— Par dualité via le produit scalaire de Petersson, on peut définir I'espace

SUK)={f€Se(1): (f,g) € K pour tout g € Sg°(K)}.

On peut définir deux nouvelles structures rationnelles sur les formes modulaires, & savoir, si
K est un corps de nombres :

SE(K) = {f € Sk (1) : ru(f) € K pour tout n tel que (—1)" = +1}.

De méme on définit M (K).
Les espaces W,j' et W, étant définis par des équations rationnelles, I'isomorphisme donné au
théoréme 85 montre qu’on a I'égalité S (1) = SiF (K)®@xkC (et de méme My, (1) = M (K)®kC).

Ainsi, par exemple, on a S (Q) = QA, Sﬁ(@) = Q—. On voit également que G} €
w

A
L \k—1
MEQ), Ge M (@) et ST
On donne maintenant quelques résultats sur les espaces S (Q) et S, (Q). Soit f une forme
primitive de Sy (1), on note orbite(f) son orbite sous I'action de Gal(Q/Q) (voir page 40).
Posons d = [Q(f) : Q|, Iy 'ensemble des d plongements distincts de Q(f) dans C égaux a
I'identité sur Q. On a orbite(f) = {f7}oer,-

G € M;(Q)

Lemme 105. — Pour tout o € Iy, les constantes w)jfa du théoréme 94 peuvent étre choisies

de maniére a avoir ’égalité
r(f7) _ | ralf)
(-nm (=1

O.)fc, wf

pour tout entier 0 <n < k — 2.

Démonstration. — Soit 0 < n < m < k — 2 des entiers tels que n # m[2], et soit
G= [Gk—l—m—ru GTYL—TL-‘,—l]:;'

Notons G' =), ¢; f; sa décomposition dans la base orthogonale composée des formes de Hecke

normalisées. On a ainsi
G=> c-fT+ >, ol
Tely fi¢orbite(f)
la seconde somme contenant I'éventuelle série d’Eisenstein. Soit o € Gal(Q/Q). La forme mo-
dulaire G appartient & M °(Q), ce qui prouve que G = G. Or orbite(f) est invariante par
I’action de o, donc on a 1’égalité
g

G= () f7+| D afi) - (73)

Tely fidorbite(f)
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D’autre part, la multiplication par o|g(y) induit une permutation de Iy donc on a
G = Z Cfro fTU + Z Cifi~ (74)
T€lf fi¢orbite(f)
La décomposition étant unique, on déduit de (73) et (74) légalité (en prenant 7 = I par
exemple) ce = (¢f)?. Comme vu dans la démonstration du corollaire 104, on a donc
ra(F7)rm(F7) _ (—1>%2’“—1ch _ (—1>§2’<—1cf _ (rn(f)rm(f))”
i(F7, f°) 2 3 i(f.f)
rn(f)rm (f7) <rn(f)7"m(f)

n
+ = + =
wfo'wfo' wfo.)f

Cela prouve 1’égalité ) . On peut alors choisir les constantes

wﬁ satisfaisant aux hypothéses du lemme. Par exemple si ro;(f) # 0, on pose

wi =rau(f), wy= i(ilf),
/

et pour tout o € Iy,
w?a :T2l(fa)7 wfcr = %
Wra
Le résultat s’étend a tous les entiers 0 < n,m < k—2 grice aux équations fonctionnelles vérifiées
par ry. O

On déduit du lemme 105 le

Corollaire 106. — On suppose avoir choisi les constantes w?, pour [ forme primitive de
Sk (1), de fagon a ce qu’elles satisfassent les égalités du lemme 105. Alors on a l’équivalence
ar)’ o
gest@eg=3 3 W (75)
] ocly “re

ot [f] décrit Uensemble des orbites de la base des formes primitives sous Gal(Q/Q), et ay €

Q).

Démonstration. — Le sens < est une conséquence du lemme 105 : soit [f] une orbite, et
+ _ (af)o o
g5 =2 17
O'GIf fe

on a, pour tout entier 0 < n < k — 2 vérifiant (—1)" = +1, Pégalité

rlgy) = Y (ap)” Tl(f)

ocly feo
asra(f))
- Z( fwi ) €Q
O'EIf f

car ce dernier élément est invariant par Iy. Cela prouve que gﬁ] € S’,:f (Q), donc

g =) 95 €S (Q.
7]
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La réciproque se montre par un argument de dimension : le Q-espace vectoriel S,j (Q) est de
dimension dim Sy, (1) : en effet, les équations définissant Wy, dans Cy_o[X] sont a coefficients ra-
tionnels, donc les Q-espaces vectoriels S,f(@) =r¥(Q[X]N Wki) sont de dimension la dimension
du C-espace vectoriel S, (1). Par ailleurs, ensemble des fonctions

ar)’ ..
=33
[f] o€l Wie
ou o décrit une base de Q(f) est un Q-espace vectoriel de dimension
>_[Q(f) : Q) = Y #orbite(f) = dim S (1)
[f] [f]
(voir page 41) ce qui montre I’égalité de ces Q-espaces vectoriels. O

Proposition 107. — Les espaces S,:,r (Q) et Si, (Q) sont duauz par rapport au produit scalaire
de Petersson (a un facteur i pres) :
g € SE(Q) < (g,h) €iQ pour tout h € SF(Q).

Démonstration. — On montre d’abord l'implication =. Soit g € S; (Q) puis h € S, (Q).
D’aprés le corollaire 106 on a une décomposition

o) =33 (g £
f(‘l

71 @

et de méme

hz) =33 (87 1)
[f]

o wfg
ou [f] désigne un ensemble de représentants de formes primitives de S (1) non conjuguées et o
décrit Iy, avec oy et By éléments de Q(f), et ou wjfc, sont les nombres complexes associés a f¢
par le théoréme 94 et le lemme 105. Les formes primitives constituent une base orthogonale, et
les corps Q(f) sont totalement réels (voir § 9.1), donc on obtient

(@) = 3 (ap) (87 L217)

e wrese
= —iy Y (asB)° €iQ.
1 e

De méme, on obtient le résultat pour g € S, (Q) et h € S;(Q).

Les espaces vectoriels S (Q) et S, (Q) étant des Q-réseaux de Sy (1) (c’est-a-dire des Q-
espaces vectoriels de dimension dime Sy (1)), implication < est conséquence de I'implication
=. O

L’espace Si (1) étant un espace hermitien, on peut définir pour tout n € {0,...,k — 2} la
forme parabolique R,, donnée par (f, R,) = r,,(f) pour tout f € Si (1). Kohnen & Zagier ont
étudié les formes paraboliques R,, et leurs polynémes de périodes. Ainsi, on a par exemple le
résultat

Proposition 108 (Kohnen & Zagier). — Soit k > 4 un entier pair et 0 < n < k —2 un
entier. On a

15, () = (201 45 - (2220 e BeoaX))
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ote=(-1)""1et B,(X)= Z (Tln> B, X™! est le m® polynome de Bernoulli.
1=0

Démonstration. — La preuve est détaillée dans [?, §1.2 et 1.3]. Elle se base sur la formule de
Cohen suivante [?] :

— Tr(k;LQ) R (Z) _ Z 1
e (¢b)epPsL(2z) @z + B + i
cd ’

valable pour tout 0 < m < k — 2. Cela permet de déterminer par un calcul d’intégrales les
polynémes de périodes rﬁn. O

16. Conjectures de Kohnen

Pour terminer, on donne la conjecture de Kohnen, sur le lien entre les structures rationnelles
sur les espaces Sy (1) et My (1) :

Conjecture 109 (Kohnen). — Soit k > 4 un entier pair et K un corps de nombres. On a
Mif(E) N M2 (K) = {0} et Sy (K) N SE(K) = {0}.

On peut ainsi donner un corollaire & la conjecture concernant les formes paraboliques primi-
tives.

Corollaire 110. — Si f € Sy (1) est une forme primitive, alors les périodes r;(f) sont nulles
ou transcendantes, pour tout 0 <1 < k — 2.

Si on applique la conjecture de Kohnen aux séries d’Eisenstein Gy, on obtient :

. 2k+1
Conjecture 111. — Les réels C(TH) sont des mombres transcendants, pour tout k > 1
T
entier.
Remarque 112. — Un résultat démontré par Bertrand en direction de cette conjecture est

le suivant : les périodes d’une forme primitive parabolique de poids 2 et de niveau IN sont soit
nulles, soit transcendantes (voir [?]).

PARTIE III. PERIODES ET STRUCTURES DIFFERENTIELLES

Dans ce chapitre, on donne un certain nombre de résultats et de conjectures sur le lien entre
formes modulaires et périodes (au sens de Zagier-Kontsevich), et sur les propriétés différentielles
satisfaites par les formes modulaires.
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17. Opérateurs différentiels sur les formes modulaires

On se place ici sur les espaces M, (1). On souhaiterait pouvoir définir un opérateur différentiel
sur l'algébre graduée

M, (1) = @Mk (1) = C[G4, Ge]
k

(voir le corollaire 28).
La premiére idée est de considérer la dérivée d’une forme modulaire. On note a partir de
maintenant

1d 1
D) = DI = 5= L) = 5 10e)
+oo —+oo
avec les notations du paragraphe 6. Si f(z) = Zf(n)q", alors Df(z) = n]?(n)q” Si
f € My (1), alors Df vérifie " i
) b k
(e 40 4D) (EE0) = D) + 51— (0 (76)

b
d

ne vérifie pas la condition de modularité et n’est donc pas modulaire. Supposons en effet, par
Pabsurde, que Df est modulaire de poids ¢ avec f non constante (soit k # 0). En comparant
(76) et la condition de modularité de poids ¢, on obtient

. a . . .
pour toute matrice ( ) € SL(2,Z). Si f n’est pas une fonction constante, la fonction D f
c

[(cz + d)z —(cz+ d)k+2] Df(z) = i (cz + d)k+1f(z)~

2i7rc
Ayant fixé z € S et ¢ =1, on en déduit que le polynome
k
[+ X)" = (4 X2 DF(2) = o (z 4 X)F 1) ()
s’annulant sur I’ensemble infini des entiers est nul. Si £ = k+2, cela implique f = 0. Si £ # k42,
la considération du coefficient de X™2x(¢5+2) implique Df(z) = 0 puis (aprés report dans le
polynéme (77)) f(z) = 0. Notre but est d’agrandir I'espace des formes modulaires de fagon a
obtenir un espace stable par dérivation.

17.1. Formes quasi-modulaires. —

Définition 113. — Soit k et s deux entiers positifs. Une fonction holomorphe f : 5 — C

est une forme quasi-modulaire de poids k s’il existe fq, f1,..., fs fonctions holomorphes sur

A et vérifiant la condition de croissance (31)

il existe a > 0 tel que f;(z) < (1 +y| |2> (1<i<ys) (78)
z

31. De fagon plus précise, on demande qu’il existe a > 0 tel que, pour tous g et x1 > xo, il existe 8 > 0 tel
que, pour tous x € [zo,z1] et y > 0 on a

() < 8 (ﬁ)f
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et telles que, pour tout v = (“ b) € SL(2,Z) on a 'égalité

f|’Y an <cz—|—d) pour tout z € 2.

Si fs n’est pas la fonction nulle, on dit que f est de profondeur s.

<s
On note My (1) Tespace des formes quasi-modulaires de poids k et de profondeur inférieure
<s

ou égale & s. Si f € My(1) on note Py . le polynéme défini par Py .(X) = Z fa(2) X"

)

on I'appelle le polynéme associé a f. Pour tout v = (‘Z g) € SL(2,Z), on a légalité a

de=rr ()

Rema’rques 1 14 — 1. On introduit

/-\,/<s — ———<s — —~

=@ M(1) M, (1) = | Mu(1) et M. (1) =P M (D).

k>0 >0 k>0

L’ensemble M, (1) est muni d’une structure d’algébre graduée (par le poids) et filtrée
(par la profondeur).

2. (a) Les formes modulaires f € M}, (1) sont des formes quasi-modulaires de poids k, et ap-

<s b
partiennent a My (1) pour tout s > 0, puisque pour tout y = <a d) € SL(2,Z), on
c

(f|*y)( )= ( i d)’ ou P, est le polynome constant égal & f(z). Les constantes

sont des formes quasi-modulaires de poids 0 et de profondeur nulle.
<1

(b) L’équation (76) montre que si f € My, (1) alors Df € Mj42(1)
——X1

(c) La fonction E, appartient a l'espace Ms(1) : en effet, puisque Ey = —24Go, c’est
une conséquence directe de I’équation (13), qui donne la formule :

(E2L’Y)(z) = Fy(2) + %cz i_ yi pour v = (i Z) € SL(2,Z). (79)

3. Si f est une forme quasi modulaire, elle ne ’est que pour un seul poids : s’il y en avait
deux, k et £, en notant Py . le polyndme associé au poids k, on aurait, pour toute matrice

v=(25),

(FIN(E) = (e +d " Pra(

)

. c . . .

qui n’est plus un polynéme en nph En particulier, les constantes ne sont des fonctions
cz
quasi-modulaires que pour le poids 0.
—_ SS )
Si f e Mg(l) , pour tout j € Z et tout z € S, on a (f|T7)(z) = Py,.(0). En prenant
k

successivement j =0 et j = 1, on en déduit le

<s
Lemme 115. — Soit f € Mi(1) , alors fo = f et [ est périodique de période 1.

Le lemme suivant justifie les sommes directes introduites dans les remarques 114.
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Lemme 116. — Les espaces vectoriels de formes quasi-modulaires sont en somme directe sur
le poids : une somme de formes quasi-modulaires de poids distincts n’est nulle que si chacune
de ces formes est la fonction nulle.

Démonstration. — Considérons fi, ..., f, des formes quasi-modulaires non identiquement nul-
les de poids distincts ky < - -+ < k.. On note s la plus grande profondeur de ces formes et, pour
chaque forme, son polynéme associé est

P (X) =) fiu(2)X7.
=0

T
b
On suppose par ’absurde que E fi = 0. En évaluant cette égalité en azi— pi et aprés multipli-
cz
i=1
cation par (cz + d)°, on obtient

T S
Do @) ez + )T =0
i=1 j=0
pour tout z € S et tout couple (¢, d) d’entiers premiers entre eux. On fixe z € # et ¢ =1, le
polynéme
(s S
D> F(R)(z 4+ X))kt
i=1 j=0
s’annule une infinité de fois (en toutes les valeurs entiéres) et est donc nul. Le coefficient domi-
nant (associé au degré k. + s) est f.o(z) donc f,.0(z) = 0. Le lemme 115 implique f.o = f, donc
fr = 0 ce qui contredit ’hypothése de non nullité. O

Lemme 117. — Les fonctions FEo, Fy et Fg sont algébriquement indépendantes sur C : soit
P un polynéme de C[X,Y, Z] tel que P(Es, E4, Fg) = 0, alors P = 0.

Démonstration. — Par regroupement des termes de P, on peut écrire

K
P= Z Z PagiX'YZP.

k=1 (a,B,i)eN?
4a+68+2i=k

Puisque P(Es, E4, Eg) = 0, le lemme 116 implique, pour tout k 'égalité

> pasiBYESE] =0.

(0, 3,1)EN?
4a+68+2i=k

S’il existe un entier iy # 0 tel que pagi, # 0 pour au moins un couple (¢, §) vérifiant 4o+ 65 +
2ig = k, alors le terme de gauche est une forme quasi-modulaire de poids k et de profondeur au
moins 9. Mais par unicité de la profondeur, le terme de gauche est de profondeur 0, autrement
dit, pasi = 0 lorsque 7 est non nul et

Z PapoESES = 0.

(a,8)EN?
4a+68=k

Gréace au corollaire 28, on a finalement la nullité de chacun des coefficients p,o et enfin de
P. O

Un des intéréts d’introduire I'espace des formes quasi-modulaires vient du lemme suivant :
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<s

Lemme 118. — L’application linéaire D est une application de My(1)  dans Myyo(1)
<s

Lorsque k > 0, cette application est injective. Plus précisément, soit f € My (1) et Py .(X) =
s s+1

Z fn(2)X™ son polynéme associé. Alors le polynome associé ¢ D f est Ppy . (X) = Z gn(2)X™,

n=0 n=0

ot les g, sont donnés par les relations suivantes :

<s+1

go = D(fO)a
k—n+1 )
In = D(fn)+ 27.fpﬁ1 st1<n<s,
i
et
k—s
gs+1 = 2im fs-
Démonstration. — On différentie I’égalité de quasi-modularité de f par rapport a z € 5. On
obtient

70 (“Z *2) f (“Z +2> \ n i1
cz + cz + c c
G Mo T 2 [f’gl)(z)< ) b <cz+d> ]

1 b
Par hypothése, on a f <az + > = Py, (j—d)’ donc on a pour tout z € JZ
cz

(cz+d)k" \cz+d
légalité
GO 06 = LS e () 3 e () e (=)
k42 cztd = " cz+d =" cz+d " cz+d
c
= G- (cz + d>
ot Qra(X) = SV + D [AVE) + =+ D fama(2)] X7+ (k= ) [s(2) X, ce qui
— gsz-‘:l <s+1
prouve que f() € My, 5(1) , et donc par linéarité Df € My 12(1) . L’injectivité résulte
des remarques 114 : les constantes ne sont des formes quasi-modulaires que pour le poids
nul. O
Cela prouve que l'opérateur différentiel D agit sur ’anneau J\Z:(T)

<s
On étudie maintenant la structure de 'espace My (1) en commengant par étudier les coef-

ficients des polyndémes de I’équation de quasi-modularité.

—~——<s

S

Lemme 119. — Soit f € Mg(1) , et P;.(X) = Zfi(z)Xi son polynome associé. Alors,
i=0

pour tout entier naturel i < s, on a

<s—i

fi € My_2(1)

En particulier,
fs S Mk72s (1) .



72 MARTIN & ROYER

w= () =5 3)

des matrices de SL(2,7Z). Le produit M N s’écrit <* *>, ol
q

Démonstration. — Soit

r
q=ac+yd c=48q—nr
r = fBc+dd et d=—pq+ ar (80)
On a . .
B q
e = 3 nle) () (s1)
D’autre part,
FPNE = 0297 S 19 () (52)

De (80), on déduit
4= _ oy p g0z = (az 4 )

C = (yz+0)
cNz+d v qz +r qQz+r
(v2+9) (qz—i—r vz + 46 (83)

Le report de (83) dans (82) conduit alors a

<koN><z>=i[i (Z)(—w-m(w6>"+m-’€fn<Nz>]( ) e

z r
m=0 Ln=m q +

La comparaison de (81) et (84) implique
s

i@ = 3 (1) + ot (), (55)

valide pour tout N € SL(2,Z). En particulier,
fs(z) = (vz + 5)287ka(NZ)
et fs est modulaire de poids k — 2s.

<s—1
On fait I’hypothése de récurrence : si f € My(1) alors, pour tout v = (¢ %) € SL(2,Z),

on a

<s—1—j

J
f\’y ij (cz+d> , avec fj € My_2;(1) pour tout 0 < j < s—1.

<0 <s
L’initialisation pour s = 1 résulte de My(1) = My (1). Soit f € My(l) et g = f —
ij S
6
le terme de degré s du polynéme P, ,(X) associé & g est nul pour tout z € & (car le terme de
S

—<s

fsE5. On sait déja que f, € My_o, (1), donc g € My(1) . De plus, par construction,

— <s—-1

6 <
degré s de Pp; .(X) = [Pg,, 2(X)]” est () X*), de sorte que g € My(1) . On a donc
i

J <s—1—j
g\’y Zgj (cz —|—d> , avec gj € My_o;(1) pour tout j.
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(fp)(z) - ng(z) (czid)j + (ig)sfs(z) {Ea(z) + ;Czidr

-y [gxz) () fs(Z)Ez(Z)S_j] (25a) 20 (%)

j=0

e~ <s—1—j —~ <s—j

On termine en remarquant que g; € Mjy_2;(1) s fs € Mi_o2s (1) et E;fj € Mas_;(1)

ce qui montre que
i\ 5 , <s—j
i s _
g; + <6> (j) ng; J (S Mk_gj(l) .

O

Corollaire 120. — Soit f une forme quasi-modulaire de poids k et profondeur s. Alors, k
est pair et k > 2s.

—<s

Corollaire 121. — Soit f € M(1) . On a la décomposition

f= ZFlEé avec F; € My_9; (1) pour tout i € {0,...,s}.
=0

Autrement dit, on a l’égalité
—_— SS id .
M(1)” =P Mi—z (1) ES.
i=0

<s
Démonstration. — Soit f € My(1) . On pose

s=1- () £

D’apres le lemme 119, fo € My_o5 (1) et g € Mg(1) . Le résultat énoncé s’obtient alors par
<0

récurrence sur s, linitialisation résultant de My (1) = My (1). O

Remarque 122. — Le corollaire 121 permet d’obtenir aisément des équations différentielles.
<2 <2

Grace au lemme 118, on a DEy € My(1) . Le corollaire 121 donne My(1) = My (1) +

My (1) By + Mo (1) E2. On a My (1) = CEy, My (1) = {0} et My (1) = C donc il existe des
complexes a et 3 tels que DEy = aEy + BE2. Par comparaison des développements de Fourier,
on a

—24¢g+ O(q) = a[1 4 240¢ + O(q)] + B [1 — 48¢ + O(q)] -
Ainsi, on obtient
1
DEy = o (E3 — E4). (86)

———<1

De méme, DE;, € Mg(1) = Mg (1) + My (1) E2 = CEg + CE4E5 et les premiers coefficients
de Fourier conduisent &

1
DE,; = 5 (EsEy — E). (87)
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<1
Enfin, DEg € Mg(1) = Mg (1) + Mg (1) E; = CE? + CEgE3, ce qui donne la relation
1
DEg = 5 (E¢E> — EF) . (88)
Des équations (86), (87) et (88), on déduit que
1
D?E, = E E E,+ —F,
2= gt T gyttt et
et 1
D3Ey, = —FE; E? E2E FyE
2 2882 96 4 4824+3 20
puis que Fs est solution de I’équation de Chazy
D3E, = EyD?E, — g(DEQ)Q. (89)

De (86), on déduit également ’égalité arithmétique

S503(n) = (6n — 1)o1(n +12201 m)oi(n —m).

valable pour tout entier n > 1.

Remarque 123. — Soit f une forme modulaire de poids k. D’aprés le lemme 118 et le corol-
laire 121, on a

Df =Fy+ F1E>
avec Iy modulaire de poids k + 2 et F; modulaire de poids k. On en déduit, pour toute matrice
~ z(‘; Z)E SL(2,7) et tout z € H#, que

6
D = K Fi(2)E —F .
(DF | () = Foe) + BB + 2R oy (90)
D’autre part, le lemme 118 implique
c
D =D — . 1
( kaIrz”/)(Z) f(z) + 227rf( ) d (91)
La comparaison des équations (90) et (91) donne ’équation
6 c c
F Fi(2)E —F: =D —
0(2) + Fa(2) E2(2) + o Fi(2) —— = Df(z )+2mf( ) a

valable pour tout z € . et tout couple (c,d) d’entiers premiers entre eux. On en déduit

k k
F1 = Ef et FO = .Df — EfEQ

En particulier, cela montre que 'application ¥ définie par

94(f) = DS — 15 B2 = M1, Galy

est une application de My, (1) dans Myy2 (1) (ce qui se montre aussi directement, voir page 28).
Les calculs des dérivées de Fy et Eg donnés aux équations (87) et (88) impliquent
1 1
Ua(Es) = —3Fs et U5(Ee) = ~5 i
Grace au corollaire 28, on déduit du corollaire 121 la

Proposition 124. — On a l’égalité

M, (1) = M, (1) [E2] = C[E3, Ey, Eg].
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—_~—

Une autre fagon de décrire la structure de M, (1) est d’utiliser les dérivées de Eo plutdt que
ses puissances.

Lemme 125. — Soitk > 0. On a

<s

s—1
My(1)" =M, (1) © @ My—2i—2 (1) D' E».
1=0

<s
Démonstration. — Gréce au lemme 118 et au lemme 119, si on définit, pour f € Mi(1)
(k—1-3)! 4
h=f—-—~——=fD°""FE
<s—1
alors fq € Mj_25 (1) et h € My(1) ce qui permet de prouver le lemme par récurrence sur
Ientier s. O
Remarques 126. — 1. Les formes quasi-modulaires apparaissent dans des contextes as-

sez variés : par exemple, des travaux de Dijkgraaf et Kaneko-Zagier ont montré qu’elles
intervient dans le cadre de la théorie de la « symétrie miroir » en dimension 1. Les formes
quasi-modulaires interviennent également en physique théorique, ou encore dans des tra-
vaux récents de Gallagher décrivant les moments des fonctions périodiques normalisées.

2. Cette théorie se généralise aux sous-groupes de congruence, et plus globalement & tous
les sous-groupes I' de GL(2,Q) tel que I' \ 5 est non compact. Il existe pour un tel
<1

—_~— —_~—

I un élément & € My (I')  ,®r ¢ My (I), et M, (') = M, (I') ® C[®r] (si I est un
sous-groupe d’indice fini de SL(2,Z), on peut prendre &, = Fj).

—_—~—

Lemme 127. — Soit f € M, (1). Alors [ est solution d’une équation différentielle (non
nécessairement linéaire) d’ordre 3.

Démonstration. — Les fonctions f, Df, D?>f et D3f sont algébriquement dépendantes sur C,

car elles appartiennent toutes a C[FEs, E4, Eg] de degré de transcendance 3. O
Remarque 128. — On peut montrer que si f € M, (1) est une fonction non constante, alors

il n’existe pas d’équation différentielle d’ordre 2 satisfaite par f : il existe P € C[ X1, Xa, X3, X4]
annulant que (f, Df, D?f, D3 f), mais il n’existe aucun polynéme @ € C[X1, X, X3] annulant
(f, Df, D*f) autre que le polynéme nul (voir [?]).

17.2. Formes modulaires presque holomorphes. — L’espace des formes quasi-
modulaires est une extension possible des formes modulaires obtenue en transformant la
condition de modularité. Cette extension est adaptée a la dérivation habituelle. On peut aussi
généraliser la définition des formes modulaires en changeant la condition d’holomorphie. On
étudie cette deuxiéme extension adaptée & une autre dérivation et on établit un diagramme
commutatif reliant les deux extensions et les deux dérivations.

Définition 129. — Soit k et s des entiers positifs. On appelle forme modulaire presque
holomorphe de poids k et de profondeur égale a s toute fonction F': 5 — C, vérifiant
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(F'|y) = F pour toute matrice v € SL(2,Z), telle qu'il existe s + 1 fonctions holomorphes
k

fo, ..., fs sur J€, avec f, différente de la fonction nulle et

=) fy” (92)
n=0

_— <s
ol z = x + iy, et vérifiant la condition de croissance (78) page 68. On note My(1) Despace
des formes modulaires presque holomorphes de poids k et de profondeur inférieure ou égale & s.

<0
Remarque 130. — Par définition, My (1) = My (1). De plus, Pécriture d’une fonction F'

sous la forme (92) est unique. Pour le voir, il suffit de voir que si F' =0 alors fo =--- = f, = 0.
S
z
Pour cela, on dérive Z f"(n ) = 0 par rapport & x et par rapport & y. On obtient deux équations
n=0 Yy
s—1
dont on déduit Z nfn(2) = 0, c’est-a-dire Z (1+n an( ) = 0 et on conclut par récurrence
n=0 y n=0 y
sur s.
fn <
Proposition 131. — Soit s > 0 un entier, F(z Z ) et 0 <0 < s un

entier. Pour tout z € A et v=(2Y%) € SL(2,Z), on a

1 =Y Z 2 (") s (25) (93)

Jj=

<s

—_— <s5—¢

c’est-a-dire fo € My,_o0(1) et en particulier fo € My (1)

1 2
Démonstration. — De — = ‘ij— il = (cz+d) (—22'6 +Z - d), on déduit
Sm yz Sm 2
n—j
c
(F . 4
R z z o= (M) 106 () (o4

Par modularité de F' et grace a la remarque 130, on a pour tout 0 < j < s ’égalité

1= (N |00 () (95)

n=j k—2n
En particulier (fs | ) = fs qui est I’égalité demandée pour ¢ = s. On raisonne par récurrence
k—2s
décroissante sur £ = s—1,...,0 : on suppose que pour tout £+ 1 < n < s, la fonction f, vérifie

I'équation (93). D’aprés I’équation (95) on a

B = | e+ Y (2 ‘(D) | 26 (55 )

Py et k—2m cz+d
On a
= ¢ \' IS, i (fHt—G\ [ [+t
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Enfin, on obtient

_§<—1)t—j(€+2‘f)<gfjtj) ti tfm =(“f)

=0 Jj=
t—1 ¢
(—1)t=i 1 ) C e, .
car Z — = (d’apres la formule du binome (1—1)* = 0). Cela établit ainsi 'équation
= (=)l !
(93) pour fy, et achéve la preuve de la proposition. O
Proposition 132. — L’application Y: F — fy est un isomorphisme d’espaces vectoriels de

—<s

_— <s —
Mk(1)7 dans My(1) , et définit un isomorphisme d’algébres graduées filtrées de M, (1) dans
M, (1)

Démonstration. — L’application T est bien définie d’aprés la proposition 131. C’est un mor-
phisme puisque le terme constant d’un produit de polyndémes est le produit de leurs termes

Z

tel que fo = 0. D’apreés (93) appliquée a € = O, on a

S (o) =0

=0

constants. Soit

fn /\ <s

EMk )

pour tout z € JZ et tout couple (¢,d) d’entiers premiers entre eux. On en déduit f;(z) = 0

pour tout 0 < j < s et tout z € . Ainsi F' = 0 et application T est injective. On montre
<s

maintenant la surjectivité Soit f € My(1) , notons f, les fonctions holomorphes sur J#

définies par (f |fy Z fn(z <

cz+d> pour tout 7y = ((ZZ) € SL(2,Z). On note F la

fonction définie par F'(z

2 équation (94), on a

(e yi CZ 1, e (2 )

)n k—2n

Puisque f € Mk( ) , 'équation (85) donne

S

fj(z)z<?>(1)nj(fn | v)(z)(czid)n_j

n=j k—2n

—— <s

ce qui implique que (F|vy) = F pour tout v € SL(2,Z), et donc que F € My(1) . Comme
k

Y(F) = fo = f, cela montre que T est surjective. O

<s

Remarque 133. — Au passage, on a démontré que si f € Mg(1) a pour polynoéme associé
Py, alors pour tout z € ¢ on a
1
-1
(/) (=) = (Qy)
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<1 3

YU Ey) = E5 € My(1)”  avec FEj(2) = Eax(z) — —.
Y
L’isomorphisme précédent et la proposition 124 impliquent alors que

—

M., (1) = C[E;, Ey, Eg).
Remarque 134. — On a

E3(2) = —24G5(2) = 32 gg}% Z
(m,n)€Z22\{0,0}

1
(mz 4+ n)2|mz + nls

(voir remarque 20).

o —

Soit ¢ I'application définie sur M, (1) par

k —
0F =DF — —F si F' € Mg(1).
41y
—<s — <s+1
Proposition 185. — L’application § envoie My (1) sur Mgy2(1) ,etonaYod=DoY
sur M, (1) :
——<s 5 —— <s+1
Mp(1)  — My12(1)
S0
<s <s+1
My (1) ——2 Miyo(1)
——<s
Démonstration. — Soit F' € My (1) . On note f, les fonctions holomorphes définies par
- fn(2)
F(z) = —.
nz::o (2dy)"

Un calcul élémentaire a partir de la définition de § conduit a la formule

S s+1
5F(z) =Y Dfu(z) , 1 3 (k=n+1)fua(z)

(2iy)" * 2im (2iy)"

n=0 n=1

D’autre part, d’aprés le lemme 118 on a

(Dfo | 7)(2) =

k+2

s k— +1 n k— s+1
Date) + 3 [P+ )| () + e ()

D’aprés la remarque 133, on en déduit

s s+1

n=0 n=

— <s+1

On en déduit que 6F € My42(1) puis que (Y 0 d)(F) = (Do T)(F). O
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1 d
17.3. Les différents opérateurs différentiels. — La dérivation D = inds est une opé-
im dz

ration qui envoie une fonction holomorphe sur une fonction holomorphe, qui commute avec les
translations (on a pour tout € € C légalité D(f o7.) = D(f) o 7. si 7. est la translation définie
par z — z + ¢), mais cette dérivation ne préserve pas 'anneau M, (1) (la dérivée d’une forme
modulaire n’est pas une forme modulaire, la condition de modularité n’est pas préservée par
cette dérivation).

On a défini page 28 et aussi dans la remarque 123 page 74 l'opérateur ). Cette dérivation
préserve algébre graduée M, (1) mais ne commute pas avec les translations :

k

R B(2)(f o )(z) = DU ) — 15 Ba(2) (4 2)

Ui(fore)(z) =D(for)(2) - 12

# D)z +2) — 1 Balz 4/ (= +) = [(9xf) 0 2)(2)

sie ¢ Z.
Enfin, on a défini dans la proposition 135 'opérateur différentiel § : si f € My (1), on pose
k
(5u1)(2) = DI (2) = 7= £(:)

(en notant z = x + 4y). On a la relation (0f | v) = 0rf d’aprés la proposition 135. On a
k+2
également la relation dx(f o 7o) = (0xf) o 7= pour tout f € My (1) et tout ¢ € R (puisque

Sm(z 4+ €) = Sm(z)). Cependant, 'opérateur dj ne préserve pas M, (1), car il ne préserve pas
le caractére holomorphe.

En conclusion, on a défini trois opérateurs qui préservent chacun deux des trois propriétés
suivantes (ici H désigne un opérateur) :

1. Modularité : si (f|y) = f, alors (H(f) | v) = H(f);
k

k42
2. Holomorphie : si f est holomorphe, H(f) est holomorphe;

3. Périodicité (ou commutativité avec les translations) : pour tout ¢ € R, H(f o 7.) =
H(f) o

On peut résumer la situation dans le tableau suivant :

Modularité | Holomorphie | Périodicité
D NON (010)1 010)1
9 OUI oul NON
) OUI NON OUI

(ot OUI (resp. NON) indique que l'opérateur préserve (resp. ne préserve pas) la propriété
demandée).

Selon le contexte dans lequel on souhaite se placer, on privilégiera un de ces opérateurs
différentiels (en fonction de I'importance accordée aux propriétés qu'il préserve) : ainsi, si on
souhaite avoir un opérateur agissant sur M, (1), on utilisera ¢. Si on souhaite avoir un opérateur
agissant sur les formes quasi-modulaires ]\/4:(/1), on utilisera D. Si on recherche un opérateur

agissant sur les formes modulaires presques holomorphes M, (1), on utilisera 4.

Remarque 136. — 1l est intéressant de considérer des séries génératrices associées a cha-
cun de ces opérateurs, ces séries interviennent dans différents contextes. On donne ici sans
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démonstration quelques résultats : soit f € My (1), z € S et X € C, on pose

& o X
fD(Z,X)*;Mk_i_l)..-(k;—i—n—l) nl’

Cette fonction vérifie la relation

fD (727

X c
(+d)> — (cz + ) em T fp (2, X),

pour tout vy = <a Z) € SL(2,Z). Posons ensuite
c

= e X

n=0

ol 0" = Og42n—2 © Optaon—4 0 -+ 0 Ji. La fonction fs vérifie la relation

X 2) = (cz + d)* f5(2, X),

# (o

et on a
X
f5(z, X)) =e T fp(z, X).
Enfin, on pose

+o0 Fn(Z) Xn
fﬁ(Z,X) :T;)k(k‘kl)(k_'—n_l)ﬁ,

ou les fonctions F), appartiennent & Mo, (1) et sont définies par Fy = f, F} = 9xf et

nn+k—1)

Frt1(2) = (Organtn)(2) — 144

E4(Z)Fn_1(z).
On a les relations

fo(z, X) = e 2R (2 X) = e 1255 f5(2, X)),

3
ou Ej est la forme modulaire presque holomorphe définie par E3(z) = Fa(z) — —.
i

Ces séries génératrices, et les équations les reliant, ont été utilisées par Villegas & Zagier [?]
dans le cadre des fonctions L de Hecke associées aux Grossencharacters).

18. Définition générale des périodes

Cette partie est largement inspirée de larticle de Kontsevich et Zagier [?] auquel on renvoie
pour les références. Le lecteur pourra aussi consulter I’état des connaissances de Waldschmidt
[?]. On introduit un nouvel ensemble, toujours dénombrable mais qui contient strictement les
nombres algébriques, qu’on appelle I’ensemble des périodes, noté P.

Définition 137. — Une période est un nombre complexe dont les parties réelle et imaginaire
sont des valeurs d’intégrales absolument convergentes de fonctions rationnelles & coefficients ra-
tionnels sur des domaines de R™ donnés par des inégalités polynomiales & coefficients rationnels.

Remarques 138. — 1. L’ensemble P est une sous-Q-algebre de C.
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2. On peut remplacer, dans la définition, « fonctions rationnelles » et « coefficients rationnels
» par « fonctions algébriques » et « coeflicients algébriques ». En pratique, on peut
toujours se ramener & intégrer la fonction constante égale & 1 sur un domaine défini par
des équations polynomiales a coefficients rationnels.

3. L’ensemble P est un ensemble dénombrable contenant strictement l’en§emble des nombres

. . x x
algébriques. Par exemple, 7 € P, puisque 7 = | —— et Inr = — € P pour tout
r1l+2x 1
nombre algébrique r > 0.

4. L’ensemble P étant dénombrable, il existe évidemment des nombres complexes qui ne
sont pas des périodes. Actuellement, on ne sait en exhiber aucun. De fagon conjecturale,

1
on suppose que les réels e,y et — ne sont pas des périodes.
T

5. Certaines constantes de nature arithmétique sont des périodes : c’est par exemple le cas
des valeurs aux entiers k > 2 de la fonction ¢ grace a la formule

" _/ / dty ﬁ dt;
O0<ti<<ty<t L=t 0t

Pour la démontrer, on commence par écrire

/ / dt, Hdt / dty, /tk dtp_1 /t2 dt;
O<ti<<ty<l 1 — tk—1 o 1—1

puis on développe (1 —t;)~! en série entiére et on intégre sur ¢y, t, etc.

Enfin, si oy, ..., a4 sont des rationnels strictement positifs tels que la somme o +- - -+
oy, est un entier strictement positif, alors le produit I'(cv) - - - I'(q) est une période. Cela
résulte de 1’évaluation des intégrales de Dirichlet (voir [?] par exemple)
F(OL1+"'+Oéq) / 4o ---tathl.”dtq

a1+...+aq A 1 tl...tq

I(ap) - I'(ay) =
ol
Ag=A{(t1,...,tg) €[0,+o0[T: t1 +--- +t, < 1}.

q
En particulier, si p et ¢ sont deux entiers strictement positifs, I (p) est une période.
q

Il y a plusieurs fagons d’écrire une période sous forme intégrale, et il n’est pas toujours facile
de savoir si des périodes données par des intégrales différentes sont égales ou non. Par exemple,

— 7:7{ — [
joap (1 —2%y? —1 V1 —2a?
1

La relation entre la premiére intégrale et ((2 ) résulte du développement de (1 — 22y%)~! en

on a I’égalité
2

série entiére de xy alors que la relation entre la premiére intégrale et 72 résulte du change-
ment de variable (x,y) = (sinu/ cosv,sinv/cosu) de Jacobien (1 — x%y?)~1
l'intégration sur ]0, 1[? en intégration sur

et qui transforme

{(u,v)€R2zu>O,v>O,u+v<g}.

On conjecture que si on a deux représentations intégrales d’une période, alors on peut passer
de T'une & 'autre en n’utilisant que les trois régles suivantes, dans lesquelles les fonctions et
domaines d’intégration sont algébriques et a coefficients dans Q :
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1. Additivité et relation de Chasles.

2. Changement de variables : si ® est un changement de variables, et ®(D) = A, alors
/ flz,. .. zn)day ... day, = / F( @1, yn))|det Jo(y1, -, yn)| dys - . . dyn.
A D

3. Formule de Stokes : Si 2 est un ouvert régulier de R™(c’est-a-dire dont le bord est une
hypersurface de classe C*°) et X un champ de vecteurs C* jusqu’au bord dans Q,
(X € C>*(Q,R™)), alors

/ div X(z)dz = X -n(o)do,
Q o0

ol n est la normale sortante (dans R, la formule de Stokes est simplement la formule de
b
Newton/ F @) dt = £(b) — f(a)).

Aujourd’hui il n’existe pas d’algorithme capable de déterminer si deux nombres complexes
dans P sont égaux.

19. Formes modulaires et équations différentielles linéaires

On a vu dans le lemme 127 que toute forme modulaire vérifie une équation différentielle
non linéaire d’ordre 3. On va montrer que les formes modulaires satisfont aussi une équation
différentielle linéaire a coefficients algébriques, si on les exprime comme fonction d’un paramétre
local.

Soit f € My, (1). Soit t une fonction modulaire non constante. On appelle fonction modulaire
une fonction, holomorphe ou méromorphe, sur J# qui est invariante par I’action modulaire de
SL(2,7) de poids 0. L’exemple le plus connu de fonction modulaire est 'invariant modulaire

(2
j défini par j(z) = %éz)) (voir (19)).

Théoréme 139. — Soit f € My, (1) (avec k entier > 0), et soit t une fonction modulaire non
constante. La fonction (multi-valuée) F définie localement au voisinage de tout point zg € H
par F(t(z)) = f(z) est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre k+1 a coefficients
algébriques.

ok
L1
Démonstration. — Soit ® : # — CFF! définie par ®(z) = f(2) o |- Soit vy = (Z Z) €
z
1
SL(2,Z). Par modularité de f, on a la relation
(y2)* (az + b)k
(yz)F—1 (az +b)*~L(cz + d)
®(yz) = (cz +d)" f(2) : =f(z) : = S*(y)2(2)
vz (az + b)(cz + d)F1

1 (cz + d)*
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ot S*(v) est la k° puissance symétrique 2 de ~ :
ak (’f)ak_lb bk
a*le aFld + (kzl)ak_zbc B A
S*(y) = : : :
ack=1 b1 4 (kil)ack_Qd cee . bdRT
ck (If)ck_ld dk

Ainsi, on a la relation ®(yz) = S*(7)®(2), ot S*(7y) est une matrice indépendante de z. En
dérivant par rapport & z, on a donc (cz +d)2®'(yz) = S¥(v)®'(2). La fonction ¢ étant modu-
laire, on a t(yz) = t(2), d’ott (cz + d) =2t/ (yz) = t/(2). On en déduit que, pour tout z € 7 tel

'(v2) ?'(2)
/ — Qk
que t'(z) #0, on a Te) S%(v) 702
1 d
Si on définit 'opérateur D, = P02 4z on obtient ainsi (D;®)(yz) = S*(v)(D;®)(z), et par
z) dz

récurrence, pour tout i > 0, (Di®)(yz) = S*(v)(Di®)(z).
Notons M (z) la matrice de taille (k 4 2) x (k + 2)
M) - ((@)(z) (D®)2) .. <Df“><1><z>) |
f(z)  Dif(z) ... DffUf(z)
Cette matrice est de déterminant nul, puisque ses deux derniéres lignes sont identiques. On a
donc (en développant par rapport a la derniére ligne) :

k+1
det M(z) = (=1)"(Djf)(z) det M;(z) = 0 (96)
1=0
ot M;(z) est la matrice (k + 1) x (k + 1) définie par
Mi(z) = (®(2) (Di®)(2) ... (D{'®)(z) (Di'@)(2) ... (DFF'@)(2)).

La formule (D! ®)(vyz) = S¥(7)(D!®)(z) montre que M;(vz) = S*(v)M;(z), et donc on a
det(M;(vz)) = det(M;(2))

grace a la formule det S*(y) = 1, puisque dety = 1. La fonction z +— det(M;(z)) est donc une
fonction invariante par 'action de SL(2,Z), donc une fonction modulaire, donc une fonction
rationnelle de j, donc une fonction algébrique de ¢, c’est-a-dire det(M;(2)) = a;(¢t(2)), ol a; est
une fonction algébrique. On en déduit I’équation fonctionnelle recherchée grace a I’équation (96)
si la fonction ap41 est non identiquement nulle sur un voisinage de zo (car D;f = F”). Sinon,

32. Si V est un R-espace vectoriel, ’algébre symétrique S(V) de V est I'algébre sur R quotient de 'algébre

tensorielle T(V) = EB V@ par I'idéal engendré par les éléments 2 @ y — y ® =, = et y parcourant V. On
n>0

note 1 ® --- ® T, 'image dans S(V) d’un élément z1 ® -+ ® zn, € T(V). L’algebre S(V) est une algébre
commutative graduée (voir [?] page A.IIL.67). Si u est un endomorphisme de V/, on note S(u) : S(V) — S(V)
I'unique homomorphisme d’algébres graduées vérifiant S(u) o ¢ = ¢ o u ou ¢ désigne l'injection canonique de
V = SY(V) dans S(V). La restriction de S(u) & S*(V), I'ensemble des éléments de S(V) de degré k, est notée
Sk (u), et appelée la k® puissance symétrique de u. Ici, on prend le R-espace vectoriel V = R2, notons
{e1,e2} la base canonique. L’ensemble {w; = e?kfi ® egi}ie{o ,,,, %} est une base de Sk(V), et lapplication
Sk (u) : S*(V) = Sk(V) est définie par S*(u)(z10- - -Oxk) = u(z1)®- - -Qu(xy). Siy € SL(2,R), v est la matrice
dans {e1,e2} d’un endomorphisme de V, la k° puissance symétrique de v est la matrice S*(y) € SL(k + 1,R)
de S*(u) dans la base {witieto,... .k}
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la famille de fonctions {CIJ, D:®,..., qu)} est liée au voisinage de zy ce qui fournit ’équation
différentielle recherchée. O
Remarque 140. — Le théoréme 139 se généralise aux formes modulaires f € My (k) ou I’

est un sous-groupe de congruence de SL(2,Z) : si tp est une fonction modulaire non constante
pour I', alors la fonction multi-valuée F' définie localement par F'(tr(z)) = f(z) est solution
d’une équation différentielle linéaire d’ordre k 4+ 1 & coefficients algébriques.

Donnons quelques illustrations de ce théoréme :

1. On note 0(z) = 9(0,z) = Z eimn’ (voir I'annexe E). D’aprés la proposition 166 la fone-
nez
tion 62 est une forme modulaire de poids 1 sur le sous-groupe I'(2) de SL(2,Z) constitué
des matrices congrues a 'identité modulo 2. On prend comme fonction modulaire sur ce
A ) 2/3A ) 1/3
(2/2) (22) . Alors,
A(z)

sous-groupe la fonction A définie par A\(z) =1 —

0?(z) = F (; ;;1;)\(,2)) . (97)

Ici, F est la fonction hypergéométrique, définie pour |z| < 1 par

F(a,b;c;2) = Z (azz)(s)n %’;)

n=0
ot (@), = ala+1) - (a+n—1) est le symbole de Pochhammer. Cette fonction se prolonge
sur C \ [1,+o0[. Si a,b et ¢ sont rationnels, la fonction z — F(a,b;c; z) est solution de
I'équation différentielle linéaire de Picard-Fuchs (voir [?]) d’ordre 2 : (0 + ¢ — 1)F =

z(0 + a)(0 + b)F, ou on note J = z% (voir [?]).
2. On note f1(z) = 5Ga(z) — 25G2(22) + 3G2(32z) — 30G2(62). C’est un élément de My (6).

1/2
A(62)A(z) La
A(22)A(32)

fonction Fy définie par fi(z) = Fy(t(2)) est solution de I’équation d’ordre 3

(t* — 3483 + ) F)" + (6t3 — 153t% + 3t)Fy + (Tt — 112t + 1)F + (t — 5)F;, = 0.

On considére la fonction modulaire sur I'h(6) définie par t(z) = (

C’est grace a cette formule que Beukers a donné une interprétation modulaire du théoréme
d’Apéry sur Uirrationnalité de ((3) : cette équation lui a permis de montrer qu’une suite
intervenant dans la démonstration d’Apéry, dont un point clé est qu’elle est a valeurs
entiéres, était la suite des coefficients de Fj(t), qui sont entiers puisque f; et ¢ ont des
développements de Fourier a coefficients entiers (voir [?] et [?]).

Remarque 141. — Les périodes sont des valeurs d’intégrales de formes différentielles algé-
briquement définies sur des chaines dans des variétés algébriques. Si ces formes et ces chaines
dépendent d’'un parameétre, alors les intégrales, considérées comme des fonctions de ce para-
métre, satisfont des équations différentielles linéaires & coefficients algébriques, ce qui crée un
lien entre I’étude des périodes et la théorie des équations différentielles linéaires.

~ 1 1
Notons P = p[,] (on conjecture que — n’appartient pas a P). Il parait raisonnable, dans
T T

divers contextes (par exemple pour utiliser, dans le théoréme des résidus, la multiplication

par , de considérer P plutot que P. Par exemple, lorsque a, b et ¢ sont rationnels et

%in)
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x est un nombre algébrique, les valeurs F(a,b;c;x) appartiennent a P [?, §2.2]. Mais on a
11 4 1
F (2, 5; 2; 1) = — [?, 9.122.1 et 8.339.2], ce qui montre que, si — n’est pas une période alors,
T T
on n’a pas nécessairement F'(a,b;c;z) € P.
On rappelle qu’on dit qu'une forme modulaire est définie sur un corps K si K contient les
coeflicients de Fourier de f. On a le résultat suivant (voir [?, Fact 2]) :

Théoréeme 142. — Soit f € My (1), et soit t une fonction modulaire, toutes deux définies
sur Q. Pour tout zy € J tel que t(zo) est algébrique, f(z0) appartient ¢ P (en fait on a
7F f(20) € P).

Démonstration. — On ne donne que les grandes lignes de la preuve. Pour démontrer ce théo-
réme, on commence par le montrer pour une forme modulaire particuliére : on se place sur le
sous-groupe I(2). La fonction fi(z) = 9?(z) (voir 'annexe E) appartient a M; (2), est définie
sur Q, et on montre (voir (97)) qu'il existe une fonction modulaire sur I(2), définie sur Q,

11
t1(z), telle que fi1(z) = F = 1;t1(z)). Cela prouve que, pour tout zy € J tel que t1(z0)

22
est algébrique, la valeur 7 fi(zg) € P.

On démontre alors le cas général : les fonctions f{rk et t1 sont des fonctions modulaires définies
- 1
sur Q, ce sont des fonctions algébriques de ¢, et les coefficients de ces relations algébriques

— — 2
appartiennent a Q car ¢ est définie sur Q. Donc si ¢(zg) est algébrique, alors ¢1(zg) et ff(( 0)) -
1(20
1
sont également algébriques, et donc f(zo) € —P. O
™

20. Périodes et valeurs de fonctions L

On donne dans ce chapitre quelques résultats et conjectures sur le lien entre les valeurs
spéciales des fonctions L et les périodes. On s’intéresse ici aux fonctions L de formes modulaires,
mais la conjecture de Deligne-Beilinson-Scholl englobe une classe plus vaste de telles fonctions,
les fonctions L motiviques. Les fonctions L associées & des formes modulaires primitives de
poids k sont motiviques (résultat da a Eichler et Shimura pour k = 2, Deligne pour k > 2 et
Deligne et Serre pour k = 1).

Conjecture 1483 (Conjecture de Deligne-Beilinson-Scholl)
Soit L une fonction L motivique. Soit m € Z et r l’ordre d’annulation de L en m. Alors
L (m) € P.

Remarque 144. — La conjecture de Deligne-Beilinson-Scholl est en fait plus précise que
I’énoncé que nous donnons. Elle décrit en effet parfaitement la période qui intervient.

Certains résultats ont été démontrés en direction de cette conjecture. On en extrait quelques
uns de [?, §3.4 et 3.5] concernant les formes modulaires et on renvoie a ce texte pour les
références, des ébauches de preuves et des exemples.

Théoréme 145. — 1. Soit f une forme modulaire de poids k > 2 définie sur Q. Alors on
a L(f,m) € P pour tout entier m > 0.
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2. Soit f une forme primitive de poids k pair, telle que A(f,s) = —A(f,k — s). Alors
ko
L(f,%) eB,
2
L’équivalent du premier point du théoréme 145 pour les formes modulaires de poids 1 n’est

pas démontré en toute généralité. Il 'est pour certains cas particuliers (tel les séries 6 associées
a certaines formes quadratiques) via les travaux de Zagier & Gangl [?] (voir [?, §3.4]).

Corollaire 146. — Soit n un entier pair, et soit Q(x1,...,x,) une forme quadratique définie

n
positive a coefficients rationnels. Alors les valeurs auz entiers s > 3 de la fonction (g d’Epstein

appartiennent P (0% (g est définie par

TOEED Q(x;

S
(@150 ) ELT <> Tn)
la somme se faisant sur les vecteurs (x1,...,xy,) # (0,...,0)).
Remarque 147. — Les résultats de ce genre sont liés a la conjecture de Birch-Swinnerton-

Dyer : si E est une courbe elliptique définie sur Q, donnée par I’équation y? = 23 + Ax + B, si
r est le rang du groupe de Mordell-Weil E(Q), la conjecture de Birch-Swinnerton-Dyer affirme
que la fonction L(E,s) s’annule précisément a 'ordre r en s = 1, et qu'on a L") (E, 1) = cQR,

d
ou 2 = / L est 1a période réelle, R est le régulateur et ¢ € Q*. Kontsevich & Zagier
ER) Y

montrent que le produit QR est une période [?, §3.5]. Dans le but de progresser en direction de
la conjecture de Birch-Swinnerton-Dyer, il serait donc intéressant de démontrer la conjecture de
Deligne-Beilinson-Scholl dans ce cadre, c’est-a-dire de montrer que si f est une forme primitive

k k
de poids k > 0 pair, et 7 est 'ordre d’annulation de L(f,s) en s = 3 alors L) (f, 5) € P. Les

résultats cités précédemment montrent le résultat pour » = 0 ou 1.

PARTIE IV. DEFINITION GENERALE DES FORMES MODULAIRES

La notion de forme modulaire qu’on a exposée au chapitre 1 est celle pour laquelle on dispose
du plus grand nombre de résultats. Il existe cependant des généralisations. L’une d’entre elles
est donnée dans le texte de F. Pellarin. On en donne une autre, qui permet d’étudier les formes
de poids demi-entier. Le fait que la fonction 1, introduite au § E, est une forme modulaire de
poids 1/2 suffirait a justifier Uintroduction des ces formes de poids demi-entier pour lesquelles
beaucoup de choses demeurent inconnues (par exemple, un encadrement optimal des coefficients
de Fourier).

Appendice A. Systémes multiplicatifs

On introduit la notion de systéme multiplicatif. Si z € C\ {0}, on définit /z par sa
détermination principale

1
Vz = exp <2logz> ,logz =log|z| +iargz, —7 < argz < .
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En particulier,
2zl )1 si—m <argz+argz <m;
e
Siy=(2%) € SL(2,Z), on définit sur C la fonction z — j(v,2) par j(v,2) = cz + d. Elle
est holomorphe, ne s’annule pas sur JZ et est soit constante égale & —1, soit & valeurs dans
C\] — 00, 0]. Ainsi, pour M et N dans SL(2,Z), et pour tout entier r > 0, le nombre complexe

5N, 2) '
Vi(M,Nz)\/j(N, z)
est indépendant de z € S puisque la fonction z — w,. (M, N) est holomorphe & valeurs dans

{—1,1} (voir I’équation (2) qu’on utilisera plusieurs fois dans cette annexe). Il se calcule aisé-
ment puisque le choix de z = N1

—1 sinon.

w,,(M,N):<

7 conduit &

wy (M, N) = {1 st arg j(M, i) + arg j(N 1, —i) €] — 7, 7] ;

On en déduit la

(=1)" sinon.

Proposition 148. — Pour toutes matrices M et N de SL(2,Z),

1. w.(M,N)e{-1,1};

2. w(M,I)=1;

3. Sir est pair alors w.(M,N)=1;

4. Pour tout entier £, wyy20(M,N) = w,.(M,N).
Définition 149. — Soit r > 0 un entier et I" un sous-groupe de congruence de SL(2,Z). Un
systéme multiplicatif de poids $ par rapport & I" est une application

v: ' — C*

telle que

1. 11 existe un entier £ > 0 tel que, pour toute matrice M de I', on a

v(M)t =1;
2. Pour toutes matrices M et N de I', on a la relation de multiplicativité
v(MN) = w.(M,N)v(M)v(N) ;
3. Si —I €1, alors
v(—I) =exp (—iﬂg) .

On ala
Proposition 150. — Soit v un systeme multiplicatif de poids 5 pour le sous-groupe I'.

1. Sir est pair alors v est un caractére;

2. v(I)=1;

3. SiM eI, alors
1y {(—1)T11(M)_1 s’il existe n € Z tel que M = =T ;

v(M)~! sinon.

v(M
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Remarque 151. — On suppose que —I € I'. En appliquant 3. & M = —1I, on obtient
v(—I) = +exp(—inr/2).

En conséquence la condition (3) de la définition 149 n’est qu'un choix de signe : ce choix
apparaitra plus loin comme un choix de non vacuité.

Définition 152. — Soit v un systéme multiplicatif de poids 5 pour le sous-groupe I" et L
une matrice de SL(2,Z). On appelle conjugué de v par L, et on note v* I'application

ol o LTI — Cc*
M = wp(L, M)w, (LML=, Lyv(LML™1).

C’est un systéme multiplicatif de poids 7 pour le sous-groupe conjugué L7'T'L.

Cette définition sera justifiée a la proposition 154.

Appendice B. Complément sur les pointes

Considérons = un élément de P;(Q). Il existe 7, € SL(2,Z) telle que 7,00 = z. Une telle
matrice est appelée matrice a ’infini de z. On étudie le stabilisateur I, = {y € I': yx = z}
de z. On a

Tz_le Te = SL(2,Z) s N T{lfrg;

et SL(2,Z)oo = (=T, T). Soit N un niveau de I', on a TV € I'(N) C I, et donc 7, 'I'7,
contient TV (puisque I'(N) est distingué). On différencie deux cas :

1. Supposons que —I € I'. On note h,, et on appelle largeur de la pointe I'z, le plus petit
entier strictement positif tel que 7"+ € 7711, 7,. On a

T, 7y = (=The | The),

1

_ ho . —
En notant v, = 7, T"*7, " on a donc

Dans ce cas, les pointes seront toutes dites réguliéres.

2. Supposons maintenant que —I ¢ I'. On note h,, et on appelle largeur de la pointe 'z,
le plus petit entier strictement positif tel que 7"+ € 7,11, - {—1I, I}7,. On a

T 0 {1, I}y = (=T, Th=).
En notant v, = 7, T"+7! on a donc
oA=L 1} = (=72, Ya)-
On est ainsi dans I'un des deux cas suivants :
(a) Soit v, € I'; et la pointe I'z est réguliére;
(b) Soit vy, & Iy, dans ce cas, — 7, € I, et la pointe I'z est irréguliére.

Puisque 7, est unique modulo multiplication & droite par une puissance de +7, tout ce qui
précéde ne dépend pas du choix de la matrice a U'infini de x et la largeur d’une pointe ne
dépend pas du représentant de la pointe choisi.
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Appendice C. Définition des formes modulaires
On choisit pour tout ce paragraphe un sous-groupe de congruence I, un entier r > 0 et un
systéme multiplicatif v de poids 5 sur I'.

r

Définition 153. — Une fonction faiblement modulaire sur [, de poids 5

multiplicatif v est une fonction méromorphe sur 7 vérifiant

fv2) =v()i(v,2)"? f(z)

pour tout z € J et toute matrice v € I'.

et de systéme

On note M. Tf /2 (I, v) Pespace vectoriel sur C des fonctions faiblement modulaires. Pour alléger

I’écriture, on définit, pour toute matrice M = (‘; Z) € I', et toute fonction f méromorphe sur

S la fonction
f|I M - £ — C

r/2
)2 az+b
z = (cz+4d) f(chrd .

On a, pour toute fonction f: 5 — C et toutes matrices M et N de SL(2,Z) la relation

(f | MN) = w, (M, N)((f | M) | N).
r/2 r/2  r/2

On justifie la définition 152 par la

Proposition 154. — Soit L une matrice de SL(2,Z). On a lisomorphisme
M, (Tv) = M, (L7'TLv")

f = (f | L).
r/2
Soit z € P1(Q), on rappelle que 7, est une matrice de SL(2,Z) telle que 7,00 = x et que v™
est le conjugué du systéme multiplicatif v par cette matrice. On définit ,, € [0, 1] par

vTe (Th=) si I’z est réguliére ;

v (=T"=)  sinon

exp(2imky) = {

ou h, est la largeur de I'z. On choisit une fonction f € Mf,/Q (I, v). Puisque
(f l Ty) € J\If/2 (’Tz_lr’rx,'l}n) ,
r/2
on a

(f | 72)(z+ he) = exp(2imrs)(f | 72)(2)
r/2 r/2

pour toute pointe 'z de I', ce qui se récrit
exp {—22'71"%(2 + hl)} (f | 72)(z+ hy) = exp [—21'77,%,2} (f | 72)(2)
he r/2 ha r/2

et implique le développement de Fourier en la pointe I'x
K = -~ n
(f | 72)(2) = exp {21%‘”2} Z fz(n)exp [2i7rz]
r/2 hx ne—oo hx

pour Sm z assez grand. Ce développement dépend du choix de x : si 'z = I'z’, alors fx(n) et
far(n) peuvent différer d’une constante multiplicative qui est une racine de l'unité. Si M €
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SL(2,Z), la fonction (f | M) admet un développement de Fourier puisqu’on peut choisir
r/2
TMoo — M.

Définition 155. — Une fonction modulaire sur I, de poids 5 et de systéme multiplicatif
v est une fonction faiblement modulaire sur I', de poids § et de systéme multiplicatif v telle
que pour toute pointe 'z de I, la fonction f est méromorphe en la pointe I'x, c’est-a-dire
qu’il existe N, € Z tel que le développement de Fourier de f en I'x s’écrit

r/2 g

+oo
(f | 72)(2) =exp [inzz,z} n;\, fz(n)exp [22%}7;2]

pour Q{m z assez grand.

On note Mf/z (I',v) Tespace vectoriel sur C des fonctions modulaires sur I, de poids §
et de systéme multiplicatif v. Les fonctions modulaires de poids 0 et de systéme multiplicatif
constamment égal a 1 peuvent étre vues commes des fonctions méromorphes sur la surface de

Riemann compacte F\%’

Définition 156. — Une forme modulaire sur I', de poids 3 et de systéme multiplicatif v est
une fonction faiblement modulaire sur I", de poids 5 et de systeme multiplicatif v, holomorphe
sur JZ et telle que pour toute pointe I'z de I', la fonction f est holomorphe en la pointe
I'z, c’est-a-dire que le développement de Fourier de f en 'z s’écrit

(f | 72)(2) = exp [mzmz] Tiﬁ(n) exp [inf?z]

r/2 T
pour Sm z assez grand.

On note M, 5 (I',v) I'espace vectoriel sur C des formes modulaires sur I", de poids 5 et

de systéme multiplicatif v. Enfin, on appelle pointe singuliére une pointe I'xz pour laquelle
ke = 0.

T
2
v est une forme modulaire sur I', de poids 5 et de systéme multiplicatif v, telle que f s’annule

Définition 157. — Une forme parabolique sur I, de poids % et de systéme multiplicatif

en les pointes singuliéres, c’est-a-dire, f,(0) = 0 pour toute pointe singuliére 'z de I.

On note S, /3 (I',v) I'espace vectoriel sur C des formes paraboliques sur I', de poids 5 et
de systéme multiplicatif v.

Remarque 158. — Soit f une forme de M, 5 (I',v). Si I'z est une pointe non singuliére, la

fonction z — (f isz)(z) est & décroissance exponentielle a 'infini grace a exp {QMZ—;,Z] En
I

les pointes singuliéres, ce facteur disparait et il faut introduire une condition supplémentaire

pour avoir la décroissance exponentielle a 'infini. C’est la raison de I'introduction des formes

paraboliques.

Pour terminer ce paragraphe, on donne un critére permettant de vérifier qu'une fonction
faiblement modulaire holomorphe est modulaire.

Lemme 159. — Soit f une fonction faiblement modulaire sur I', de poids %

multiplicatif v. On suppose que f est holomorphe sur 7 et qu’elle satisfait aur deux conditions
suivantes :

et de systeme
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1. Il existe deux réels c et d strictement positifs tels que si Smz > ¢ alors |f(2)| < d;

2. Pour toute pointe I'z avec x € Q, il existe deux réels c et d strictement positifs tels que,
si |z —x —id| < d, alors |f(2)] < ¢z —z|7"/2.

Alors, f est une forme modulaire sur I', de poids 5 et de systéme multiplicatif v.

Remarque 160. — Pour le voir, il suffit d’utiliser 1’égalité
~ 1 frothe ,
Bo=p [0 | m@ e |-2m s s
hﬂ? 20 r/2 hib

valable quelque soit zg € 7 puis, de choisir zy = it avec t — +o00. Puisque x; < 1, il est

suffisant pour assurer la nullité de fm(n) lorsque n < 0, de savoir que (f | 7,) est bornée sur
r/2
une demi-bande de largeur h,.

Appendice D. Dimension de ’espace des formes modulaires

On montre dans cette partie que I'espace M, o (I',v) est de dimension finie et on donne
une majoration de la dimension 3. Lorsque v est quelconque, on ne dispose d’aucune formule
exacte. En particulier, on n’a pas de critére général permettant de savoir si M, /5 (I',v) est réduit
ou non & la fonction nulle.

Proposition 161. — Soit I' un sous-groupe de congruence. On note p Uindice de I' - {—1, I}
dans le groupe SL(2,7). Soit v > 0 un entier et v un systéme multiplicatif de poids § sur I'.
Alors

. wor
< - . — .
dlmMT/Q(F,U)_l—l—h2 2J

Démonstration. — On écrit

I
SL(2,Z) = I'-{-1,1} M;, M; € SL(2,Z)
i=1

et on choisit £ > 0 tel que v/ =1. Si f € M,.j5 (I',v) et si

14

Ff:H(f | M;)

=1 r/2

alors Ffz € My (SL(2,7Z),1) : on peut aisément montrer que (Fﬁe | M) = Fﬁe pour toute
pré
matrice M de SL(2,Z) et lexistence d’'un développement de Fourier de la forme
+0o0 n
Fy(2)* = exp(2imaz) Z ay, €Xp (Ziﬂﬁz)

n=0

avec a > 0 et h € N*; puis on déduit du fait que FJ%Z est périodique de période 1 que a,, est
nul si n/h n’est pas entier et que exp(2ira) = 1. On note d = 1 + [%J et on suppose, par

I'absurde, que dim M,/ (I',v) > d+1. Il existe donc d+1 fonctions linéairement indépendantes

33. Majoration suffisante pour déterminer le nombre de décompositions d’un entier en somme de quatre carrés
d’entiers par exemple.
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f1,-- s far1 dans M, )5 (I',v). Soit @ € My Fy, ot Fy est le domaine fondamental de SL(2,7Z) de
la proposition 3. La considération du systéme de rang inférieur strictement & d 4+ 1 et non nul

fila)zr + -+ fap(@)zar = 0
filzr + -+ faa(@)zan = 0
@ + e+ R @ran = 0

montre qu’il existe une forme f = z1f1 + -+ + 2441 fqr1 différente de la fonction nulle de
M,/ (I', v) qui admet a pour zéro d’ordre d. Ainsi, Fﬁé admet Ml_la pour zéro d’ordre supérieur

ou égal & 20d > 47t

75 ce qui contredit le lemme 22. O

Remarque 162. — Dans le cas du systéme multiplicatif trivial, cette majoration est proche
de la valeur exacte comme on ’a vu a la remarque 34 pour le cas du groupe Ig(N).

Appendice E. Exemple : fonction ¢

On note ¥ la fonction
¥ : Cxs# — C

+oo
(z,7) Z exp (irm®1 + 2immz) .
m=—0o0
Elle est absolument convergente sur C x # et normalement convergente sur le produit de tout
compact de C avec tout compact de 5. Ainsi, ¥ est holomorphe sur C x /2.
Pour tous entiers a et b, on a la transformation

Iz + at + b, 7) = exp(—ima’t — 2iTaz)d(z, 7). (98)
Cette relation permet de décrire les zéros de 9.
Proposition 163. — La fonction 9 ne s’annule que pour (z,7) € C x S tel qu’il existe

(a,b) € ZXZ avec z = (a+1/2)T +b+1/2. La fonction z — 9(z,T) n’a que des zéros simples.

Démonstration. — On fixe 7 € J. Grace a la relation (98), il suffit de vérifier que si R est le
parallélogramme dans C de sommets 0, 1 et 7, la fonction z — ¥(z, 7), restreinte aux complexes
z tels que (z,7) € R ne s’annule qu'une fois (en comptant les annulations avec multiplicité) et
que annulation est en z = (14 7)/2. En définissant f(z) = exp(irz)d[z+ (1 +7)/2, 7], on voit
que f est impaire et s’annule donc en 0. Cela prouve que 9[(7 + 1)/2,7] = 0. Enfin, le nombre
de zéros (avec multiplicité) Ng de ¥ dans R est donné par

1 0.9(z,T)
Nr = 2 | 0(z,7) dz
(voir, par exemple, [?, Kapitel III, Satz 7.4] ou [?, Chapitre VIII, §2, n°5(iii)]). La périodicité
de z — ¥(z,7) donne la nullité de la contribution verticale dans I'intégrale. La dérivation par
rapport & z de (98) avec a = b = 1 permet de calculer la contribution horizontale et obtenir

Ng = 1. O

D’une certaine fagon, la relation (98) caractérise a 7 fixé la fonction z — 9(z, 7).
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Proposition 164. — Si [ est une fonction holomorphe sur C x S telle que
1. Pour tout T € C, la fonction z — f(z,7) est périodique de période 1 ;
2. Pour tout (z,7) € Cx , on a f(z+7,7) = exp(—inT — 2iwz) f(z,7),
alors il existe une fonction holomorphe g sur J telle que, pour tout (z,7) € C x S, on a

f(z,7m) = g(r)d(z,7).

Démonstration. — Le premier point donne un développement de Fourier pour la fonction
z — Y(z,7) et le second point donne une relation de récurrence entre les coefficients de ce
développement qui permet de conclure que le rapport f(z,7)/9(z,7) ne dépend que de 7. Cette
fonction est holomorphe puisque, grace a la proposition 163, ¥(0,7) ne s’annule jamais. O

Une deuxiéme caractérisation est donnée dans la proposition 165. La preuve de cette propo-
sition donne un exemple d’utilisation des formes modulaires.

Proposition 165. — Soit [ une fonction holomorphe sur C x S vérifiant

1. Pour tout T € C, la fonction z — f(z,T) est périodique de période 1 ;

2. Pour tout (z,7) € Cx I, on a
fz+7,7)=exp(—inT — 2iwz) f(z,7) ;

3. Pour tout (z,7) € Cx I, on a

f(z—l—én’—i—l) = f(z,7);

4. Pour tout (z,7) € Cx J, on a

z 1 i
f <7—’—T> = \/—7’L'7'6Xp <—i7TT> f(z1)5

5. Pour tout z € C,
lim  f(z,7)=1.

Im T——+o0

Alors, f=1.

Démonstration. — Les conditions sont toutes nécessaires. La seule qui mérite une explication
est la quatriéme. En définissant la fonction h sur R par

h(z) = exp(2imxz + imz?T)

la formule de Poisson donne

Wz, 1) = h(n) = h(n) = —=exp (m) 9 (, —) .
n=-—oo n=—oo - T T T
On montre maintenant que les conditions sont suffisantes. Grace a la proposition 164, il existe
une fonction g holomorphe sur S telle que f(z,7) = g(7)¥(z, 7). Cette fonction est périodique
de période 1 grace a la troisiéme condition. Elle est invariante par z — Sz grace a la quatriéme
condition. La cinquiéme condition implique I’holomorphie & l'infini et g est donc une forme
modulaire de poids 0 et de systéme 1 sur SL(2,Z). On en déduit que g est la fonction constante
égale & 1 grace a la remarque 23. O
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Afin de continuer la description de la loi de transformation de ¥, on introduit le groupe
Iy:={M e SL(2,Z): M =1[2] ou M = S[2]}.

Ce groupe qui contient —I a deux pointes, qui sont
Tooo — {p. o . }
YOO = < —: p impair, g pair
q
et
p . . . .
Iyl = ¢ =: p impair, ¢ impair , .
q

Cela résulte de (3). On a
r=reu(® Yre
10
donc, grace a la proposition 4, l'indice de Iy dans I'(2) est 3. De la méme fagon qu’on détermine
les générateurs de SL(2,7Z), on peut montrer que Iy est engendré par T2 et S.

Proposition 166. — Soit a, b, ¢ et d des entiers tels que ad — bc = 1, et tels que ab et cd

sont pairs, on a
2

z atr+b . z

ot (e q est la racine huitiéme de ['unité donnée par :

a1/ <mcl|) sic>0 est pair;

_ d
Ced = exp (—i%c) (H) . st c>0 est impair;
c

1C—c,—d sinon.
Remarque 167. — Le symbole (7) est le symbole de Jacobi. On a (%) =1 puissin # 1 un
entier naturel impair et m un entier relatif premier a n, on écrit la décomposition en facteurs

premiers (non nécessairement distincts) de n comme n = p; -+ - p,. Alors

(=) ()

les symboles de droites étant ceux de Legendre (voir la remarque 32). Avec les fonctions ¢ et w
comme en (20) et (21), on a :

) = (-1

) = (=1)"™ pour n impair

|

L (&) = (%) si k' = kln]

2. (%) = (%) (%) si k et £ sont premiers & n
3. (55) = (£) (%) si n et m sont premiers a k
4. (=

5. (

3
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et la loi de réciprocité de Jacobi

(T) = (—1)6(’")5(") <ﬁ> m et n dans N*, premiers entre eux et impairs.
n m

Démonstration. — On suppose ¢ > 0. En remplagant (a, b, ¢,d) par (—a, —b, —c¢, —d), on peut
en effet s’y ramener. La preuve a deux composantes : 'une analytique pour calculer la forme
de I’équation fonctionnelle et I'autre arithmétique pour évaluer la valeur exacte de (.

On définit la fonction ¥ par :

¢(y’ 7_) _ eiwc(c7'+d)y219[(c7_ I d)y, T],
grace a (98) et puisque cd est pair,
Yy +1,7) =9y, 7).

Mais grace a (98) et puisque ab et cd sont pairs,

ar +b . _ar+b
W <y+ CT+d,T> = exp (—2wy—27TCT+d) U(y, 7). (99)

On pose M := (2 }). Soit ¢(y,7) := ¢ (y, M~'7). Alors

—2imy—inwT

ply+r71)=¢ o (y,7)
et
ply+1,7) =y, 7)

donc, d’aprés la proposition 164 il existe une fonction holomorphe h sur 2 telle que : ¢ (y,7) =

z
h(7)9 (y, 7). On applique cette égalité & M au lieu de 7 et on choisit y = g Powr obtenir
cr

une fonction g méromorphe telle que :

9 z at +b
cr+d er+d

22

ct+d

) = g(7) exp(imc )0(z, 7). (100)

ar—l—(l;) est 1 donc

On calcule g. Le terme constant du développement de Fourier de z +— ¢ (z, m
cT

1
ar +b
U dRez=1
| e anes -1,

et (100) donne

at +b
9 <z, - ——:d) = g(7) exp [imc(cr + d)2%] 9 [(eT + d)2, 7]

ainsi
1
g(r)~ ' = / exp [ime(er + d)22] (et + d)z, 7] d Re z.
0
Sic=0, alors d = a = 41 et la fonction g est constante égale & 1, on suppose désormais ¢ # 0.

On peut écrire (en utilisant I'indépendance en Sm z du résultat)

oo

1
g(r)™ ' = Z exp(—iwmgd/c)/o exp [im(cz +m)?* (1 + d/c)] da.

m=—0oo

En écrivant m =n +rcavec 0 <n <c—1 et r € Z, on obtient

g(t)™' = 5(d, ) /OO exp [imz® (T + d/c)] dz.

Cc

— 00
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avec

c—1
d
. P .
S(d,c) = g exp< imn c>'

n=0

Pour 7 = it — d/c, 'intégrale vaut

/ exp [—7ra:2t] dx =

— 00

Sl -

donc, par prolongement analytique

g(t) = \g(_;i,\c/)a\/ et +d.

Ceci achéve la partie analytique de la preuve, et, le calcul de S(d, ¢) reléve de Parithmétique.
Etant donné u € Z et v € N*, on définit la somme de Gauss

v—1
G(u,v) = Z exp (2i7rgn2) .
n=0 v
Si v est impair et premier a u, on a
G(u,v) = (3) HON (101)
v

[?, lemma 4.8]. Si ¢ est impair, d est pair et on écrit d = 2d’. Alors,

S@@:Gew@=ﬁ@”“”@>ﬁ;

c

On termine le cas ¢ impair en vérifiant

—1 _ 0
Be(O+2w(e) P (_’Zc) :
Lorsque c est pair, la preuve est plus subtile et utilise la loi de réciprocité de Jacobi. On pose
¢ =27¢ avec v > 1 et ¢’ impair, d est impair et premier a ¢. On a (voir la remarque 169)

1 1
S(d,c) = iG(_d’ 2¢) = §G (=27"'d, ') G (=dd/, 201) .
Ensuite, d’aprés (101),

’ —_ ’Y+1
G (_27+1d’ C/) — 4e(e) < 2 d) N

Cl
3e(c)+2(r+ D) () (d) Ve
=1 g C
puis (voir la remarque 170),

+1 )
6 (o) = (T ) (1) 2o

— (—1)F@DHOHFDD(E) oy [i(—1)€<—dc/>ﬂ 97/2+1 (EI) .

En utilisant la loi de réciprocité, on a

A\ (27\ _ (¢ e()e(ld]) 455 (<)
@)(M)‘(m><”

ol ¢ est nul si d > 0 et vaut 1 sinon. Ainsi

G(—d,2¢) = 9i2@ (D) +[3+22(1d])+20)e(¢") gy, {i(_l)e(—dc’)ﬁ} < ¢

Id]

(1)
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On termine la preuve en vérifiant

Vi _ jd-1)/2

2= (@) +[3+2(dN+20e(") exp [i % (—1)=(—d)]

qui implique

_i C . . .
S(d,c) = pEmVY m Ve (e >0 pair, d impair, (¢,d) = 1).

4 est

Remarque 168. — 1l résulte de la proposition précédente que la fonction 7 — 9(0, 1)
une forme modulaire de poids 2 et systéme multiplicatif (* sur Iy (la condition aux pointes est
démontrée en utilisant la remarque 160). La majoration de la dimension de cet espace montre
que cette dimension est 1. La fonction 7 — 4G2(27) — G2 (7/2) est aussi une forme de cet espace.

Cela entraine, pour tout n entier naturel non nul

#{(a,;bcd) €2 n=a*+bV?+ P +d’} =8 d.

d|n

afd
Si ce calcul est faisable, c’est que dans la décomposition de 9* en séries d’Eisenstein et formes
paraboliques, la partie parabolique est nulle et on sait calculer la série d’Eisenstein qui intervient
(la seule pointe singuliére est 0o). Pour les détails, voir [?, §3.2]. De cette fagon, on peut obtenir
le nombre de décompositions d’un entier en 2s carrés avec s entier de [1,4]. Voir, par exemple,
[?] pour la décomposition en 8 carrés et [?, §11.3] pour une discussion générale.

O

Remarque 169. — Dans la preuve de la proposition 166, on a utilisé la formule de multi-
plicativité croisée

G(m,ning) = G(mna,n1)G(mni,n2), pour ny et ny premiers entre eux.

On la prouve. L’idée principale est que la sommation se fait sur les classes modulo le second
argument. On a

G(mng,n1)G(mny,ng) = Z Z exp |:2’i71’ m (k%n%—i—k%n%)}

nin
k1 €7/ 7 ko €7/ nal. 172

Z Z exp {22’71‘ m (kzlng—i—kgnl)z}
nin9

k1 EZ/nlz kQGZ/’nQZ

Z exp <2i7r m k:)
ning

kEZ/ninsZ

grice au lemme chinois.
Remarque 170. — Dans la preuve de la proposition 166, on a utilisé la formule

2" )
G (m,2") = <|m|> (144™) 2r/2 (m impair, 7 > 2).
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On la prouve. Pour r > 2 et par division euclidienne de I'indice de sommation par 2"~!, on a

2r=l 1 1
r ..m r— 2
G(m,2") = E E exp [217T2—T (2" 'k +n) ]
n=0 k=0
2r—t_q

=2 Z exp (22’77%712) . (102)
n=0

D’autre part, pour r > 4, une division euclidienne de 'indice de sommation par 2"~2 donne
2" 1 m 3
Z exp <2i77§n2) Z exp(immkn)
n=0 k=0
2" 31 m
4y exp (QWQHEQ)
£=0
=2G (m,2"7%)  d’apres (102).

G (m,2")

Si r est pair, on a alors
. 9 G(m, 4
G(m,27) _ 27/2 (T; )
puis

Glm,4) = 2(1 +i™) =2 (|2m|> (1+im)

puisque, par parité de r, le symbole de Jacobi vaut 1. Si r est impair,
) G(m,8

G(m,27) _ 27“/2 (m )
2V2

puis

Gm3) = e (i) =4 () 775 =4 (g )

Appendice F. Formes modulaires associées a des caractéres de Dirichlet

Dans cette section on étudie les formes modulaires associées & des caractéres de Dirichlet.
Cette notion, qui généralise les formes modulaires sur I'H(N), est un cas particulier de formes
modulaires avec systémes multiplicatifs. Ces formes sont fréquemment rencontrées.

On suppose dans cette section que I' = I'1(N), pour un entier N strictement positif. Un
caractére de Dirichlet modulo N est un morphisme x multiplicatif de (Z/NZ)* dans C* étendu
a Z par la formule

mmod N) si(m,N)=1;
X(m)_{ f)(( ) si Em,N§ > 1.
L’ensemble des caractéres de Dirichlet modulo N forme un groupe multiplicatif de cardinal
©(N), dont l’élément neutre xo (appelé caractére principal modulo N) vérifie xo(n) =
((n,N)=1).

Définition 171. — Soit x un caractére de Dirichlet modulo N. On définit un caractére x sur
I4(N) par

X =x(@  poury= (4 1) e rov).
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On définit 'espace My, (N, x) (resp. Sk (N, x)) comme le sous-espace vectoriel de My, (I'1(N))
(resp. Sk (I't(N))) des formes modulaires (resp. paraboliques) f vérifiant

(fp) =x(y)f  pour tout v € IH(N).

Si x(—1) # (=1)*, on a My, (N, x) = {0}. On a la décomposition (voir [?] page 114)
My (I (N)) = D My (N, x)
X

et
Sk (I (N)) = €D Sk (N, x) (103)

la somme se faisant sur tous les caractéres de Dirichlet modulo N vérifiant y(—1) = (—1)¥
(puisque si G est un groupe fini agissant sur l'espace vectoriel V', on a la décomposition

V=0V

Xe@

ou G désigne le groupe des caractéres de G, et ou, pour tout g € G, pour tout y € G et pour
tout v € Vy, g.v = x(9)v).

On a défini au § 7.1 les opérateurs de Hecke sur My (N). En fait, on peut les décrire de
fagon abstraite comme des éléments d’un anneau (’anneau de Hecke) a ’aide de doubles classes
d’équivalences (on peut aussi les voir comme des correspondances sur les courbes modulaires,
pour ces différentes descriptions voir [?]) et les T,, définis au § 7.1 sont la réalisation de ces
opérateurs sur Pespace des formes modulaires My, (N).

On peut de la méme fagon définir des opérateurs T;, sur 'espace My, (I'1(N)). Ces opérateurs
possédent la propriété d’étre stables sur les sous-espaces My, (I'5(IV), x), pour tout caractére de
Dirichlet x modulo N vérifiant x(—1) = (=1)*. Sur M}, (I'7(N), x), ils sont définis par

d—1
L) = = 3 vlaat Y g (“Zj”) |
b=0

ad=n

De plus, les opérateurs T), vérifient sur Sy (I5(V), x) la relation
(Tnfa g) - X(n)(fv Tng)'

Cela permet de montrer (par le théoréme de décomposition spectrale) que la formule (103)
est en fait une décomposition orthogonale pour le produit scalaire de Petersson, et que chaque
sous-espace Sk (I'o(IV), x) se décompose en somme directe orthogonale de sous-espaces propres
pour l'action des opérateurs T,,, (n, N) = 1.

En particulier, une forme primitive f € Sy (I'1(N)) appartient a Sy (IH(N),x) pour un
certain caractére de Dirichlet y modulo N vérifiant x(—1) = (—1)¥.
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