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TAILLE DES VALEURS DE FONCTIONS L DE CARRES SYMETRIQUES
AU BORD DE LA BANDE CRITIQUE

par

Emmanuel Royer & Jie Wu

Résumé
Abstract

On prouve |'existence, pour tout poiéset tout
niveau N sans facteur carré et sans petit fac-
teur premier, de formes primitives. et f_ de
poidsk et de niveauV telles que

L(1,sym? f1) >, [loglog(3N)})?

For each weighk and levelN square free and
without small prime factor, we prove the exis-
tence of primitive formsf. and f_ of weight
k and levelN such that

L(1,sym? f1.) > [loglog(3N)]*

et
and

L(l,sym2 f-) <k [10glog(3N)]71.
The result comes from a minutious study of the
moments ofL(1,sym? f). This study gives
also results for squarefree levels but with small
prime factors. It provides counterexamples to
the equivalence between harmonic and natural
ean.

L(1,sym? f_) < [loglog(3N)]~ L.

L'existence de ces formes est déduite
d'une étude minutieuse des moments de
L(1,sym? f). Cette étude permet aussi de
traiter le cas des niveaux sans facteur carré
mais avec petits facteurs premiers. On en
déduit un contre—exemple a I'équivalence
entre moyennes harmonique et naturelle.

Introduction

Les valeurs au bord de la bande critique des fonctibreontiennent des informations
algébriques intéressantes. Par exemple, considéiptisnsemble des corps totalement réels
de degrén et de cldture algébrique ayant le groupe symétrifjug@our groupe de Galois. Si
K € K,, on noteh(K) le nombre de classes d’'idéaux fieet d(K) son discriminant. En
étudiant la quantité.(1, y x ), oU L(s, x k) est la fonctionL d'Artin associée &<, on obtient
des renseignements sur la taille d@<). Admettant que, pour touk € I, la fonction
L(s, xx) est entiére et satisfait a 'hypothése de Riemann, une méthode due a Littlewood,

Classification mathématique par sujef@000). — 11F12, 11F25, 11F67, 11M41, 11N36, 11N37.
Mots clefs — forme automorphe, carré symétrique, fonctiorvaleur spéciale.
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jointe a des travaux de Remak, permet de prouver I'existence, pountout2, d’'un réel
B, > 0tel que, pour toufs € K,,, on a

loglog d(K)1" ™"
K) <G, VdK) | ———— .
Récemment, Dukdéjuk03] a montré I'optimalité (a la constant®, prés) de cette majoration.

Sous les mémes hypothéses, il montre I'existence, pountou®, d'un réela,, > 0tel qu'il
existeK € IC,, vérifiant

n—1
) > /AT | PE D]

Dans cet article, on étudie la valeur au bord de la bande critique de la fol¢tiosym? f)
de carré symétrique d’'une forme modulaire. Contrairement & ce qui se passe pour la fonction
L d’'une forme modulaire, la valeur au bord de la bande critique de cette fonction introduite
par Shimura a d'importants liens avec la théorie géométrique des nombres : ainsi, elle est
reliée au degré des paramétrisations modulaires (voir par exerp7]). Si k£ > 0 estun
entier pair etV > 0 un entier, on noté&l; (V) 'ensemble des formes primitives de poitls
surlp(N). La meilleure estimation actuelle polit1, sym? f) est due a Goldfeld, Hoffstein
et Lieman qui démontrent, dan&IHL94], I'existence d’'un réeh > 0 tel que, pour tout
entierk > 0 pair, tout entietN > 0 sans facteur carré et toute forrfie= H; (V) on a

L(1,sym? f) + L(1,sym? )~ < alog(kN). 1)

Notre but est de tester la majoratidh),(c’est—a—dire de trouver une fonctiéh(resp.G) la
plus granderésp.petite) possible telle que, pour tout entiérsans facteur carré, il existe des
formes primitivesf, et f_ de niveauN telles que

L(1,sym® f4) > F(N) et L(1,sym® f_) < G(N).

Désignons pat’~ () le plus petit facteur premier d& et . la fonction de Mdbius. En
poursuivant I'étude entamée damly01] on montre le

Théoréme A — Soit
Nei=={N eN*: u(N)#0 et P (N) >1og(3N)}.
Pour tousk > 0 entier pair, N entier sans facteur carré & > 0 réel, on introduit
HicH(V; Cysym?) = { f € Hi(N): L(1sym? f) > C [loglog(3N)]*}

et
H;~(N; C, sym?) = {f € Hi(N): L(1,sym? f) < C [log 1og(3N)]*1} .

Alors, pour touts > 0, il existe deux réel§’ > 0 et > 0 ne dépendant que deet k tels
que pour toutN € Ny ona

#HIE(N; C,sym?) > e MosGNI 4 yx (N).

En particulier, il existe un réekK > 0 ne dépendant que detel que, pour toutV € N, il
existef, € Hy(N) et f_ € Hi (V) vérifiant

L(1,sym? f,) > K[loglog(3N)]® et L(1,sym®f_) < K[loglog(3N)]~".
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Remarque A — On montre par ailleurs (en admettant I'hypothése de Riemann généralisée)
gue ce résultat est optimal. Plus précisémend @st un entier sans facteur carré ef st
H; (N), 'hypothése de Riemann podi(s, sym? f) implique

[loglog(3N)]~! <« L(1,sym? f) < [loglog(3N)]>. (2)

D’autre part, siN; = p; ---p; est le produit deg premiers nombres premiers, I'hypothese
de Riemann pouk.(s,sym? f) implique

1< L(1,sym? f) < 1. ©))

L'équation ) montre I'optimalité des deux inégalités du théorémé.’'équation @) montre

que la restriction & € N est indispensable. Il est a noter que les propriétés arithmétiques
de N jouent un réle fondamental dans la variation des valeurs desym? f) lorsque f
parcourtt} (V).

Remarque B — Dans [Zag85, Zagier prouve que, pour tout entidf > 1, il existe un

entierg > N et une forme primitive de niveautelle que(f, f) > ¢. On améliore partiel-
lement ce résultat puisque, compte—tenu 38 et (14) notre résultat s’énonce : pour tout
entierN € Ngi, il existe f € H;(N) telle que(f, f) > Nlloglog(3N)]3. Cependant, notre
méthode ne donne rien pour les niveaux avec facteur carré alors que la méthode de Zagier
utilise au contraire des formes de niveau avec facteur carré.

Pour établir le théoremA, on calcule une formule asymptotique des moments harmo-
niques del(1,sym? f) :

> w(f)L(1,sym® f)F @)
FEHE(N)
pour tout! € N*. Le facteurw(f) est le facteur harmonique habituel dans cette théocie —
(14).

La formule asymptotique donnée dans le théoreme ARadg (1] est insuffisante. Une ana-
lyse minutieuse des dépendances en tous les paramétres est nécessaire. Cette analyse exige
un changement radical des techniques utilisées pour évaluer les termes d’err&®ogaiip [

Par ailleurs, notre formule asymptotique (voir le théoréna-dessous), valable uniformé-
ment pour tous les parametres (a I'exception du péides formes modulaires), porte plus
d’'informations que celle dejoy01]. En particulier si la seule contrainte sur le niveldlest
gu'il est sans facteur carré, alors les moments positifs et négatifs n’existent pas.

Avant d’énoncer notre formule asymptotique pod, {l est nécessaire de présenter cer-
taines notations. Les lettres grasses tellesqle c, . . . désignent des vecteurs. Leurs coor-
données sont numérotées en indices, ainsi (ay, ..., a,). Le déterminant (noté|) d'un
vecteur est le produit de ses coordonnées, &sk a; - - - a,,. Le produit de deux vecteurs
est le vecteur de méme dimension obtenu en multipliant entre elles les coordonnées de méme
indice, ainsiab = (a1b1, ..., amb,,). On désigne pat™) —resp.1y — la fonction caracté-
ristique des entiers premiers\a— resp.ayant mémes diviseurs premiers gMe-cf. (11) et
(12). Pour toutb € N¥, on définit 'ensemble

by---bs 2 .
Ei(b) := {d eNL g, | <M7bj+1> 1<j<t~ 1)}.
i
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On fait les conventions suivante®N’ := {1}, & (b) := {1} etd;---dp := 1. Pour tout
entiern € N*, on pose ensuite

m{Y ()= 3 10 (Jab|) 1 ‘°| S

a, b, ceN’ de&y(b)
|a2bc|:n |d|=|b]
et
[
N
mgz)(n) = Z 1) (\abc| H w(ajbje;)u(by)ule;) Z 1.
a,b,c,eeN’ j=1 deé,(ab)
lab%cie|=n |d|=|ab|
Enfin on définit
(N) - mﬁ)(n)
M = 3o M
n=1
et
m v
My, —HZ - (6)
p v>0

oUmMmy, = mgé\é)(p”) pourp 1 N ne dépend ni dg nideN. Il y aici une légére différence
de notation avedjoy01]. En notant)! , ce qui y était notél/,, on a

Mg = ((2)MY,. (6)
On notey la fonction d’Euler. Notre résultat central est le suivant.

Théoréme B — Soitk > 0 un entier pair. Il existe un rée > 0 tel que, pour tout entieNV
sans facteur carré et todte N*, on a

3 w(f)L(Lsym? ) = L%V) MY 4 Oy (N-1/13 e a2 er)
fEHR(N)
ou la constante impliquée dans le symbOlee dépend que de

Si I'on veut déduire du théorént# les valeurs extrémes de(1,sym? f), il est souhai-

table de chercher les valeurs maximales;c@éJ)N*lMg) quandN parcourt un certain
ensemble. Le résultat suivant est une précision des théoremes A eRGYH].

Corollaire A. — Soitk > 0 un entier pair. Il existe un réel > 0 tel que, pour tousV € N
et/ € N*,ona

> W)L, sym? f)F = My, {1 +0 <1C>gl<);(i’>1\f)ﬂ

FEH;(N)

+ Oy (N71/13€£E[]0g(2N)]1/2+§£2) ’

ou la constante impliquée dans le symbOlee dépend que de
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La taille degp(N)N—lMg) et I'existence de moments dépendent des propriétés arith-
métiques deV. Pour tout entiefj > 1, on définitN; := p;---p; ot {p;};>1 est la suite
strictement croissante des nombres premiers. L'ensemble des éfitossque; parcourt
N* est notéV;. On prouve alors le

Corollaire B. — La suite de moment{w(N)N‘lMg)} n'a pas de limite
. N>1,u(N)£0
lorsqueN — oo. En particulier,
. p(N) Ly o e(N) v
Noid Ty M = (lim T Mat =0
u(N)#£0 N €Nk
et
: O(N) L (N) _ 3010glog t+0(0)
lim sup My, = e>r0o8 08" ,
N —+o00 N e
w(N)#0
lim sup c)O(J\]r) M(JZ) _ 64 log log Z+O(Z)'
N—+oc0 B
w(N)#0
De plus, pour les moments positifs, on a I'égalité
(V)
limsup S M = Moy,
p(N)#0

Dans Roy03, le premier auteur a donné une interprétation des moments négatifs en
termes combinatoirega les nombres de Riordan. Il en déduit

L
log M_, = £loglog { + [y* — 21log ((2)] £ + O <log€) . ("
Par la suite, le premier auteur et Habsied¢R3] ont montré en utilisant de nouveau des
technigues combinatoires

log My, = 3¢loglog{ + 3v*¢+ O <€> . (8)
log ¢

Dans {7) et (8), on a notéy* la constante d’Euler. Le corollaif® montre donc que les mo-
ments asymptotiqued/, sont, a une erreur négligeable pres, les limites supérieures des
momentsl\/fg).

Le corollaireB permet aussi d'affiner I'étude du lien entre la moyenne harmonique et la
moyenne naturelle. On considére une applicatiofl3(N) — C et on suppose qu'il existe
des constanted > 0, C' > 0 eté > 0 telles que, pour toulV premier assez grand on a

> w(f)lalf)] < C logN)™. (9)
fEH5(N)
et
max_|w(f)a(f)| < ON72. (10)

fEH5(N)
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Kowalski & Michel ont prouvé dans{M99, Proposition 2] I'existence dg > 0 tel que

% S alf) = 3 w(HL(L,sym? fa(f) + O (N7).

H*(N
#H3 FEHZ(N) FEHZ(N)

S'il fait peu de doute que ce résultat s'étendd;d V') pour toutk > 2 pair et toutV > 1
sans facteur carré et sans petit facteur premier, I'absence de petit facteur premier est néces-
saire. Pour le voir, on fixé € N, k£ > 2 pair et on considére comme fonctionl'une des
applications
aye : Hj (N) — C
fo— L(lsym? )=
La condition Q) est vérifiée grace au théorérBeet au corollaireB et la condition {0) est

vérifiée grace aux équations)(et (31). Le théoremeB, compte—tenu de3(), (16) et (110
conduit donc a

1
lim ————— Y L(lsym® f)** = ((2)*
News #HE (V) FEHI(N)

alors que le théorént et le corollaireB impliquent

1
N <2) > w(HL(,sym® f)L(1,sym® f)* = 0.
N €N fEHL(N)
La raison est simplement qyg N) /N tend vers) lorsqueN tend verst-oco en restant dans

A/fri .

Remarque C — SiN = p; ---pj, alorslog N ~ p;. Autrement ditP* (V) < log N pour

N € Nji, ol PT(N) est le plus grand facteur premier @& On peut donc voilog N
comme la phase de taille des facteurs premier&deu sens suivant : si tous les facteurs
premiers deV sont plus grands queg N, alors moyenne harmonique et moyenne naturelle
sont equivalentes, par contre si tous les facteurs premiefé sent plus petits quéog NV,

alors moyenne harmonique et moyenne naturelle ne sont pas equivalentes. La situation ou
a des facteurs au dessus et au dessolisgd¥ est tres compliquée.

Le cas ol¥ = 2 dans le corollairé8 correspondant a la valeur moyenneldg, sym? f),
grace a la formule30) ci—dessous, a recu une attention particuliere (\RMP5], [Akb0O],
[Wu03], [Lau03]). En particulier Lau Lau03] a montré que sN est un nombre premier, on
a

71_4
> Lllsym? ) = 7oN + 0 (N flog 2N)]°)
432
fEHZ(N)

ouc > 0 est une constante absolue. Ici nous proposons un résultat plus général et plus précis.
On définit la fonctiony par

s ()8

p|N
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Théoréme C — Soitk > 0 un entier pair. Soit > 0, alors pour tout entietV sans facteur
carré, on a
4
> Ly’ ) = 5 (k= DU(N) + 0 n(NV75),
FEH(N)

En particulier siN est un entier sans facteur carré vérifiaRt (N) > N'/2-< alors

4
Z L<1’Sym2 f) = %(k - 1)N + Oe,k<N1/2+E)’
fEHE(N)

ou la constante impliquée dans le symbOlee dépend que deet k.
Remerciements— Le premier auteur souhaite remercier les participants au groupe de tra-
vail d’Etienne Fouvry & I'Université Paris—Sud pour leurs riches commentaires qui ont abouti

a ce travail. Le second auteur exprime sa gratitude a Etienne Fouvry pour son encouragement
constant.
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1. Notations et boite a outils arithmétiques

L'objet de cette partie est d'introduire les notations et outils de la théorie analytique des
nombres nécessaires a la bonne compréhension du texte.

On noteN I'ensemble de tous les entiers positifs y comprit N* 'ensemble des entiers
strictement positifs. De ménié et Z* désignent respectivement I'ensemble des entiers et
I'ensemble des entiers non nuls. L'ensemble des nombres premiers gt noté

Pour éviter la multiplication des notations,> 0, C > 0, £ > 0 sont des constantes
absolues (c’est-a-dire ne dépendant d’aucune des variables du texte, le poids des formes mo-
dulaires étant fixé, les constantes absolues peuvent en dépendre) pouvant prendre des valeurs
différentes a chacune de leurs apparitions (on évite ainsi I'introductian ,de, ...). De
méme, pour chaque> 0, la notation.(¢) désigne une valeur strictement positive ne dépen-
dant que de (et donc d’aucune autre variable du texte). La encore, mémeeste fixé,(e)
peut changer a chaque apparition.

Les vecteurs seront notés en grasv3#st un vecteur & coordonnées, celles-ci seront
désignées pary, ..., ve. On note alor$v| := vy - -vp ettrv:i= vy + -+ - + vy.
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Le symbole de Kronecker est

S(m,n) = 1 sim=n;
710 sinon.

Sin et N sont des entiers d§*, on noten"Y) etny les uniques entiers tels que

n=nWMny ;

nn | N ,
(nN),N)=1
Sin est entier ep premier, on note, (n) la valuationp-adique den. Le noyau impair de
n est alors
Nmp(n):= [ »
peP
vp (n) impair
La fonction constante égale a un est natéé&a fonction caractéristique des entiers pre-
miers a un entielV est
1 si(n,N)=1,;
]]_(N)(n) — { .(TL, ) (11)
0 sinon.
La fonction caractéristique des entiers ayant mémes diviseurs premiehs gste
1 sin|N%>;
Iy (n) i= { In| (12)
0 sinon.

On définit alors (n) (myu()
In(n _ In(n)u(n
phn) = = et puy(n) = R
Enfin, la fonction caractéristique des carrés premig¥ssera nécessaire,
. L
O™ (n) 1= {1 s!n = d* avec(d,N) =1;
0 sinon.
Si¢ € N*, on définit la fonctionr, surN* par
To(n) = #{n e N': |n| = n}.
On simplifie I'écriture en posant := 7. La série de Dirichlet de la fonction multiplicative
7, est¢’ ol ¢ est la fonction zeta de Riemann définie ptars > 1 par
¢(s) := H Cp(s) = Z n~* avec ((s):=(1—p %)~
peEP neN*
Pour tout! € N* et toutt > 1,ona
ZTg(n) < t[log(et)]* L.
n<t

Cela résulte du produit de convolution= 7,_; * 1. On ary(n) < 7(n)* de sorte que pour
toute > 0, il existe une constantée) > 0 telle que pour tous entiefsetn on a

Te(n) < [L(a)ns]z.
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Siq € N*, lafonction((?) est la fonction zeta de Riemann privée de ses facteurs euleriens
d’indices les diviseurs premiers geAinsi, pourfte s > 1,

(D)= [ Go= 3 n.

pEP neN*
(p,q)=1 (n,q)=1
Sin € N*, la fonctionlog,, désigne I'itéré: fois de la fonctiorlog,
log sin=1;
log,, = .
logolog,_; sSin>1.

Si s € C, on désignera sa partie réelle paet sa partie imaginaire pat
Enfin, la droitelte s = r est notédr).

2. Cadre modulaire
2.1. Formes primitives. — Pour tout entiefV > 1, on note
Io(N) == {(28): (a,b,c,d) € Z* ,ad —bc =1, N | c}.

Pour tout entiek: > 2 pair, on appelle form@araboliquede poidsk et de niveauV toute
fonction f, holomorphe sur le demi-plan de Poincaré

H:={zeC: Smz > 0},
vérifiant
e pour toutz € H et toute matricg ¢ 4 ) € IH(N),

H(E5) = et

e |la fonction
2 (Sm2)*2|f(2)]

est bornée suk.

Remarque 1 — Dans cette définition, « le » niveau n’est pas défini de maniére unique :
par exemple, toute forme de niveal est aussi de nivea2lV puisquel(2N) C IH(N).
Rigoureusement, il faut donc avoir a I'esprit qu’une forme parabolique de ni¥%east un
couple(f, N).

L'ensembleS,(N) de ces formes est un espace hermitien lorsqu’'on le munit du produit
scalaire

y2
avecDy(N) un domaine fondamental du quotient a gauch&{deQ U {oo} parI(N) pour
I'action homographique [lwa97, § 2.7 et 3.3].
Si f € Sk(N), elle admet un développement de Fourier qu’'on écrit

(frg) = / f(2)gE)yt L (13)
Do(N)

+oo
f(z) = Z f(n) exp(2minz).
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Ayant fixé une base orthogonal#,(N) de S, (N) on a la formule de trace de Petersson,
démontrée par exemple dank$00, corollaire 2.2], et rappelée dans le

Lemme 2(Formule de trace de Petersson)— Soitk > 2 un entier pair; soientv > 1,
m > 1 etn > 1 des entiers. Alors

k-1 J?(m)]?(n) 5
=d(m,n)
fe@zk(zv)( )= L(f, f) (mn)(k=1)/2
+0 (ks/e T(]QV) (m, n’N) 73[(m mi — 1og(2mnN)> .
Pour simplifier I'écriture, on notera
w(f) = L= 1) "

(4m)*=1(f, f)

Lorsqued et N’ sont deux diviseurs d& tels queN’ < N etd | 47 etsif € Si(N')
alorsz — f(dz) est une forme dé(N). Lespace engendré par de telles formes est appelé
espace des formes ancienn&sn orthogonal pour le produild) est I'espace des formes
nouvellesUne raison pour laguelle on fait une distinction entre formes anciennes et nouvelles
est I'existence d'une base orthogonale privilégiée de I'espace des formes nouvelles que I'on
décrit maintenant.

Pour toutn € N*, on définit len® opérateur de Heckévja97, chapitre 6] par

T, : Sk(N) — Sk(N)

/ [z nZ]lN sz<cz+d .

ad=n 0<b<d

Une base orthogonale privilégiée de I'espace des formes nouvelles est la bdsaroess
primitives Les formes primitives vérifient les propriétés suivantes.
e Le développement de Fourier s’écrit

+oo
z) = Z A (n)nF =1/ exp(2minz).

On a la normalisation s (1) = 1.
e Pour tout entien > 1

Tnf = Ap(n)nF=D/2 ¢,
Pour tous entiers: > 1 etn > 1,

AmAgn) = Y 1@y (5 (15)

d|(m,n)

Pour tout entier, on aX¢(n) € R.



TAILLE DE L(1,sym? f) 1

On noteH} (V) 'ensemble des formes primitives de poidst de niveauV. LorsqueN est
sans facteur carré, on a I'estimation (vdlr$00, Corollary 2.14])

k—1

“5oe(N) + 0 (kN)?). (16)
Grace, entre autres, aux travaux de Deligne, il existe, pour tout nombre pgeagsmombres
complexesy(p) et3;(p) tels que, pour tout entier > 0 le réel\;(p”) s'écrit

s (p)"* = Br(p)"

Hj(N) =

M) = @) Br) an
Les complexes:;(p) et 5;(p) vérifient
ar(p) =Br(p) =0 sip? | N
ag(p) =es(pp~"/% Br(p) =0 sip|| N; (18)

lap(p)| =1, Bs(p) = ay(p)™"  si(p,N)=1

oues(p) = £1. On étend la définition dey aux entiers sans facteur carré par multiplicativité.
Une conséquence d&g) et de (L5) est la majoration, valable pour toutentier,

[Ap(n)] < 7(n). 19)
Une autre conséquence de3) est que lorsquéV estsans facteur carréon peut récrireX5)

en
¢ Nimp(mnny m) (V)
A(m)agn) = Lm0l 5n (R o)
NN gl m ) )

Remarque 3 — Soit £ = {2,4,6,8,10,14}. Il n'existe pas de formes paraboliques de
poidsk € K et de niveau [Ser77, §3.2]. Cela implique que, podre K et N € P, H;:(N)

est une base orthogonale de tout I'esp8g@V). Il est crucial de garder en téte que ce n'est
pas le cas lorsqu&’ n'est pas premier ou lorsquen’est pas dank’.

Dans [LSO00, corollaire 2.10], lorsqueV est sans facteur carré, Iwaniec, Luo & Sarnak
ont établi une formule de trace semblable a celle du le@m&is avec une sommation sur
les seules formes primitives. On rappelle le résultat dans le

Lemme 4(Formule de trace d’lwaniec, Luo & Sarnak). — SoientN > 1 un entier sans
facteur carré etn > 1, n > 1 des entiers tels quen, N) = 1 et(n, N?) | N. Alors

> el msn) = E8 sm,m)

JEHE(N)

1o (k/ ()2 (mm) /4 74 [(m, m)]

N ) 1og(2mnN)> .

En particulier, le choix den = n = 1 dans le lemmd conduit a

> owlf)= wgvm{uo (k 5/6 <p((NJ\/')) 1 g(2N)>} 1)

FEHE(N)
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Lorsquek € K et N € P, laremarque et le lemme2 impliquent le résultat plus précis (en
N)du

Lemme 5 — Soientk € {2,4,6,8,10,14}, N € P etm > 1,n > 1 des entiers tels que
(m,N) =1et(n,N?)| N.Alors

> w(HAr(m)As(n) = 5(m,n)

FEH(N)

mn)2 13[(m,n
+0 <k4/3 N}”/Q (mn) (n,g][\(f) ™) 10g(2mnN)> .

2.2. FonctionsL. — Soientr > 1 un entier et, pour tout premi@r une matrice diagonale,
w, = diag[ai(p),...,a-(p)] & coefficients complexes de norme inférieure ou égdlet
égale al sauf pour un nombre fini de premiers. On associe a cette matrice la foriction
« locale »

T

L(s,@p) =]l — ailp)p*] "
=1
On construit alors la fonctioh « globale »
L(s,w) = [[ L(s,). (22)
peP

Le produit £2) est convergent pour > 1 et se développe en la série de Dirichlet

“+o0
L(s,w) := Z )\w(n). (23)

nS

n=1
On fait 'hypothéset : on suppose qu'il existe des complexes ; de parties réelles stricte-
ment supérieures-a3 tels que la fonction
A(s,w) = L(s,w0)L(s, @)
avec
_ . S+ fw,i

L(s,we0) =17 ST/QEF (ZM)
est entiére et satisfait I'équation fonctionnelle

PN (s,@) = eqU™)2 A1 -5, @). (24)

Dans @4), la paramétre,, est un entier appeléonducteurde w ete,, est un complexe de
normel (mal) nommésignede I'équation fonctionnelle. Sous cette hypothése, on a (voir, par
exemple Mic03]) la borne de convexitépour toute > 0, il existeC > 0 (ne dépendant que
der ete) tel que

max{(1—0)/2,0}+¢
(0>0). (25)

T

@ ]|

i=1

1
|L(s,w)| < C 3 +iT — f
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Soit f € Hj(N). Si on choisit, poutw,, la matricef, = diag [a(p), B¢(p)] on obtient la
fonction L de f. Lhypothése¢ est due a Hecke. Les paramétres associés sont

r=2
a1(p) = ay(p) az(p) = Br(p)
E—1 k+1 (26)
pr1 =5 Pre =5
Qf = N.

On supposeV sans facteur carré. Si on choisit, pauy, le carré symétriqueym? f, =
diag [covf(p)?, as(p) By (p), By (p)?] de f,, on obtient la fonctiorL de carré symétrique dg
L’hypothese@f est due a Shimura et Li. Les paramétres associés sont

r=3
ai(p) =as(p)®  aap) =ar@)Brlp)  aslp) = Br(p)®
MHsym? f1 = 1 Hsym? f2 = k-1 MHsym? 3 = k (27)
Qsym? f = N2

Esymzf =1.
Graceal7et0ona
pr(n) = Agmz p(n) = Y 1M (abd) ( )Af(zﬁ) (28)

a,b,ceN
u2bc=n

Dans les deux cas précédents, la série de DiricB®test a coefficients réels et darizl,
onaalorsA(1 —5,@) = A(1l — s,w).

On aura besoin de controler les zéroslde, sym? f) au voisinage de = 1. Pour cela,
on utilise un résultat de Kowalski & MicheKMO02, théoreme 2]. Grace a un résultat de
Ramakrishnan)KO0O, corollaire du théoréme A], on a, puisqieest sans facteur carre,

{sym? f: f € Hi(N)} ~ Hj(N).
En particulier, si4 est une fonction d¢sym? f: f € Hj(N)} dansC, alors
> Alg)= Y Alsym®f)
gE{smef: fEH;i(N)} fEHR(N)
et un cas particulier du résultat de Kowalski & Michel s’énonce

Lemme 6(Kowalski & Michel) . — Soitk > 0 un entier pair. Soientr > 3,7 > 2, N un
entier sans facteur carré gt € H} (V). On définit

N(sym® f; o, T) = #{p € C: Rep>a, |Smp| < T, L(p,sym® f) =0} .
Alors il existe une constante absol§ie- 0 ne dépendant que detelle que

Y. Nisym® fia, T) < TN/ G,
FEHS(N)
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Ce lemme permet d’établir unequasihypothése de Riemann » :sgiest un réel positif
assez petit, disors< n < é on définit
Hf (N;n) = {f € Hy(N) : L(s,sym® f) # 0,0 > 1 — 41, |7| < 2[log(2N)]’}

etH; (N;n) = H;(N) \ Hf (NV;n). Alors il existe¢ > 0 telle que, pour tout €]0, 2] on
a

#H,, (N3n) < EN'[log(2N))°. (29)
On aura besoin de majorex f) pour f € H;.(N). Grace a I'égalité
272
“U) = G ONL sy ) (30)
(dont une preuve se déduit, par exemple, du lemme 2.8.860]) et a la majoration), on
a
o) < 22N (31)

Les puissances dB(s,sym? f) admettent un développement en série de Dirichlet pour
o > 1. Pour le donner, il est nécessaire d’introduire, pour tout eftierl et toutb € N¥,
I'ensemble

by b 2 _
&(b) = {d eN“1:d; | <dllmd_]1abj+l) (I<j<t- 1)}
i

avec les conventions suivante’l? = {1}, £&;(b) = {1} etd; ---dy = 1. On a alors, pour
tout entier¢ > 1 et touto > 1,

+oo

+£ —

L(s,sym? f)** = Zpg( )(n)n s
n=1

ou pgcﬂ) est la fonction multiplicative donnée gracezs) par

Ay = % ]l(N)(ab|)ﬂN|i|C|) > A [(ED] .
b)

a, b, ceN’ deé(
|a%bc|=n
et, grace aZ0) par
¢ In(le])
Py = > 1™(jabel) x

el

a,b,c, eeN*
lab%cie|=n

2
1T wasbien®iute)| D A [('iﬂ) ] (33)

1<j<e de&,(ab)

Les définitions 82) et (33) avec la majoration de Delignd9) impliquent pour tout > 0
I'existence d’'une constanté:=) > 0 ne dépendant que detelle que pour tout > 1 + ¢ et
¢ € N*, on a la majoration

|L(s,sym? f)*| < [1(e)¢(o — €))". (34)
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Enfin, on utilisera une majoration en moyenne plus puissante (en le paraWigtee la
borne de convexitég) et due a lwaniec et Michelj101]

Lemme 7(lwaniec & Michel). — Soitk > 0 un entier pair. Pour tout > 0, il existe un
réel C > 0 tel que pour tout entielV sans facteur carré et tout complexele partie réelle
z,ona
> [Llssym? ) < ClsfNYH
FEHE(N)
Remarque 8 — Dans tout cet article, le poids des formes modulaires est fixé. Ainsi, les
termes d’erreur et les constantes mémes qualifiés d’absolues peuvent en dépendre.

3. Calcul effectif des moments et preuve du théorem@

3.1. Lemmes de Luo effectifs. —Dans le but d’obtenir une estimation d’ordtele la va-

leur L(1,sym? f) avec terme d’erreur faisant apparaitre la dépendanégilegst nécessaire

de préciser les termes d’erreurs dans des estimations dues a Luo. C’est I'objet de cette partie.
On précise le lemme de [Luo99].

Lemme 9 — Il existe un réel > 0 tel que, pour tout entie?N sans facteur carré, toute
forme primitivef € Hj (IV) et tout réely €]0, 55], si L(s, sym? f) ne s'annule pas dans le
domaine

1-4n<o<1 et |7]<2[log(2N)]?
alors pour touts € C tel que

l-n<o<1l et |7|<[log2N)?
ona

(s, sym? f)] < exp { D (1) log(2N)" |

_ log[(1+n)/(1 —2n)] — S100 (&
0(n) = log[(1 + 5n)/(1 — 217)] et Di(n):= " to (n) '

Démonstration — Sur le domaine

D,N):={seC:1—-4dn<o <1, |r| <2[log2N)*} U{s€C: o >1},

avec

on définit
F(s) :=log L(s,sym? f).
Grace a19),sic > 4,0ona

9 =1 = 7(n?)
|L(s,sym? f)| < Zﬁ > = (35)

n=1 n=1

On déduit de 85) I'existence d’'une constante absoltie > 0 telle que pour > 4 on a

|F(s)[? = [log | L(s,sym? f)||* + | arg L(s,sym? f)|* < C3. (36)
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D’autre part, il existe une contante absolug > 0 telle pourc > 1+ n,0na

+oo +oo 3
|L(s,sym? f)| < (Z ;) (Z :ff?) < <C5> . 37)

n=1 n= n

On déduit de 37) que, pours > 1+ 1n,0na
Re F(s) = log |L(s,sym? f)| < 3log&. (38)
n

On applique alors le théoréme de Borel-Carathéodbit$2] a F'. Avecs’ = 4 + it, R/ =
3 —netr’ =3 — 2n, les égquations3p) et (38) conduisent a

or! R+
I PO g s, e PO+ PO
14 —4 C 6—3
< 3" log —> + 7]02
< g logg.
n n

En particulier pous = o +iTavecl +2n <o <7—-2npetr € R,ona

c. C
|F(s)] < = log —. (39)
n n
Il résulte de la borne de convexited) que
Re F(s) < £log(2N) (40)
pouri < o < 8et|r| < [log(2N)]3.
On applique le théoréme de Borel-Carathéodof(a). Avec s” := 4 + i (ou |7| <
[log(2N)]3), R” := 3 + 6n etr” := 3 + 5n, on déduit de40) et (36) que
27,,1/ R// +7,,I/
S NEG S g max, e F(s) + 5 1P
6+ 10 6+ 11
<¢ + 10 log(2N) + i 7702
n n
S
< = log(2N).
n
En particulier pous = o + it avecl — 5n < o < 7+ 5n et|r| < [log(2N)]3, on a
F(5)] < £ log(2n). (41)

Maintenant on applique le théoréme des trois cercles de Hadanfé&fe) &n choisissant
trois cercles de méme centsg = 2 + i (o0 |7| < (log N)?) et de rayons; := 1 — 2p,
ro:=2—0c(@Ul—n<o<1),r3:=1+5n EnposaniM(r) := max |F(s)|,ona

|s—so|="r

M(ry) < M(r1)* ="M (r3)®
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oUa := log(rya/r1)/log(rs/r1). ENn majorantM (r1) et M(rs) par 39) et (41) respective-
ment, on obtient
1—a a
o= (s ) ™ [Ewo]”
n n n
qui implique le résultat souhaité puisqiec a < 6(7). O

Pour prouver un résultat équivalent pour la fonctibfs, sym? f)~! on a besoin d’un
résultat préliminaire.

Lemme 10 — Il existe un réek > 0 tel que, pour tout entielV sans facteur carré, toute
forme primitivef € Hj (V) et tout réely €]0, 55], si L(s, sym? f) ne s'annule pas dans le
domaine

l-4n<o<1 et |7 <2[log(2N)]?
alors pour touts € C tel que

3 log(2N)]?

1-n<o<1 et |T|§§

ona

‘log\L(s,sme f)|_1| < % Ll? +1og(2N)} )

Démonstration — On posesy = 1 + 21 + it avec|r| < 3[log(2N)]?, r := 13n et
r’ := 3n. On va appliquer le lemme de [Tit86] pour établir le résultat souhaité.
Pouro > 1+ 7, on a grace a2) et (18) la minoration

|L(s,sym® f)| > H (1 —|—p_2_")_1 H (1 +p—1—n)—3
plN ptN

>co[J+p )P =, (42)
p
En utilisant cette inégalité avec= s, et (25) avec le choix = 1, on déduit

L(s,sym? f) < E[1/n+log(2N)]
L(so,sym? f)
pourc > 1 — 11n et|r| < 2[log(2N)]3. En particulier I'inégalité précédente est vraie pour
|s — so| <.
En prenant la dérivée logarithmique de deux c6té2@g 6n peut écrire, pour > 1,

L'(s,sym? f) log p {af(p)Qlogp log p log p }
2 :72 s+1 _ 72 s _ 2 T 2,5 _ s _ - (43)
L(s,sym? f) — £~p LS —ap(@)? - ap(p)pr =1 po—1
Grace a18), on déduit de43) que
§

L'(s0,sym? f)’ 4logp C [1 }
————— <) < —< = [ = +1og(2N)] .
‘ L(s0,sym? f) zp: =1 = = [y TR

D’aprés I'hypothésel (s, sym? f) # 0 dans la partie > 1+2n—2r' du cerclés—sg| <
r. Ainsila fonctionL (s, sym? f) vérifie toutes les conditions du lemmevec les parametres
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so == 1420+ i1y, 70| < 3[log(2N)]3, r := 13n, 7' := 3n et M := £[1/n + log(2N)]. Ce
lemme fournit alors I'estimation suivante :

L'(s,sym? f)| _ €1 /
Tsym?f) | = 7 Lﬁlog(w)} (Is = so| <)

En particulier pour € [1 —n, 1+ 5] et|7| < 3[log(2N)]*, on a

L'(s,sym? f) £f1
| <y Ly o) “y

Puisque

log|L(s,sym® f)[ ™! =
1427

L'(u + iT,sym? f)} du

Re log L(1 + 21 + i7,sym? f) ™" +/ L(u + i1, sym? f)

Re [
la borne @5) avec le choix = 1 et (44) donnent
1
|log |L(s,sym® f)|~'| < £log(2N) + % [77 + log(ZN)]

pourc > 1—net|r| < 3[log(2N)]3. Cela achéve la démonstration. O
On peut alors préciser le lemmale [Luo01] dans le

Lemme 11 — Il existe un réek > 0 tel que, pour tout entielV sans facteur carré, toute
forme primitivef € Hj (IV) et tout réely €]0, 55], si L(s, sym? f) ne s'annule pas dans le
domaine
l-4n<o<1, et |7]<2[log(2N)?
alors pour touts € C tel que
l-n<o<1l et |7|<[log2N)?
ona
[L(s,sym? )] < exp { D_ (1) [log(2V)]"” }

avec
00) = log[(1 +n)/(1 — 27)]

~ log[(1+5)/(1 — 2n)]

Démonstration — En remplacant4{0) par le lemmelOla preuve est trés proche de la preuve
du lemme9. On ne donne donc que les grandes lignes de la preuve. Sur le dob@ind’)
introduit dans la preuve du lemm@eon définit la fonction

G(s) :=log L(s,sym? f)~*.
On déduit de §6) que, sic > 4,
|G(s)? = |log | L(s,sym? )|~ |” + | arg L(s,sym? f) ™' < C. (45)
D’autre part, pour > 1 + 7, on déduit de42) que

Re G(s) = log|L(s,sym2 f)|_1 <

¢ (46)
n



TAILLE DE L(1,sym? f) 19

On applique le théoréme de Borel-Carathéodory a la fon€¢tign avecs’ := 4+ i, R’ :=
3 —netr’ := 3 — 2n. En utilisant @5) et (46), on a

2r R+
S G = | max, ReGls) + Hr 5 1G]
C 14—4 C
< —- il + —(6—3n)
n n n
C
< g
En particulier pous = o + iT avecl +2n <o <7-—2netr € R,ona
C
G(s)] < . (47)
n
On applique le théoréme de Borel-Carathéodor#(&) avecs” := 4 + it (ou |7| <
[log(2N)]3), R” := 3 + 6n etr” := 3 + 5n. En utilisant le lemméOet (36), on a
27,,// R// _’_,rl/
S G s e max,, ReGls) + g |G
6 + 107 6+ 11n

<¢

< % Ll? +1og(2N)} .

H + 10g(2N)] +C

n? n

En particulier pous = o + it avecl — 51 < o < 7+ 5n et|7| < [log(2N)]3, on a

&1
|G(s)| < ? [77 —|—log(2N)} . (48)

Maintenant on applique le théoréme des trois cercles de Hadardrd an choisissant trois

cercles de méme centeg = 2 + it (avec|r| < [log(2N)]?) et de rayons; := 1 — 27,

ro:=2—c (001 —n<o<1),r;3:=1+5n. EnposantM(r) := ‘ malx |G(s)|, ona
s—so|=r

M(ry) < M(r1)*~“M(r3)®

oua := log(ry/r1)/log(rs/r1). En majorantM (r1) et M (r3) par @7) et (48) respective-
ment, on obtient
7))}
M(re) < | —= = |-+ log(2N ,
(r2) <n2> n Ln 2(2l)
qui implique le résultat souhaité. O

3.2. Formules de traces pour les puissances dgs,sym? f). — Lobjet de cette par-
tie est de donner des formules de type « Petersson » pour les coefficients de Fourier de
L(s,sym? f)¢ puis d’étudier les termes principaux et d’erreur de ces formules.
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3.2.1. Puissances positives- On donne une formule de Petersson pﬁfjﬁf) avecl € N*.

Lemme 12 — Soitk > 0 un entier pair. SoieniV un entier sans facteur carré et ¢ € N*.
Alors on a

5wt = Kl + 0 (TR 2 i tosten) )

, N N
FEHZ(N)
ou
) (N) In(|c])
mi)(n) = > 1 (\ab|)T o
a,b,ceN* de&(|bl)
\ach\:n |d|=|b|
et
1y (]c])
re(n) = 3 A (bR YT
a,b,ceN’ deN*
|a2bc|:n dj|bj2- (1<5<0)

La constante impliquée dans le symbOl@e dépend que de

Démonstration — D’aprés @2), on trouve

. [b]
S W = 3 1 (app D sy (W)
feHL(N) a,b,ceN’ de&(b) fEH; (N

|a%be|=n

En remarquant que seuls contribuentlie®ls que(|b|, N) = 1, on peut appliquer le lemme
4 ala somme intérieure avéo, n) = (1, |b|?/|d|?). La contribution du terme principal est

@(N)N*lmﬂy(n) et celle du terme d’erreur est

T(N)? N In(lel) [b['/2 [b|®
_— 1 log [ 2N ——=
< N Z (|ab\) \c| Z d|1/2 |d|2

deé&y(b) ‘ ‘

a,b,cEN2
|a%bc|=n
TN)? 1) 1Y (Jabl) Ly (|c]) 1
L —F—n log(2nN) Z al|cl/2 Z FIER
a,b,ceN’ deNé—1
|a’be|=n dj—1]b5 (2<5<0)

Puisque la derniére double somme est majorée pdrn), cela achéve la démonstration]

Remarque 13 — Le remplacement de la derniére double sommerpafn) a pour but de
faciliter les calculs dans la suite, sans perdre d’'informations essentielles.

Pour la suite, on a besoin d’introduire les entiers, . Sip € P ne divise pasV et si
v > 0, on pose
o (N) v
My = m.»,_e (p ) (49)
Ces nombres ne dépendent nigdai de V.

On étudie maintenant la série de Dirichlet issue du terme principal de la formule du lemme
12
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Lemme 14 — SoientN un entier sans facteur carré étc N*. Pouro > % ona

Z mgy(n)n—s = (V) (24)te+1)/2 Mﬁ)(s),

n>1

ouM(N)( )= s ﬁz(ﬁ)(n)n—s est une série de Dirichlet absolument convergente pour
o> 5. En particulier, pour tout > 0, o > % +eetl>2o0na

M) < 3T Iy () 1/27e < e,

n>1

ou(g) est une constante ne dépendant que.de

Démonstration — On prouve I'existence dé/lgr]\? En posant

) (n) : Yy, > L (50)

beNf deé&y(b)

[b|=n |d|=|b]|
ona
mgx)(n) = ufxwpf x DWW 5 OW) *fﬁ(ﬁ)(n) (51)
%/_/ .
£ fois

¢ fois

(N

+z) (n) est multiplicative et

(N) _ 0 Sip|N;
my, (p)— ~ .
Mie, SiptN,

La fonctionn — m

ou
e i= Y > L
BeN* SeN"! tré=v
trB=v §;<2min{pB1+-+B;—01——08;_1,8j41} (1<j<L—-1)
En posant
Poew:= Y (21 +1)- (20 +1),
ven?
trv=v
ona
~ ~ ~ N 09+ 1
myev < Tvevy, THe,1 = 3¢, Tye2 = % (52)

On vérifie quemy g1 = 0, M2 = £(¢ —1)/2. Pouro > , on peut donc écrire

ngr]\lf)( C(N) 23 H ZmHVP vs H (l_p_s_l)fé

n>1 ptNv>0 p|N

= (@) M),
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avec

MS.J\[{)(S) — H 1 . 73 1 -4 H (1 _p72s)m+k,2 Zerl,upius
| N

ptN v>0

H S aly e (53)
p v>0

On étudie ensuite la convergence de la séri&\lf)(s). Puisquen, 1 =0, pourpt N on a

(N), b . .
Z mie)(p ) 1 mim - m+e 2 Z Mye2\ (—1)7
Vs - p4s p p2js

v>0 p 2<j<m g2 J

H 1
puis, pouro > 3,

‘m(N)( Y| m2 ~ N 1
Z +e¢ P <14 +0,2 I (1 i m+z,2> Z (m+z,2>
—— = 7})2 —_— ) -

vo 7
o P P/ s N /P

1 M2 m+€,u
+ <1+p> > R (54)

v>3

Ainsi, la série de Dirichlelz\/lsrl\,f)(s) converge absolument podr> 3.

Enfin, on majore)_ |r7z$\£) (n)|n=7 pours > 1 +¢. De la premiére inégalité d&%), on
déduit

Mo (21 +1) (21/@ +1)
Z u/2 Z Z V1/2 w/2
v>0 v>0 LNt
trv=v

Y4

B Z2y+1 [ 1+p1/2 r -
= pu/Q (1_p—1/2)2 :

De (563) et (55) on déduit
—t m _ ¢
i 1 1 02 71 1/2
H Z‘ th/2+€ = H (1_ 3/2) <1+ 1+s> [ 1 +p71/2 2}
e oo e p p (1-p=1/2)

< eL(E)éz. (56)
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En utilisant 62), on peut aussi écrire

Z m+[ v Z Z 2V1 + ]. (21/g + 1) 1 3¢ E(gg + 1)

~ pr/2 = = u1/2 prel/? o pl/2 2
B trv=vr
[ 14p 2 30 090+ 1) 57)
(I—p'22] ~ p 2 2p

Pour|z¢| < 1,ona

(oLt ,

{ 1+e +0 ((tx)®), (58)

(1—)?

ol les constantes impliquées dans le symisdsont absolues. Choisissant= p~'/2 avec
p > (% on déduit du report dé&5@) dans b7) que

4
} =[1+3z+522 4+ 0] =1+ 30z +

Mooy 03
Z p:_/Q < Op3/2 (p> %) (59)
v>3

Pourp > £2, on a aussi

S ()L E ey el

J |
a<i<mies ~ 0 /P gm oo

En combinant%9) et (60) avec 64), on déduit, poup | N etp > (2,
[m N)(P ) m3 49 Mgz 1 Myt I
Z pv/2 <1+ 2 +2 Z ; 7’""62 pv/2 §1+CW'

J
>0 P o<j<mien N 0 /P 33

Cette estimation reste vraie pquf N etp > ¢? puisque dans ce cas,

2 (1) o (i),

v>0
Ainsi,
[ ()] BN o
HZTSH 1+C% <e . (61)
p>02 v>0 p>02
L'inégalité souhaitée découle dgq) et (61). O

On étudie de méme la série de Dirichlet issue du terme d’erreur de la formule du lemme
12.

Lemme 15 — Soit/ € N*. Pouro > 1,0n a

S el = () () Ry (s),

n>1
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OUR4¢(s) :== >, >, T+e(n)n~° est une série de Dirichlet absolument convergente pour
o> % En particulier pours > 1 et > 2on a

Raet) < 30 T4 < pog(anyer

n>1

Démonstration — On prouve I'existence d& . ,. On pose

Faon)i= 3 1) (b)) 1N|(|C|) )OREE!

b,ceN* deN*
|be|=n ;|7 (1<5<e)

Alorson a
Tye = D(N) koo 3k D(N) *?+g.
| ———
¢ fois

La fonctionr,,(n) est multiplicative em et pourp { N on a

The (PV) = 7/"\+12,v-

D’autre part, sp | N, alors

- 1

re(p”) = » E L.
ul,...,wENe
vi+trve=v

Pour touts € C tel ques > 1, on peut donc écrire

S = e ’H(l—slﬂ) [T Y 2 = 6 Rl

n>1 p|N ptN v>0
ou
RJrz(S) =
(N) (5 £ 1\ 1\ o Pt Te(p”)
¢Mes)I] 1—ps+1 11 1—]; Zpus =11> s (62)
p|N ptN v>0 p v>0

Puisque™, ¢(p) = 0 pour toutp { N, la sérieR ,,(s) converge absolument poar> 1.
Il reste a majored ", ., [Fy¢(n)|n~"7 pourc > 1. D’abord, comme er5p) on a

~ _ L
Z T+Z’V = 1+p '
(1=p 2]~

v
v>0 p

Pouro > 1, la contribution dep < ¢ a (62) est donc

\r —2¢ INT 14pt 18
IR (- 2) () T e

p<lv>0 p<tl p
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On traite maintenant le cas des premjers ¢. Puisque™, ,; = 3¢, 0on a

1\* =
1_7 +,V:
(1-5) =5

v>0
92 3¢ 30\ (1) 1\ 7o
1- zs+<1+s> > <>( js) +<1—s> ST (64)
P e VAN A D = P
De plus, on a
e 1+pt 7 3~
PR {(1_ pl)J -l-=< (65)
=P p p P
et, toujours pouf < p
3¢ ;
30\ 1 34/p)’ 22
Z(.)jgz( /,p) < = (66)
PRV S~ A p

En combinant§5) et (66) avec 64), on a pours > 1 I'inégalité

I\ < [Pren] 9¢2 ( 35) o (35) 1 < 1>3Z Pt
1+) A i+ =+ (14 = )=+ (14 - :
< P° 2 pre p? p ; j) v p > pr/?

v>0 v>2
2
<1+0C-—.
p
Pouro > 1, la contribution a§2) des premierg > ¢ est donc
~ v —20 2
1
HZIWMSH<1—2) (1+C€2)gem. (67)
pve p p
p>Lv>0 p>L
L'inégalité recherchée résulte d&3j et (67). O

On peut alors majorer I'ordre moyen de la fonctiany dans le
Lemme 16 — Il existe un réelC’ > 0 tel que, pour toug > 1 et/ € N*, on a

Z rye(n) < tllog(et)]? ! [log(3¢)]°".

n<t
Démonstration — D’aprés le lemméb5, on ar, = Téév) * 7 1¢ OU TZ(N) est définie par
—¢ (N)
1 7,7 (n)

1-=) =) £ = .
I(-5) -2 @
ptN n>1
Puisqueréév) (n) < 73¢(n) pour toutn > 1, il en résulte que

D oree(n) <Y [Fre(d)] Y mae(m) < tllog(et)]* log(30)] .

n<t d<t m<t/d

Cela acheve la démonstration. O
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3.2.2. Puissances négatives- Ce paragraphe est trés semblable au parag@ghieOn y
donne une formule de Petersson pppr ) avecl € N*.

Lemme 17 — SoientN un entier sans facteur carré et ¢ € N*. Alors on a

S wlef ) = S )+ 0 (TR o togtn) )
fEHE(N)

ou

~

mVm) = 3 19(jabe|)t H (ajbjc ulbple;) > 1

a,b,c,ecN’ Jj=1 deé&,(ab)
labZc3e|=n |d|=|abl]

Ie\

et

4
roe(n) =Y ﬂ(N)(IabC|)]lN|g|e> Hu(ajbjcj)u(ej) > L.

a, b, c,ecN’ Jj=1 deN?
jablcde|=n 51 (a3b;)? (15 <0)

La constante impliquée dans le symbOl@e dépend que de

Démonstration — D’aprés @3), la somme a évaluer est égale a

> (|abc\

a,b,cﬂeENg J:1
lab2c®e|=n

o (e )

deé&,(ab) feH} (N)

En remarquant que seuls contribuentdd tels que(|abl, N) = 1 on peut appliquer le
lemme4 a la somme intérieure avéen,n) = (1,|abl?/|d|?). La contribution du terme
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principal eslz,o(N)N—lm(_Ag) (n) et celle du terme d’erreur est

2 e ¢
<™ 5 gy abe) D T ey tes)

. le|
a,b,c,ecN
lab%c3e|=n

jab|'/? |abl?
X Z W log 2N |d|2
deé&,(ab)

Jj=1

N 2
< %nlﬂ log(2nN) Z 1M (Jabel)

a,b,c, eeN’
lab2c®e|=n

L
x H plagbjcs)pule;) > L.

den‘-!
dj-1l(a;b;)” (2<5<6)

Puisque la derniére double somme est majorée pdrn), cela achéve la démonstration]

|bc3e|—1/2

In(lel)
le]

Remarque 18 — Le remplacement de la derniére double sommerpafn) a pour but de
faciliter les calculs de la suite, sans perdre d’informations essentielles.

Pour la suite, on a besoin d'introduire les entiers, .. Sip € P ne divise pasV et si
v > 0, on pose
m_g, :=m') (). (68)
Ces nombres ne dépendent niygeni de N. Il est important de constater que ces nombres
sont les mémes que les nombres, , définis ci-dessous ef]) mais que cela est faux en
remplacant-/¢ par{. La formule 61) donne

Myt = > Mt (69)

(a1,...,00,8)ENT
2(a1+-+ap)+p=vr

alors que la formuleq) donne
m_ygp = T?L,Z’,,. (70)
On étudie maintenant la série de Dirichlet issue du terme principal de la formule du lemme
17.
Lemme 19 — SoientN un entier sans facteur carré étc N*. Pouro > % ona

N s _ N

> m P e = (M (25) D2 MB (s),

n>1
ou/\/l(fi)(s) = s %Sji)(n/)n_s est une série de Dirichlet absolument convergente pour
o > . En particulier pour toug > 0,0 > £ +cet{ >2ona

N (N —1/2— o(e)0?
ME ) < D 1l (mln1/27e < e
n>1

ou:(g) > 0 est une constante ne dépendant que.de
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Démonstration — On prouve I'existence d.e/l(_Alf) En posant

L
Al ) =1 m) Y T sasbennte| 3 1

a,b,ceN’ |J=1 de&(ab)
labZ%c?|=n |d|=|ab|
ona
N — — _ ~(N
m&l)(n) =y R K gy K mgé)(n). (71)
—_——
¢ fois

Les fonctionsn — m(f\lf) (n) etn — ﬁzg\é)(n) sont multiplicatives et poup { N on a
[Roy03

mN ) = N (p) = (1) a(v) = M_rn,

ou
ag(v) = Z Z 1.
o, B,v€{0,1}* §5e{0,1,2}¢1
0<a; +8;+vi<1 §;<2min{a1+B1++a; +8i—01——8;i—1, ¥i41+Bi+1}
tr(a+28+3vy)=v tr(8)=tr(a+83)
En posant
be(v):= Y [2(cn +281+3m1) + 1]+ [2(ae + 28, + 37e) + 1],
a, B,v€{0,1}*
0<a;+Bi+7: <1
tr(a+28+3~)=v
ona
ar(v) < be(v) (72)
2090 + 1
be(1) = 3¢, be(2) = w, v>3l=be(v)=0. (73)

On vérifieay(1) = 0 etay(2) = (¢ — 1)/2. Pouro > 1, on peut donc écrire

S m = T @) I D e

n>1 p| N ptNv>0

_ <<N>(2s)€(‘*—1)/2M£?(s),

p|N ptN v>0

=TI @ (74)
p
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On étudie la convergence da(_? Puisquez,(1) = 0, pourp t N on a

(JZ)(

Z m_, (p") I P gz) n Z <ag(2)> (;223

?
VS
=0 P p a<j<ar2) N 7

ag(2) (=1)"ae(v)
L+ p25 +Z pus

v>3
@) { 4(2)] (ae@)) (~1)f
1 p4s + |1+ 2s 2S];az(2) .] p2js
1 ar(2) (71)11&@(1/)
+ <1 - pQS) ;3 e (75)

On déduit de 75) et de {2) que la série de DirichIeM(f\Q(s) converge absolument pour
o> 1
Il reste a majored _, -, |77L(f\£)(n)|n“’ pourc > 3 + . De (72), on déduit
0
ap(v) 20a@+26+3y)+1 2v+1
Z pl//2 = Z p(a+2,6’+3'y)/2 = Z pu/2
v>0 a, 3,v€{0,1} 0<v<3
0<o+B+7<1
a+26+3v<3

car# {(a,8,7) € {0,1}: 0<a+f+y<letvr=a+28+3y} =1si0<v <3.0n

en déduit
ar(v) 15 \°
S < 1+ ) - (76)

2
7 )] ( 1 )f ( I >f ( 15 )f
IS i <II(t+=5) T](1+==]) (145
v(l/24 3/2 1+ 1/2
p<t2v>0 p (1/2%2) p|N p/ p<e2 pre p/
< eL(s)Zz. (77)

En utilisant 2), (73) et (76), on peut aussi écrire

Za[(u)<§bg(u) R I

pl//2 - ~ pl//2 p1/2 2p

v>3
4

2+ 1 3¢ 090+1)
< 3 = B I a2 (78)
o5 pr/2 pl/2 2p
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En combinant%8) avecz = p~1/2 olp > ¢2 et (78), on trouve

v 3
3 av) _ CI%. (79)

2
v>3 p”/

Toujours poup > 2, on a

> () <Z€2/p efz/P—1—ﬁgci. (80)

2<j<ae(2) Jj=2

En combinantT9) et (80) avec {5) on a, poup { N etp > (2,

") ()] a(2)? ag(2)\ 1 a(v) i
o <1y +2 ) )( ) e <1+cp .

v/2 - 2 v/2 — 3/2
v>0 p / p 2<j<ac(2 J P v>3 p / /
Cette estimation reste valable pqur N etp > (2. Ainsi
[y ()] BN o
H Z e = H 1+C 372 se’. (81)
p>£2v>0 p>L2
L'inégalité souhaitée découle dé7 et 81). O

On étudie de méme la série de Dirichlet issue du terme d’erreur de la formule du lemme
17.

Lemme 20 — Soit/ € N*. Pouro > 1,0n a
> roemn® =M ()R _y(s),
n>1

OUR_y(s) := >~ T—e(n)n™* est une série de Dirichlet absolument convergente pour
o > 1. En particulier pours > 1 et¢ > 2ona

o<y =M |T ¢(n < [log(3¢)]°"

n>1

Démonstration — On prouve I'existence d& _,. On pose

g, = > (200 + 261 + 1) -+ (200 + 260 + 1).
a,B,v€{0,1}*
0<a;+Bi+v: <1
tr(a+28+43v)=vr

La fonctionn — r_,(n) est multiplicative et poup { N on a

r_o(p¥) =T_p,. (82)
D’autre part, sp | N, alors
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de sorte que par interversion des sommes

o0 v 4
S (1 ) 3
0 P p

Pouro > 1, on déduit de&2) et (83) que

ST ps+1) [T > = (" Rsls)

n>1 p|N p{Nv>0

ou

R =T (1+ pil)e IT|(r- 15)%2 i (84)

pIN piIN v=0

SIS

p v>0

Puisquer_, 1 = 3¢ etr_,, < b,(v), on peut écrire

1\ —r_e 92 < 3£> (36) (—1)7
1- — LA 1+ ) -
( ps> Z pl/s p25 p Z j pj.s

v>0 2<5<3¢
1 3¢ r_y
+ (1—) > = (85)
ps VZZ pl/s

On déduit de &5) et (73) que la série de DirichleR _, converge absolument poar> %
Il reste a majored . -, [F—¢(n)|n~7 pourc > 1. Puisquer_,, < b,(v), de méme qu’on
aobtenu6) on a B
4

4
T_ou 2v+1 15
T DY <(1+7) &)

174
v>0 o<v<s P

Donc pours > 1, grace a84) et (86) on a
¢ 3¢
15 1
1 I~ ’fw <11 <1+ ) 11 (1+) <1+>
p<lv>0 p|N p<t p p
< eCElogz(BZ). (87)

Pourp > ¢, comme en{8) on a
14

DL I Sl BN YL (88)

v>2 pV 0<v<3 pl’ p p

En combinant§8) et (66) avec 65) on déduit, pouts > 1 etp > /¢,

S 2 s (M) e D caven

v>0 2<5j<3¢ V>2
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D’ou pourc > 1

T v 62
1D o)) ‘fu(f I o 11 (1 +C2> < et (89)
p>Lv>0 p p>L p
L'inégalité souhaitée découle d&7) et (89). O
De méme qu’on a montré le lemmé, on peut montrer le
Lemme 21 — Il existe un réelC’ > 0 tel que, pour tout > 1 et/ € N*, ona
> r—e(n) <t [log(et)]*~" [log(30)] .
n<t

3.3. Preuve du théoremeB. — Si f € Hj(XN), on définit pour toug € N* etz > 1 la
somme courte

+¢ = P(ﬂ) (n)
w} )(a:) = g fTexp(—n/x). (90)
n=1
On a I'expression intégrale
1
w;ﬂ)(x) = —/ L(s + 1,sym? f)*I'(s)z* ds. (91)
) (1)

Pour toute > 0, il existe alors un réel(¢) > 0 tel que pour toug € N*, z > 1, N sans
facteur carré et toute formge Hj (IV), on a la majoration

‘w}ﬂ)(x)‘ < ufe)lat. (92)

Cela résulte du déplacement, da8$)(de la droite(1) vers la droite(e) puis de 84) et de la
majoration de Stirling.

On veut remplacef (1, sym? f)*¢ par la somme court®(), on estime I'erreur commise
dansle

Lemme 22 — SoientN un entier sans facteur carré,c N* etz > 1. Pour0 < n < % et
feH(N;n),ona
L(1,sym? f)* = w;ﬂ) (x)+ O (Rgﬂ)) ,
ou )
RED . (D4 (mllog(2N)' {x—n log2M)® | e—w[log@zv)r’/s} ,
n
puis D4 (n) etd(n) sont définis comme dans les lem@e$11. La constante impliquée dans
le symbole) est absolue.
Démonstration — Soit C le chemin reliantl — ioco, 1 — i[log(2N)]?, —n — i[log(2N)]?,
—n +i[log(2N)]?, 1 + i[log(2N)]? et1 + ioco. Le théoréme de résidus implique que

1
w0 (@) = L(1,sym? f)¥ + — / L(s+1,sym? f)= D(s) 2* ds.
C

211
D’aprés les lemme8 et 11 et I'équation 84), on a, pours € C,

|L(s + 1sym? )] = < oD os@N, (93)
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PuisquesI'(s) = I'(s + 1), on déduit, pous = —n + 7, que

WrI I —n+in| < 10 - = CE2 < L
d'ou
D) < oo (s=—ntir). (04)
21n
L'estimation de Stirling implique, pourn < o < 1 et|r| > [log(2N)]?, que
|[(s)| < Ce™™I71/2)7)1/2, (95)

En utilisant @3), (94) et (95) on obtient

/L(s + 1,sym? f)* I'(s) 2° ds
c

< tD=(mlog(2N)]* /3?" [I'(s) ds|
c

2
< D (m)llog(2N)]*" {xn[log(m)} 3 —rllog(@N)]2/2 log(ZN)} ,
n

ou la constante impliquée dages est absolue. Cela achéve la démonstration. O
On peut alors calculer la moyenne @) dans le

Lemme 23 — Si N est un entier sans facteur carré, alors pour tout> 1 et tout/ € N*

ona
(N
> wlpefO) = ENED 1 o),
feH(N)
ou
+oo (N)
N my, (n)
Mie) = Z B
n=1
et
2 3¢ )
Ry = T(]J:[[) [10g(2N)]x1/2 {(C()Cg + {logc(i’)ﬁ) log(Bx)] } + g /e

avect(e) une constante ne dépendant quesdea constante impliquée dans le symbOlg
ne dépend que de

Démonstration — D’aprés 00), le lemmel2 et le lemmel7, on peut écrire

S w(e ()

feH(N)

_ P(N) - iy () | r(N)? (0
=5 sz;l - exp(—n/z) + O (Nlog(QN)R3 > , (96)
ou

Rgﬂ) = Zrﬂ(n)nfl/z log(2n) exp(—n/z).

n>1
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En utilisant les lemmes6 et 21, une intégration par parties conduit a

> t
RS < [log(30)]" /1 712t/ log(3t)]* <1 + w) dt.

Mais
/z t71/2e7 /2 (log(3t))% (1 + ;) dt < z'/?[log(3x)]**
et 1
/;0 t=1/2e7t/ % log(3t)]* (1 + i) dt < z'/? /100 u'2e " [log(3ux)]* du
< zt/? {(C’Z)Ce +[2 10g(3x)]3£}
d'ou

R < a2 log(30)]° {(C0" + [210g(30)* |
< 21/ {(Cﬁ)“ n [mgc(:w) 10g(3x)} 36} . (97)

Compte—tenu des lemméd et 19, on a [Tit86, page 151]
(N)(TL)

Z My,
n

n>1

1
exp(—n/x) = ot /(1) ¢M)(2s + 2)E(H1)/2M$\é)(s + 1)I'(s) x® ds.

En déplacant la ligne d'intégratidi) a(—1/2 + ¢), le théoréme des résidus implique

m{Y (n) m () o
Z — exp(—n/x) = Z — + Ry, (98)
n>1 n>1
ou
1
RED .= %/ ¢ (25 4+ 2)1ED2 7N (5 4 1) ()2 ds
(=1/2+¢)
<. g V2 D2 () / \[(s)| dr
(—1/2+e€)
<. x71/2+seL(s)l2 (99)
grace a I'estimation de Stirling et aux lemmieket 19.
Posant

N 2 N
Ré:l:l%) — % 1Og(2N)R§ﬂ) + %Riﬂ),

on déduit de 96) et (98) que

+e o(N o,
> wlPe@ = A o (rED).
fEH(N)

La majorationRgﬂ) < R, résulte alors de9(7) et (99). O
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On compléte alors la démonstration du théor@nEn utilisant les majoration29), (31)
et (1), on voit que

> w(f)L(L,sym® f)F < ENTHlog(2N)] L. (100)
feH, (N;n)
Le lemme22 et les majorationsl(Q0) et (21) donnent

> w(f)L(1,sym® f)=

fEH}(N)
= Y w(NEsym? )F 4 0 (N1 log(2)) )
fEH] (N;n)
= Y wle@ o (REY), oy
feH] (Nin)
ou
Réie) =

n

et la constante impliquée dans le symbOlene dépend que de
Il résulte de 92), (31) et (29) que

2
Nlon—1 [log(2N)]H5 + oD+ (m)[log(2N)] 7 {x” [log(2V)] + xew[log(2N)]2/3}

S w0 (@) < ule) et N log (2N (102)
feH (Nsm)

Gréace a102), on peut réintroduire les formes d; (/V;7) dans (01) et obtenir

> wHEsym? ) = 3 w(fef @) + 0 (REY),

fEHL(N) fEH;(N)
ou
RG™ = RS + 1(e) e N1~ log(2NV))¢
et la constante impliquée dans le symbOlgne dépend que de
Le lemme23implique alors

N
S WL, sym? ) = Lgv ) 4o, (RF) (103)
FEHL(N)
avec
N)? 3¢
1 = T pog(zn)ia' {001 + [og 30) og(a)] | + o 1/20501
+ D (m)llos(2N)] 7 {x—n[log(w o e—w[log(Qan/s}
0

+ N1 log(2N)]F + 1(e)fa® N7 log (2N)]¢
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ou la constante impliquée dans le symbOlene dépend que de

Enprenant) = &, ¢ = 5 etz = N1/, on obtient

3¢ 5
Ry < N7VP7(N)? log(2N) {(o@)“ + [10g” (301082 | } + NTIO/2208

1 Etllog(2N)]°0/2 {N‘1/12[log(2N)]2 +Nl1/6e—fr[log(21\f)]2/3}

+ N73/2[log(2N)]*F + N~112[log(2N)]4¢".
Puisqued(5) < 3,0na

R(7i£) < N~ 1/18 ELllog (2N)] M/ 2 +C (104)
Le report de {04) dans (03 conduit au théoremB.
3.4. Preuve du corollaireA. — Dans cette partie, on montre I'existence de moments de
f+— L(1,sym? f) lorsque le niveau tend versoo dansNg;i.
Puisquevng)(n) est multiplicative, les égalitéd9), (51) et (68) et (71) donnent
—1

N 1 1\F ,
@gv )Mg) =M ][] (1 - ) (1 - 2) 14y T (105)
oIV p p =P
avec
= M4ev
My, = H Z —
peP v=0 p
Grace a70) et (69), on peut récrire, pouf € N*,
+oo ~
Mo =] 370 (106)
peEP v=0 p
et
Mie=¢@)" [T =2+ (107)
peP v=0 p

Par @) et (7), on déduit du théorém le résultat du corollairé lorsquel > $/log(2N).
On peut donc supposer qée< 1./log(2N). PuisqueP~(N) > log(2N), on ap > 4¢2
pourp | N. Dans le cas des moments positifs, I'égalié)(donne poup | N,

-1 —1

—L ~
1 , y
1-— ) (1) = e Y ) (108)
p p p
v>2 v>2

En utilisant (08), (59) avecp a la placep'/? etm 4o = £(¢ — 1)/2, on obtient, poup | N,
-1

(-3) (egm) olR) o (B6)

v>2
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Dans le cas des moments négatifg)( (79) avecp a la place d@'/2 etm_,o = (£ —1)/2
impliquent, poup | N,

-1

(-5) (2] ~{ree@) o ()]

En désignant pav(N) le nombre de facteurs premiers distinctsMgeles deux estimations
précédentes nous permettent d’écrire

1 1\ ,
IS (-5) (1-5) (1o

p|N v>2

w(N) log(2N) 1\ _ 1
o [ ) =1+ 0 () @09
carw(N) < log(2N)/log,(3N) et P~ (N) > log(2N).

Le report de {09 dans (05 donne alors le résultat podr< %\ /1og(2N).

-1

—1+0(

3.5. Preuve du corollaireB. — Pour la limite inférieure, on a
40
N]' . — mié,v
MEP = [c@c ™ @7 T Y
p>pjv20 P

de sorte que la convergence des prod&@iEonduit,/ étant fixé, a

dim MG = ((2)*, (110)
J—T00
Puisqu'il existeC' > 0 tel que

e (N;) C

~ j — 400
N logy ()
on en déduit
o P(NG) o (V)

1 M, =0.

N, Ml =0
On conclut en remarquant que la limite inférieure recherchée est positive.

On étudie ensuite la limite supérieure. Grace au corollajren a immédiatement

N
tim sup %M(ﬁ ) > My, (111)
M(ZVS(;&OO

Pour les moments positifs, grace&)on a

I () B

v=0
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Pourp | N, I'égalité (1) donne aussi

JFZOO Mg, (1 1 >_Z+§ Mo
- )

= P P pr S
dou
M—l—[ H +ZOO m-‘r&u . 1
(N) >
M piNv=0 P
On en déduit
o(N) . (N
o (N Mia? < Mre (112)
w(N)#0
Par (L11), (112 et (8) on a donc
N
lij{fnsup ‘PEV )Mg) — M,y = e31oslogt+0(0),
— 00
u(N)#0

Pour les moments négatifs, les équatiatikly et (7) donnent

lim sup

N—oo

w(N)#0
Pour prouver 'égalité dans cette équation, il suffit donc, toujours grade, @€ prouver
I'existence de”' > 0 telle que, pour tou€ > 0 on ait

e(IN) () £loglog £+O(¢
TM_Z Ze g log £+ ()

MY < M_ et (113)

Pour prouver 113, on utilise le §2.4 deRoy03 en en conservant toutes les notations sauf
£, qui devientZ,,. Compte—tenu dd:{0y03 proposition 11] et§), on a

fH ( 2+p+1>

-1

MUY <M TS ) (114)

174
p|N \»>0 p

Or, comme dans la preuve dedy03 proposition 11], on a

71> = :H(l—p> I ey (115)

v
p|N \v>0 p p|N p|N

D’aprés (05 on a

avecz, := p/(p® + p + 1). On prouve dansjoy03, §2.4] I'inégalité

<1£ i(?;%f > [1 - J [(elj SZJ .

(116)
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On en déduit I'existence d’une constadtg € |0, 1] telle que

Lo(zp) > { 1+ }1/2
(1+mp)t — (0 + 1)z
Pourfz, > 1,ona({+ 1)z, > 1 + z, de sorte que

1+xp 1/2 E—l—lxp

or [T [ay] 22T,
</l
Zmp>1 =

14
Hog £
avecC; > 0 une constante grace au théoreme des nombres premiers. On déduit alors de
(116 et (117) I'existence d’'une constanté, > 0 telle que

Lo xp

log H Lo(xp) > log H (1 +2,)
pIN p|N
Lxp>1 lxp>1

£
*logl’

(117)

(118)

Toujours d’aprésRRoy03, §2.4], pourlz, < 1,0na
‘C@(xp) =140 ((&Up)Q)
d’'ou I'on déduit I'existence d’'une constantg > 0 telle que

Y4
log H Lo(xp) > @
p|N

L, <1
De (118 et (119 on déduit I'existence d’une constardg > 0 telle que
14
pll'][V Ly(x,) > exp ( Cy g e) (120)

D’autre part, il existe une constantg > 0 telle que

L
H (1 — p13> > exp (—Cs0). (121)

p|N

Le report de 120) et (121) dans (15, puis du résultat dand.{4) conduit a (13 ce qui
achéve la preuve.

(119)

4. Preuve du théorémeA

On se place dans le cadre des hypothéses du théoker®a prouve la minoration de
H; " (N; C,sym?). Celle deH; ™ (N; C,sym?) se démontre de la méme fagon en remplacant
(8) par (7). L'existence def+ en résulte puisque

lim e~ ¢MeGMIT LT (V) = +o0.

N—o0
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Soita: N — R une application. Par l'inégalité de Cauchy—Schwarz, on a

1/2
> L(Lsym® ) < Xo(N)2 | Y7 L(1,sym® f)** (122)
FEHS(N) fEH(N)
L(1,sym? f)>a(N)
avec
Xa(N) = #{f € Hy(N): L(1,sym? f) > a(N)}.
D’autre part,
> L(Lsym® f) = > L(l,sym® f) — > L(1,sym? f)*
JEHE(N) FEH(N) JFEHL(N)
L(1,sym? f)>a(N) L(1,sym® f)<a(N)
> > L(1,sym® )" — a(N) #H(N). (123)
FEH{(N)
On déduit de122), (123 et (30) que
Xa(N) = Po(N, O)#HE(N)
avec
2
(k — 1)N 2 l+1 4
_— L(1,s —a(N
] oo CDELsyn® T = a(y)
JFEHF(N)
Pa(Nag): (/ﬂ—].)N
2 20+1
fEH(N)

tant que ce qui est a l'intérieur du carré est positif. Compte—teni@je{ du corollaire ),
le choix de

[ NMyein ]
0= [

conduit a I'existence d'une constarfie > 0 telle que
M2
P.(N, ) > Kty
My (2041)
Compte—tenu degj, on a
M? /
Mrern S o0 <_5> .
M, 2041) log ¢

Le choix de/ = |{log(3N)}| et la minorationa(N) > C [log,(3N)]® conduisent & la
minoration recherchée.
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5. Preuve du théorémeC

D’aprés @0), on peut écrire

k—1
2 2 £y2
g L(1,sym” f) = 52 N g w(f)L(1,sym~ f)=. (124)
FEHE(N) FEHL(N)

Dans Q1), en déplacant la ligne d'intégratidi) & (—3), le théoréme des résidus implique

L(1,sym? f)? = i (@) - R(f, ) (125)
ou
R(f,x):= ! L(s 4 1,sym? f)*I'(s)z*® ds.

2mi Jiope)

En reportant125 dans (24), on obtient
> L(lsym®f) = wi™ (x) + O (NIR']),
FEHL(N) feH*(N)

ou

R ::/( Z w(f)L(s + 1,sym? £)2T(s)x* ds.

“12) pem; ()
De (31) on déduit
R < 2 Y2N"1[log(2N)) / > |L(s 4 1,5ym? NP0 (s)| dr.

(=1/2) FEHZ(N)

Maintenant le lemme permet de déduire
R/<<N5x_1/2/ ’sSF ’dT < Neg~1/2,

(=1/2)

Donc on obtient
k—1

Z L(1,sym? f) = 52 Z w(f)w;”)(;l:) +Oc i (NH%*I/Q) . (126)

fFEH(N) FEH{(N)

En utilisant le lemme&3avec/ = 2, 0n a
Z w(f)w;“)(x) _ (N)M(N) 0., ( ~l4eg1/24e | 171/2+5) . a2
FEHL(N)
De (50) et (51), on déduit que
ms_]\;) = u}t, *u} « O 5 O D(N),
d'ou

()

p|N
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L'équation (L27) devient donc

k—1

272

avec

S w(el (@)

FEHE(N)
7.[.4
= 155 (k= DY) + 0. (fo1/2+f + Nm*l/‘m) (128)
1 1
N):=N — - -— .
v) H(l p) (1 p2)

p|N

En reportant128) dans (26), on trouve

4

S L(sym® f) = T (k — D(N) + O (NE:UW“ + Nx*l/%f) . (129)
FEH(N)

Le théoremeC résulte de 129 en prenant = N.
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