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STATISTIQUE DE LA VARIABLE ALEATOIRE L(sym?f,1)

EMMANUEL ROYER

Résumé

On étudie la statistique de la valeur en
1 de la fonction L de carré symétrique
d’une forme primitive en calculant ses
moments positifs et négatifs. On en dé-
duit des propriétés de la répartition de
ces valeurs.

Abstract

We study the statistic of the value at
1 of the L function of the symmetric
square of a primitive form computing
its postive and negative moments. We
deduce properties of the distribution of
these values.

This text might have small differencies with the published text. The defi-
nitive version has been published in Math. Ann. 321 (2001), no 3, 667-687.
(DOI) 10.1007/5002080100244.

11F11, 11F67, 60B10, 60E10 Carré symétrique — forme modulaire — fonction L —
distribution — Petersson

1. INTRODUCTION

Soit x un réel, 0 < x < 1 et N 'ensemble des entiers sans facteur carré N de plus
petit facteur premier p;(N) > N*. On étudie dans cet article la variable aléatoire
qui associe & une forme f de I'ensemble H(N) des formes primitives de niveau N
la valeur en 1 de la fonction L associée au carré symétrique de f, soit

L(sym?,1) H(N) — R
[ = Lisym?f,1)
lorsque N parcourt . On montre que ces variables aléatoires admettent une va-
riable aléatoire limite L(sym?,1)s, dont on calcule les moments dans le

Théoréme A. Soit n > 1 un entier. Soit

Z L(sym?f,1)" 1,

fEH(N)

tH(N)
Alors, lorsque N parcourt N il existe un réel M, tel que

lim M,(N)= M,
N —oc0

My, (N) =

On définit pour tout b € N [’ensemble

by---b; 2
Enb) =3deN"1id| [ ————— bis1) ,1<i<n—1
dy-diq
puis pour tout r > 1 entier

mp(r) = Z Z 1.

beN™  de&,(b)
det b=7 det d=det b

On a alors

m&zé@ﬁ”iﬁmﬂﬂ-
r=1 r

Date: Février 2001.
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La variable aléatoire L(sym?,1) admet lorsque N parcourt N une variable aléatoire
limite L(sym?, 1) dont le moment d’ordre n—1 est M,,. En particulier, [’espérance
de L(sym?,1)o est
E[L(sym® 1)oo] = ((2)?
et sa variance
¢2)¢3)
¢(6)

Dans cet énoncé, et dans toute la suite, P est I’ensemble des nombres premiers
et les lettres grasses telles que o, 3, 7, b, d... désignent des vecteurs. Leurs co-
ordonnées seront numérotées en indice, ainsi a = (a1, ..., ;). Le déterminant —
noté det — d’un vecteur est le produit de ses coordonnées, ainsi det @ = aq - - - Q.
La trace — notée tr — d’un vecteur désigne la somme de ses coordonnées, ainsi
tra = a1 + -+ + au,. Le produit de deux vecteurs est le vecteur de méme di-
mension obtenu en multipliant entre elles les coordonnées de méme indice, ainsi
afB = (a1B1,. .., mPm). Enfin, on a fait les conventions N° = {1}, &;(b) = {1} et
dy---dy=1.

La preuve utilise crucialement le fait, prouvé par Gelbart et Jacquet, que la
fonction L(sym?f, s) est la fonction L d’une forme automorphe de GL3 et la théorie
de la convolution de Rankin-Selberg pour ce groupe. Par des techniques dérivées
du grand crible et utilisées par Luo et Kowalski-Michel on exprime L(sym?f,1)
comme un polyndéme de Dirichlet court en moyenne. Ce résultat est analogue et a
été inspiré par les travaux de Luo [9] dans le cas des formes de Maa® pour SL(2,7Z).
En particulier, les moments sont les mémes. On obtient un encadrement plus précis
des moments que celui obtenu par Luo dans le

Var[L(sym?,1)s0] = ¢(2)* [ — 1} ~ 6,908.

Théoréme B. Pour tout entier n > 2 on a
In M,, = 3nlnlnn + O(n).

En fait, ces techniques permettent également le calcul (inspiré par un travail
ultérieur de Luo [10]) des moments négatifs.

Théoréme C. Soit n > 1 un entier. On définit pour tout r > 1 entier

mon(r)= > plabier) - plapbpen) () oplba) YL
a,b,ceN™ deé,, (ab)
det ab?c®=r det ab=det d

Le moment négatif d’ordre —m — 1 de L(sym?,1) est donné par

L &)
Mon = 2

Remarque. Avec la convention &y(1) = {1}, ce théoréme reste valable pour n = 0.
Voir la remarque 2.

Enfin, soit ¢ un nombre premier, on considére L(9) (sym?,1), la variable aléatoire
obtenue de L(sym?,1) par division par le g-iéme facteur eulerien (voir §2.2) et on
prouve le résultat d’indépendance

Proposition A. Soit ¢ un nombre premier. Les variables aléatoires limites, lorsque
N parcourt N en restant premier & q, des variables aléatoires
Agq) : H(N) — R
o= M)
et L9 (sym?,1) sont indépendantes.

On rappelle que deux variables aléatoires sont indépendantes lorsque la fonction
de distribution cumulative du couple qu’elles forment est le produit des fonctions
de distribution cumulative de chacune d’elles.
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2. CADRE

2.1. Formes primitives. Soit N un entier strictement positif et k un entier pair
strictement positif. On note S(N) l'espace hermitien des formes paraboliques de
poids k et de niveau N muni du produit scalaire de Petersson

(f.9) = /D REren dz W (1.gesm)

ot Dg(N) est un domaine fondamental du quotient & gauche de H U QU {oo} par
To(N) pour l'action homographique (voir par exemple [6, §§2.7 et 3.3]).
Pour tout entier strictement positif n on note T, le n-ieme opérateur de Hecke
(voir par exemple [6, ch. 6]) défini par
T,:S(N) — S(N)
d—
1 az+b
foeon X A i(5)
ad=n b=0

a>0
(avN):l

On note H(N) Pensemble des formes primitives de poids k et de niveau N. C’est
une base de l'espace des formes nouvelles par rapport & N de poids k et de niveau
N. Il n’y a donc qu’un nombre fini de formes primitives de poids k et de niveau N.
On note 7 la fonction nombre de diviseurs. On a alors

LH(N) = T Ly (V) + OV (V)

avec une constante absolue. Pour une définition de ™% et une preuve de ce résultat,
on peut se reporter & [11, §5]. Il nous suffit de savoir que, si N est sans facteur carré
alors ¢¥"°V(N) = ¢(N) avec ¢ la fonction d’Euler. Si f est primitive de niveau N,
alors pour tout entier n (méme non premier & N ) elle est vecteur propre de T;, et
on a

Tnf = Ap(n)nt=V/2f  (f € H(N), n € N*).

Les fonctions Af(n) sont reliées entre elles par une relation de multiplicativité. Pour

tous m et n on a mn
M) = > A (5

On a la majoration de Deligne
[Af(m)| < 7(m).
Pour p premier ne divisant pas N, on a en particulier
Ar(p) = 2Re ay(p)
avec |ay(p)| = 1.

2.2. Fonction L de carré symétrique. Soit N un entier strictement positif sans
facteur carré. La fonction L de carré symétrique d’une forme f € H(N) est définie
pour Re s > 1 par

+oo
L(sym?f,s) = ¢V (2s) Z Ap(r?)r—
avec =

+oo
C(N)(s): Z r°.
()1
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Pour Re(s) > 1, la fonction L(sym?f, s) admet le développement en produit eulerien
L(sym*f,s) = [ [ L(sym; f.s)
peP

ou L(sym2f,s) est défini par

[1—as()’p™*] "L =) ?p*] (1 —p*) ' si(p,N) =1
et
(1—p~tp=*)~tsip|N.
On définit

L(sym?2 f, 5) =7T_3S/2I‘<S;1>F<S+I;_ l)r(s—;—k)

La fonction L(sym?,f,s)L(sym?f,s) est entiére (ceci se prouve grace aux travaux
de Rankin et Shimura : Shimura a prouvé que L(sym?f,s) a un prolongement
holomorphe sauf en un éventuel pole en s = 0 [12, theorem 1, theorem 2|. Mais,
Rankin a prouvé que la fonction ¢(N )(S)L(sym2 f»8) est méromorphe avec comme
seul pole s = 1. Ainsi, L(sym?2f,s) est holomorphe aussi en s = 0). Grace aux
travaux de Li [8, §4], on sait qu’elle vérifie I’équation fonctionnelle valable sur C
donnée par

L(sym3, f, s)L(sym® [, s) = (N?)"*FV2L(sym2 f,1 — s)L(sym>f,1 — 5).

La définition de L(sym?f,s) permet d’avoir le développement en série de Diri-
chlet de L(sym?f,s) pour s tel que Res > 1. Si

piry =Y ()
m2l=r

(m,N)=1

alors

L(sym?f, s) pr

Pour tout entier n > 0 et tout vecteur b € N”, on définit 'ensemble

2
En(b) = {d e N""1d,| <M,bi+l> ,1<i<n— 1}

avec les conventions N0 = {1}, & (b) = {1}, & (1) = {1} et d; - - - dy = 1. On a alors

L(sym?f,s)" Z P ()

avec

2
(+n) by - by
=Y > Af[(d ) |
a,beN” de€, (b) n-
a’b=r (d1,N)=+=(dn,N)=1
(ahN)* =(an,N)=1

Enfin, par comparaison des développements euleriens pour tout s tel que Res > 1,
on a

L(sym?f, s) Z py(r)r
avec p (r) dALfini par

py (rpy (") sir =0 K IN%, (0 N) =1
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et
p(r)yr=1 si T[N,
plabe)u(b)Af(a®b?)  si (r,N) =1 et r = ab*c® avec pu(abc) # 0;
0 si (r, N) =1 et r a un facteur bicarré.

On a alors, pour tout n > 0 entier

L(sym®f, s) pr “(r
avec, si (r, N) = 1, la définition
pr )= D plabier) - planbuea)(by)- - a(bn)
a,b,ceN™
det ab’c®=r
anby by \”
N A # .
Sl
€&, (ab)

Pour tout 7 et tout € > 0, p(fin) (r) < r¢ avec une constante dépendant de € et n.

Enfin, grace aux travaux de Golfeld, Hoffstein et Lieman [3] on a
L(sym?f,1) + L(sym?f,1)"! < In(kN) (1)
et d’apreés le lemme 2.5 de [5] on a, pour f € H(N) l’égahté
Lisym?f,1) = 22~ e+ (k) LN (1, ).

3. LA VARIABLE ALEATOIRE L(sym? 1)

3.1. Préliminaires probabilistes. Les notions de probabilités nécéssaires & ce
préliminaire sont, par exemple, données dans [1]. Soit N un entier sans facteur
carré. On considére la mesure définie pour toute partie A de H(N) par
fA

tH(N)

On étudie la variable aléatoire
L(sym?,1) : H(N) — R
f = L(sym?f,1).
La fonction de répartition cumulative associée & cette variable aléatoire est définie
pour tout réel x par

Ry(2) = = t{f € H(N); L(sym®f,1) < x}-

ﬁH( )

Les moments de la variable L(sym?,1) sont donnés pout tout entier n par

Mo(N) = —— > L(sym?f,1)"!

HH(N) | S

On a, pour tout réel a > 0 et tout entier positif n 'inégalité de Markov
M, N
ﬁH( )ﬁ{feH( )L(smef,l)Za}gL(). (2)

an
Notre but est de montrer qu’il existe une fonction de répartition cumulative R
qui soit limite faible des fonctions Ry lorsque N parcourt I’ensemble A/. On dit que
Ry converge faiblement vers R lorsqu’on a

A Ry(z) = R(x)

en tout point de continuité x de R. On rappelle que toute fonction croissante,
continue & droite de limite nulle en —oco et 1 en 400 est la fonction de répartition
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cumulative d’une variable aléatoire. On notera L(sym?, 1), la variable aléatoire de
fonction de répartition cumulative R et de mesure de probabilité u. Les moments
de cette variable sont les réels
M, = / =" tdp.
R

Pour prouver 'existence de R on utilisera le critére donné par le

Lemme 1. Soit (Ry)n une suite de fonctions de répartition cumulative de mo-
ments (M, n)n. On suppose qu’il existe une suite (M), telle que M, n — M,
lorsque N — co. On suppose que la série

—+oo

Mn+1 A\

E ——(it)
= !

a un rayon de convergence non nul. Alors il existe une fonction de répartition cu-

mulative R telle qu’en tout point de continuité x de R on a
lim Ry(x) = R(z).
N —o00

D’autre part la suite (My,)n est la suite des moments de R.

Remarque 1. Ce lemme résulte du critére d’unique détermination des fonctions de
répartition cumulative par leurs moments (voir [1, théoréme 30.1]), et du théoréme
de Helly (voir [1, corollaire du théoréme 25.10]).

3.2. Moments.

3.2.1. Calculs. On calcule les moments positifs et négatifs de la variable aléatoire
L(sym?,1). Dans toute la suite, on considére des formes primitives de poids fizé et
de niveau variable. En particulier, les majorations peuvent dépendre du poids sans
que cela soit indiqué. On aura besoin de la formule de trace suivante due & Iwaniec,
Luo et Sarnak [5]. Si m et n sont deux entiers, on pose é(m,n) =1sim=net 0
sinon.

Proposition 1. Soit N un entier sans facteur carré et m et n des entiers tels que
(m,N) =1 et (n,N?)|N alors

1 Ar(m)As(n)
tH(N)

= 1 m,n —1/2.4 m,n
Foym?h,1) = g )+ OV (0t

+ (mn) A (n, N)"Y222(N)p(N)~Lrs ((m, n)) 1n(2mnN)).

fEH(N)

Remarque 2. En choisissant m = n = 1, cette proposition donne le moment d’ordre
—1 de L(sym?,1) sans condition sur le plus petit facteur premier du niveau.

Pour tous entiers r > 1 et n > 0, on définit les entiers

ma(r)= > > 1

a,beN"  de&,(b)
det a2b=r det d=det b

et
mfn(r) = Z M(alblcl) t M(anbncn)ﬂ'(bl) T M(bn) Z L.
a,b, ceN" de€, (ab)
det ab’c®=r det ab=det d
On pose ensuite
u 1 f Man (1)
+n = v —_—
¢(2) r

r=1
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Remarque 3. Sin >0, on a

—+o0 400 ~

avec
beN" de&,, (b)
det b=r det d=r
On a alors le
Théoréme 1. Pour tout n € Z, tout entier N > 2 sans facteur carré et tout réel
O<e< ﬁ on a

1
tH(N)

NE
Z L(sym?f,1)™ = M, 11 + O(NE + >
FEH(N) pi(N)

La constante impliquée par O dépend de ¢ et n.

On énonce plusieurs lemmes dont découle la preuve du théoréme. Si n > 0 est
un paramétre fixé suffisament petit, on définit 'ensemble HT(N;n) par

{f € H(N); L(sym®f,s) #0,Vs =0 +it, 0 > 1 —n, [t| <In’ N}

puis le complémentaire H~(N;n) = H(N)— H™(N;n). On a le lemme suivant di a
Luo dans le cas des formes de Maak de niveau 1 et & Kowalski-Michel [7, théoréme
1] dans le cas général

Lemme 2 (Lemma 1, [9]). Il existe b > 0 tel que pour tous N > 2 sans facteur
carré et 0 < < ﬁ on a la majoration

$H ™ (Ns5m) < N7
ot la constante de majoration ne dépend que de 7).

Si0 < a < 1 est un paramétre fixé et si x = N® on définit

+oo (£n) r

w‘gcin)(a:) = Z pff exp(—r/z).

r=1

On a alors le

Lemme 3. Pour tout entier N > 2 sans facteur carré et tout entier n > 1; pour

tous réels € et m, 0 < e, < = et x = N avec 0 < a < 1; pour toute forme

100
feHT(N;n) ona

L(sym?f,1)*" = w}in)(x) + O(NE:L"*"/Q).
La constante impliquée par O dépend de €, 1, o et n.

Preuve. Si 7y est le chemin reliant 1 — ico, 1 —iIn® N, -7 - iln® N, -3 +iln® N,

1+iIn®* N et 1+ ico on a pour s € 7 la majoration
L(sym?f,s + 1) « N°¢

grace a [9, lemma 2] et [10, lemma 6]. En remarquant que w;in) (x) s’écrit

, 1
Wi (@) = 5 /( Loy, s 4 )T d

on conclut par le théoréme des résidus le long du contour délimité par v et la droite
Re(s) = 1 et la majoration de Stirling. O

On déduit ensuite de la proposition 1 le
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Lemme 4. Pour tout entier sans facteur carré N > 1 et tous entiers r > 1,
(r,N)=1etn >0, pour tout réel ¢ > 0 on a

(£n)
! Py (r) ! o
gH(N) Z L(sfym = Man(r) + O(N 1/2+4¢,1/2+ )

2
Lo Tlyne 1) ()
La constante impliquée par O dépend de n et e.

On a aussi le

Lemme 5. Pour tout entier sans facteur carré N > 2 et tout entier n > 1; pour
tous réels e >0 et 0 < a < 1/10, si x = N%, on a

(in)(x) 1 i

1 “r _ Metn (1) VAR
Y 2 Tymf D) ()2 1 +O<N (e * ))

fEH(N) =1

La constante impliquée par O dépend de «, € et n.

Preuve. On a

+n 00 +n
S Wit () jzexpw/x) 5 i ()
2 - . Tl 2f 1)
(e Ly D)~ & A sy D)

La contribution des r non premiers & N est majorée par

X exp(—pr/z) ngin)(rp) ¢
2.2 2 T <MLy

p|N r=1 FEH(N)

Le lemme 4 donne alors

(£n)
; Wf ((ﬁ) . 1 Mm )
HHN) feg(:f\’) Lisym?f,1) — ((2) (T,%):—l r 4n ()
~1/2+e,,1/2 NE)
+O<N iy o

On réinsére les  non premiers & N car m,(r) < r® et on termine grace a
—+oo “+oo

Z eXp(_T/x) m:l:n(r) _ Z min(’l") + 0(1,71/8)

r r
r=1 r=1

qui résulte de ce que m4,(r) = 0 8’1l existe un nombre premier p||r. a
On a alors, grace a (1) et au lemme 2

1
tH(N)

Z L(sym?f,1)*" =
fEH(N)
1 L(sym?f, 1)t +1
tH(N) L(sym?f,1)

+ O(an+€71)
fEH(N;n)

puis, grace au lemme 3

1 w(:l:n+1)(x)

> Lisym’f,1)*" = D e
FEH(N) FH(N) (v Loym*S 1)

1
tH(N)

+ O(NE (NP1 4 271/2)).



STATISTIQUE DE LA VARIABLE ALEATOIRE L(sym?2f,1) 9

Grace a la majoration w;in+1)(x) < N°? on peut de nouveau introduire les formes

de H~(N;n). On obtient alors grace au lemme 5

1 1 X manga(r)
§ L 2 +n — § +n+1
) s Sty o) @=
(N1 4 /2 1
+ O(NS(N®T=t 77 +p1<N))).

On a ainsi prouvé le théoréme 1.

3.2.2. Ezxpression combinatoire des moments positifs. Soit n > 1. La fonction r —
My, (r) est multiplicative. Le moment M, est donc déterminé par les coefficients
My (p?). On raméne I'étude de ces coefficients a un probléeme combinatoire grace a
la récriture de la définition de m,(p*) dans le
Lemme 6. Soitn €N, n>1,p€ P eticN. On a m,(p') =
BeN §ec N1,
i tr@ =trd =1,
6 <2min(fy + -+ B — 61— =61, Be41), 1 <L <n—1
De plus, m1(p) = (i, 0).
En particulier, 7, (p") ne dépend pas de p et on définit
Mp,i = mn (pl)
de sorte que
—+o0
M, = (2" H Zmn,ip_z~ (3)
pEP i=0
On déduit du lemme 6 une majoration des coefficients m,, ; donnée dans le

Lemme 7. Soitn > 2 eti > 0 des entiers. On a

Mg < Y 282+ 1) (28, +1).

,BENn
tr B=1i

Preuve. 11 suffit de remarquer que, pour tout 1 <{<n—-1lonal<d§ <2Fp1. 11

y adonc (282 +1)--- (28, + 1) choix possibles de vecteurs 4. O

Remarque 4. Pour ne pas briser la symétrie du role des coordonnées de 3 on utilisera
plutot la majoration (impliquée par le lemme)

Mai < Y (2B0+ 1)+ (28, + 1) (4)

BeEN™
tr B=1

Cette majoration demeure pour n = 1.
On obtient aussi une minoration dans le

Lemme 8. [l existe une entier ig tel que pour tout entier n > ig et tout entier
w<i<nonamy,; > Crilgi[l-%O(l/ﬂ)].

Preuve. Soit 0 < 7 < n. Dans la valeur de m,, ; donnée au lemme 6, on regroupe les
vecteurs B en sous-ensembles de 3 ayant exactement k& coordonnées nulles pour tout
entier k. Grace a la condition sur tr 3, on peut se restreindre an —i < k <n — 1.
On obtient ainsi une partition de ’ensemble des 3 (cet ensemble étant la projection
sur N” de I’ensemble définissant m,, ;) en sous-ensembles notés £(n, i; k). A chaque
vecteur 3 de E(n,i;k) on associe ensemble F(3,4) des vecteurs § associés a 3
ainsi que le vecteur 3 de £(n — k, i;0) formé a partir de 3 en supprimant toutes les
coordonnées nulles. Chaque coordonnée (3, nulle impose une coordonnée dy_; nulle
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(et B1 = 0 impose d; = 0), ainsi, F(B;i) est en bijection avec F(3;i). Pour tout
entier r, on note my ; le cardinal de

Be(N-{o}H,6 e N~
Bt 4B =1,
S <2min(fy + -4+ B — 01 — - = 0p—1,Be41), 1 << r =1
o1+ + 01 =1

On a alors

n—1 7

§ k. * _ § : T

Cnmnfkr,i - Cnmr 7
k=n—i r=1
Par positivité, on a
Myp,i > Cpmy ;. (5)

On minore maintenant m} . Le seul vecteur B intervenant dans le calcul de m}, est

le vecteur dont toutes les coordonnees sont 1. On vérifie de plus que la condltlon
sur trd et la condition

0<6d1 <2min(By +---+Bi1 — 61—+ —di—2,5)
imposent §;_1 = 2. Pour tout vecteur d et tout entier £ on note sy = £—d1—---—0dp_1.
Il nous faut donc trouver dq,...,d;_o tels que s;_1 = 1 et
0< 6 <2min(sp, 1), 1<0<i—2. (6)

On a toujours &y € {0,1,2}. Les coordonnées éy = 0 interviennent « positivement »,
les coordonnées d; = 1 interviennent « de facon neutre », et les coordonnées §, = 2
interviennent « negativement »au sens ot ’on a les implications

6 =0 = Se+1 =80 +1
(5@21 = Sp+1 = S
0p =2 = Se41 = 8¢ — 1.

On définit ; comme le plus petit entier supérieur a /7 et Pentier j tel que (3j+2)e; <
i —2 < (3j 4+ 5)e;. On place les coordonnées de § sur un axe et on résume la fin de
la démonstration sur le schéma suivant.

1 € 4e; (Bj+2)e -2

] ] ] ]
] I ] ]

g; coordonnées 0
g; coordonnées 1
g; coordonnées = 2

—T

tous nuls

On choisit 9y = --- =9, =0. On a alors s.,+1 = &; + 1. Puis, parmi d¢,41,. .., 04,
on fixe €; coordonnées égales a 0, €; coordonnées égales 4 1 et ¢; coordonnées égales &
2. La condition (6) est ainsi satisfaite pour ces coordonnées. On a sy, +1 = €;+1. On
fixe d4c,41,-..,07s, de la méme facon puis on répéte le processus jusqu’a avoir fixé
Ocir- 5 0(3j4+1)e,- On aalors s(3j41ye,41 = €;+1. On a alors & choisir 1 —2—(3j+1)e;
coordonnées dont la somme est ¢ — 2 — 3je;. On choisit alors €; coordonnées égales
a2 et les i —2 — (3j 4 2)e; restantes égales & 1. On a ainsi construit (C5: C5: )7
vecteurs d satisfaisants. Or d’aprés la formule de Stirling on a

e V33 1

50, Co2, = o o 1+0 -
doum;; > 3i1+01/VD] Le résultat du lemme s’obtient alors grace a la minoration
(5). O




STATISTIQUE DE LA VARIABLE ALEATOIRE L(sym?2f,1) 11

3.2.3. Encadrement. La majoration (4) de m,, ; donne la majoration suivante des
moments

Proposition 2. Pour tout entier n > 2 on a ln M,, < 3nlnlnn + O(n).

Preuve. On déduit de (4) la majoration

+oo

Zmnz<zz 2/61+1 (2/8n+1)

Bn
=2 i= 2[—}6N" P
tr B=1

D’autre part, m,; =0 d’ou

§W<<§25+1>n_3n.
P

=0

On déduit de (3) la majoration

(1+p™H™  3n
n 1
M, < (2 [ [)zn ol
peEP
On conclut grace a

H (t+p )" < (lnn

ISl VA 3n,0(n)
(1 priymm = (e

p<n

{22 - heof5)) -

p>n

et

Le lemme 8 donne alors la minoration des moments suivante.
Proposition 3. Pour tout entier n > 2 on a M, > (In n)3”eo(").
Preuve. Grace au lemme 8 on a, pour n assez grand,

H <1+ zn: %y(uou/ﬂ)))

p< v i=io ¥

wn11Q+§j j

p<vn 1=t

3900 T (1 - 1) (1 + 3)
p° p

p<V/n
d’ott M,, > (Inn)3neOm), O

v

My,

v

v

3.3. Distribution. Soit I et Z des applications de N dans RT. L’inégalité de
Markov (2) pour la variable L(sym?,1) donne pour tout n entier positif

sum?2 n+1(N).
ﬁH( )li{fGH( )i L(sym”f,1) > I(N)} < (V)

Cette méme inégalité de Markov appliquée & la variable L(sym?,1)~! donne

U € HOV)L(sym 1) < Z(V)} € Moyia (N)Z(N)”

soit encore

ﬁH( )ti{fEH( ); L(sym®f,1) > Z(N)} 2 1 = M_p11(N)Z(N)™

On déduit de ces considérations la
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Proposition 4. Soit Z,1 : N' — RT des applications. Pour tout n entier positif,
on a lorsque N parcourt N

1 ) B i
Wﬁ{f € H(N); L(sym*f,1) > Z(N)} = 1+ O(Z(N)")
et
1 2 — —n
)t € HIN) Lisym™f,1) 2 I(N)} = O(I(N)™").

La minoration des moments positifs obtenue & la proposition 3 permet de prouver
la

Proposition 5. L’ensemble {L(sym?f,1); f € H(N), N € N'} n’est pas borné.

Preuve. On suppose par I’absurde qu’il existe une constante C' telle que l'on ait,
pour tout N € N la majoration L(sym?f,1) < C. On obtiendrait alors, pour
tout entier n > 0 la majoration sur les moments M, ; < C". Cette majoration
contredirait la minoration M, ; > (Inn)3*e?™) de la proposition 3. ]

La majoration des moments positifs de la proposition 2 permet d’affirmer que la
série

+
= MnJrl Y
> o it)
n=1 ’
a un rayon de convergence infini. Grace au lemme 1 on déduit alors la
Proposition 6. Si N parcourt N, il existe une fonction de répartition cumulative
R telle qu’en tout point de continuité x de R on a,
1
lim ——— € H(N); L(sym?f,1) < z} = R(x).
i st € HON): L(sym? £.1) < ) = R(a)
De plus, pour tout entier n, le moment d’ordre n de cette fonction de répartition
cumulative est M,,.

Autrement dit, la variable aléatoire L(sym?,1) converge en loi vers une variable
aléatoire L(sym?,1)qo.

3.4. Espérance et variance. L’espérance de la variable aléatoire L(sym?,1), est
donnée dans la

Proposition 7. L’espérance de la variable aléatoire L(sym? 1) est
E[L(sym?,1)s] = €(2)%

Preuve. L’espérance d’une variable aléatoire est son premier moment. On prouve
donc My = ((2)%. On a

’I’/Y\LQ(T) = ﬁ{(bl,bg) S N2 ; b1b2 =7, blbg‘(bhbg)Q}
_ 1 sir est un carré;
B 0 sinon
d’ou My = C(2)2. O

L’espérance d’une variable aléatoire est la meilleure constante d’approximation
quadratique. L’erreur commise est donnée par la variance.

Proposition 8. La variance de la variable aléatoire L(sym?,1)s est

¢(2)¢3)

Var[L(sym?,1)o0] = §(2)4{ ¢(6)

- 1} ~ 6, 908.
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Preuve. 11 faut montrer

1+p3
M;=¢2)? || ———-
= =y
peEP
On commence par calculer mgz ;. Grace au lemme 6 la valeur de ms; est le cardinal
de I'ensemble des (81, B2, B3, 01,02) € N° satisfaisant aux conditions

Bi+ B2+ B3 =1 (7a)

61 < 2min(B1, B2)
92 < 2min(By + B2 — 61, f3) (7b)
81 + 09 = i. (7¢)

On a nécéssairement §; = i — 203 : en effet si B; + B2 — d; # B3 alors la condition
(7b) implique 01 + d2 < B1 + B2 + B3 ce qui contredit les conditions (7a) et (7c);
ainsi 61 = f1 + P2 — B3 = i — 203. On déduit alors de (7c) que d2 = 2f3. Ainsi a-t-on

(513527ﬁ3) GNS;
ms,; = P+ P2+ P =i
0 <i—283 <2min(p, B2)

Simg3; est la contribution & ms ; des triplets (81, B2, B3) tels que B = Bo et si méi
est la contribution & mg ; des triplets (81, 2, 83) tels que S < 3 on a

— = <
ma; = Mg ; + 2m3)i.

On a
my; =14 B3 € N; B3 < i=Ps oy
=2 2
donc
_ )
mgl—ﬁ|:4,2:|ﬂN
D’autre part,
(B1,B3) €N2
L—Bs< B <=2
/83_2

soit

RO ER

On en déduit

ms 44 = 2i243i+1
ms34i+1 = 2i2 +4

ms34i+2 = 2i2 +5t+3
ms 4543 = 222 —+ 3’L + 1

On calcule alors
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3.5. Dépendance avec les valeurs propres de Hecke. Si ¢ est un nombre
premier ne divisant pas N, on étudie la dépendance de L(sym?f,1) et Af(q). Pour
cela, on va montrer que cette dépendance n’est due qu’au g¢-iéme facteur eulerien
de L(sym?2f,s). A cet effet on définit

L9 (sym?f,s) = H L(symf)f, s)
p#q
— Lisym? , $)L(sym2f,s) .

Soit X : H(N) — C une application, on définit M%(X) par

iy ] @)
M) = g | 2 Ty )

La proposition 1 permet de voir M ]’\1, comme un opérateur de moyenne puisque
M (1) =1+ O(N~Y274(N)).
On a alors la

Proposition 9. Soit ¢ un nombre premier, deux entiers m > 0 et n > 0. Lorsque
N parcourt N on a

NEIEOO TH(N) Z WL((I)(SZ/W L) Ar(¢") = 0.

(N,q)=1 FEH(N)
Preuve. On note ¢, la fonction caractéristique des entiers premiers & g. On peut voir
L(’J)(sme f,8) comme la fonction L de carré symétrique de la forme parabolique
f®e, de poids k et de niveau Ng? (qui n’est plus sans facteur carré!). Les coefficients
de cette forme vérifient la majoration de Deligne et la formule de multiplicativité de
Hecke. Le calcul des moments se récrit donc ligne a ligne dans ce cas (c’est-a-dire en
remplagant Ap(n) par ¢,(n)As(n) et en insérant un facteur ¢, lorsque la formule de
multiplicativité intervient). On obtient alors le méme résultat en remplacant m,, (r)
par My, »(r) ou

Mo (1) = L > ey(detb)i{d € £,,(b); ¢" det d® = det b }.
4(2) det a2b=r

Or pour que la somme soit non vide, il faut que pour chaque ¢ on ait (g, b;) = 1. Mais

si n # 0, cela implique que l'ensemble intervenant dans la définition de my, ,(r) est
vide. On a alors my, »(r) =0 et

1 L9 (sym? f,1)™
lim P LU AR WO )
N2 N () Lsym?h D)

On en déduit la

Proposition 10. Soit ¢ un nombre premier, m > 0 et n > 0 deuz entiers. Lorsque
N parcourt N on a

. 1 ¢(2)
lim ——— 7L(q)(sym2f DA ()" =
oo 2 ’
E\J[ijirzl gH(N) P L(sym?2f,1)
. 1 ¢(2)
lim g 72)\f(q")
é\lfv—;;rﬁ gH(N) P L(sym?f,1)

. 1 (2
x lim —— E —— L@ (sym?f,1)™.
oo tH(N L 2f,1 ’
Oy N Gty Elsym )
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On en déduit en particulier le

Corollaire 1. Soit ¢ un nombre premier. Dans les espaces probabilisés munis de la

moyenne %, les variables aléatoires limites, lorsque N parcourt N en restant
premier & q, des variables aléatoires
Agq) : H(N) — R
= Ar(g)

et L9 (sym?,1) sont indépendantes.

Preuve de la proposition 10. Pour tout entier n > 0 on a

A(@)" = ha(D)Af(q)
=0

avec
2n+1 s

hn(i) = — cos" Osin(i + 1)0sin 6 do
T Jo
(voir, par exemple, [2, lemma 3]). Ainsi, grace a la proposition 9 on obtient

lim ML (sym?,1)"A(q)"] = hn(0) lim ML (sym?,1)™].
N—+o00 N—+o00
(N,q)=1 (N,q)=1
En prenant m = 0 dans cette derniére équation, on obtient
_ : h n
ha(0) = lim  MERA@)"]
(N,q)=1

ce qui permet de conclure. (Il

Remarque 5. Les travaux d’Iwaniec, Luo et Sarnak, et notamment une formule &
la Eichler-Shimura ([5, proposition 2.13]) permettent, en reprenant pas a pas les
calculs du paragraphe 3.2.1 de remplacer la moyenne M par la moyenne naturelle

et ainsi de prouver la proposition annoncée en introduction.
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