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FACTEURS Q-SIMPLES DE Jy(N) DE GRANDE DIMENSION ET
DE GRAND RANG

EMMANUEL ROYER

Résumé Abstract

Par améliorations de méthodes dues a By improvements of J.-P. Serre’s me-
J.-P. Serre, nous donnons des bornes in- thods, we prove lower bounds of the lar-
férieures de la plus grande dimension gest dimension of simple abelian subva-
des facteurs simples de Jo(N) soumis rieties of Jo(N), with or without condi-
a des conditions de rang (ces conditions tions on the algebraic rank (these condi-
étant : rang nul ou rang égal & la dimen- tions are : either rankX = 0 or rankX =
sion). dim X).
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1. RESULTATS

Pour N > 1, soit J§°¥(N) la partie nouvelle de la jacobienne de la surface de
Riemann compacte Xo(V), quotient par le sous-groupe de Hecke T'g(N) du demi-
plan de Poincaré complété. Comme conséquence d’un théoréme d’équirépartition
des valeurs propres d’opérateurs de Hecke, J.-P. Serre a montré que la plus grande
des dimensions de facteurs Q-simples de JJV(N) tend vers +oo lorsque N tend vers
+oo ([11, théoréme 7]). Dans un premier temps nous rendons effectif le théoréme
d’équirépartition précédent grace & un calcul de discrépance. Nous déduisons alors
une version plus forte du résultat de Serre :

Théoréme 1.1. Soit p un nombre premier. Il existe une constante C), ne dépendant
que de p, strictement positive, et un entier N, ne dépendant que de p tels que pour
tout entier N > Np, non divisible par p, il existe un facteur Q-simple, X de la
jacobienne JEV(N) dont la dimension vérifie la minoration suivante :

dim X > C,vVInln N.

Nous savons, grace a G. Shimura, interpréter la dimension des facteurs Q-simples
de J§°V en termes de degré des corps de rationalité de formes primitives relativement
a N de poids 2 sur I'g(N), dont ’ensemble est noté S (2, N)+. En particulier la plus
grande des dimensions des facteurs Q-simples est donnée par le plus grand degré
de ces corps de rationalité. Si nous fixons un entier premier p ne divisant pas NN,
le degré du corps de rationalité associé & une forme f primitive relativement a IV
est minoré par le degré de l'extension sur Q engendrée par le p-iéme coefficient
de Fourier de f : Q()\ ¥ (p)) Notre stratégie va donc consister & minorer le degré
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sur Q des A¢(p). Utilisant des techniques standard d’approximation des fonctions
caractéristiques d’intervalles par des séries de Fourier (ici, plus précisément des
séries de Tchebychev de seconde espéce) nous estimons la taille minimale que doit
avoir un intervalle pour contenir au moins un A (p)//p quand f parcourt S (2, N )+.
Pour cela, nous avons besoin d’une formule de trace, c’est-a-dire d’une moyenne
des A\¢(p™)//p" calculée pour tout entier n avec le poids naturel 1/cardS (2, N)".
Pour un tel poids, la formule de trace adéquate est celle d’Eichler-Selberg que nous
exprimerons en nous inspirant de A. Brumer. Le terme vInln N trouvé est bien
loin de ce que nous espérons puisque des évaluations numeériques dues & A. Brumer
laissent espérer une puissance de N. Notamment, si nous savions qu’il y a trés
peu de valeurs propres multiples des opérateurs de Hecke, le résultat serait bien
meilleur.

Par des calculs de discrépance de sous-suites de valeurs propres d’opérateurs de
Hecke associées a des formes primitives de poids 2 sur I'g(/N) n’annulant pas leur
fonction L au point 1/2 et en utilisant de récents développements de 1'é¢tude de
ces fonctions L de formes modulaires, nous renforgons le théoréme précédent en
étudiant la dimension de facteurs Q-simples dont le rang (au sens algébrique de
Mordell-Weil) est fixé égal a 0.

Théoréme 1.2. Soit p un nombre premier. Il existe une constante C), ne dépendant
que de p, strictement positive, et un entier N, ne dépendant que de p tels que pour
tout entier N > Np, non divisible par p, il existe un facteur Q-simple, X de la
jacobienne J§(N) de rang nul et dont la dimension vérifie la minoration suivante :

dim X > C,vVInln N.

Le théoréme 1.1 peut bien-entendu étre vu comme conséquence du théoréme
1.2. Comme précédemment, les facteurs Q-simples de J5°V(N) sont caractérisés
par les corps de rationalité des formes f de S (2, N )+. Mais, si nous voulons nous
restreindre aux facteurs Q-simples de rang 0, nous devons aussi nous restreindre aux
corps de rationalité associés & des formes primitives dont la fonction L est d’ordre 0
au point 1/2. (Nous utilisons de récents travaux de V.A. Kolyvagin-D.Y. Logachev
et B.H. Gross-D.B. Zagier qui prouvent la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer
pour les fonctions L d’ordre 0 au point critique). La stratégie de la preuve est donc
celle du théoréme 1.1, & la nuance prés qu’il faut trouver une formule de trace ot la
sommation ne se fait plus sur toutes les formes de S (2, N)" mais sur celles dont la
fonction L ne s’annule pas en 1/2. Cette formule est obtenue en insérant un facteur
L ( f, %) au poids naturel. Nous utilisons la positivité de L ( f, %) pour calculer une
discrépance a partir de cette formule de trace tordue calculée quant a elle (en nous
inspirant des travaux de E. Kowalski et P. Michel [?] et [?]) en exprimant L (f, 3)
comme série rapidement convergente de maniére a nous ramener a une formule de
type Eichler-Selberg.

Enfin des calculs de discrépance de méme nature faisant intervenir la dérivée des
fonctions L de formes modulaires permettent I’étude de facteurs Q-simples dont le
rang et la dimension sont égaux. Nous prouvons notamment qu’inconditionnelement
il existe de tels facteurs dont le rang et la dimension deviennent simultanément
arbitrairement grands.

Théoréme 1.3. Soit p un nombre premier. Il existe une constante C), ne dépendant
que de p, strictement positive, et un entier N, ne dépendant que de p tels que pour
tout entier N > Np, non divisible par p, il existe un facteur Q-simple, X de la
jacobienne J§V(N) dont la dimension et le rang vérifient :

rang X = dim X > CpvInIn N.
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Ce théoréme est de nouveau obtenu en utilisant les travaux récents de V.A. Ko-
lyvagin-D.Y. Logachev et B.H. Gross-D.B. Zagier sur la conjecture de Birch et
Swinnerton-Dyer vraie pour les fonctions L d’ordre 1 au point critique. 11 faut
trouver une formule de trace ou la somme se fait sur les formes de S (2, N)" dont la
fonction L est d’ordre 1 en 1/2. Il faut donc trouver un systéme de poids détectant
les fonctions L s’annulant & lordre 1 en s = % (ceci se fait grace au facteur (1 —
ef(N))L' (f,3) avec e7(N) signe de I'équation fonctionnelle) et assez sophistiqué

pour étre compatible avec la formule de trace. Ceci se fait grace a l'insertion du

facteur :

!/

(1 - Aflgf) + 1) / <2c(2) <1 - 12> In md‘;,”) .

P p p 2my
REMARQUE : les propositions 7.2, 7.3 et 7.4 proposent des versions des théorémes
1.1, 1.2 et 1.3 pour les suites d’entiers éventuellement divisibles par p. Les résultats
de ces propositions n’ont essentiellement d’intérét que dans le cadre des théorémes.
REMARQUE : alors que la rédaction de ce travail était terminée, P. Sarnak m’a in-
formé (communication privée) que la question de rendre le théoréme de Serre effectif
avait été étudiée sous un autre aspect quelques temps auparavant par A.Gamburd,
D.Jakobson et P.Sarnak. Ainsi, dans [?] est obtenue une majoration du nombre de
formes primitives relativement & N dont les coefficients de Fourier appartiennent a
une extension de Q de degré au plus k (k entier fixé). Enfin, dans un travail non
encore publié De Jong a démontré le théoréme 1.1 par des méthodes totalement
différentes. Il semble cependant que ses méthodes ne s’étendent pas aux théorémes
1.2 et 1.3.
REMERCIEMENTS : je tiens & remercier trés chaleureusement mes professeurs, MM.
E. Fouvry et P. Michel de leurs conseils et encouragements. Je remercie aussi J.-
P. Serre pour 'intérét qu’il a porté a ce travail et le rapporteur pour une simplifi-
cation de la preuve de la proposition 5.1.
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2. CADRE DE L'ETUDE

Nous noterons S (2, N) lespace des formes modulaires paraboliques de poids 2
sur le sous-groupe de Hecke I'g(N). L’espace des formes nouvelles relativement a
N sera noté S™°% (2, N). Une base de cette ensemble est Pensemble S (2, N)" des
formes primitives relativement a N. L’ensemble S (2, N)* est donc fini de cardinal
la dimension de S(2, N)™" notée dx". La dimension de espace S(2, N) sera quant-
a-elle notée dy. Nous savons (d’apres [11, §5.1]) que :

N8 <« d%Y < N. (1)

Une forme f de S (2, N)" est vecteur propre de tous les opérateurs de Hecke T'(n)
et donc de tous les opérateurs de Hecke normalisés T'(n) définis de la maniére
suivante :

1
T'(n) = —=T(n).
(n) = —=T(n)
Nous noterons 7" (n)"*" Popérateur 17" (n) restreint a S(2, N)"*V. La valeur propre
associée & une forme primitive relativement & N vecteur propre de T"(n) est notée
)\} (n). Nous savons alors que le développement de Fourier de f a l'infini — qui existe
puisque f est modulaire — est donné par :

“+oo
F(z) =Y Xj (n) Vne(nz).

Nous savons que A} (1) = 1 et que les coefficients A’ (n) vérifient la relation de
multiplicativité de Hecke suivante :
mn

Xy m) Xy ()= Y en(@X; (57). (2)

d|(m,n)

Dans cette relation, la fonction ey (d) est nulle sauf si d est premier & N auquel cas
en(d) = 1. Les X (n) sont des réels et grace a la majoration de Deligne, ils sont
bornés :

—d(n) < Xy (n) < d(n)

ot d(n) est le nombre de diviseurs de n. En particulier, nous avons I’encadrement
suivant, valable pour tout nombre premier p :

—2< N (p) <2 (3)
Les coefficients A¢(n) définis par :
Ap(n) =Ny (n) Vn

sont des entiers algébriques et engendrent une extension finie de Q :
By =Q[(As(n),5,]-

Le groupe de Galois Gal(Q/Q) agit sur les formes paraboliques par action sur les
coefficients et il laisse ’espace des formes primitives relativement a N globalement
invariant. Si la transformée de f € S (2, N)" par o € Gal(Q/Q) est f° définie par :

400

fo(z) = Z U()\'f (n) \/ﬁ) e(nz)

n=1
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alors f7 € (2, N)" ([2, corollary 12.4.5]). A une forme f de S (2, N)" nous asso-
cions une série L définie pour Ree s > 1 par :

+oo
L(f,s)=Y_X;(n)n™".

n=1
Elle admet un développement en produit eulérien donné par :

L(f,s)= [[ =X, m)p~* +en(pp™)

peP

-1

ou & désigne I'ensemble des nombres premiers. Nous pouvons prolonger L en une
fonction entiére en considérant la fonction A définie par :

A(fs) = <4‘:2)8/2F (s " ;) L(f,5).

Cette fonction vérifie I’équation fonctionnelle suivante :

A(f,s) =ef(N)A(f,1 —s). (4)
Dans cette équation, € (N) vaut £1 et est 'opposé de la valeur propre de 'opérateur
d’Atkin-Lehner Wy associée & f. Cette notation est sans confusion avec en(d). Les
faits précédents sont, par exemple, exposés dans ([6]). Les fonctions L de formes

modulaires ont fait I’'objet de nombreux travaux récents. En particulier, B.H. Gross
et D.B. Zagier prouvent ([?, corollary 1.3]) le résultat suivant :

Lemme 2.1. Pour toute forme f € S (2, N)" nous avons :

L (f, ;) #£0 siet seulement si L (f", ;) #0 Vo € Gal(Q/Q)
et :

Oﬁ(}QL(f’ s)=1 si et seulement si orl(}QL(f", s)=1 Vo € Gal(Q/Q).

Les travaux de J.L. Waldspurger (voir [?] ou [?]) prouvent le fait remarquable

suivant : .
L(13) =0 .

Ces mémes travaux joints a ceux de B.H. Gross et D.B. Zagier (voir [?] ou [?])
prouvent que si L(f,1/2) =0 alors :

% (f;) >0 (6)

Enfin, grace a I'équation fonctionnelle (4) nous savons que si e7(N) # 1 alors
A(f,1/2) = 0. Nous avons donc ’égalité suivante pour toute f € S (2,]\7)+ :

@sAN»L(ﬁ;>_O. (7)

Nous relions maintenant les formes primitives relativement & N & la jacobienne
JBW(N) (ceci est exposé dans [?]). Si X (V) est le quotient par I'g(IN) du demi-plan
de Poincaré complété :

Xo(N) = FO(N)\% UQU {oo}

nous notons Jo(NN) sa jacobienne sur Q. C’est une variété abélienne sur Q. Nous
savons qu’elle est isogéne & un produit de facteurs Q-simples A? ou f est orbite

sous Gal(Q/Q) de la forme parabolique f :
JO(N) = H AT

f.feB
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oul B est une base de I'espace des formes paraboliques de poids 2 et de niveau N.
Nous nous intéressons a la partie nouvelle de Jy(N) définie par :

BN I Ax
f.fes.Ny*
Si f est primitive relativement & N, la dimension de AT est égale au degré du corps

Ef sur Q et au cardinal de l'orbite de f sous Gal(Q/Q). A A7 nous associons le
rang algébrique. Nous avons 'égalité :

147 — At?ors D Zrang AT

c’est le théoréme de Mordell-Weil. Nous pouvons — au moins sous la conjecture de
Birch et Swinnerton-Dyer — calculer ce rang a ’aide d’une série L associée a A?.
Cette série est définie de la maniére suivante :

L (AT’ s) = H L(g,s).
gef
L’ordre de cette série en 1/2 est donné par la relation évidente :

ord L (A?7 s) = Z ord L(g,s).

s=1/2 s=1/2

gef
La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer implique que :
ord L (Af7 s) = rang A-. 8
S:Ii/Q f & f ( )

Mais grace aux travaux de V.A. Kolyvagin-D.Y. Logachev et B.H. Gross-D.B. Za-
gier, nous savons que (8) est vraie inconditionnellement lorsque lordre de L(f, s)
en 1/2 vaut 0 ou 1. Nous avons donc le résultat suivant :

Lemme 2.2 (V.A. Kolyvagin-D.Y. Logachev, B.H. Gross-D.B. Zagier). Soit f €
S(2,N)*

(1) siords—y/9 L(f,s) = 0 alors rang A? =0;

(2) siords—y/9 L(f,s) =1 alors rang A? =ff =dim AT‘

Gréce a ce lemme, la preuve de nos théorémes se raméne a une preuve de nature
analytique.

3. LEMMES TECHNIQUES

3.1. Notations. Nous utiliserons la notation de Vinogradov : f(z) <qp.c,... g(x)
signifie qu’il existe une constante C' > 0 et un réel xy tous deux dépendants des
paramétres a,b,c, ... tels que pour tout & > z¢ nous avons |f(z)| < Cg(z). La
fonction caractéristique des carrés premiers & un entier N sera notée X%. La fonction
nombre de diviseurs sera notée d et la fonction de Mébius p. Nous utiliserons aussi
la majoration ([?]) : d(N) <. N¢. La notation a||b signifie alb et (a,b/a) = 1. Nos
calculs d’équirépartition se feront par rapport a la mesure de probabilité p,, définie
sur lintervalle [—2, 2] (étudiée dans [11]) par :

_p+1 1—22/4
Hp = — (P12 + p-1/2)2 _ 42

La limite de p, lorsque p tend vers 400 est la mesure de Sato-Tate gy définie par :

1 2
HUsT = — l—idx.
v 4

dx.
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Les polynomes orthogonaux de pgr sont les polynémes de Tchebychev de seconde
espéce ([2], [11, §2])
i 1
Xn(z) = w avec Tz =2cosp 0<p <.
sin
Nous savons que ces polyndmes sont bornés sur [—2, 2] de la fagon suivante :

max \X | (v) < n+1,
v€E[—2,2]

et que leur valeur contre la mesure y, est donnée par :

/Xnup O (p/2)p~/2, (9)

Enfin, et c’est la raison fondamentale de ’apparition des polynémes X,,, nous avons
([11, lemme 1]), pour tout premier p ne divisant pas N et tout entier n positif ou
nul la relation suivante :

Xo(T'(p)") =T (p™)™" .

3.2. Evaluations de L (f, %) et (1 — sf(N))L’ (f, %) Nous exprimons L (f, %)
et (1 —ef(N ))L’ ( fs 2) comme suites rapidement convergentes. Cette technique est
classique (voir par exemple [?, §4.1] et [?, §2.3]).

Lemme 3.1. Soit V et W les fonctions intégrales définies par :

1 Z+ioo s ds
Viy) = % - T(s+ 1)y~ . (10)
1 24100 . dS

Ces fonctions vérifient en particulier :
V() <a y=* (11)
W)l <a y™*

)+

pour tout réel A strictement positif. Pour toute f € S (2, N)" nous avons les ex-

pressions suivantes de L (f, %) et (1 — sf(N))L’ (f, %) :

s(03) - e SHI (%)
(1sf(N>)L’<f,§) =2 fil/z <\2/7i>

3.3. Evaluation d’une somme de diviseurs. Nous calculons g(p”,s) et sa dé-

rivée pour :
Zz—l Oy dXN< )

d|(£,m)
Nous effectuons aussi des calculs nécessaires par la suite impliquant ces fonctions.
Les résultats sont résumés dans les deux lemmes suivants.

Lemme 3.2. Pour tout mombre premier p, tout entier positif ou nul n et tout
compleze s tel que Ree s > —1/2 nous avons :

1 1_p—2ns Y
1 1+~ ———p*° 242
(+(+p>1—p‘25p )C(+s)

" 1\ 1— p—2(n+1)s .
g(p*"tls) = (1 + p> 1o, b C(2+ 2s).

s}
—
=
[ %)
\':
VA
~
I
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En particulier :

5 <1+ %) +1 sin est pair;

9" 0) =<2 { 5 (1+1)
2 p

sinon.

Enfin :

L2
€(2)

g (",0) =

ot e(p,n) est définie par :

7)2 Stnon.

g(»",0) +e(p,n)

Lemme 3.3. La fonction g(p™,s) posséde les propriétés suivantes :
(1) pour Rees € |—1/2,+00] :

) < 1 si fees > ¢;
C(2+2s)| | pv? sinon;

(2) pourn >0 :

1 7 —n 1 n— n—
(1+3) o072 = gt 0pin-v2-

1 _ 1
@R = (1) o)

(8) pourn >0 :

1 r(.n -n/2 1 1. n—1 —(n—1)/2
<1+p>g(p O = g 0" O)p -
1, o 1
Wg/(p 'H,O)p (n+1)/2 _ 2(/(2) (1 . pg) Mp(Xn)+
1
@) (145 ) mk(p "
avec :
+i_n si n est pair;
k(p,n) = { it (1
2

(1 — l) sinon.
P

Preuve du lemme 3.3. Les points 2 et 3 se font par simple calcul & partir du lemme
3.2 et de la relation (9). Nous démontrons 1. Nous avons la majoration suivante :

Zp—Qk%ees (12)

Ainsi, lorsque fee s > ¢ nous déduisons de (12) :

1— —2(n+1)s
e

2n+1 S) 1 _p72(n+1)5 - ) .
C2—|—25 - 1—p=2 —1-272%
Lorsque fee s > —1/2 + € nous déduisons de méme :
g(p2n+1a5) p(l 22)(n+D) — 1 1/2 € <. p(1725)n+1/275 <. p(2n+1)/2
C(2 4 2s) pl=2 —1

car p!=2¢ — 1 > p!=2¢ /4 pour ¢ assez petit. Le principe de calcul est le méme pour

2n. O
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4. FORMULES DE TRACES

4.1. Formule de trace tordue par ¢;(NN). Nous démontrons une formule de
trace tordue par la valeur propre de 'opérateur d’Atkin-Lehner €;(N).

Proposition 4.1. Pour tout entier strictement positif N et tout entier strictement
positif m nous avons la magjoration suivante :

> er (N) XN (m)| < (m!'? + N'2)(mN)=.
fes(2,N)*t

La constante impliquée par le symbole de Vinogradov ne dépend que de €.

Démonstration. Un résultat similaire est prouvé par A. Brumer ([?, proposition
2.8]) dans le cas ot m et N sont premiers entre eux.

Lemme 4.2 (Brumer). Soient N, { et m des entiers positifs, { étant premier ¢ N
et m||N. Nous avons la majoration suivante sur S™V (2, N) :

(O Wa) - 18 O 86 (51| <

(0 + Y2NY2)d(N)3d(0) In? (4¢N).
La fonction B est définie par :

ot v est la fonction multiplicative définie sur les premiers p par a(p) = a(p?) = —1,
a(p?) =1 et a(p”) =0 pour r > 4.

Dans ce cas la somme impliquée dans notre proposition n’est autre que 'opposé
de la trace de WxT'(m)™*% car 'opérateur de Atkin-Lehner Wy et U'opérateur de
Hecke T"(m)™*™ commutent et sont simultanément diagonalisables. Notre démarche
va donc consister & nous ramener au résultat de A. Brumer. Nous décomposons m
en facteurs divisant IV et ne divisant pas N : m = mims ou m; et mo sont définis
de la maniére suivante :

my = Hpvp(m) mo = Hpvp(m) (13)

p|m plm
p[N p|N

Nous avons donc en utilisant la formule de multiplicativité de Hecke (2) la décom-
position suivante pour Xy (m) :

)\} (m) = >‘If (m1) >‘If (m2) . (14)

Nous étudions )\’f (m3). Toujours grace a (2) nous savons que si p divise N alors la

Np (%) = N, (p)*. Nous avons donc la décomposition suivante pour Nj (mg) -

Xy (ma) = [T 2% ()™
p|lm
p|N
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Dans ce cas nous savons calculer X; (m2) puisque la valeur de A’ (p) est donnée par
les formules suivantes ([?, §6.3]) :

o (p) = 0 si p?|N;
! Jier o) sip|N.

Lorsqu'’il existe p divisant m et N tel que p* divise N nous avons X} (mg) = 0 =
)\} (m) et la proposition est prouvée. Nous supposons désormais I'hypothése sui-
vante vérifiée :

si p|(m,N) alors p||N.
Sous cette hypothése nous avons la formule suivante pour )\} (mg) :

)UP(m) . (15)

Xy (ma) =TT (5721 )

plm
plIN

Par juxtaposition de (14) et (15) nous obtenons I'expression suivante de A’ (m) :

Xf (m) = )\} (mq) H £f (p)vp(m) m;1/2. (16)
plm
plIN
Nous évaluons alors €7 (V). Nous écrivons N = N1 Ny comme pour m avec :

Nl — Hp“p(N) N2 — Hp“p(N) — Hp

p|N plm plm
pfm p|N plIN

Puisque N; et Ny sont premiers entre eux, les opérateurs Wy, et Wy, commutent
et nous avons Wy = Wy, Wy, et la méme relation sur les valeurs propres associées
au vecteur propre commun f :

ef (N) =5 (N1)eg (Na). (17)

Nous calculons alors :

er (N2) =[] =7 )
ZW

puis :

[Ter@™™ |ep(N2) = e+

p||\1v p\‘IN
= H er(p) cares(p) € {£1}. (18)
pIIN
plm

vp (m)pair

Nous sommes donc conduits a décomposer N en N = Ny N, N. ou Nj et Nj sont
définis de la maniére suivante :

M= [ »™ wN= [ »™.

plIN plIN
plm plm
vp (M) pair vp (m)impair
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L’expression (18) devient alors :

[T er @)™ | e (No) =5 (). (19)
pl|IN
plm

La multiplication de (16) et (17) donne au vu de (19) la formule suivante :

er (N) X} (m) = 5 (NLNB) Ny (my) my /2. (20)
Dans cette formule, nous avons (my, NyNj) = 1. Les opérateurs T’ (mq)"*" et
W, n, commutent donc et la sommation de (20) sur S (2, N)" donne :
ST e (N) X} (m) = my V2 tr Wi g T (1m0 ™ (21)
fes(2,N)*t

Puisque N1 N n’est pas un carré, la résultat de Brumer s’écrit :
tr WNlNéT/(ml)new _ Oa (m}/2+6Na + m§N1/2+E) ) (22)

Nous obtenons le résultat énoncé par juxtaposition de (21) et (22).

4.2. Formule de trace d’Eichler-Selberg. La trace de I'opérateur de Hecke
T’ (m)™% est donnée par la proposition suivante.

Proposition 4.3. Pour tout entier m, tout entier N et tout réel strictement positif
€ mous avons la majoration suivante :

tr T (m)™™ — d"xx (m)m ™2 <. (m'/? + N'/?)(mN)°.

Dans cette magoration, la constante impliquée par la constante de Vinogradov ne
dépend que de .

Démonstration. e Si (m, N) = 1 nous utilisons le résultat de Brumer (lemme 4.2).
Nous avons :

B1)Y(N) = "™ (N)
ou Y™V est multiplicative et définie sur les puissances p® des entiers premiers p
par :

1 sia=0;
new/, o\ __ p_]- Sia:]_;
D) = p?P—p—1 sia=2;
p*—p*t—p* 24 p*3 sia>3.
Ainsi :
y m=1? 1/2 1/2
T = PG ) )| < (2 NN (23)

En prenant m = 1 dans (23) nous obtenons :

1
levcw — E¢ncw(]\[) + 0. (N1/2+6> ] (24)
Puis, en reportant (24) dans (23) nous obtenons le résultat.

e Si (m, N) > 1, nous décomposons m = mymg comme en (13). Nous avons alors
comme en (16) :

Np(m) = Np(ma)eg (N )ymy /2
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avec :

N' = H .
plN
plm

vp (M) pair

Nous avons alors :
tr T (m)"" = m;1/2 tr T (mq1)" "Wy
Puisque (my, N) =1, N'||N et 3(N’) =0 le lemme 4.2 permet de conclure. O

4.3. Formule de trace tordue par L (f, %) La proposition suivante donne une
formule de trace tordue par L(f,1/2).

Proposition 4.4. Pour tout entier strictement positif N, tout nombre premier p
ne divisant pas le niveau N et tout entier positif ou nul n nous avons :

1
Y oL (f, 2) Xy (o) =
fese,N)t
CR)AR™ F(p, 00"/ + O (pr/2+edpg N—1/4+)
La fonction f(p™,0) est donnée par :
z 1+l) 4+ 1 sin est pair;
o [ »
f(p 30) = n+1 P 1 .
=== (1 + 5) S1non.

Démonstration. Grace a (10) et (11) nous avons :

> n(fg) a0 -

fes@,ny*
S VERN Y (e (V)N (X () +
(<N1/2+e fes@,N)*
O. (anl)

puis grace aux propositions 4.3 et 4.1 et réintégration des £ > N'/2+¢ qui inter-
viennent de fagon négligeable, cette quantité devient :

o0
. _ _ Lp™ n _
v pn/? E V(2reN~—Y2) 1 E % (52) + O, (p /24N 1).
£=0 d|(¢,p™)

Enfin le résultat s’obtient par déformation de contour sur V vers la ligne Ree s =
—1/2 + € et utilisation du point 1 du lemme 3.3. g

4.4. Formule de trace tordue par (1 —c5 (N))L’ (f, %) . La proposition suivante
donne une formule de trace tordue par :

(1= (N)) L'(£,1/2).

Proposition 4.5. Pour tout entier strictement positif N, tout nombre premier p
ne divisant pas le niveau N et tout entier positif ou nul n nous avons :

S (- (£ M0 -

fes(2,N)*

N -
2 <ln ;{;f(p”, 0)+ f(p", 0)) ¢(2)dy"p~/? + O, (p”/gd?\?wN_l/‘l“) :
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Le nombre v est la constante d’Euler, v = —T"(1). La fonction f(p™,0) est donnée

par :
21+ l) +1 sin est pair;
: ( »
"0 =9, ’ 1 '
=5 (1 + 5) S1mon.

o~

La fonction f(p™,0) est donnée par :

2(2) _ (1 n 1) W) sin est pair
rron n 2 R parr;
f(p 70):f(p ,O) ( ¢« p 1+(1+p)2

(% — (”ZLD lnp) stnon.

Démonstration. La méthode est la méme que celle utilisée pour prouver la propo-
sition 4.4. 0

4.5. Choix d’un poids pour la formule de trace d’Eichler-Selberg. Dans
toute la suite nous appelerons poids sur S (2, N )Jr une application qui & un élément
feS(2,N )+ associe un réel positif. En divisant le résultat de la proposition 4.3
par le cardinal d3¢% de S (2, N)", en utilisant (1) et la propriété fondamentale (9)
reliant p, et X, nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 4.6. Pour tout nombre premier p ne divisant pas le niveau N, tout
entier positif ou nul n, tout réel e strictement positif nous avons :

1 - - n
D A = mp(Xa) + O (AN NTU () )
N fese,N)*t

4.6. Choix de poids pour L (f, %) A partir de la formule de trace tordue par
L ( 1, %) (proposition 4.4) nous voulons calculer une discrépance. Il nous faut donc
trouver un bon poids, c’est a dire une fonction a valeurs positives QF; telle que :

Z QR (N (D) = pp(X ) + reste.
feS(2,N)*

Pour ne pas perdre I'information contenue par la proposition 4.4 ce poids doit
s’annuler pour une forme f telle que L ( 1 %) = 0. Plus précisément, nous prouvons
la proposition suivante :

Proposition 4.7. Pour tout entier strictement positif N et tout nombre premier p
ne divisant pas N soit la fonction QF, définie sur S (2, N)Jr par la formule suivante :

L (f:3)
X I (f3)

fes(2,N)*

(1) (-2 )s(08)

C’est un poids, c’est-a-dire que pour toute forme f de S (2,]\7)+ nous avons :

QL (f) = 0.

QN (f) =

avec !

De plus pour tout entier positif ou nul n la formule de trace suivante est vraie :

S DN ") = ppl(X,) + O (2N
fes(2,N)*t



14 EMMANUEL ROYER

Démonstration. La positivité est conséquence de la positivité de L ( 1 %) vue en
(5) et de la positivité du p-éme facteur eulérien obtenue grace a la majoration de
Deligne (3). Nous prouvons désormais la formule de trace. Si n = 0 nous avons
grace & la proposition 4.4 :

>, L (f, ;) =¢(2) (1 - pﬂ) RO (pM2ag NI L (25)

fes2,nyt

Sin > 1, la relation de multiplicativité de Hecke (2), et la proposition 4.4 donnent

S (hg) e =@ (1- 5 ) i)

fes(2,N)*

+ Os (pn/lezl\/ng—l/4+5> )
Le report de (25) dans cette égalité permet de conclure. O

REMARQUE : le dénominateur qui apparait dans la définition du poids est non nul
au moins pour N assez grand. En toute rigueur, pour de petites valeurs de N il
faut remplacer le poids choisis par le premier terme du membre de droite de (25).
Les résultats restent les mémes.

4.7. Choix d’un poids pour (1 — sf(N))L’ (f, %) De méme que nous avons
prouvé la proposition 4.7 nous prouvons la proposition suivante qui propose un
choix de poids pour (1 —es(N))L' (f,1).

Proposition 4.8. Pour tout entier strictement positif N, tout nombre premier p
ne divisant pas le niveau N, soit le poids QR (f) sur S (2, N défini par la formule
suivante :

(L—es(N))L? (f3)
X (=er (ML (f3)

fes(e,N)*

w1\ Ne(p) 1\ [, 1
vr(ng) = (-5 o) (1g)

Pour tout entier positif ou nul n la formule de trace suivante est vraie :

() =

avec !

ST QRN (0") = pp (X)) +
fes(2,N)*

n+1 2,,—n/2+e€ . : .

Démonstration. La positivité est conséquence, outre de la positivité du p-éme fac-
teur eulérien, de (6) et de (7). Nous prouvons la formule de trace. Si n = 0 nous
avons grace a la proposition 4.5 :

>, (t—epm)L” <f7 ;) =2 (1 - p12> ¢(2)In gdyvew

fes@,Ny*
1
x <1 +0 (np +pn/2N1/4+5)> . (26)
P
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Si n > 1 nous calculons :

S (s )2 (£5) 4 07 = 2020 gmp, n)+

fes@2,Ny*t
2¢(2)d%" E(p,n) + O. <pn/zd?vew N1 /4+5> @
Dans cette équation, E(p,n) est définie par la formule suivante :
E(p.n) = (£(",0) = f("10) p~"* + (J(",0) = f(",0) />

et E(p,n) par la formule suivante :

~ o~

E(p,n) = (F0,0) = Fo"=1,0)) o~/ + (Fp",0) = Fo+1,0)) p/27,

Ces fonctions ont été calculées et grace au lemme 3.3 nous avons :

B = (15 ) m(x) (25a)

~

E(p,n) < n2p /2Fe, (28b)

En reportant (28a) et (28b) dans (27) nous obtenons le résultat énoncé grace a
(26). O

REMARQUE : la remarque qui suit la proposition 4.7 s’applique mutatis mutandis.

5. COMPTAGE DES VALEURS PROPRES DE HECKE

Les termes d’erreur impliqués par nos formules de trace (propositions 4.6, 4.7 et
4.8) sont tous majorés par le terme d’erreur suivant :

n+1 2,,—n/2+e . 3
o (B ),

Proposition 5.1. Soit QX (f) un poids sur S (2, N)+, on suppose avoir la magjora-
tion sutvante pour tout nombre premier p, tout entier positif ou nul n et tout entier
strictement positif N premier a p :

> WON (0 = mp(Xa)
fes@,N)*
(n+1)>p—n/2te n/2 nr—1/4

- N-V4+e (29
<e N +p (29)
i N est un entier positif, nous notons p = e plus petit nombre premier ne

S1 N est tier positif, tons p = p(N) le plus petit bre premi
divisant pas N. Pour tout € réel strictement positif assez petit, il existe No(e) tel que
pour tout N > Ny(e), tout sous-intervalle de [—2,2] de p,-longueur (In N)~ '+ pe
contienne au moins une valeur propre Ny (p) de T"(p)"" associée a un vecteur

propre f € S (2, N)+ vérifiant en outre QR (f) # 0.

Remarque. Nous voyons immédiatement qu’il y a des suites d’entiers N pour
lesquelles ce lemme est sans intérét, celles pour lesquelles p(N) est toujours grand
par rapport & In N. Par exemple la suite 2,2.3,2.3.5,2.3.5.7,2.3.5.7.11,... ou N est
le produit des N premiers nombres premiers. Par le théoréeme des nombres premiers
nous savons que p(N) ~InN.
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Démonstration. Soit I un intervalle ne contenant aucune valeur propre /\} (p). On

désigne par Fa_; une fonction indéfiniment dérivable & support compact I constam-
ment égale a 1 sur J et telle que si I et I sont les deux morceaux complémentaires
de J dans I, ils sont tous deux de p,-longueur inférieure 4 A. On suppose de plus

que ‘Fy)J(x)‘ <% A7, On a alors :

2

(1) = 1y () + 1y (13 U ) < / Faspy +2A, (30)
2

Or I ne contient aucune valeur propre \(p) donc (30) devient :

2
<] R Fas (V) - / Fasip| + 20

fese,N)*t B

On obtient alors le résultat annoncé par utilisation du lemme 5.2 et le choix suivant

des paramétres :

A=(nN)"'T et k= LgJ + 1

O

Lemme 5.2. Soit une suite de réels positifs {Q’;\,(f)} pour le plus petit nombre
premier p ne diwvisant pas 'entier N et F une fonction indéfiniment dérivable a
support compact dans |—2, 2[ vérifiant |F(k) (x)| < A™F pour tout entier positif ou
nul k et un réel A > 0. Pour tout entier strictement positif M, tout entier k > 2 et
tout réel e € 10, 1] nous avons la magjoration suivante vraie dés que (29) est vérifie :

2

> ROFC @) - [ Fuf <
fes(2,N)* -2
le (1+ (Inp)* 2(In N)2(AInN) %) + (lnp) N /84
n

(Inp)*~2(In N)*(Aln N)~*,
La constante impliquée par le symbole de Vinogradov ne dépend que de k et €.

Démonstration. La fonction F' admet un développement de Tchebychev > F (n) X,
ou :

F(n) = / FX, s (31)

-2
Nous commencons par remplacer F' par la série partielle F; définie par :

M
Far =Y F(n)X,.
n=0

Nous avons alors en utilisant la positivité du poids :

> ROFN W) - [ Fy| <

fes(2,N)*
2
934 F—-F F—-F
S R max, [P = Ful )+ [ max [F—Ful (0) i+
fes(2,N)*

2
Fypp|  (32)
2

A A /

fes(2,N)* B
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Nous savons que ‘ﬁ( )‘ < n~FATF d’aprés (31) et intégration par parties et que

max,e[—2,2] | Xn| (v) < n, nous avons donc la majoration suivante :

max |F — Fy| (v) <x AP MF2, (33)
ve[—2,2]

Puis, utilisant , ([—2,2]) =1, (29) pour n = 0 et (33) nous transformons (32) en

Yo RNFN (p))—/ Fup| < A~FpM—k+2 (1+1 jv>+

fes(2,N)* B

S RN FM (N () — / Fui| (34

fres2,ny*t

Nous transformons maintenant la valeur absolue de droite. Elle est majorée de la
maniére suivante :

S RNFM (N @) - [ Fuuny| <

fes@,N)*
Mo 2
S |Fm|| X ek () - [ X
n=0 f€S2N)+ -2

Mais nous avons :
Xn (N} (p) = N} (0")

donc, grace a (29) et a ‘F(n)‘ < 1 nous avons :

£
S QR Fu (N / Fupy| <o o4 pMANTYE (35
fes(2,N)*

Puis reportant (35) dans (34) et choisissant :
In N
=l

9lnp
nous obtenons le résultat énoncé dans le lemme. O

REMARQUE : la positivité de L (f, %) et (1 —&f (N))L’ (f, %) permet d’écrire

DI NI = D9k ()

. Sans cela (qui n’est pas connu en poids supérieurs & 2) il faut savoir majorer
STOR(f)? ce qui est plus délicat.

La proposition 5.1 est vraie pour les trois poids des propositions 4.6, 4.7 et 4.8.
Notamment, avec le poids 1/d%" nous retrouvons le résultat de J.-P. Serre. Le
lemme suivant donne une minoration du nombre de formes primitives relativement
a N n’annulant pas le poids et ayant des valeurs propres de Hecke distinctes.

Lemme 5.3. Sous les hypothéses de la proposition 5.1 nous avons la minoration
swivante pour tout e, tout N > Ny(e) et p le plus petit nombre premier ne divisant
pas N :

ﬁ{A} (p) distinctes . f € S(2,N)" | QR(f) ;Ao} > (InN) = pe.



18 EMMANUEL ROYER

Démonstration. D’aprés la proposition 5.1 tout intervalle de p,-longueur
Oy = (In N) /2 per2

contient au moins une valeur propre \’ (p) avec QX (f) # 0. Fabriquons une suite
d’intervalles ouverts disjoints de p,-longueur ¢y couvrant l'intervalle |—2,2 — 4]
moins un nombre fini de points (les bords de ces intervalles) avec § choisi assez
petit pour que 0 < 1, (]2 —0,2[) < ¢n. Ce choix est résumé sur le schéma suivant
ou les longueurs sont mesurées par fi,.

-2 2-62

L L L L L L L J

IN IN Iy <In
Comme la p(p)-longueur de |—2,2[ est 1, il y a :
1 —pp(J2-6,2))
(In N) =72 (V)2

tels intervalles. Nous avons vu que chacun d’eux contient au moins un A (p) d’ott
le résultat. O

6. COMPTAGE D’ENTIERS ALGEBRIQUES

Nous notons A¢(p) = \/pA; (p). Nous savons que As(p) appartient & 'ensemble
& (2\/13) des entiers algébriques de conjugués tous réels et tous de norme inférieure
a 2,/p. Nous supposons que tous les A¢(p) sont de degré inférieur ou égal a d(N, p).
Ils appartiennent alors au sous-ensemble & (2\/13, d(N, p)) des éléments de & (2\/13)
de degré au plus d(N,p). L’ensemble & (2\/;5, d(N, p)) est fini : & chaque orbite

sous Gal(Q/Q) d’un élément de & (2\/57 d(N, p)) nous pouvons associer un unique
polyndme unitaire a coefficients dans Z, de degré inférieur ou égal a d(N, p) et dont
toutes les racines sont majorées en norme par 2,/p. Nous notons & (2\/@ d(N, p))
Pensemble de ces polynémes. Chaque orbite contenant au plus d(N,p) éléments,
nous avons la majoration suivante :

i€ (2y/p,d(N,p)) < d(N,p)1Z (2/p, d(N,p)). (36)
Lemme 6.1. Pour M > 1 et d > 2, nous notons & (M,d) l’ensemble des poly-
nomes unitaires o coefficients dans Z de degré au plus d et dont toutes les racines
sont magjorées en norme par M. Nous avons alors la majoration suivante du cardinal
de Z (M,d) :

2
82 (M, d) < (6M)* .

Démonstration. Si P = E?:o pi X4~ € P (M,d) alors en notant y,...,yq ses
racines, nous avons l’expression suivante de p; :

1<j1<...<ji<d
Chacune des racines étant majorées en norme par M nous avons grace a I’expression
précédente de p; la majoration :
d )
(3
|pil < ( )M

d .
Un polynoéme unitaire est un choix de d valeurs de p; et ily a 14 2( ) M* valeurs
i

possibles de p;. Nous majorons donc le cardinal de & (M, d) par :

< (s o5 < s =
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O

REMARQUE : un travail récent de A. Dubickas et S.V. Konyagin (voir [?]) permet, en
majorant la norme de Mahler des éléments de & (M, d) par M? de remplacer, pour
M > 1,33, le majorant (6M)% par M (1+16lnlnd/Ind) (Cependant, ceci n’améliore
pas les résultats que nous visons.

Nous utilisons ce lemme pour majorer #& (2\/;5, d(N, p))

Lemme 6.2. Pour M > 1 et d > 2 nous notons & (M,d) l’ensemble des entiers
algébriques totalement réels dont tous les conjugués sont magjorés en norme par M
et de degré inférieur a d. Nous avons alors la majoration suivante du cardinal de
E(M,d) :
2
16 (M, d) < (8M)"

Démonstration. Gréace a la majoration (36) et au lemme 6.1 nous avons la majora-
tion suivante :

t& (M,d) < d(6M)" < (8M)”

7. PREUVES DES THEOREMES

7.1. Noyau de la preuve. Nous considérons un poids O sur S (2, N )t satisfai-
sant aux conditions de la proposition 5.1 et dont la non-nullité est stable par action
de Gal(Q/Q)- c’est-a-dire que QR (f) # O reste vraie si nous remplacons f par
f° ol o est n’importe quel élément de Gal(Q/Q). Nous notons d(Q2, N) le degré
maximum des entiers algébriques A (p(IV)) quand f parcourt le sous-ensemble des
formes de S (2, N)* qui n’annulent pas on PIN) e nombre est aussi le cardinal de

la plus grande orbite sous Gal(Q/Q) des A\;(p (N)) quand Q%N)(f) #0:

d(,N) = jelax | t{o(\s (P(N))),0 € Gal(Q/Q)}
o™ ()0
= max deg(As (P(N))).
fES(2,N)

RN ()0
Nous avons la majoration suivante :
N B, Se SN RN () £ 0} <16 (20BN, dQ.N))  (37)

car Ny (p(N)) = Ag (P(IN)) est bijective. Grace au lemme 6.2 nous majorons le
membre de droite de (37) et récrivons :

H{X G Fes@nT V() £ 0} < (16V5 )

Mais nous pouvons minorer le terme de droite de (38) grace au lemme 5.3. Ce
faisant nous transformons (38) en la majoration suivante :

(InN)"* 5 ( (16\/7> HeN” (39)

Puis, si [z]T = max(z,0), I'extraction de d(2, N) de (39) en donne la minoration
suivante :

d(Q,N)?
) . (38)

+
A, N) > (1-¢e)lnlnN o

In (16y/5(N))
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) est stable par action de Galois alors en écrivant :

max {7, V() A0} max  t{o (O BV),0 € GalQ/Q)}

fes@2,N)* T fes@e,mN)t
Q™M ()0

nous obtenons la minoration suivante :

Si la non-annulation de QZ]A?\;N

o PN 7y 4 (1-¢)lnlnN _q
feg(lg}lif)*ﬁ{f W Aoz In (16y/5(N))

Nous résumons ce qui précéde dans le lemme suivant :

Lemme 7.1. Soit Qn un poids sur S(2,N)+ qui satisfait aux conditions de la
proposition 5.1 pour p = p(N) le plus petit facteur premier ne divisant pas N.
Nous supposons de plus que la non-annulation de ce poids est stable par action de

Gal(Q/Q). Nous notons :
AQN) = max t{o(\ BN),0 € Gal@/Q)}.

fes(@,Nyt
of ™M (£)#£0

Pour tout ¢ strictement positif assez petit, il existe alors un entier No(e) tel que si
N > Ny(e) la minoration suivante de d(2, N) est vraie :

+
1—¢)lnln N
ao, N > | | LNy,
In (16,/@‘(1\7))
De plus, nous avons la minoration suivante :
+
5 1—¢)lnln N
O"Qp(N) o ol > ( -9
feg(lza}ﬁﬁ{f N () # }_ 2

In (16y/5(V))

7.2. Preuve du théoréme 1.1. Si f est l'orbite d’une forme primitive f de
S (2, N)* sous Gal(Q/Q) nous avons vu que la dimension du facteur Q-simple
A? est le cardinal de f. Nous considérons le poids défini pour f € S (2, N )+ par la
formule suivante : .
() = goew

N
Il ne s’annule pour aucune forme f et vérifie les conditions de la proposition 5.1
grace a la proposition 4.6. Nous pouvons donc appliquer le lemme 7.1 et en déduire
la proposition suivante grace & la seconde minoration du lemme.

Proposition 7.2. Pour tout réel ¢ strictement positif assez petit, il existe une
constante Cy > 0 et un entier Ny dépendants de € tels que pour tout entier N > Ny
il existe un facteur Q-simple X de la jacobienne Jo(N) dont la dimension vérifie
linégalité suivante :

+

1—¢)Inln N
(1-¢)Inln o

In (16y/5(N))

Dans cette minoration, p(N) est le plus petit facteur premier ne divisant pas N.

dim X >

Si nous fixons p premier et choisissons une suite d’entiers N non divisibles par
p, la proposition précédente implique immédiatement le théoréme 1.1.
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7.3. Preuve du théoréme 1.2. Nous restreignons notre étude aux facteurs Q-
simples Ay de rang 0. Nous savons que ces facteurs A? sont ceux associés a des
formes f telles que L ( 1 %) # 0 — nous rappelons que L ( 1 %) # 0 si et seulement
si L( o, %) # 0 pour tout o € Gal(Q/Q). Nous considérons le poids défini pour
fes2 N par:
1
o, () = —2)
X I (f:3)

fes,N)*

La non-annulation de ce poids est stable par action de Gal(Q/Q) sur S (2,N)".
Enfin nous avons QF(f) = 0 si et seulement si L (f,3) = 0 donc QR (f) # 0 si

et seulement si rang A? = 0. Grace a la proposition 4.7 nous savons que le poids

Q%N) vérifie les conditions de la proposition 5.1 et que nous pouvons lui appliquer
le lemme 7.1 pour en déduire la proposition suivante.

Proposition 7.3. Pour tout réel € strictement positif assez petit, il existe une
constante C > 0 et un entier N1 dépendants de € tels que pour tout entier N > N il
existe un facteur Q-simple X de la jacobienne Jo(N) de rang 0 et dont la dimension
vérifie l'inégalité suivante :

+

1—¢)lnln N
(I1-¢)Inln o

In (16\/7)

Dans cette minoration, p (N) est le plus petit facteur premier ne divisant pas N.

dim X >

Si nous fixons p premier et choisissons une suite d’entiers N non divisibles par
p, la proposition précédente implique immédiatement le théoréme 1.2.

7.4. Preuve du théoréme 1.3. Nous étudions les facteurs Q-simples A? associé
a des formes f telles que L (f, %) =0et L' (f, %) # (0 — cette condition étant stable

par action de Gal(Q/Q) sur S (2, N)". Nous avons vu que le rang de Mordell-Weil
est donné par la formule suivante :

rang A+ = Z 921;(/12 L(f%,s).
0€Gal(Q/Q)

Ainsi, lorsque ord,—; /o L (f,s) = 1 nous savons que ord,_y/2 L (f?,s) = 1 et donc
nous avons ’équation suivante reliant le rang et la dimension de AT :

rang Af =#f = dim Af.
Nous counsidérons alors le poids défini pour f € S (2

) )
(1—er ()L (%)
> (L—ep ()L

i
(f:3)
fes(e,N)*t
Sief(N)=1alors L(f,3) =0 implique L' (f,3) =0 et donc :
d L 1
o, (f,s) >

On () =

Ainsi nous avons QX (f)" = 0 si et seulement si
d L(f,s)>1
o, (f,s)

ou

d L =
o, (fis)=0
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(grace a (7)). Par contraposée nous obtenons QX (f)" # 0 si et seulement si
d L =1
od, (f:s)

. Nous déduisons alors du lemme 2.1 que la non-annulation de ce poids est stable par
action de Gal(Q/Q). Grace a la proposition 4.8 nous savons que le poids Q%N) )
vérifie les conditions de la proposition 5.1 et que nous pouvons lui appliquer le
lemme 7.1 pour en déduire la proposition suivante.

Proposition 7.4. Pour tout réel € strictement positif assez petit, il existe une
constante Cy > 0 et un entier Ny dépendants de € tels que pour tout entier N > Ny
il existe un facteur Q-simple X de la jacobienne Jo(N) de rang et de dimension
vérifiant l’inégalité suivante :

+

l—¢)lnln N
rang X = dim X > %—25

In <16\ /ﬁ(N))
Dans cette minoration, p(N) est le plus petit facteur premier ne divisant pas N.

Si nous fixons p premier et choisissons une suite d’entiers N non divisibles par
p, la proposition précédente implique immédiatement le théoréme 1.3.

CONCLUSION

La minoration calculée, en vInln N est en dega des résultats attendus au vu de
Pexpérimentation numérique. Les calculs de A. Brumer([?]) nous laissent prévoir
que les facteurs de JJV(N) sont de taille comparable & la dimension de J§¥(N)
— au moins lorsque N est premier. Une des grandes pertes d’information de la
méthode que nous avons suivie a lieu lorsque nous majorons le degré du corps de
rationnalité en ne considérant qu’un seul des coefficients qui ’engendrent.

La proposition 4.3 est vraie en tout niveau. Lorsqu’on impose au niveau d’étre
premier, le poids naturel qui apparait dans la formule de trace 4.5 est le poids

harmonique :
1
w = —
T an(f.0)
ol (,) est le produit scalaire de Petersson. La mesure d’équirépartition n’est alors
plus la mesure p, mais la mesure pgr de Sato-Tate. Ces faits seront développés

dans ma thése.
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