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À�Ü6Ò�Û�Ï�Ó�Á}Á}Ó

A
Ó�ÂcÕ&ÏëÂ�Ì Ú ê�Á}Ó43ZÊ}Á�Ó�Í9À�ÅqÏsÒ�Õ�Ò�ÀRÜ�Ò�ÛsÏ�Ó�Á�Á}Ó�Ð�Ò ��Á}Ï�Ó�Â�Ê}Å

Kp∞ :=
⋂

n≥0 Kpn ÂcÏ
Ó+Õ�ÂcÓ�Ê}Û�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ�Â�Ï

p∞A(K)
Ó4ÂPÕ � � ����� �2�3	����F	'&(	�� � & � �3�+	 á ¿(À�Á�Â&Û�À�ã�À�Å�Õ�Ï�Ó65�É>ÌRÁ-ÅqÒ�ã6ÌRÁ�Ð

ã�ÀRÅxÛëÀZÁ}Ò Ú À9ÕqÏsÍ>Ó43ZÛ�À�Ý>Ê�Ó�ÂcÕ�Ï�ÌRÁ-Ð�Ó(Â�À�Í>ÌRÏ�Å{ÂcÏGÉRã6ÌRÊ}ÅxÕ�Ì>Ê�Õ�Ó�Í�ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒ�À�Ü6Ò�Û�Ï�Ó�Á}Á}Ó�ÂcÏ�Ô%ã}ÛsÓ
A
É

p∞A(K)
Ó�ÂcÕ �'� � � � �,!'�F	�&(	'� � & � �3�+	 é}Ê}Á}ÓlÕqÓ�Û�ÛsÓ�ã�Å�Ì>ã}Å�Ï�Ò+ÕqÒZÀ�Ê}Å/À�ÏsÕ&�®ÌRÊ}ÅqÁ}Ï�Ê}Á�ÓZã}Å�Ó�Ê}ÍRÓ

��Ð�Ï�ÅqÓ�Ø�ÕqÓ7�>É�ØR× Ó4ÂPÕ�ß83�ß�Ð}ÏsÅqÓ-À�Û Ú Ò�Ü}Å�ÏëÝFÊ}ÓRÉ�Ð�Ó-ÛëÀ�Ø�ÌRÁ9ÙPÓ4Ø�Õ�Ê�Å�ÓTÐ}ÓIÞ�Ì>ÅqÐ�Ó�ÛsÛsßyà�À�Á Ú É�ÐW× À�ã}Åqê�ÂÐ�Ó4Â�ÅqÒ�Â�Ê}ÛaÕ/À9Õ/Â�Ð�Ó:9xÏsÛ�Û�À��ÑÓ+Õ��6ÏsÓ Ú Û�Ó�Å�Ð�À�Á�ÂTÃ 9{Ï;�6Ï<)�+�È á à�À�Ø+Ì>Á�ÂcÕ�ÅqÊ�Ø�ÕqÏsÌ>Á Ð}ÓIØ+ÓIØ+ÌRÁFÕqÅ�Ó�ßÓ+ç�Ó�Ô=ã�ÛsÓ�Ê}Õ�Ï�ÛsÏëÂcÓ�Û�ÀZÐ�Ó4Â�Ø�Å�Ï�ã�ÕqÏsÌ>Á%Ð}Ò+ÕqÀRÏsÛ�Û�Ò�Ó�ÝFÊ}Ó>=�ÅqÀRÁ�Â â ÌRÅ�Õ{À?�§À�ÏsÕ�Ó�Ð}Ó�Û�ÀZÂcÕ�Å/À9ÕqÏ@�6Ø�À9ÕqÏsÌ>Á
Ð�Ó4ÂlÓ�Â�ã�ÀRØ�Ó�Â(Ð�Ó%Ô=Ì�Ð�Ê�ÛsÓ4ÂZÐ�Ó�ÂlÍ9À�ÅqÏ�Ò+Õ�Ò4Â(ã}Å�Ï�Á�Ø�Ïsã�ÀRÛsÓ�Ô%Ó�ÁFÕ(ã6ÌRÛëÀ�ÅqÏëÂcÒ�Ó�Â á ��ÁÑÓ�ç�Ó�Ô%ã}Û�Ó=Ð�ÓÔ"!�Ô%ÓZÁ�À�Õ�Ê}ÅqÓZÀ�Ò�Õ�Ò�Ø�ÌRÁ�ÂcÕ�ÅqÊ}ÏsÕ�Ð�À�Á�Â�Û�Ó Ú ÅqÌRÊ}ã6ÓlÀRÐ}Ð�ÏsÕ�Ï��PÉ}Í>ÌRÏ�ÅZÃ å�Û<AlÅB)%5�È á

C Ê}Ó�=}Å/À�ÁD��ÌRÏëÂ&Þ�Ó4ÂPÕqÅ�Ó>É%E�Ï�Ø/Ë�ÀRÅqÐ19{ÏsÁ�Î6É�Ó�Õ�Â�Ê}Å�Õ�Ì>Ê�Õ&=�ÅqÀRÁ�Â â ÌRÅ�Õ�É�ÂcÌ>ÏsÓ�Á>Õ�ÏëØ+ÏAÅ�Ó�Ô%Ó�Å�ßØ+Ï�Ò�Â�Ð�Ó�Á}ÌRÊ�Â*À�Í>ÌRÏ�Å*À�ÏëÐ�Ò4ÂF3�Ø+ÌRÔ%ã}ÅqÓ�Á�Ð�Å�Ó�Ø+Ó�ÅcÕ/À�Ï�Á}Ó�Â*ÂcÊ}Ü}Õ�Ï�ÛsÏsÕ�Ò4Â�Ð}Ó�Â�Í9À�ÅqÏsÒ�Õ�Ò�Â�À�Ü6Ò�Û�Ï�Ó�Á}Á}Ó4Â á

,



� ��¹����+¾�� ¾�·	��¾+¹�
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 ï�����ý���ýCð���õ�� �
	?�)� �#� .8� �<��� � �)	������+�'	D�#� � ��� ���%�
	+��� A � � � & & � � � ��� � ��.�	+� ��� ��� ���
	'� � ���3	*�+� ��� 	 ��� � �,� � � �+� �<��� ��� (Di)i∈N �,�)� ���<� .�	#� �)	 A �)����� A 4 $ � � .8� �#� ;:	�� ���� D0 = id� ���3	 ��� ���F	 �)	! 	 � !�� �#" � �'�
� � ��� � ���+	 � Di(xy) =

∑

m+n=i Dm(x)Dn(y)
� ���3	 ��� ���F	 ��� ��� � � � ����� � � Di ◦Dj =

(
i+j

i

)
Di+j

â Á Â�× ÏsÁFÕ�Ò�Å�Ó4Â�Â�Ó�Å/À-Ð�Ò4ÂcÌ>Å�Ô£ÀRÏ�Â�À�Ê�ç�Ø�ÌRÅqã�Â�Ð}Ó%Ø�À�Å/ÀRØ+Õ�Ò�ÅqÏëÂPÕqÏ�ÝFÊ}Ó p > 0
Ô�Ê}Á�Ï�ÂlÐW× Ê}Á}Ó

Ð�Ò�Å�Ï�Í9À9Õ�Ï�ÌRÁZÐ�Ó{Ä�ÀRÂqÂcÓ>É�Ð}ÀRÁ�ÂWÛ�Ó0Û�ÀRÁ Ú À Ú Ó0Ð�Êlã}ÅqÓ�Ô%ÏsÓ�Å�ÌRÅ/Ð�ÅqÓ L := (0, 1, +,−, ., (Di)i∈N)
é

Û�Ó�Ê}Å�ÕqË}Ò�Ì>Å�Ï�ÓZÂcÓ�ÅqÀ�Á}Ì�ÕqÒ�Ó
HFp

á
¿�ÌRÁ}Á}Ì>Á�Â�ÝFÊ}Ó�ÛëÝFÊ}Ó�Â�Á�Ì�Õ�Ï�ÌRÁ�Â�Ê�Õ�Ï�ÛsÓ4Â�Ð}ÀRÁ�Â�Ê}Á´Õ�Ó�Û�Ø+ÌRÅqã�Â

K á$ à{× Ó�Á�Â�Ó�Ô�Ü}ÛsÓ
CK := {x ∈ K; D1(x) = 0}Ó�ÂcÕ�Ê�Á¥Â�ÌRÊ�ÂPßyØ+Ì>Å�ã�Â�Ð�Ò ��Á}ÏëÂ�ÂqÀ�Ü}Û�ÓZÐ�Ó

K
É}ÀRã}ã6Ó�Û�Ò � ����� ���)	'��� � ��� � ��� � 	'�*�,	 K á$ à{× Ó�Á�Â�Ó�Ô�Ü}ÛsÓ

C∞
K := {x ∈ K; ∀i ≥ 1, Di(x) = 0}Ó�ÂcÕ�Ê}Á%Â�ÌRÊ�Âcß�Ø�ÌRÅqã�Â*ÏsÁ���Á}ÏsÔ%Ó�Á>Õ{Ð�Ò ��Á}ÏëÂ�ÂqÀ�Ü�ÛsÓ�Ð�Ó

K
É9À�ã�ã�Ó�ÛsÒ � ����� �/�,	#�6� � �%� � ��� � 	#�

�)!'� � � �%	'� �,	 K á$ à�Ó{Â�ÌRÊ�Âcß�Ø�ÌRÅqã�ÂAÐ�Ó�Â�ã}Ê}ÏëÂ�ÂqÀ�Á�Ø�Ó�Â p ßGÏ�ê�Ô%Ó�Â�Ð}À�Á�Â K É+Á}ÌRÕ�Ò Kp
É+Ó4ÂPÕ�Õ�ÌRÊ�ÙPÌRÊ}Å/ÂWØ+Ì>Á>ÕqÓ�Á�Ê

Ð}À�Á�Â
CK
áFâ Á-Ð}ÏsÅ/ÀlÝ>Ê�Ó K

Ó�ÂcÕ � �<�#� � � Â�Ï CK = Kp á ¿(À�Á�Â{Ø�Ó�Ø�À>Â�É�Ì>Á£À�Ê}Å/ÀlÀ�Ê�ÂqÂcÏ

{x ∈ K; ∀i < pn, Di(x) = 0} = Kpn

Ó+Õ
C∞

K =
⋂

n≥0

Kpn

=: Kp∞ .

$ 9�Ì>Ê}Å
X = (X1, . . . , Xm)

Ê�Á
m
ßGÊ�ã}ÛsÓ�Õ�Ð}Ó(Í9ÀRÅ�ÏëÀ�Ü}Û�Ó�Â�ÉRÌ>ÁTÁ}ÌRÕ�Ó

K{X} �C� ��� � � ! � 	
�)	'�&% 1 �%� �('��*)�&(	#��	�� X

É}ØR× Ó4ÂPÕ�ß83�ß�Ð�Ï�ÅqÓ�ì

K{X} := K[diX ]i∈N,

Ì�	
diX := (diX1, . . . , diXm)

Ó�ÕZÌ�	�Û�Ó�Â
diXj

ÉAã�Ì>Ê}Å
i ∈ N

Ó+Õ
j = 1, . . . , m

É
ÂcÌ>Á>ÕlÐ�Ó�Â(Ï�Á�Ð�Ò�Õ�Ó�ÅqÔ%ÏsÁ�Ò�ÂlÏ�Á�Ð�Ò�ã6Ó�Á�Ð}À�ÁFÕ�Ó4Â á�â Á Û�ÀIÔ�Ê}Á�ÏaÕ�ÐW× Ê}Á}Ó%Ó+ç�ÕqÓ�Á�Â�ÏsÌ>Á�Ð�Ó%ÛëÀÐ�Ò�ÅqÏsÍ9À�Õ�Ï�ÌRÁIÐ}Ó�Ä�ÀRÂqÂ�ÓlÂ�Ê}Å

K
Ó�Á¥ã6Ì>ÂqÀ�ÁFÕ

Dj(diX) =

(
i + j

i

)

di+jX.

à�À�Õ�Ë}Ò�ÌRÅqÏsÓlÝFÊ}Ó(ÛC× ÌRÁIÊ�Õ�Ï�ÛsÏëÂ�Ó�Å/À�À�Ò+Õ�ÒlÓ�ç�Ë�ÏsÜ6Ò�Ó(ã�À�Å>�6Ï�Ó Ú ÛsÓ�Å�ä§Ó+Õ�ã}ÅqÒ�Ø+Ò4Ð�Ó�Ô%Ô%Ó�ÁFÕ�ã�À�ÅÞ�Ó4Â�Â�Ô%Ó�Å�Ó+Õ4/ÑÌ�Ì�ÐWÉ}Ð}À�Á�Â�Ê}Á´Û�ÀRÁ Ú À Ú Ó(Ê}Á¥ã�Ó�Ê¥Ð}Ï@�AÒ�ÅqÓ�ÁFÕ�É�ÍRÌRÏ�ÅlÃ Þ�Ó /ÑÌ>Æ
5�È|è(ì
í�î�ï�ð�ñ9ò�óNô,+;ö.-0/{ý21�+43�þ  � ���F�8�+��	 �,	#� � ����� � �)	 �+� � �)� � � �#� � �<��$ �%	 p 4 & ��� � � � � ���3	
�)� �#� .�� ����� � �)	!�����+�'	 	 � 	� � � � 	�� ��� 	'���F	�&(	'� � ��� � �+4 	#� � ��� ��� &(� ��� ���)!��F	 � � � ���3	 �05 � ���#� 	
� ��� �+	 CHFp G� �
	*� � � � 	 � � ��� ��� &(	'� 	#� � � � �2�3�+	 � � �6�� �F	#�?��� ��� &(	#� HFp

�%� � � ��� � ����� � � � & & � � � �<� � �,	/�+� � �,� � � �#� � ����$ �%	 p & ��� � � � ���3	
�)� �#� .8� �<��� � �,	7� �8�+��	� ��� ��� ��� &(	�	� �3�#� &(��� �?$ �%	E�F� �)� �#� .8� �<��� ���,	8�����+�'	 	#� � � � � �<�#� . � ���F	9� �%� 	'� �<1CB�1
� ��� 	 ∃xD1(x) 6= 0 �

+



� ��� ��� ��� &(	 	>� �
�#� & ��� � $ �%	 �F	 � ����� � 	'� � � �<�#� � � � ∀x∃y(D1(x) = 0→ x = yp)� ��� ��� 5 �'&(� � � ��� ��� &(	'� 	>� �3�#� &(��� �?$ �%	��F	 � ����� ��	#� � ��� � � � �,!'� 	'&(	'� � ��� � �'G
 � ��5 � ���#� 	 CHFp 	'� � � � & � � �'� 	 	 � �)��& 	 � �>� �'� � & � �3� �<��� � �)	'� $ �%��� �<� ; �+� � 	'� � �2- � � �
� � �%�'� $ �%	'� � 4 �%� � � ��� 	'�%��	'&(!'� 	 �,	 � � � ��& �'��� 	'� k |= HFp 4 � ��'������3	 ! � � 	+� �<��� � 	'� �<� 	
�C� 	�����	�& !��F	 �)	'� n 1@� ' � 	#� �#� � k 	 � �F	'�&% 1@� �)�+���)� �
� 	'& � 	 � � �,	 k{X} 45� � �%�
�+	 � � �6�

tp(a/k) 7→ {P ∈ k{X}; P (a) = 0}.

��� ôFó����CôFú
H á
	 ÌRÁ�Â�Ï�Ð}Ò�ÅqÌRÁ�Â

Fp(t)
É{ÝFÊ}Ó´ÛC× ÌRÁ Ô�Ê}Á}ÏsÕ-ÐW× Ê}Á}Ó�Ð�Ò�ÅqÏ�Í�À�Õ�Ï�ÌRÁ÷Ð}Ó´Ä�ÀRÂqÂcÓ´Ó�Á ã�ÌFÂ�ÀRÁ>Õ

D1(t) = 1
É
Di(t) = 0

ã6ÌRÊ}Å
i > 1

ä§Ó+Õ�ÐW× À�Ê�ÕqÅ�Ó%ã�ÀRÅcÕlÛëÀIÐ�Ò�Å�Ï�Í9À9ÕqÏsÌ>Á Ð�Ó£Ä�À>Â�Â�Ó
Ó�ÂcÕ(Á}Ò4Ø+Ó4Â�ÂqÀ�Ï�Å�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ�ÕqÅ�Ï�Í�Ï�ÀRÛsÓ%ÂcÊ�Å

Fp

è á�	 Ó+Õ�Õ�Ó£Ð�Ò�ÅqÏ�Í�À�Õ�Ï�ÌRÁÑÐ�Ó£Ä�ÀRÂqÂ�Ó�Â�× Ò�Õ�Ó�Á�Ð Ð�ÓÔ%ÀRÁ}Ï�ê�ÅqÓZÊ}Á}ÏëÝ>Ê�Ó�3£ÛëÀ£Ø+Û��Õ�Ê�Å�Ó�Â�Ò�ã�À�Å/À�Ü}Û�Ó
Fp(t)

sep
ä§ÍRÌ>ÏsÅ�Ã Ä�À���Ø +���È®è á Þ�ÌRÁFÕ�ÅqÌRÁ�ÂÝ>Ê�Ó

K := (Fp(t)
sep, D)

Ó4ÂPÕ�Ê�Á´Ô%Ì�Ð�ê�ÛsÓZÐ�Ó
CHFp

É�À�ÍRÓ4Ø
C∞

K = Falg
p
á

� ú4ú�ôFñ ��ýCð��
K
Ó�ÂcÕ�ÂPÕqÅ�ÏëØ�Õ á

� ñ�ô�ù*û�ô 9xÛsÊ�Â Ú Ò�Á}Ò�ÅqÀRÛsÓ�Ô%Ó�ÁFÕ�É�Â�Ï C Ó�ÂcÕ�Ê}Á¥Ø+ÌRÅqã�Â�ã�ÀRÅ �§ÀRÏaÕZä®Ó�Õ�Ð�ÌRÁ�Ø�Ô�Ê�Á}Ï�Ð�ÓlÛëÀÐ�Ò�ÅqÏsÍ9À�Õ�Ï�ÌRÁ%Ð�Ó�Ä�À>Â�Â�Ó�Õ�ÅqÏsÍ�ÏëÀ�Û�Ó4è�É9Á�ÌRÊ�Â0ÀRÛsÛ�ÌRÁ�Â
Ô%Ì>Á>ÕqÅ�Ó�Å{ÝFÊ}Ó
C(t)

Ó�ÂcÕxÂcÕ�ÅqÏ�Ø+Õ�ä§ã�Ì>Ê}Å
Û�À%Ð�Ò�Å�Ï�Í9À9Õ�Ï�ÌRÁ´ã}ÅqÒ�Ø�Ò�Ð�Ó�Ô=Ô%Ó�Á>Õ�Ð�Ò ��Á}Ï�Ó�ÂcÊ�Å

t
è á ��Ê�ã}ã�ÌFÂcÌ>Á�Â�ÝFÊ}Ó

D1

(f(t)

g(t)

)

=
D1(f(t))g(t)− f(t)D1(g(t))

g(t)2
= 0,

ã�Ì>Ê}ÅIÐ�Ó4Â-ã6ÌRÛ*��Á��RÔ%Ó�Â
f(t)

Ó�Õ
g(t)

Ð�Ó
C[t]

ã}Å�Ó�Ô%ÏsÓ�ÅqÂ£Ó�ÁFÕ�ÅqÓ�Ó�Ê�çWÉ�À�ÍRÓ�Ø
f(t)Ê}Á}ÏsÕqÀ�Ï�ÅqÓ á 9{Ê}ÏëÂ�ÝFÊ}Ó¥Û�Ó�Ø�ÀRÂ=Ì
	 f(t)

g(t) = D1(f(t))
D1(g(t))

Ó�ÂcÕ=Ó�ç}Ø+Û�Ê ã�ÀRÅ%Ô=Ï�Á}Ï�Ô£À�Û�ÏaÕqÒ¥Ð}Ê
Ø/Ë}ÌRÏsçIÐ�Ó

f
Ó+Õ

g
ä§Ø�À�Å�Û�ÓZÐ�Ó Ú Å�ÒZÐ�Ó D1(f(t))

Ó�ÂcÕ�ÏsÁ#�®Ò�ÅqÏsÓ�Ê}Å43%Ø+Ó�Û�Ê}Ï�Ð}Ó
f(t)
è�É�ÌRÁ

À
D1(f(t)) = D1(g(t)) = 0

É}Ó�Õ�ÌRÁ¥Ó�ÂcÕ�Ð�ÌRÁ�ØlÅqÀRÔ=Ó�Á}Ò03%Ô%ÌRÁFÕ�ÅqÓ�Å�ÝFÊ}Ó
C[t]

Ó�ÂcÕ
ÂPÕqÅ�ÏëØ�Õ áWâ Å4É6Â�Ï h(t) =

∑

i ait
i
Ó�ÂcÕ(ÀRÁ}Á�Ê}Û�Ò�ã�ÀRÅ

D1
ÉAÌ>Á�ÌRÜ�ÕqÏsÓ�ÁFÕlÝFÊ}Ó�ã�Ì>Ê}Å�ÕqÌRÊ�Õ

i
É
iai = 0

ÉFÓ+Õ�Ð�ÌRÁ�Ø
h(t) ∈ C[tp] = (C[t])p

ã}Ê}ÏëÂqÝ>Ê�Ó
C
Ó4ÂPÕ�ã�À�Å��§À�ÏsÕ á 9{Ê}ÏëÂ�É�ã6ÌRÊ}Åã�ÀRÂqÂcÓ�Å�Ð�Ó

C(t)
3

C(t)sep
ÉWØ+ÌRÁ�ÂcÏëÐ�Ò�ÅqÌRÁ�Â

x ∈ C(t)sep
ÉWÐ�Ó=ã�Ì>Û���Á��>Ô=Ó�Ô%ÏsÁ}Ï�Ô£À�Û

ÂcÒ�ã�À�Å/À�Ü}Û�ÓZÊ}Á}ÏsÕqÀRÏsÅqÓ
f(X) =

∑d

i=0 aiX
i
Â�Ê}Å

C(t)
É6Õ�Ó�Û
ÝFÊ}Ó

D1(x) = 0 á�� ÛsÌ>ÅqÂÓ�Á´Ò�Ø+ÅqÏ�Í�ÀRÁFÕ
D1(f(x)) =

d−1∑

i=0

D1(ai)x
i = 0,

ÌRÁ Ð�Ì>ÏaÕIÀ�Í>ÌRÏ�Å-ÐW× À�ã}Åqê�Â£ÛëÀ Ô%Ï�Á}ÏsÔ£ÀRÛsÏsÕ�ÒÑÐ�Ó
f
ÝFÊ}Ó

D1(ai) = 0
ã6ÌRÊ�Å-Õ�Ì>Ê�Õ

i
É

Ó+Õ�Ð�Ì>Á�Ø£ÝFÊ�× ÏsÛ&Ó+ç�Ï�ÂcÕ�Ó
bi ∈ C(t)

Õ�Ó�Û�ÝFÊ}Ó
ai = bp

i
á�	 Ì>Á�Â�Ï�Ð�Ò�Å�Ì>Á�ÂlÛ�Ó-ã�Ì>Û���Á��>Ô%Ó

g(X) = Xd+bd−1X
d−1+ . . .+b0

é�Ø�× Ó�ÂcÕ
Ó�Á�Ø+Ì>Å�Ó�Ê}Á=ã�Ì>Û���Á��>Ô%Ó�Â�Ò�ã�À�Å/À�Ü}Û�Ó�äCØ�À�Å
Ó�Á=Ò�Û�Ó�Í9À�ÁFÕ-3(Û�Àlã�Ê}Ï�ÂqÂqÀ�Á�Ø�Ó

p
Ê}Á�Ó�Ò�ÍRÓ�ÁFÕ�Ê}Ó�ÛsÛ�Ó�ÅqÀ>Ø+Ï�Á}Ó�Ø+ÌRÔ%Ô�Ê}Á}Ó 3

g
Ó+Õ-3

dg/dX
É

ÌRÁ�ÌRÜ}Õ�Ï�Ó�ÁFÕ�Ê}Á�Ó�ÅqÀ>Ø+Ï�Á}Ó�Ø�ÌRÔ%Ô�Ê}Á�Ó�ã�Ì>Ê}Å
f
Ó�Õ

df/dX
è áWâ Å�É�Â�Ï y ∈ C(t)alg Ó4ÂPÕÕ�Ó�Û}ÝFÊ}Ó

yp
Ó�ÂcÕ{ÂcÌ>ÛsÊ�ÕqÏsÌ>Á�Ð�Ó

f
É�À�Û�ÌRÅ/Â

y
Ó4ÂPÕ{Â�ÌRÛ�Ê�Õ�Ï�ÌRÁ=Ð�Ó

g
É�Ó�Õ0Ð}ÌRÁ�Ø�Ð}À�Á�Â

C(t)sep
ì

x
À=Ð}ÌRÁ�Ø(Ê}Á}ÓZÅ/ÀRØ�ÏsÁ�Ó

p
ßGÏ�ê�Ô%ÓZÐ}À�Á�Â

C(t)sep á
�9{Ê}ÏëÂ�ÝFÊ}Ó

K
Ó�ÂcÕ�ÂPÕqÅ�ÏëØ�Õ4É}ÌRÁ´ÌRÜ}Õ�Ï�Ó�ÁFÕ�À�Ê�ÂqÂcÏ�ÝFÊ}Ó

C∞
K = Kp∞ = Falg

p
á

, á 9�Ì>Ê}Å Ê}Á Ø�ÌRÅqã�Â À�Û Ú Ò�Ü�Å�ÏëÝFÊ}Ó�Ô%Ó�ÁFÕÖØ+Û�Ì>Â k
É%ÏsÛ�Ó�ç�ÏëÂcÕ�ÓtÊ�Á}Ó�Ó+ç�Õ�Ó�Á�ÂcÏ�ÌRÁ

K
Ð�Ó

k(t1, . . . , tn)sep
Ó+Õ�Ê}Á�ÓlÐ}Ò�ÅqÏsÍ9À9ÕqÏsÌ>Á´Ð}Ó�Ä�ÀRÂqÂ�ÓlÂ�Ê}Å

K
Õ�Ó�ÛsÛ�Ó�Â�ÝFÊ}Ó

C∞
K = k á� ñ�ô�ù*û�ô àx× Ó�ç�Ó�Ô%ã}Û�Ó0ã}Å�Ò4Ø+Ò4Ð�Ó�ÁFÕ�ã6Ó�ÅqÔ=Ó�Õ�Ð�ÓxØ�ÌRÁ�ÂcÕ�ÅqÊ}Ï�Å�Ó
Ê}Á}Ó{Ð}Ò�ÅqÏsÍ9À9ÕqÏsÌ>ÁZÐ�Ó{Ä�À>Â�Â�Ó

ÂcÊ}Å
k(t1)

sep
É4Ð�Ó{Ø+Ì>Å�ã�ÂWÐ}ÓxØ+Ì>Á�ÂPÕ/À�ÁFÕ�Ó4ÂWÀ�Ü�Â�ÌRÛ�Ê}Ó4Â

k á 9{Ê}ÏëÂ�É�Ó�Á�À�ÙPÌRÊ�Õ/À�ÁFÕ (t2, . . . , tn)Ê}Á}Ó£ÅqÒ�À�Û�ÏëÂ�À�Õ�Ï�ÌRÁ Ð}Ê
(n − 1)

ßGÕ ��ã�Ó Ú Ò�Á}Ò�ÅqÏëÝ>Ê�Ó%ÀRÊ�ßyÐ�Ó�ÂqÂcÊ�Â(Ð}Ó k(t1)
sep
äCØ+Ó%Õ ��ã�Ó

2



Ø+ÌRÅqÅqÓ�Â�ã�Ì>Á�Ð}À�ÁFÕ43£ÛG× ÏëÐ�Ò4À�Û�ÁFÊ�Û*Ð�Ó
k(t1)

sep{T2, . . . , Tn}
è�É6ÌRÁ�Ø�ÌRÁ�ÂcÕ�ÅqÊ}ÏsÕ�Ê}Á�Ô%Ì�ß

Ð�ê�Û�ÓTÐ�Ó
CHFp

ÝFÊ}Ï�Ø+ÌRÁFÕqÏsÓ�Á>Õ
k(t1, . . . , tn)

Ó�Õ�Ð�ÌRÁFÕ=ÛsÓ´Ø+ÌRÅqã�Â�Ð}Ó�Â=Ø+ÌRÁ�ÂPÕ/À�ÁFÕ�Ó4Â
À�Ü�Â�ÌRÛ�Ê}Ó�ÂxÅ�Ó4ÂPÕqÓ�Ï�Á�Ø/Ë�ÀRÁ Ú Ò�Ò Ú ÀRÛ 3 k

äCØ�ÀRÅ&Û�Ó�Õ ��ã6Ó Ú Ò�Á}Ò�Å�ÏëÝFÊ}Ó�Ó4ÂPÕ�ÌRÅ�Õ�Ë}Ì Ú ÌRÁ�À�Û�ÀRÊ�çØ+ÌRÁ�ÂPÕ/À�ÁFÕ�Ó4Â�ÀRÜ�Â�ÌRÛ�Ê}Ó�Â�É�ÍRÌRÏ�Å�Û�À(ã}ÅqÌRã6Ì>Â�ÏaÕqÏsÌ>Á 5�)�Ð�ÓZÃ ¿�Ó�æRæ9È}ã�Ì>Ê}Å0Ê}Á}Ó�ã}ÅqÓ�Ê�ÍRÓ�Ð}À�Á�Â
Ê}ÁIÛëÀ�Á Ú À Ú Ó(Ð}Ï@�AÒ�ÅqÓ�ÁFÕ�É�Ó+ç�ã�ÌFÂcÒZØ�ÏaßyÐ�Ó�ÂqÂ�ÌRÊ�Â/è á

�

� ô ���4��������ô���ô�ú
p 	�

ð�ó��xð�ú��4�*�4ôFú

� ã�Å�ê4ÂTÀ�ÍRÌ>ÏsÅTÅ�Ó�Ô%ÀRÅqÝFÊ}Ò ä®Û�Ó�Ô%Ô%Ó , á H Ð�Ó Ã(�6Ï*)
+4È|èIÝFÊ�× Ê}Á Ô%Ì�Ð�ê�Û�Ó Ð�Ó CHFp

Ó4ÂPÕ
Ê}Á÷Ø�ÌRÅqã�Â�Â�Ò�ã�À�Å/À�Ü}Û�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ�Ø�ÛsÌFÂ�Ð�Ó´Ð�Ó Ú Å�ÒTÐ�× Ï�Ô%ã�Ó�Å �®Ó4Ø�Õ�Ï�ÌRÁ H É�ÌRÁ Ê�ÕqÏsÛ�Ï�Â�Ó�Å/À�ã�À�Å��®ÌRÏëÂZÛsÓ
ÛëÀ�Á Ú À Ú ÓlÐ�Ì>Á}Á}ÒZÐ}À�Á�ÂlÃ ¿�Ó�Æ>æ9È{ìã6ÌRÊ}Å

K |= CHFp

É*Ì>Á �}ç�Ó´Ê}Á}Ó
p
ßGÜ�ÀRÂ�Ó

{b}
Ð�Ó

K á 90À�Å=Ð�Ò���Á�ÏaÕqÏsÌ>Á�É
ã�Ì>Ê}Å�ÕqÌRÊ�Õ n
É

{1, b, . . . , bpn−1}
Ó4ÂPÕxÊ�Á}Ó�Ü�À>ÂcÓ�Ð}Ó

K
Ó�Á%Õ/À�ÁFÕ�ÝFÊ}Ó

Kpn ßGÓ4Âcã�À>Ø+Ó�Í>Ó�Ø�ÕqÌRÅqÏsÓ�Û á�â Á£Á}Ì�ÕqÓ�Å/À
λn = (λn,i)0≤i<pn

ÛsÓ4Â&�®ÌRÁ�Ø�Õ�Ï�ÌRÁ�Â�Ð�Ó
K
Ð}À�Á�Â

K
É}Ð�Ò ��Á}ÏëÂ�ÂqÀ�Ü}Û�Ó�Â�Ð�À�Á�Â�Û�ÓZã}Ê}Å�ÛëÀ�Á Ú À Ú ÓÐ�Ó4Â�Ø+ÌRÅqã�Â�À�Í>Ó�Ø�ã�À�Å/À�Ô%ê+ÕqÅ�Ó

b
É�ÕqÓ�Û�ÛsÓ4Â�ÝFÊ}Ó(Õ�ÌRÊ}Õ

x ∈ K
Â�× Ò4Ø+ÅqÏsÍ>Ó

x =

pn−1
∑

i=0

λn,i(x)pn

bi.

yÛ�Â�Ê}ÏsÕ�Ð�Ê:�§ÀRÏaÕ�ÝFÊ}ÓZÛ�Ó�Â�ÀRã}ã}Û�Ï�Ø�À9ÕqÏsÌ>Á�Â
Di

ÂcÌ>Á>Õ�Á�Ê}Û�ÛsÓ4Â�ÂcÊ�Å
Kpn ã6ÌRÊ}Å

0 < i < pn
ÝFÊ}Ó








D0(x)
D1(x)ááá

Dpn−1(x)








=








D0(1) D0(b) . . . D0(b
pn−1)

D1(1) D1(b) . . . D1(b
pn−1)ááá ááá á á á ááá

Dpn−1(1) Dpn−1(b) . . . Dpn−1(b
pn−1)















λn,0(x)pn

λn,1(x)pn

ááá
λn,pn−1(x)pn








.

� ú4ú4ô>ñ �4ý§ð �
(Di(b

j))0≤i,j<pn

Ó4ÂPÕ�Ï�ÁFÍ>Ó�Å/ÂcÏ�Ü}Û�Ó á
� ñ9ô�ù�û6ô â Á�Ô%ÌRÁFÕ�ÅqÓxã}Û�Ê�Â Ú Ò�Á}Ò�Å/À�Û�Ó�Ô%Ó�Á>Õ�Ý>Ê�Ó�Ð�Ó4Â�Ò�Û�Ò�Ô%Ó�ÁFÕqÂ x0, . . . , xpn−1

Ð}Ó
K
ÂcÌ>ÁFÕ

Û�ÏsÁ}Ò4À�Ï�Å�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ�Ð�Ò�ã6Ó�Á�Ð�À�ÁFÕqÂ�ÀRÊ�ß�Ð}Ó�ÂqÂcÊ�Â�Ð}Ó
Kpn Â�ÏWÓ+Õ�Â�Ó�Ê}Û�Ó�Ô%Ó�Á>Õ�Â�Ï�Û�Ó�/ÑÅqÌRÁ�Â�Î�ÏsÓ�Á

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

D0(x0) . . . D0(xpn−1)ááá á á á ááá
Dpn−1(x0) . . . Dpn−1(xpn−1)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Ó�ÂcÕ�Á�Ê}Û á
�A× ÏsÛ�Ó+ç�ÏëÂPÕqÓTÊ}Á�ÓTÅqÓ�ÛëÀ9Õ�Ï�ÌRÁNÐ}ÓTÐ�Ò�ã6Ó�Á�Ð}À�Á�Ø�ÓTÛ�ÏsÁ�Ò�À�Ï�ÅqÓ-Ó�ÁFÕ�ÅqÓTÛ�Ó�Â

xi

3�Ø+Ì�Ó��£Ø�ÏsÓ�ÁFÕqÂ=Ð}À�Á�Â
Kpn É0Ï�Û�Ó�ÂcÕTØ+ÛëÀ�Ï�Å£Ý>Ê�Ó´Û�Ó /ÑÅ�Ì>Á�ÂcÎ�Ï�Ó�Á Ó�ÂcÕ%Á�Ê}Û�Ø�À�Å%Û�Ó�Â£ÀRã}ã}Û�Ï�Ø�À9Õ�Ï�ÌRÁ�Â

Dj

ÂcÌ>Á>Õ
Kpn ß

Û�ÏsÁ}Ò4À�Ï�Å�Ó4Â�ã�Ì>Ê}Å
j < pn á

E�Ò4Ø+Ï�ã}Å�Ì�ÝFÊ}Ó�Ô=Ó�ÁFÕ�É
ÂcÊ}ã�ã�ÌFÂcÌ>Á�Â�ÝFÊ}ÓIÛsÓ7/ ÅqÌRÁ�Â�Î�ÏsÓ�Á Ó�ÂcÕ�Á�Ê}ÛGÉ�ØR× Ó4ÂPÕ�ß83�ß�Ð}ÏsÅqÓ-ÝFÊ�× Ï�Û�Ó+ç�ÏëÂPÕqÓ
Ð�Ó4Â�Ø+Ì�Ó��-Ø+Ï�Ó�ÁFÕ/Â

µi

Ð}À�Á�Â
K
É�Á}Ì>ÁIÕqÌRÊ�Â�Á�Ê}ÛëÂ�É�Õ�Ó�ÛëÂ�ÝFÊ}Ó>É�ã�Ì>Ê}Å�Õ�Ì>Ê�Õ

j < pn
É

pn−1
∑

i=0

µiDj(xi) = 0.

Þ�Ì>Á>ÕqÅ�Ì>Á�Â�À�Û�ÌRÅ/Â�Ý>Ê�ÓRÉ}ã6ÌRÊ}Å�ÕqÌRÊ�Õ
h, j < pn

É
pn−1
∑

i=0

Dh(µi)Dj(xi) = 0 .

5



9
ÌRÊ}Å
h = 0

É�Ø�× Ó�ÂcÕ&ÛG× Ò Ú À�Û�ÏsÕ�Ò�ã�Å�Ò4Ø+Ò�Ð}Ó�ÁFÕ�Ó á �{Á�ÂcÊ}ÏsÕ�Ó>É�ÌRÁ-ã�Å�Ì�Ø+ê4Ð�Ó�ã�À�Å�ÏsÁ�Ð}Ê�Ø�ÕqÏsÌ>ÁIÂ�Ê}Å h
ì

0 = Dh

(pn−1
∑

i=0

µiDj(xi)
)

=

h∑

l=0

pn−1
∑

i=0

Dl(µi)Dh−l ◦Dj(xi)

=

pn−1
∑

i=0

Dh(µi)Dj(xi) +

h−1∑

l=0

(
h− l + j

j

) pn−1
∑

i=0

Dl(µi)Dh−l+j(xi)

︸ ︷︷ ︸

=0 � ������� �
	
������ ������� h−l+j<pn ���  � 	
���
��� � ����������������� � ��� �
����� ��� � � � � ��� ��� ��� � ������ ����� � ��� � �!"�#�
�

.

	 ÌRÁ�ÂcÏëÐ�Ò�ÅqÌRÁ�Â 0 ≤ h < pn
Ô£À9ç�Ï�Ô�Ê}Ô ÕqÓ�ÛWÝFÊ}Ó�Û�Ó�Â

Dh(µi)
Á�Ó(Â�ÌRÁFÕ�ã�ÀRÂxÕ�Ì>Ê�Â�ÁFÊ�Û�Â á�â ÁÀ£À�Û�ÌRÅ/Â�ÉFã6ÌRÊ�Å�Õ�Ì>Ê�Â

0 ≤ i < pn
Ó+Õ

1 ≤ j < pn
É
Dj(Dh(µi)) =

(
j+h

h

)
Dj+h(µi) = 0

É
ÐW× À�ã}Åqê�Â�ÛsÓ�Ø/Ë}ÌRÏsç¥Ð}Ó

h
Â�Ï

j + h < pn
É�Ó+Õ(ã�À�Å/Ø+Ó�ÝFÊ}Ó�ÛsÓ�Ø�Ì�Ó��-Ø+Ï�Ó�ÁFÕ�Ü�ÏsÁ}Ì>Ô%Ï�ÀRÛ�Ó�ÂcÕ�Á�Ê}Û

Â�ÏsÁ}Ì>Á á 9{Ê}ÏëÂqÝ>Ê�Ó K
Ó4ÂPÕ�ÂcÕ�ÅqÏ�Ø+Õ�É�Ï�Û0Ó�ÁÑÅ�Ò4ÂcÊ�ÛaÕqÓ%ÝFÊ}Ó%Û�Ó�Â

Dh(µi)
Â�ÌRÁFÕ�Ð}ÀRÁ�Â

Kpn á�â Á ÀÀ�Ï�Á�Â�Ï�Ð�Ó4Â{Ø+Ì�Ó��-Ø�ÏsÓ�Á>Õ/Â
Á}ÌRÁ=ÕqÌRÊ�Â0Á�Ê}ÛëÂ
Dh(µi)

Ð}À�Á�Â
Kpn ÉRÝFÊ}Ï�Õ�Ò�Ô%ÌRÏ Ú Á}Ó�Á>ÕxÐ}Ê �§ÀRÏaÕxÝFÊ}Ó

Û�Ó�Â
xi

Á}Ó�ÂcÌ>ÁFÕ�ã�ÀRÂ�Û�ÏsÁ}Ò4À�Ï�Å�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ�ÏsÁ�Ð}Ò�ã6Ó�Á�Ð}ÀRÁFÕqÂ�À�Ê}ß�Ð�Ó4Â�Â�Ê�Â�Ð�Ó
Kpn á

��{ÁÑÐW× ÀRÊ�Õ�ÅqÓ�Â�Õ�Ó�Å�Ô%Ó4Â�É6ã}Ê}ÏëÂ�ÝFÊ}Ó�Û�ÀTÔ£À9Õ�ÅqÏëØ+Ó
(Di(b

j))0≤i,j≤pn1
Ó4ÂPÕ(ÏsÁ�ÍRÓ�ÅqÂ�Ï�Ü}ÛsÓ>É�Û�Ó�Â

pn
ß

Ê}ã}Û�Ó+Õ/Â
(Di(x))i<pn

Ó+Õ
λn(x)pn Â�ÌRÁFÕlÜ}Ï�ÅqÀ�Õ�Ï�ÌRÁ}Á}Ó�ÛsÛ�Ó�Ô%Ó�Á>ÕlÒ�ÝFÊ}Ï�Í9À�Û�Ó�ÁFÕqÂZÀRÊ�ßyÐ�Ó�ÂqÂcÊ�Â�Ð�Ó

Fp({b}) := Fp(Di(b))i∈N
á

$ �tº�¾+·�¸ � ¹��l¸*¾�º�·I· 
�� � » 
��&% �Z¹�¾���¸ ��� �(' ���+¾ 
�·´·	
��
�0Õ/À�ÁFÕ
Ð}ÌRÁ}Á}Ò�Ó&Ê�Á}Ó&Í9ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒ�ÀRÛ Ú Ò�Ü}ÅqÏ�ÝFÊ}Ó V

Ð}Ò���Á}Ï�Ó�ÂcÊ}Å
Ê}Á=Ø+Ì>Å�ã�Â
K
É�ÛG× Ó�Á�Â�Ó�Ô�Ü�ÛsÓ�Ð�Ó�Â

ã6ÌRÏ�Á>Õ/Â
K
ß�ÅqÀ�Õ�Ï�ÌRÁ}Á}Ó�Û�ÂxÐ�Ó

V
Â�× Ò4Ø+ÅqÏaÕ�Á�À9ÕqÊ}Å�Ó�ÛsÛ�Ó�Ô%Ó�Á>Õ�Ø+Ì>Ô=Ô%Ó(Ê}ÁTÓ�Á�Â�Ó�Ô�Ü�ÛsÓ(Ð�Ò���Á�Ï�ÂqÂ�ÀRÜ}Û�Ó

Ð}ÀRÁ�Â
(K, 0, 1, +,−, .)

ì0Â�Ï
V
Ó4ÂPÕ=Ê}Á}Ó´Í9À�ÅqÏsÒ�Õ�ÒTÀ �%Á�ÓRÉ
Ð�ÌRÁFÕ�ÛG× Ï�Ð�Ò4À�Û�Ð}À�Á�Â

K[X ]
Ó�ÂcÕ

Ó�Á Ú Ó�Á�Ð�Å�Òlã�ÀRÅ P1, . . . , Pr

É�ÌRÁ�À%ÂcÏ�Ô%ã}Û�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ

V (K) = {x ∈ Kn; ∀i, Pi(x) = 0}.

¿(À�Á�Â�Û�Ó�Ø�À>Â�ÐW× Ê�Á}ÓlÍ�ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒZÀ�Û Ú Ò�Ü�Å�ÏëÝFÊ}Ó Ú Ò�Á}Ò�ÅqÀRÛsÓ>É�ÏsÛ�Â�Ê �%Õ�ã�ÀRÅ�Ó+ç�Ó�Ô%ã}Û�ÓZÐ�ÓlÅ�Ó4Ø+ÌRÊ�ÍFÅqÏ�Å
V
ã�ÀRÅ�Ð}Ó�Â�Ì>Ê}ÍRÓ�ÅcÕ/Â�À �£Á}Ó�Â

V1, . . . , Vm

É�Ó+Õ�ÐW× Ï�Ð}Ó�ÁFÕ�Ï���Ó�Å
V (K)

À�Í>Ó�Ø(ÛG× Ê}Á�ÏsÌ>Á

V1(K) ∪ (V2 \ V1)(K) ∪ . . . ∪ (Vm \ (V1 ∪ . . . ∪ Vm−1))(K).

9
ÌRÊ}Å�Ê}Á�Ô%Ì�Ð}ê�Û�Ó
(K, D)

Ð�Ó
CHFp

É�Á}Ì�ÕqÌRÁ�Â�ÝFÊ}Ó
V (K)

Ó�ÂcÕ?�AÀ�ÅqÏëÂcÎ�Ïsß�Ð�Ó�Á�Â�ÓlÐ�À�Á�Â
V
É�ã}Ê}ÏëÂ�ÝFÊ}Ó

K
Ó�ÂcÕ�ÂcÒ�ã�À�Å/À�Ü�ÛsÓ�Ô=Ó�ÁFÕlØ�ÛsÌFÂ á à�Ó�ÂZÂ�ÌRÊ�ÂcßGÓ�Á�Â�Ó�Ô�Ü�ÛsÓ4Â=ä§ÏsÁ#��Á}Ï�Ô=Ó�ÁFÕ/èZÐ�Ò ��Á}ÏëÂPßÂqÀ�Ü}Û�Ó�Â�Ð�Ó

V (K)
Á�ÓZã}Å�Ì9Í�Ï�Ó�Á}Á�Ó�ÁFÕ�ã�ÀRÂ�Â�ÏsÔ%ã}Û�Ó�Ô%Ó�Á>Õ(Ð�Ó�Ø+Ì>Ô�Ü}Ï�Á�À�ÏëÂ�ÌRÁ�Â�Ü6ÌFÌ>ÛsÒ�Ó�Á}Á�Ó�Â�Ð�Ó

Â�ÌRÊ�ÂcßGÍ9ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒ�Â�À�Û Ú Ò�Ü}Å�ÏëÝFÊ}Ó�Â�Ð�Ó V á
â ÁIÀRã}ã6Ó�Û�ÛsÓ�ÅqÀ�Ð}À�Á�Â�ÛëÀ�Â�Ê}ÏsÕ�Ó � � �7� 1 .8� �#� � � �8% 1 ��� �,�"! �#��$ �%	��,	 V

Ê}Á¥ÂcÌ>Ê�ÂPß�Ó�Á�ÂcÓ�Ô�Ü}Û�Ó
Ð�Ó

V (K)
ÝFÊ}Ï&Â�× Ò�Ø�Å�ÏsÕ�É�Ð�À�Á�Â�Ø/Ë�ÀRÝFÊ}Ó%ÌRÊ}Í>Ó�Å�Õ�À �£Á}Ó>É�Ø+Ì>Ô=Ô%Ó£ÛëÀ�Ø+Ì>ÛsÛ�Ó�Ø+Õ�Ï�ÌRÁ Ð�Ó�Â*)�Ò�ÅqÌ>Â

ÐW× Ê}Á}Ó&�§ÀRÔ=Ï�Û�ÛsÓ�Ð�Ó�¿�ßGã6ÌRÛ*��Á��RÔ%Ó4Â0Ð�Ó
K{X}

ä§ØR× Ó4ÂPÕ�ß83�ß�Ð}ÏsÅqÓ-�®Ó�Å�Ô%Ò�ã6ÌRÊ}Å{ÛëÀ % 1@�@��%� � � � � 	 è áâ Á-ã6Ó�Ê�Õ�Ð�Ò�Ø�Å�Ï�ÅqÓ�Ø+Ó4ÂxÂ�ÌRÊ�ÂcßGÍ9ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒ�Â{¿�ß�ÀRÛ Ú Ò�Ü}ÅqÏëÝ>Ê�Ó�Â0Ó�Á-Ê�Õ�Ï�Û�Ï�ÂqÀ�ÁFÕxÛ�Ó�Â �3�>� � � �7�,� �<��� ��� Ð�Ó
V
É�Ø+ÌRÔ%Ô%ÓZÂcÊ�ÏaÕ á
9
ÌRÊ}Å

V
Ê}Á}Ó´Í�ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒIÀRÛ Ú Ò�Ü}ÅqÏ�ÝFÊ}ÓTÛsÏëÂ�Â�Ó´Ó+Õ%ÏsÅqÅ�Ò4Ð�Ê�Ø+Õ�Ï�Ü}ÛsÓ>É*Ì>Á÷ã6Ó�Ê�Õ-Ø�ÌRÁ�ÂcÕ�ÅqÊ}Ï�Å�Ó-Ê�ÁÂ���ÂcÕ�ê�Ô%Ó(ã�Å�ÌRÙPÓ�Ø�ÕqÏ@�
Ð�ÓZã}ÅqÌRÛ�ÌRÁ Ú À9ÕqÏsÌ>Á�Â�É�À�ÍRÓ4Ø ∆0V = V

ì

(πj,i : ∆jV −→ ∆iV )j≥i≥0.

Ç



yÛ�Ó�ç�ÏëÂcÕ�ÓZÐ�Ó�Â�ÀRã}ã}Û�Ï�Ø�À9ÕqÏsÌ>Á�Â�Ð�Ò���Á}Ï�ÂqÂqÀ�Ü}Û�Ó�Â�É}ÐW× ÏsÔ£À Ú ÓZÐ�Ó�Á�Â�Ó%ì
δj : V (K) −→ ∆jV (K)

x 7→ (D0(x), . . . , Dj(x))
.

¿(À�Á�Â�ÛsÓ�Ø�ÀRÂ�Ð�× Ê}Á Ú Å�Ì>Ê}ã6Ó�À�Û Ú Ò�Ü�Å�ÏëÝFÊ}ÓRÉ�Û�Ó�Â�ã}Å�Ì>ÛsÌ>Á Ú À�Õ�Ï�ÌRÁ�Â'�®Ì>Å�Ô%Ó�ÁFÕ�Ê�Á�Â ��ÂcÕ�ê�Ô%ÓZã}ÅqÌ�ß
ÙPÓ�Ø+Õ�Ï��{Ð�Ó Ú ÅqÌRÊ}ã6Ó�Â�ÀRÛ Ú Ò�Ü}ÅqÏ�ÝFÊ}Ó4Â á

��Á�Ó�ÂcÌ>Ê�ÂcßGÍ9À�ÅqÏ�Ò+Õ�Ò
D
ßyÀ�Û Ú Ò�Ü}ÅqÏ�ÝFÊ}Ó W

Ð�Ó
V
Ó4ÂPÕ�Ð}Ò+Õ�Ó�Å�Ô%Ï�Á}Ò�Ó�ã�À�Å�Ê�Á�Â ��ÂcÕ�ê�Ô%ÓZã}ÅqÌ�ß

ÙPÓ�Ø+Õ�Ï��{Ð�ÓZÂcÌ>Ê�ÂPß�Í9À�ÅqÏsÒ�Õ�Ò4Â�ÀRÛ Ú Ò�Ü}ÅqÏëÝ>Ê�Ó�Â Wi ⊆ ∆iV
É�Ø+Ì>Ô%ã�À9ÕqÏsÜ}Û�ÓZÀ�ÍRÓ4Ø�Û�Ó�Â�ã}ÅqÌ�ÙPÓ4Ø�ÕqÏsÌ>Á�Âlì

W (K) = {x ∈ V (K); ∀i ≥ 0, δi(x) ∈ Wi(K)}.

¿(À�Á�ÂlÛ�Ó£Ø�ÀRÂZÝFÊ}ÏxÁ}ÌRÊ�ÂlÏ�ÁFÕ�Ò�Å�Ó4Â�Â�Ó=Ð�× Ê}Á�Ó-Ø�À�Å/ÀRØ+Õ�Ò�Å�ÏëÂPÕqÏ�ÝFÊ}Ó
p > 0

ÉWÁ}ÌRÊ�ÂZÐ�Ï�Â�ã6Ì>Â�ÌRÁ�Â
ÐW× Ê}Á}Ó�Ð�Ó4Â�Ø�Å�Ï�ã�ÕqÏsÌ>Á´ÀRÛaÕqÓ�ÅqÁ�À9ÕqÏsÍ>Ó(Ð�Ó4Â�ã}ÅqÌRÛ�ÌRÁ Ú À9ÕqÏsÌ>Á�Â á

9{ÛëÀ���ÌRÁ�ÂcßGÁ�ÌRÊ�Â�ÀRÊ�ß�Ð}Ó�ÂqÂcÊ�Â�ÐW× Ê}Á�Ô%Ì�Ð}ê�Û�Ó
K
Ð�Ó

CHFp

É �}ç�ÌRÁ�Â�Ê}Á}Ó
p
ßGÜ�ÀRÂ�Ó

{b}
Ð�Ó

K
Ó+Õ�Û�Ó�Â��®Ì>Á�Ø�ÕqÏsÌ>Á�Â

λn

Ø+Ì>Å�ÅqÓ�Â�ã6ÌRÁ�Ð}ÀRÁFÕ�Ó�Â(ä®Í>ÌRÏ�Å�Û�À%Â�Ó�Ø+Õ�Ï�ÌRÁ H è á ¿(À�Á�ÂlÃ å�Ì>¿�Ó ) H È�É}ÏsÛWÓ4ÂPÕÐ�Ò ��Á}ÏFÊ}Á.�®Ì>Á�Ø�ÕqÓ�Ê}Å
Λn

É�Ð�Ó&Û�À�Ø�À9ÕqÒ Ú ÌRÅqÏsÓ{Ð�Ó4Â�Í9ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒ�Â�ÀRÛ Ú Ò�Ü}ÅqÏëÝ>Ê�Ó�Â�Ð}Ò���Á}Ï�Ó�Â�Â�Ê}Å K Ð}À�Á�ÂÓ�Û�Û�Ó+ß�Ô !�Ô%Ó áAâ Á�Ð�ÏëÂ�ã�ÌFÂcÓ�Ó�Á¥ÌRÊ�ÕqÅ�Ó�Ð}Ó�ã}ÅqÌ�ÙPÓ�Ø+Õ�Ï�ÌRÁ�Â�ÅqÒ Ú Ê}Û�Ïsê�Å�Ó4Â ρm,n : ΛmV −→ ΛnVã6ÌRÊ}Å
m ≥ n

É�Ó+Õ�ÐW× À�ã}ã�ÛsÏëØ�À�Õ�Ï�ÌRÁ�Â�Ð}Ò���Á}ÏëÂqÂ�ÀRÜ}ÛsÓ4Â
λn : V (K) −→ (ΛnV )(K)

ÝFÊ}Ï*Ø+Ì��GÁ�ß
Ø+ÏëÐ�Ó�Á>Õ�Û�Ì�Ø�À�Û�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ�À�ÍRÓ4Ø�ÛsÓ4Â'�®ÌRÁ�Ø+Õ�Ï�ÌRÁ�Â

λn

Ð�ÒcÙ 3�Ð�Ò ��Á}Ï�Ó�Â�Â�Ê}Å�ÛC× Ó�Â�ã�ÀRØ�Ó�À �%Á�ÓRÉ�Ó+Õ�Õ�Ó�ÛsÛ�Ó�Â
ÝFÊ}Ó

ρn,0
Ó+Õ

λn

Â�ÌRÁFÕ�Ð�Ó�Â�Ü}Ï ÙPÓ4Ø�ÕqÏsÌ>Á�Â�Å�Ò4Ø+Ï�ã}ÅqÌ�ÝFÊ}Ó4Â�Ó�ÁFÕ�ÅqÓ
V (K)

Ó+Õ
(ΛnV )(K) á

â ÁTÊ}Õ�Ï�ÛsÏëÂcÓlÛëÀ=Á}Ì�ÕqÏsÌ>Á´Ð�ÓlÅqÓ�ÂcÕ�ÅqÏ�Ø+Õ�Ï�ÌRÁTÐ}Ó0/ Ó�ÏsÛWã6ÌRÊ}Å�Ø�À�Å/ÀRØ+Õ�Ò�ÅqÏëÂcÓ�ÅxÛ�Ó6�®Ì>Á�Ø�ÕqÓ�Ê}Å
Λn

ì
 ï�����ý���ýCð��  ÿ ����� V ���3	 .8� �#� � � � ��� � � ! �#��$ �%	 �)�<;=� � 	��+� � K G � � � �,� 	����F	 ρ̃n :
ΠnV −→ V ���3	 � 	'� ���#� � �<��� ���)	�� 	 � � �%� � � V �)	 K B Kpn � � �� ΠnV 	#� � �,��;D� � 	 �#� � Kpn 	 � ρ̃n 	'� � ��� & ����� 57� �#& 	��#� � � 	+� ��� � �,��;D� � �#� � K� ��� � � �@� � � 	 .�� �#� � � � ��� � �"! �#��$ �%	 W �,��;D� � 	 �#� � Kpn 	 �E�@� � � & �����45�� �+&(	 f :

W −→ V �)�<;=� � �#� � K 4 � �D	>� � � � 	(��� ��� ��$ �%	 & ����� 57� �#& 	 g �,��;D� � �#� � Kpn

� 	�� $ �%	 �F	 � � � � � ��& & 	��#� � .8��� � � � & & � � 	 �

ΠnV

W V
Gg ρ̃n

f

$ Ì>Ê�Â�Á}Ì�ÕqÓ�ÅqÌRÁ�Â�É�ã6ÌRÊ�Å�ÕqÌRÊ�ÕlÓ�ÁFÕ�Ï�Ó�Å n
É
Frn : A −→ FrnA

ÛG× ÏëÂ�Ì Ú Ò�Á}Ï�Ó =}ÅqÌRÜ6Ó�Á�ÏsÊ�Â
3=Û�À=ã}Ê�Ï�ÂqÂ�ÀRÁ�Ø+Ó

n á
� ñ9ð �&ð�ú4ý��4ý§ð �tõ�ÿ ����� V ���3	 .8� �#� � � � ��� �,�"! �#��$ �%	 �)�<;=� � 	 �#� � K G � � ��� � ((Frn ◦
Λn)V, ρn,0 ◦ Fr−n) 	#� � ���3	 � 	#� ���#� � ����� ���)	�� 	 � � ��� � � V �)	 K B Kpn G
� ñ9ô�ù�û6ô�� ÌRÏ�Å�ÛëÀ�ã�Å�Ì>ã�ÌFÂcÏsÕ�Ï�ÌRÁ    á æ£Ð�Ó£Ã å�Ó )
5�È á

�

â Á´Á}Ì�ÕqÓ�Å/À=Ð}Ò�Â�ÌRÅqÔ%ÀRÏ�Â (ΠnV, ρ̃n)
ã�Ì>Ê}Å

((Frn ◦ Λn)V, ρn,0 ◦ Fr−n) á
� ñ9ð �&ð�ú4ý��4ý§ð �  ÿ � V 	'� � ���3	 .�� �#� � � �(��� �,�"! �#��$ �%	 � � ���	 	 �?���#� �+���%� �<� !��F	 �,��;D� � 	 �#� �
K 4:��� ��� �

πpn−1,0 : ∆pn−1V → V 	 � ρ̃n : ΠnV → V

�



� � � �D� � � & ����� 5 	'� ��� 1 �,	#�+�#�7�*�,	 V G
� ñ9ô�ù�û6ô�� ÌRÊ�Õ
ÐW× À�Ü6ÌRÅ/ÐWÉ�Ì>Á�À�Í�Ê�Ð�À�Á�Â�Û�À�ã�À�Å�Õ�Ï�Ó�,�ÝFÊ�× Ï�ÛFÓ�ç�Ï�ÂcÕ�Ó&Ê}Á}ÓxÔ£À�Õ�ÅqÏ�Ø�ÓxÏ�ÁFÍ>Ó�Å/ÂcÏ�Ü}Û�Ó
B

3%Ø+Ì�Ó��-Ø�ÏsÓ�Á>Õ/Â�Ð}À�Á�Â
Fp({b})

ÕqÓ�Û�ÛsÓ�ÝFÊ}Ó>É}ã�Ì>Ê}Å�Õ�Ì>Ê�Õ
x ∈ V (K)

É







D0(x)
D1(x)ááá

Dpn−1(x)








= B








λn,0(x)pn

λn,1(x)pn

ááá
λn,pn−1(x)pn








.

â Á÷Ó�Á Ð�Ò4Ð�Ê}ÏsÕ-Ð�Ó�Ê�çNÜ�Ï ÙPÓ4Ø�Õ�Ï�ÌRÁ�Â�ÅqÒ�Ø�Ïsã�Å�Ì�ÝFÊ}Ó�Â�ÛG× Ê}Á�Ó´Ð�Ó¥ÛG× ÀRÊ�Õ�ÅqÓTÓ�ÁFÕ�ÅqÓ δpn−1(V (K))Ó+Õ
λpn

n (V (K)) á�	 Ó4Â(ÀRã}ã}Û�Ï�Ø�À9ÕqÏsÌ>ÁÑÂ�ÌRÁFÕlã�Ì>Û���Á��>Ô=ÏëÀ�Û�Ó�Â�ÉWÐ�ÌRÁ�Ø=Â�Ó%ã}ÅqÌRÛ�ÌRÁ Ú Ó�ÁFÕ�ÉAÐW× À�ã}Åqê�ÂÛëÀ�Ð�Ó�Á�Â�ÏsÕ�Ò-Ð�Ó-Ø�Ó�ÂZÐ�Ó�Ê�ç Ó�Á�ÂcÓ�Ô�Ü}Û�Ó�Â�Ð}À�Á�ÂlÛ�Ó�Â�Í�ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒ�ÂZÀRÛ Ú Ò�Ü}ÅqÏ�ÝFÊ}Ó4Â(ÍRÌRÊ�ÛsÊ}Ó4Â�ÉWÓ�ÁNÐ�Ó�ÂÔ%ÌRÅqã}Ë}ÏëÂcÔ%Ó4Â�Ð�ÓlÍ�ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒ�Â�ÀRÛ Ú Ò�Ü}ÅqÏ�ÝFÊ}Ó4Â
Φ : ∆pn−1V −→ ΠnV

Ó�Õ
Ψ : ΠnV −→ ∆pn−1V .

à�Ó4Â£ÏëÐ�Ó�ÁFÕ�ÏsÕ�Ò4Â
Φ ◦ Ψ = id

Ó+Õ
Ψ ◦ Φ = id

ÉxÝFÊ}Ï�Â�ÌRÁFÕ-Í�ÅqÀRÏsÓ4Â%Å�Ó4Âcã6Ó�Ø+Õ�Ï�ÍRÓ�Ô=Ó�ÁFÕTÂcÊ}Å
λpn

n (V (K))
É0Ð�Ó�Á�Â�Ó¥Ð}À�Á�Â

ΠnV
É0Ó�Õ%Â�Ê}Å

δpn−1(V (K))
É{Ð�Ó�Á�Â�Ó´Ð}ÀRÁ�Â

∆pn−1V
É0ÂcÌ>ÁFÕ

Ð�Ì>Á�Ø=ÍFÅ/À�Ï�Ó�Â�ÅqÓ�Â�ã�Ó4Ø�Õ�Ï�ÍRÓ�Ô%Ó�ÁFÕlÂ�Ê}Å
ΠnV

Ó�Õ�ÂcÊ}Å
∆pn−1V

ì
Φ
Ó�Õ

Ψ
ÂcÌ>Á>ÕlÛ�Ó�ÂlÏëÂcÌ>Ô=Ì>Åcß

ã}Ë}ÏëÂ�Ô=Ó4Â�ÅqÓ�Ø/Ë}Ó�ÅqØ/Ë}Ò4Â á
9
ÌRÊ}Å�ÛëÀ=Ô"!�Ô%ÓZÅqÀRÏ�Â�ÌRÁ´Ð�Ó�Ð�Ó�Á�ÂcÏsÕ�Ò>É}Ï�Û�Â�Í>Ò�ÅqÏ@��Ó�ÁFÕ

ρ̃n ◦ Φ = πpn−1,0
á

�

à�Ó�Ø�À>Â�ã�À�Å�Õ�ÏëØ+Ê}Û�Ï�Ó�Å�ÏsÔ%ã6ÌRÅ�ÕqÀ�ÁFÕ0À�Ê�ÝFÊ}Ó�Û�ÌRÁ=Â�× ÏsÁFÕqÒ�ÅqÓ�ÂqÂcÓ�ÅqÀ�Ð}Ò�Â�ÌRÅqÔ%ÀRÏ�Â*Ó�ÂcÕ0Ø+Ó�Û�Ê}Ï}ÐW× Ê}Á}Ó
Í9À�ÅqÏsÒ�Õ�Ò£Â�Ó�Ô%ÏaßyÀ�Ü6Ò�Û�Ï�Ó�Á}Á}Ó

A
Ð�Ò ��Á}Ï�Ó-À�Ê Ð�Ó�ÂqÂ�Ê�ÂZÐW× Ê}Á Ô=Ì�Ð�ê�ÛsÓ

K
Ð�Ó

CHFp
á ¿�ÀRÁ�ÂZØ+ÓØ�À>Â�ÉFÌRÁ´Â�ÀRÏaÕ�ÝFÊ}Ó

A(K)
Ó�ÂcÕ�Ê}Á Ú Å�Ì>Ê}ã6Ó n

ß�Ð}ÏsÍ�ÏëÂcÏ�Ü}Û�Ó�ã6ÌRÊ}Å&Õ�Ì>Ê�Õ
n
ã}ÅqÓ�Ô%ÏsÓ�Å�3

p
äCØ�ÀRÅ

KÓ�ÂcÕ{ÂcÒ�ã�À�Å/À�Ü�ÛsÓ�Ô=Ó�ÁFÕ�Ø+Û�Ì>Â/è�É�Ô£À�ÏëÂ
ÝFÊ�× Ï�Û�Á�× Ó�ÂcÕ0ã�ÀRÂ
p
ßyÐ�Ï�Í�Ï�Â�ÏsÜ�ÛsÓlä§Ø�À�Å

K
Á�× Ó�ÂcÕ0ã�ÀRÂ�ã�ÀRÅ �§ÀRÏaÕ�è á

â Á´ã�ÌFÂcÓ£ì
p∞A(K) :=

⋂

n≥0

pnA(K).

	 × Ó�ÂcÕ�Û�Ólã}Û�Ê�Â Ú Å/À�Á�ÐTÂ�ÌRÊ�Âcß Ú Å�Ì>Ê}ã6Ó�Ð�Ï�Í�Ï�Â�ÏsÜ�ÛsÓ�Ð�Ó A(K) á 	 × Ó4ÂPÕ�Ê�Á´Â�ÌRÊ�Âcß Ú ÅqÌRÊ}ã6Ó�Ï�Á�ß��Á}Ï�Ô%Ó�ÁFÕ�Ð�Ò ��Á}ÏëÂ�ÂqÀ�Ü}Û�ÓRÉ �®Ó�Å�Ô%Òlã6ÌRÊ}Å�ÛëÀ%¿�ßGÕ�Ì>ã�Ì>ÛsÌ Ú Ï�ÓRÉ}Ð�Ó A(K)
É�Ø�× Ó�ÂcÕcß 39ßyÐ�ÏsÅqÓ(Ê}Á�ÂcÌ>Ê�ÂPß

Ú ÅqÌRÊ�ã�Ó�¿�ß�ÀRÛ Ú Ò�Ü}ÅqÏëÝ>Ê�Ó�Ð}Ó A(K) á yÛ�Ó�ÂcÕ&À�Ê�Â�Â�Ï}Ø+Ì>Á}Á}Ó+ç�Ó�Ó�Õ&�AÀ�ÅqÏëÂcÎ�Ïsß�Ð�Ó�Á�Â�Ó�Ð}ÀRÁ�Â
A
ä§ÍRÌ>ÏsÅ

Ã å&ÌF¿�Ó )
,4È®è á ¿�Ò4Ø+ÅqÏsÍ>ÌRÁ�ÂcßGÛ�Ó(ã�À�Å�ÛG× Ï�ÁFÕ�Ó�ÅqÔ%Ò�Ð�ÏëÀ�Ï�ÅqÓlÐ}Ê¥Â���ÂPÕqê�Ô%Ólã}ÅqÌ�ÙPÓ�Ø+Õ�Ï���Ð�Ó4Â ΠnA á
9
ÌRÊ}Å*Õ�Ì>Ê�Õ

n
É�ÛC× Ï�Â�Ì Ú Ò�Á}Ï�Ó&=}ÅqÌRÜ6Ó�Á}Ï�Ê�Â 3�ÛëÀ�ã}Ê}ÏëÂ�ÂqÀ�Á�Ø�Ó

n
É
Frn : A −→ FrnA

É9ÀRÐ�Ô%Ó+Õ
Ê}Á}Ó�ÏëÂ�Ì Ú Ò�Á}Ï�Ó�Ð�Ê�À�Û�ÓRÉ>À�ã}ã6Ó�Û�Ò�Ó�� 	 � ��� 5�� 	 !���� � É�Ó�ÕxÁ}Ì�ÕqÒ�Ó Vn : FrnA −→ A á �xÛsÛ�Ó�ÍRÒ�Å�Ï���Ó
Vn ◦ Frn = [pn]A

Ó+Õ
Frn ◦ Vn = [pn]FrnA

ä®Ì�	�É�ã�Ì>Ê}Å�Ê}Á¥Ó�ÁFÕqÏsÓ�Å
m
É
[m]
Ð�Ò�Â�Ï Ú Á}ÓlÛëÀÔ�Ê�ÛaÕqÏsã}Û�ÏëØ�À9ÕqÏsÌ>Á ã�À�Å

m
Ð}À�Á�Â�ÛsÓ Ú Å�Ì>Ê}ã�Ó-ÀRÛ Ú Ò�Ü}ÅqÏëÝ>Ê�Ó%Ø�ÌRÁ�Â�ÏëÐ�Ò�ÅqÒ4è á 9{Ê}ÏëÂ�ÝFÊ}Ó FrnA

Ó4ÂPÕ
Ð�Ò ��Á}Ï�Ó�ÂcÊ�Å

Kpn ÉRÌ>Á-Ð�Ò�Ð}Ê}ÏaÕ�Ð�Ó�ÛëÀZã}ÅqÌRã}ÅqÏsÒ�Õ�Ò�Ê}Á�ÏsÍ>Ó�Å/ÂcÓ�ÛsÛ�Ó�Ð�Ó�ÂxÅ�Ó4ÂPÕqÅ�ÏëØ�ÕqÏsÌ>Á�Â{Ð�Ó4/ÑÓ�Ï�Û�Ê�Á
Ô%ÌRÅqã}Ë}ÏëÂcÔ%Ó

αn

É�Ð�Ò���Á}Ï�Â�Ê}Å
Kpn É�Õ�Ó�Û�ÝFÊ}ÓZÛ�ÓlÐ}Ï�À Ú Å/À�Ô%Ô%Ó(Â�Ê}Ï�Í�ÀRÁFÕ�Ø+ÌRÔ%Ô�Ê�Õ�Ó%ì

ΠnA

FrnA A á
αn ρ̃n

Vn

90À�Å��®ÌRÁ�Ø�Õ�Ì>Å�ÏëÀ�Û�ÏsÕ�ÒZÐ�Ê�=}ÅqÌRÜ6Ó�Á}Ï�Ê�Â�Ó+Õ�Ð}Ó(ÛëÀ=Å�Ó4ÂPÕqÅ�ÏëØ�ÕqÏsÌ>ÁIÐ�Ó0/ÑÓ�Ï�ÛGÉ
αn

Ó�ÂcÕ�Ê}Á´Ë}ÌRÔ%Ì�ß
Ô%ÌRÅqã}Ë}ÏëÂcÔ%ÓZÐ�Ó Ú ÅqÌRÊ�ã�Ó4Â�ÀRÛ Ú Ò�Ü}ÅqÏëÝ>Ê�Ó�Â á $ Ì�ÕqÌRÁ�Â An

ÛG× Ï�Ô£À Ú Ó(Ð�ÓZÛG× Ë}ÌRÔ%ÌRÔ%Ì>Ô=Ì>Å�ã�Ë}Ï�Â�Ô%Ó

æ



αn
á 	 × Ó�ÂcÕ�Ê}Á�ÂcÌ>Ê�Âcß Ú Å�Ì>Ê}ã�ÓZÀRÛ Ú Ò�Ü}ÅqÏ�ÝFÊ}ÓZÐ�Ó ΠnA

É6Ð�Ò���Á}Ï*Â�Ê}Å
Kpn á à�Ó�Â An

Ð�Ò�Ø�Å�Ï�ÍRÓ�ÁFÕ
À�Û�ÌRÅ/Â

p∞A(K)
É}ã}Û�Ê�Â�ã}ÅqÒ�Ø�Ï�Â�Ò�Ô%Ó�ÁFÕZì

� ô�óNó÷ô�õ
p∞A(K) =

⋂

n≥0

ρ̃n(An(Kpn

)) = {x ∈ A(K); ∀n ≥ 0, λn(x)pn

∈ An(K)}.

� ñ9ô�ù�û6ô � Ì>Ê�Õ{ÐW× ÀRÜ�Ì>ÅqÐ�É4ÛëÀ(Ð�Ó�Ê�ç�Ï�ê�Ô%Ó�Ò Ú À�Û�ÏaÕqÒ&Ó4ÂPÕ0Ê}Á}Ó�Ø�ÌRÁ�Â�Ò�ÝFÊ}Ó�Á�Ø+Ó�Ð�Ê��§ÀRÏaÕ{ÝFÊ}Ó
ρ̃n

Ó+Õ
λpn

n

ÂcÌ>ÁFÕ�Ð�Ó4Â�Ü}Ï ÙPÓ4Ø�ÕqÏsÌ>Á�Â�Å�Ò4Ø+Ï�ã}Å�Ì�ÝFÊ}Ó4Â{ÛG× Ê}Á�ÓlÐ}Ó�ÛG× ÀRÊ�Õ�ÅqÓ(Ó�ÁFÕ�ÅqÓ
(ΠnA)(Kpn

)
Ó�Õ

A(K) á�{Á�Â�Ê}ÏsÕ�Ó>ÉAÂ�Ï
x ∈ p∞A(K)

ÉAÌ>Á�Õ�ÅqÌRÊ�ÍRÓ�ã6ÌRÊ}Å�Õ�Ì>Ê�Õ
n
Ê}Á�Ò�ÛsÒ�Ô%Ó�ÁFÕ

xn

Ð}ÀRÁ�Â
A(K)

ÕqÓ�Û
ÝFÊ}Ó

x = [pn]xn = Vn(Frn(xn)) = ρ̃n(αn(Frn(xn))).
	 ÌRÔ%Ô%Ó αn(Frn(xn)) ∈ An(Kpn

)
É}ÌRÁ¥À%Ü}Ï�Ó�Á

x ∈ ρ̃n(An(Kpn

)) áE�Ò4Ø+Ï�ã}Å�Ì�ÝFÊ}Ó�Ô=Ó�ÁFÕ�É�Â�Ï�ã6ÌRÊ}Å
x ∈ A(K)

É
λn(x)pn

∈ An(K)∩(ΠnA)(Kpn

) = An(Kpn

)
É

Ï�Û�Ó�ç�Ï�ÂcÕ�Ó
yn ∈ (FrnA)(Kpn

)
Õ�Ó�Û0ÝFÊ}Ó

αn(yn) = λn(x)pn ä§Ø�ÀRÅ
αn : FrnA −→ AnÓ�ÂcÕ�ã�À�Å�Ð}Ò���Á}ÏsÕ�Ï�ÌRÁ�Ê}Á�Ë}Ì>Ô=Ì>Ô%ÌRÅqã}Ë}ÏëÂcÔ%Ó�Ð�Ó Ú ÅqÌRÊ}ã6Ó�Â�À�Û Ú Ò�Ü}Å�ÏëÝFÊ}Ó�Â�É�Ð�Ì>Ô%ÏsÁ�ÀRÁFÕ�Ó+ÕZÐ�Ò+ß

��Á}Ï6ÂcÊ�Å
Kpn ÉRÓ�Õ�Ð�Ì>Á�Ø�Â�Ê}Å§ÙPÓ4Ø�ÕqÏ@��ÀRÊ=Á�ÏsÍ>Ó�À�Ê-Ð}Ó�Â0ã6ÌRÏ�ÁFÕqÂ

Kpn ßGÅ/À9ÕqÏsÌ>Á}Á}Ó�ÛëÂ/è�É�Ó�Õxã�À�Å&ÂcÊ}ÏsÕ�Ó
xn ∈ A(K)

ÕqÓ�Û�ÝFÊ}Ó
Frn(xn) = yn

á�â Á-Ó�Á´Ð�Ò�Ð�Ê�ÏaÕ�ÝFÊ}Ó [pn](xn) = Vn ◦Frn(xn) =
ρ̃n ◦ αn(yn) = ρ̃n(λn(x)pn

) = x
É�Ð�Ì>Á�Ø

x ∈ pnA(K) á �

 ï�����ý���ýCð�� + � � � ����$ �%	 �F	 � ' � 	 �)	 a ��� 1 �,	#�+�#�7� ��� ��� & � � � �F	 k �)	 CHFp 	'� �
& � �3�+	 � � �F	!% 1 � ����� � 	�� � 	��3� � � � � � a ��� 1 �,	#�+�#�7� �)	 k 4 k({a}) := k(Di(a))i∈N 4?	'� �
�)	 �)	9� � � �)	 �<� �������+	��3�)���3�+	=;D� � ��� 1 �)	'��#�7� �)	 k G
à�ÀTØ�À�Å/ÀRØ+Õ�Ò�Å�ÏëÂ�À�Õ�Ï�ÌRÁ¥ã}ÅqÒ�Ø�Ò�Ð�Ó�Á>ÕqÓ�Ð�Ó

p∞A(K)
ã�Ó�Å�Ô%Ó�ÕlÐ�Ó=Ô%ÌRÁFÕ�ÅqÓ�Å>�§ÀRØ�ÏsÛ�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ(ÛsÓ

Û�Ó�Ô%Ô%Ó�ÂcÊ}Ï�Í9À�ÁFÕ�ä§ÝFÊ}Ï�Ó4ÂPÕ�Û�ÓlÛsÓ�Ô%Ô=Ó�, á H 5�Ð}Ó£Ã Ä�ÅqÆ>Ç�È|è á
� ô�óNó÷ô� ÿ ����� k ��� % 1 � ����� ���)	 �,��;D� ������� ���,	 A � � � � 	��3��� � � � p 1 !����	D;A� �+	 ��� � �
K G � � ��� �+4 ��� � �*�9� � � a ∈ p∞A(K) 4=�F	 � ' � 	 �)	 a ��� 1 �)	'�+�+�7���,	 k 	'� � & � �3�+	 G
� ñ9ô�ù�û6ô � ÌRÊ}ÕIÐW× À�Ü6ÌRÅ/ÐWÉ{ÌRÁ À Í�Ê ÝFÊ}Ó

k({a}) = k(λn(a)pn

)n≥0
á �{Á�Â�Ê}ÏsÕ�Ó>É&ã6ÌRÊ}ÅÕ�Ì>Ê�Õ

n ≥ 0
É�ÌRÁ ÕqÅ�Ì>Ê}ÍRÓ

an ∈ A(K)
Õ�Ó�Û%ÝFÊ}Ó

a = [pn]an = Vn ◦ Frn(an) á
	 ÌRÔ%Ô%Ó Vn

Ó4ÂPÕlÊ}Á}Ó%ÏëÂcÌ Ú Ò�Á}ÏsÓ>É k(Frn(an))
Ó4ÂPÕlÊ}Á}Ó=Ó+ç�ÕqÓ�Á�Â�ÏsÌ>Á�À�Û Ú Ò�Ü}ÅqÏ�ÝFÊ}Ó=Ð�Ó k(a) áâ Å4É αn(Frn(an)) ∈ k(Frn(an))

É}Ó+Õ�Ì>Á´À=Í�Ê�Ý>Ê�Ó
ρ̃n ◦ αn ◦ Frn(an) = [pn]an = aÏ�Ô=ã�ÛsÏëÝFÊ}Ó-ÝFÊ}Ó

αn ◦ Frn(an) = λn(a)pn ìWÌ>Á À´Ð}ÌRÁ�Ø%ÝFÊ}Ó
λn(a)pn Ó�ÂcÕ�À�Û Ú Ò�Ü�Å�ÏëÝFÊ}ÓÂ�Ê}Å

k(a) á �
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Ô%ÏsÁ�Ø+Ó�Ê�Å�ÅqÀ�Õ�Ï�ÌRÁ}Á}Ó�ÛsÛ�Ó á
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δ
ß

À�Û Ú Ò�Ü}ÅqÏ�ÝFÊ}Ó4Â ��Ð�Ó�Ð�Ï�Ô=Ó�Á�Â�ÏsÌ>Á���Á�ÏsÓ á ¿�ÀRÁ�Â�Ã å�Ó )
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p∞A(K)

Ó4ÂPÕ*ÅqÀ�Õ�Ï�ÌRÁ}Á}Ó�ÛsÛ�Ó�Ô%Ó�Á>Õ
Ô%ÏsÁ�Ø+ÓRÉ�Ì>ÁIã6Ó�Ê}Õ�É�ÝFÊ}ÏsÕcÕqÓ.3�ÅqÓ�Ô%ã}ÛëÀRØ�Ó�Å

A
ã�À�Å�Ê}Á�ÓZÍ�ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒ(Â�Ó�Ô%Ïsß�ÀRÜ�Ò�ÛsÏ�Ó�Á�Á}ÓZÝ>Ê�ÏWÛsÊ}ÏWÓ4ÂPÕ

ÏëÂcÌ Ú ê�Á�ÓRÉFÕ�ÅqÌRÊ}Í>Ó�Å�Ê}Á}Ó�Â�Ê}ÏsÕ�Ó�Ð�Ó�Â�Ó�Ø+Õ�Ï�ÌRÁ�Â�ã6ÌRÊ}Å�ÛsÓ4Â�ã}Å�ÌRÙPÓ�Ø+Õ�Ï�ÌRÁ�Â πi,0 : ∆iA −→ A á
¿(À�Á�Â�ÛëÀ%ÂcÊ}ÏsÕ�Ó>É

A
Ð�Ò4ÂcÏ Ú Á}ÓlÊ}Á�Ó(Í9ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒlÂ�Ó�Ô%Ïsß�ÀRÜ�Ò�ÛsÏ�Ó�Á�Á}ÓZÐ�Ò���Á�ÏsÓ�Â�Ê}Å�Ê}Á¥Ô%Ì�Ð�ê�Û�Ó kÐ�Ó

CHFp

É}Ó+Õ
K
Ê}Á¥Ô%Ì�Ð�ê�Û�Ó

| k |+
ßyÂqÀ9Õ�Ê�Å�ÒlØ+Ì>Á>ÕqÓ�Á�ÀRÁFÕ

k á
� ñ9ð �&ð�ú4ý��4ý§ð � + ÿ � p∞A(K) 	#� � � � ����� �%�
	'��� 	'&(	'� � & � �3�+	#4 � �6	� � � � 	 ���
	 � � � � �'� � 	
�)	 .�� �#� � � �'�*��	'& ��1 �)!+��� � 	��%�3	'� ��� 1 �)	'��#�7���)	 k 4 B −→ A 4 � 	����F	 $ �%	#4=� � b �)�'� � �)�3	 ����%��� � � � �'�
� �#��$ �%	 �,	 p∞B(K) 4:��� ��� � k({b}) = k(b) G
� ñ9ô�ù�û6ô 	 ÌRÁ�Â�ÏëÐ�Ò�ÅqÌRÁ�Â&Ê}Á´ã�Ì>ÏsÁFÕ Ú Ò�Á}Ò�ÅqÏëÝ>Ê�Ó a

Ð�Ó
p∞A(K)

ÀRÊ�ßyÐ�Ó�ÂqÂcÊ�Â&Ð�Ó
k
é�ã�ÀRÅ�Ð�Ò+ß

��Á}ÏsÕ�Ï�ÌRÁ�ÉWÏsÛ0Ó�ç�ÏëÂcÕ�Ó%Ê}ÁÑÓ�ÁFÕ�Ï�Ó�Å
i
ÕqÓ�Û{ÝFÊ}Ó

k({a}) = k(D0(a), . . . , Di(a))
É�Á}ÌRÊ�Â(À�Í>ÌRÁ�Â

À�Ê�Â�Â�Ï&Ô%Ì>Á>ÕqÅ�Ò>É�Ð�À�Á�Â=Û�ÓIÛ�Ó�Ô%Ô%Ó�,}É�ÝFÊ}Ó¥Ø+Ó¥Ø+Ì>Å�ã�Â�Ó4ÂPÕ=Ê}Á}Ó¥Ó+ç�Õ�Ó�Á�Â�ÏsÌ>Á÷À�Û Ú Ò�Ü}Å�ÏëÝFÊ}ÓTÐ�Ó
k(a) á $ Ì>Ê�Â�Á}ÌRÕ�Ó�Å�Ì>Á�Â δi := (D0, . . . , Di)

É�Ó+Õ
Γ
ÛC× ÏsÔ£À Ú ÓZã�ÀRÅ δi

Ð}Ó
p∞A(K)

É�Ô�Ê}Á�ÏsÓ
Ð�ÓZÛëÀ%ÂPÕqÅ�Ê�Ø+Õ�Ê}ÅqÓZÐ�Ó Ú ÅqÌRÊ�ã�Ó(ÏsÁ�Ð�Ê}ÏsÕ�ÓZã�ÀRÅ�Ø+Ó�Û�Û�Ó�Ð�Ó p∞A(K) á��Ï

a
Ó�Õ

a′ ÂcÌ>Á>Õ-Ð�Ó4Â%ã�Ì>ÏsÁFÕ/Â Ú Ò�Á�Ò�ÅqÏ�ÝFÊ}Ó4Â�Ð�Ó p∞A(K)
ÏsÁ�Ð}Ò�ã6Ó�Á�Ð}ÀRÁFÕqÂ£À�Ê}ß�Ð�Ó4Â�Â�Ê�Â%Ð�Ó

k
É0Ï�Û�Í�ÏsÓ�Á>Õ-ÐW× À�ã�Å�ê4Â�Û�Ó�Â£À�ç�ÏsÌ>Ô=Ó4Â%ÐW× Ê�Á}Ó�Ð�Ò�ÅqÏsÍ9À�Õ�Ï�ÌRÁ Ð}Ó¥Ä�ÀRÂqÂcÓ�ÝFÊ}Ó

k(δi(a ∗ a′)) ⊆
k(δi(a), δi(a

′))
Ó�Õ

k(δi(a
−1)) ⊆ k(δi(a))

ä®Ì
	
∗
Ó�Õ −1 ÅqÓ�ã}ÅqÒ�Â�Ó�ÁFÕqÓ�ÁFÕ�Û�Ó�Â�ÌRã6Ò�Å/À9Õ�Ï�ÌRÁ�ÂÐ�Ó Ú Å�Ì>Ê}ã6Ó�Ð�Ó A(K)

è á à�Ó�ÂTÛsÌ>Ï�Â-Ð}Ó Ú ÅqÌRÊ�ã�Ó�Â�Ê}Å Γ
Â�ÌRÁFÕIÐ}ÌRÁ�Ø Ú Ò�Á}Ò�Å�ÏëÝFÊ}Ó�Ô%Ó�Á>Õ-Å/À9ßÕ�Ï�ÌRÁ�Á}Ó�Û�ÛsÓ4Â�ÉAØ+Ó%ÝFÊ}Ï�Á}ÌRÊ�Â�ã6Ó�ÅqÔ=Ó�ÕlÐ}Ó�Ð�Ò ��Á}Ï�Å(Ê�Á Ú ÅqÌRÊ}ã6Ó�ÀRÛ Ú Ò�Ü}ÅqÏëÝ>Ê�Ó B

ÉWÐ�Ò ��Á}Ï
ÂcÊ}Å
k
É

Ð}ÀRÁ�Â�Û�Ó�ÝFÊ}Ó�Û
Γ
Ó�ÂcÕ%Ê}Á Â�ÌRÊ�Âcß Ú ÅqÌRÊ}ã6Ó-Ð�Ó�Á�ÂcÓ ä®Ì>ÁNÊ�Õ�Ï�Û�Ï�Â�ÓIã6ÌRÊ�Å=Ø�Ó�ÛëÀ�Ê}Á÷Õ�Ë}Ò�ÌRÅqê�Ô%ÓIÐ�Ó
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(x0, . . . , xi) 7→ x0

É�Ð�Ó
Γ
Ð}À�Á�Â

p∞A(K)
É�Â�× Ò�Õ�Ó�Á�ÐlÓ�ÁZÊ}Á�Ë�ÌRÔ%ÌRÔ%ÌRÅqã}Ë}ÏëÂ�Ô=Ó0Ð�Ó Ú ÅqÌRÊ}ã6Ó�ÂÀ�Û Ú Ò�Ü}ÅqÏ�ÝFÊ}Ó4Â�Ð�Ó B

Ð�À�Á�Â
A
ä®Í>ÌRÏ�Å�ÛsÓ-Õ�Ë}Ò�ÌRÅqê�Ô%Ó:+�Ð�Ó�Ã E�Ì 5�Ç�È®è�É�ÝFÊ}Ï&Ó4ÂPÕ�Ê}Á}ÓTÏëÂ�Ì Ú Ò�Á}Ï�ÓØ�ÀRÅ

k(δi(a))
Ó4ÂPÕIÀRÛ Ú Ò�Ü}ÅqÏëÝ>Ê�Ó¥ÀRÊ�ßyÐ�Ó�ÂqÂcÊ�Â£Ð�Ó k(a)

É&ã�Ì>Ê}Å
δi(a)
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Ó�ÂcÕZÅqÀ�Õ�Ï�ÌRÁ}Á�Ó�Û�ÛsÓ�Ô=Ó�ÁFÕ(Ô%Ï�Á�Ø+Ó%ã}Ê}ÏëÂqÝ>Ê�Ó�ÕqÌRÊ�ÂlÛ�Ó�Â(ã6ÌRÏ�Á>Õ/ÂlÌRÁFÕlÛsÓ�Ê}ÅqÂZÐ}Ò�ÅqÏsÍ>Ò�Ó�Â�Á�Ê}Û�ÛsÓ4Â á �0ÕÛG× Ï�Ô£À Ú ÓZÐW× Ê}Á¥ã6ÌRÏ�Á>Õ�Å/À9ÕqÏsÌ>Á}Á}Ó�ÛsÛ�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ�Ô%ÏsÁ�Ø+ÓZÓ�ÂcÕ�Å/À9Õ�Ï�ÌRÁ�Á}Ó�Û�ÛsÓ�Ô%Ó�ÁFÕ�Ô=Ï�Á�Ø�ÓRÉ}ã}Ê�Ï�ÂqÝFÊ�× Ê�ÁÂ�ÌRÊ�Âcß�Ø�ÌRÅqã�Â(ÐW× Ê�ÁNØ+ÌRÅqã�Â6��Á}Ï�Ô%Ó�ÁFÕ�Ó�Á Ú Ó�Á�Ð�Å�Ò£ÀRÊ�ß�Ð}Ó�ÂqÂcÊ�ÂZÐ}Ó k
Ó4ÂPÕ0��Á�ÏsÔ%Ó�ÁFÕ�Ó�Á Ú Ó�Á�Ð�Å�ÒÀ�Ê}ß�Ð�Ó4Â�Â�Ê�Â�Ð�Ó

k á
	 Ó�Õ�Ë}Ò�ÌRÅqê�Ô%Ó�ã�Ó�Å�Ô%Ó�ÕxÐ�Ó�Å�Ó �®ÌRÅqÔ�Ê}Û�Ó�Å
ÛëÀlØ+ÌRÁ�Ø+Û�Ê�ÂcÏ�ÌRÁ%Ð�Ó�ÛëÀZØ+ÌRÁ�ÙPÓ�Ø�ÕqÊ}ÅqÓ�Ð}Ó�Þ�ÌRÅ/Ð�Ó�Û�Ûaßà�ÀRÁ Ú ã6ÌRÊ}Å(Û�Ó�Â�Í�ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒ�Â�À�Ü6Ò�Û�ÏsÓ�Á}Á}Ó�Â�ìAÂcÌ>Ê�Â�Û�Ó�Â�Ë �Fã6Ì�ÕqË}ê�Â�Ó�Â�Ð�Ê�ÕqË}Ò�Ì>Å�ê�Ô%Ó H É6ÌRÁ�Ð�Ì>ÏaÕÓ�ÂqÂ�Ó�ÁFÕ�Ï�Ó�Û�ÛsÓ�Ô%Ó�ÁFÕ�Ô%ÌRÁFÕ�ÅqÓ�Å(ÝFÊ}Ó

p∞A(K)
Ó�ÂcÕ�Å/À9ÕqÏsÌ>Á}Á}Ó�Û�Û�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ�Ô%Ï�Á�Ø+Ó á Þ�ÀRÛsË�Ó�Ê}ÅqÓ�Ê�Â�Ó+ßÔ%Ó�ÁFÕ�É�Ì>Á�Á}Ó&ÂqÀ�ÏsÕ*ã�ÀRÂ*Ó�Á�Ø�ÌRÅqÓ{Ó+ç�ã}Û�ÌRÏsÕ�Ó�Å�Ø�Ó �§À�ÏsÕ
ã�Ì>Ê}Å�Ð}ÌRÁ}Á}Ó�Å�Ê}Á�Ó&ã}ÅqÓ�Ê�ÍRÓxÐ�Ï��AÒ�ÅqÓ�ÁFÕ�Ï�Ó�Û�ÛsÓ

À�Û Ú Ò�Ü}ÅqÏ�ÝFÊ}ÓlÐ�ÓZÛëÀ=Ø�ÌRÁ9ÙPÓ4Ø�ÕqÊ}Å�Ó á

� � � � ¾+·´½ 
�¼T¹�� ��� �Z¹��*' � 

��Á�ÓIÁ}ÌRÕ�Ï�ÌRÁNÏ�ÁFÕ�Ó�Å�Ô%Ò�Ð}Ï�ÀRÏsÅqÓ-Ó�ÁFÕqÅ�Ó´Û�À�Ô%ÏsÁ�Ø�Ó�Ê}Å=Ó+Õ%ÛëÀ�Ô%Ï�Á�Ø+Ó�Ê}Å�Å/À9ÕqÏsÌ>Á}Á}Ó�ÛsÛ�ÓIÀ�Ò+Õ�Ò

Ð�Ò Ú À Ú Ò�Ó�Ð}À�Á�Â�Ã 9{Ï;�6Ï<)�+�ÈFé9ÏsÛ}Â�× À Ú ÏsÕ
Ð}Ó�ÛëÀ�Á}Ì�ÕqÏsÌ>Á=Ð�Ó�ã6ÌRÏ�Á>Õ
ÕqÅ�ê4Â
Ô=Ï�Á�Ø�Ó á $ Ì>Ê�Â�Ê�Õ�Ï�Û�Ï�Â�Ó�ÅqÌRÁ�ÂÏëØ+Ï}ÛG× Ó�ç�ã}Å�Ó4Â�Â�Ï�ÌRÁ��cÂ�Ò�ã�ÀRÅqÀRÜ}Û�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ0Ô%ÏsÁ�Ø�Ó	��ÉRÝFÊ}Ï�Ó4ÂPÕ{ã�ÛsÊ�Â{Ó+ç�ã}Û�Ï�Ø�ÏaÕqÓ�Ó+Õ&ÝFÊ}Ï�ÀlÊ}Á£Ô%Ó�Ï�ÛsÛ�Ó�Ê}Å
Ø+Ì>Ô%ã�Ì>ÅcÕqÓ�Ô%Ó�ÁFÕ Ú Å/À�Ô%Ô£À9ÕqÏ�Ø�À�Û á
 ï�����ý���ýCð���
 � � � ����$ �%	 �F	 � ' � 	 �)	 a ��� 1 �,	#�+�#�7� ��� ��� & � � � �F	 k �)	 CHFp 	'� �
��� � � � �)!��F	'&(	�� � & � �3�+	 � � �F	 % 1 � ����� � 	'�7�,	��3� � � � � � a ��� 1 �)	'�+�#�7� �)	 k 4 k({a}) :=
k(Di(a))i∈N 4
	'� � ���3	?	>� � 	'�%� ��� �(��� � � ! �#��$ �%	 ��� � � � �,!'� 	/��� ��� � ����� �2;=� � & 	�� � 	�� � 	'�
� � �
��� 1 �,	#�+�#�7� �)	 k G� ��� ���/$ �=� ��� � �� � � 	 � �";=� � & 	�� � �)�<;=� � �+�'�,!'� 	(� � �%�
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� �#��$ �%	��C� 	#� � G
¿(À�Á�Â�Ã 9{Ï;�6Ï<)�+�È�É-9{Ï�Û�Û�À�� Ó+Õ �6Ï�Ó Ú ÛsÓ�Å-Ð�ÌRÁ}Á�Ó�ÁFÕTÊ}Á}Ó�ã�Å�Ó�Ê}ÍRÓ�Ð�Ï�ÅqÓ�Ø�ÕqÓ�Ð�Ó�ÛëÀ Ø+ÌRÁ�ÙPÓ�Ø�ßÕ�Ê�Å�ÓÑÐ�Ó�Þ�Ì>ÅqÐ�Ó�ÛsÛsßyà�À�Á Ú Ð}À�Á�ÂTÛsÓÑØ�À>Â-Ì�	 p∞A(K)

Ó4ÂPÕ´ÂcÒ�ã�À�Å/À�Ü}Û�Ó�Ô%Ó�Á>ÕIÔ=Ï�Á�Ø�Ó á�â ÁØ+Ì>Á}Á�À���Õ�Ð�Ó4Â�Ø+ÌRÁ�Ð�ÏaÕqÏsÌ>Á�Â�Â�Ê �-Â�ÀRÁ>ÕqÓ�Â�ã6ÌRÊ}Å�ÝFÊ}Ó
p∞A(K)

ÂcÌ>ÏaÕ�Â�Ò�ã�ÀRÅqÀRÜ}Û�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ�Ô=Ï�Á�Ø�ÓRÉ
ã�ÀRÅ�Ó+ç�Ó�Ô%ã}Û�Ó�ÝFÊ}Ó

A
ÂcÌ>ÏaÕ�Ê�Á}ÓZÍ9À�ÅqÏsÒ�Õ�Ò�À�Ü6Ò�Û�Ï�Ó�Á}Á}Ó ��� � � �
� ��� 	 é}Ô£À�ÏëÂ�Ì>Á´Á�Ó�Â�À�Í9À�ÏsÕ�ã�ÀRÂÙPÊ�ÂqÝFÊ�× 3Nã}Å�Ò4ÂcÓ�ÁFÕIÂcÏ
p∞A(K)

ã�Ì>Ê}Í9À�ÏsÕIÁ}Ó�ã�ÀRÂ1!�Õ�ÅqÓ�Â�Ò�ã�ÀRÅqÀRÜ}ÛsÓ�Ô%Ó�ÁFÕ-Ô%ÏsÁ�Ø�Ó á � Í9À�ÁFÕÐW× Ó+ç�Ë}Ï�Ü�Ó�Å�Ê}Á¥Ø+Ì>Á>ÕqÅ�Ó�ßGÓ�ç�Ó�Ô%ã}Û�ÓRÉ}Ð�Ì>Á}Á}ÌRÁ�Â&ÛëÀ£Ø�ÀRÅqÀ>Ø�ÕqÒ�ÅqÏ�ÂqÀ9ÕqÏsÌ>Á-ÂcÊ}Ï�Í9À�ÁFÕ�Ó á
� ��ý��¥õ�ÿ ����� A ���
	 .8� �#� � � � �'	�& ��1 �)!+�'� � 	'�2�3	 �)�<;=� � 	 �#� � k G � .�	+�(�F	'� � ��� � ����� �%� �)	
�F� ��	+� ����� � �
� �+��+�,	'� � 	'4 � � � � ��� � � ��� 	 �%� � � m ≥ n 4 �C� 5�� & � & �����45�� �+&(	 ρ̃m,n :=
Frm ◦ ρm,n ◦ Fr−n �,	 ΠmA �,����� ΠnA G � � ��� � ρ̃m,n|Am

	#� � ���3	 � � � � �'� � 	(�)	 Am

�)����� An G
� ñ9ô�ù�û6ô�� ÌRÏ�Å�ÛëÀ�ã�Å�Ì>ã�ÌFÂcÏsÕ�Ï�ÌRÁ  � á H Ç%Ð�Ó£Ã å&Ó )
54È á

�

� ñ9ð �&ð�ú4ý��4ý§ð �
  	:� �>� � � 	 p∞A(K) 	'� � ��� � � � �)!��F	�& 	�� � & � �3�+	 � � 	 � ��	����F	'&(	�� � ��� � �
	� � � � 	 n ≥ 0 � 	�� $ �%	 ρ̃m,n|Am

	'� � ��� � � � �)!��F	 ��� � �*�9� � � m ≥ n G
� ñ9ô�ù�û6ô � ÌRÊ�Õ
ÐW× ÀRÜ�Ì>ÅqÐ�É�Ø+Ì>Ô=Ô%ÓxÐ�À�Á�Â�Û�À�Â�Ó�Ø+Õ�Ï�ÌRÁ.+�É�ã6ÌRÊ}Å

a Ú Ò�Á}Ò�Å�ÏëÝFÊ}Ó{Ð}À�Á�Â p∞A(K)
É

Ó+Õ
am

É�Û�Ê}ÏZÀ�Ê�ÂqÂ�Ï Ú Ò�Á}Ò�Å�ÏëÝFÊ}Ó�Ð}ÀRÁ�Â p∞A(K)
É�ÕqÓ�ÛZÝFÊ}Ó

[pm]am = a
É&Ì>Á À

bm :=
λm(a)pm

= αm ◦ Frm(am)
ÝFÊ}Ï�Ó4ÂPÕ Ú Ò�Á}Ò�ÅqÏ�ÝFÊ}Ó´Ð}À�Á�Â Am

É
Ó+Õ
ρ̃m,n|Am

(bm) = bn

H ,



ã6ÌRÊ}Å
m ≥ n á��Ê}ã�ã�ÌFÂcÌ>Á�Â�ÝFÊ}Ó

p∞A(K)
Ó4ÂPÕ*Õ�Åqê�Â�Ô=Ï�Á�Ø�ÓRÉ4Ó+Õ�Ø�ÌRÁ�Â�ÏëÐ�Ò�ÅqÌRÁ�Â�ÛC× Ó�ÁFÕ�Ï�Ó�Å

n
Õ�Ó�ÛFÝFÊ}Ó

k({a}) =
k(λm(a)pm

)m≥0
Ó4ÂPÕ�ÀRÛ Ú Ò�Ü}ÅqÏ�ÝFÊ}Ó£Â�Ò�ã�ÀRÅqÀRÜ}Û�Ó%Â�Ê}Å k(λn(a)pn

) á
â Á À�À�Û�ÌRÅ/ÂZÝFÊ}Ó-ã6ÌRÊ}ÅÕ�Ì>Ê�Õ
m ≥ n

É
k(bm)

Ó4ÂPÕZÀ�Û Ú Ò�Ü}Å�ÏëÝFÊ}Ó%ÂcÒ�ã�À�Å/À�Ü}Û�Ó�Â�Ê}Å k(bn)
É�Ð�Ì>Á�Ø

ρ̃m,n|Am

Ó4ÂPÕZÂcÒ�ã�À9ß
Å/À�Ü}Û�Ó á
E�Ò4Ø+Ï�ã}Å�Ì�ÝFÊ}Ó�Ô=Ó�ÁFÕ�É�Â�Ê}ã}ã6Ì>Â�ÌRÁ�Â�ÝFÊ�× ÏsÛFÓ+ç�ÏëÂPÕqÓ

n ≥ 0
ÕqÓ�Û�Ý>Ê�Ó

ρ̃m,n|Am

Ó4ÂPÕ
ÂcÒ�ã�À�Å/À�Ü�ÛsÓ0ã6ÌRÊ}Å
Õ�Ì>Ê�Õ

m ≥ n á 9
ÌRÊ�Å a, bm

Ó+Õ
bn

Ø+Ì>Ô%Ô=Ó�ã}ÅqÒ�Ø+Ò4Ð�Ó�Ô%Ô%Ó�ÁFÕ4É6Ì>Á�À´Ý>Ê�Ó
k(bm)

Ó4ÂPÕZÀ�Û Ú Ò�ßÜ}ÅqÏ�ÝFÊ}Ó�ÂcÒ�ã�À�Å/À�Ü}Û�Ó�ÂcÊ�Å
k(bn)

ã6ÌRÊ}Å
m ≥ n

É>Ø�Ó�ÝFÊ}Ï�Ï�Ô%ã}Û�Ï�ÝFÊ}Ó�ÝFÊ}Ó
k({a}) = k(bm)m≥0Ó�ÂcÕ�À�Û Ú Ò�Ü}ÅqÏ�ÝFÊ}ÓlÂcÒ�ã�À�Å/À�Ü�ÛsÓlÂcÊ�Å k(λn(a)pn

) á �

$ Ì>Ê�Â�Ø/Ë}Ó�ÅqØ/Ë}Ì>Á�Â&Ô%ÀRÏsÁFÕqÓ�Á�ÀRÁ>Õ43%Ø+Ì>Á�ÂcÕ�ÅqÊ}ÏsÅqÓ(Ê}Á}ÓZÍ9À�ÅqÏsÒ�Õ�ÒlÀ�Ü6Ò�Û�ÏsÓ�Á}Á}Ó�Â�ÏsÔ%ã}Û�Ó
A
À�Ê�ß

Ð�Ó4Â�Â�Ê�Â(Ð�Ó
K
ÝFÊ}Ï
Á�× Ó�ÂcÕ(ã�À>ÂlÂcÒ�ã�À�Å/À�Ü}Û�Ó�Ô%Ó�Á>Õ�Ô=Ï�Á�Ø�ÓRÉWØ+Ó%ÝFÊ}Ï0ÂcÏ Ú Ï�Á}Ï���Ó�ã6ÌRÊ�Å(Á�ÌRÊ�Â�ã�À�ÅÐ�Ò ��Á}ÏsÕ�Ï�ÌRÁ�ÝFÊ}Ó
p∞A(K)

Á�× Ó�ÂcÕ�ã�ÀRÂ�Â�Ò�ã�À�Å/À�Ü}Û�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ�Ô%ÏsÁ�Ø�Ó á
â Á�Á�Ó�ã6Ó�Ê�Õ�ã�ÀRÂ�Õ�ÅqÌRÊ}Í>Ó�Å(Ê}Á}Ó=Õ�Ó�ÛsÛ�Ó%Í�ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒ=ÀRÜ�Ò�ÛsÏ�Ó�Á�Á}Ó=Ð}Ó%Ð}ÏsÔ%Ó�Á�ÂcÏ�ÌRÁ H ìWÛ�Ó��§ÀRÏaÕ

ÝFÊ�× Ê}Á}Ó�Ø+Ì>Ê}ÅqÜ�ÓlÓ�Û�Û�Ïsã�ÕqÏ�ÝFÊ}Ó�ÂcÌ>ÏaÕ�Õ�Ì>Ê9ÙPÌRÊ�ÅqÂ�Â�Ò�ã�ÀRÅqÀRÜ}Û�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ�Ô=Ï�Á�Ø�Ó�À%Ò+Õ�ÒZÅqÓ�Ô£ÀRÅqÝFÊ}Ò(ã�À�Å
ã}Û�Ê�Â�ÏsÓ�Ê}ÅqÂ=À�Ê}Õ�Ó�Ê�ÅqÂ�É*À�Í>Ó�Ø-Ð�Ó4Â�ÀRÅ Ú Ê}Ô%Ó�ÁFÕqÂ�Í�ÀRÅ�Ï�Ò�Â á yÛ&Ó4ÂPÕ=Ô=Ì>ÁFÕ�ÅqÒ-ã�À�Å=Ó+ç�Ó�Ô=ã�ÛsÓ´Ð}À�Á�ÂÛG× ÀRÁ}Á}Ó+ç�Ó � Ð}Ó�Ã å�Ó )
5�È�ÝFÊ}Ó(ÛsÓ�Õ ��ã�ÓlÐW× Ê}Á´ã�Ì>ÏsÁFÕ a

ÀRÊ�ßyÐ�Ó�ÂqÂcÊ�ÂxÐ�Ó
k
Ó4ÂPÕ�ÂcÒ�ã�À�Å/À�Ü�ÛsÓ�Ô=Ó�ÁFÕ

Ô%ÏsÁ�Ø+ÓZÐ�ê�Â�ÝFÊ}Ó
k({a})

Ó4ÂPÕ�Ð�ÓZÐ�Ó Ú Å�Ò(Ð�Ó(Õ�Å/À�Á�ÂqØ+Ó�Á�Ð}ÀRÁ�Ø+Ó 1
À�Ê}ß�Ð�Ó4Â�Â�Ê�Â�Ð�Ó

k á ¿�Ì>Á}Á}Ì>Á�ÂÊ}ÁNÀRÊ�Õ�ÅqÓTÀ�Å Ú Ê�Ô=Ó�ÁFÕ�ã�Ì>ÅcÕ/À�ÁFÕ�ÂcÊ�Å�ÛëÀ¥Ô�Ê}ÛsÕ�Ï�ã}Û�Ï�Ø�À9Õ�Ï�ÌRÁ÷ã�À�Å p
Ð}À�Á�Â�ÛsÓ4Â�Ø+Ì>Ê}ÅqÜ�Ó4ÂZÓ�Û�ÛsÏ�ã�ß

Õ�ÏëÝFÊ}Ó�Â�É�ÝFÊ}ÏWÁ}Ì>Ê�Â�À�ÏëÐ�Ó�ÅqÀ"3=ã}ÅqÒ�Â�Ó�ÁFÕ�Ó�Å�Ø�Ó�Û�Ê}Ï�Ð�Ó4Â�Í9À�ÅqÏsÒ�Õ�Ò�Â�ÀRÜ�Ò�ÛsÏ�Ó�Á�Á}Ó�Â Ú Ò�Á}Ò�ÅqÀRÛsÓ4Â á
9
ÌRÊ}Å0Â�ÏsÔ%ã}Û�Ï���Ó�Å4É9ÂcÊ}ã�ã�ÌFÂcÌ>Á�Â�Û�À(Ø�ÀRÅqÀ>Ø�Õ�Ò�Å�ÏëÂcÕ�ÏëÝ>Ê�Ó&Ð�Ï��6Ò�Å�Ó�ÁFÕ�Ó�Ð�Ó ,�Ó�Õ + á ¿�ÀRÁ�Â0Ø+Ó�Ø�À>Â�ÉÔ%Ì�Ð�Ê}Û�Ì-Ê}Á�Ø/Ë�ÀRÁ Ú Ó�Ô=Ó�ÁFÕ�Ð�Ó�Í9À�ÅqÏ�ÀRÜ}Û�Ó�Â�É�ÛC× Ò�ÝFÊ�À�Õ�Ï�ÌRÁ ä§À �%Á�Ó4è�Ð�× Ê}Á�Ó�Ø+Ì>Ê}Å�Ü6ÓZÓ�Û�Û�Ïsã�ÕqÏ�ÝFÊ}Óã6Ó�Ê�Õ4!�Õ�ÅqÓ(Ò4Ø+ÅqÏaÕqÓZÂcÌ>Ê�Â�Û�À ���®ÌRÅqÔ%Ó�Á�ÌRÅqÔ%ÀRÛsÓ.�

y2 = x3 + px + q á � Ê}Á �§ÀRØ+Õ�Ó�Ê}Å�Ô�Ê}Ûsß
Õ�Ï�ã}Û�Ï�Ø�À9ÕqÏ@��Ó�ÁFÕqÏsÓ�ÅZã}Å�ê4ÂlÛsÓ-Ð}Ï�ÂqØ+ÅqÏsÔ%Ï�Á�À�ÁFÕ�ÐW× Ê}Á}Ó%ÕqÓ�Û�ÛsÓ£Ò4ÝFÊ�À9ÕqÏsÌ>Á Ó4ÂPÕ

∆ := 4p3 + 27q2 ÉÂ�ÌRÁ
j
ß�ÏsÁ�Í9À�ÅqÏ�ÀRÁFÕxÓ�ÂcÕ

j := p3

∆
á à�À�Ø+ÌRÊ�Å�Ü6Ó�Ó4ÂPÕ�ÛsÏëÂ�Â�ÓlÂ�Â�Ï ∆ Á�× Ó�ÂcÕ�ã�ÀRÂ&Á�Ê}ÛCÉ�Â�ÌRÁ-Ø�ÌRÔ%ã}Û�Ò+Õ�Òã}ÅqÌ�ÙPÓ4Ø�Õ�Ï��*ã6ÌRÅ�Õ�ÓlÀ�Û�ÌRÅ/Â�Ê}Á}ÓZÂcÕ�ÅqÊ�Ø�ÕqÊ}Å�ÓlÐ�Ó Ú ÅqÌRÊ�ã�ÓlÀ�Û Ú Ò�Ü}Å�ÏëÝFÊ}ÓRÉ�Ó�Õ�Ê�Á}ÓZÂcÓ�Ê}ÛsÓZÐ�ê4Â�ÝFÊ�× Ì>ÁÀ%Ø/Ë}ÌRÏëÂ�Ï6Ê�Á´Ò�ÛsÒ�Ô%Ó�ÁFÕ�Á}Ó�Ê�ÕqÅ�Ó£ä§Û�À%Û�ÌRÏWÓ4ÂPÕ�Ø+Ó�ÛsÛ�ÓZÝFÊ�× Ì>Á´Ø�ÌRÁ}Á�À��ëÕ�É}Ø+Ì>Á�ÂcÕ�ÅqÊ}ÏaÕqÓ03�ã�À�Å�Õ�Ï�Å�Ð}Ê

+�ê�Ô%Ó�ã6ÌRÏ�ÁFÕ{ÐW× Ï�ÁFÕ�Ó�ÅqÂ�Ó�Ø+Õ�Ï�ÌRÁ�Ð�× Ê}Á�Ó�ÂcÒ4Ø�À�ÁFÕqÓ�À�Í>Ó�Ø&Û�À(Ø+Ì>Ê}Å�Ü6Ó4è á � Ì>Ê�Õ j Ó4ÂPÕ0Û�Ó j
ß�ÏsÁ�Í9À�ÅqÏ�ÀRÁFÕ

ÐW× Ê}Á}Ó£Ø+Ì>Ê}ÅqÜ�Ó%Ó�Û�Û�Ïsã�ÕqÏ�ÝFÊ}Ó%Ó�ÕZÐ}Ó�Ê�ç Ø�ÌRÊ}ÅqÜ6Ó�ÂlÂcÌ>ÁFÕlÏëÂ�ÌRÔ%ÌRÅqã}Ë}Ó4Â�ä§Ó�Á ÕqÀ�ÁFÕ�ÝFÊ}Ó%Í9À�ÅqÏsÒ�Õ�Ò�Â
ã}ÅqÌ�ÙPÓ4Ø�Õ�Ï�ÍRÓ4Â
Ó+Õ4ÉRÐ�ÌRÁ�Ø�É�Ó�Á%ÕqÀ�ÁFÕxÝFÊ}Ó Ú Å�Ì>Ê}ã�Ó4Â0À�Û Ú Ò�Ü}Å�ÏëÝFÊ}Ó�Â/è�ÂcÏ�Ó+ÕxÂ�Ó�Ê}Û�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ&Â�Ï}Ó�ÛsÛ�Ó�Â0Ì>ÁFÕÔ"!�Ô%Ó

j
ßGÏ�Á�Í9À�ÅqÏ�ÀRÁ>Õ á

��Ê}Å�Ê}Á�ÓlØ�ÌRÊ}ÅqÜ6Ó�Ó�ÛsÛ�Ïsã}Õ�ÏëÝ>Ê�Ó
E
É�Û�À=Ô�Ê�ÛaÕqÏsã}Û�ÏëØ�À9ÕqÏsÌ>ÁTã�ÀRÅ�Ô´É�Á�Ì�Õ�Ò�Ó%Ã Ô=È�É�Ó�ÂcÕ�É�Ó�ÁTÕqÀRÁ>Õ

ÝFÊ�× À�ã}ã}Û�ÏëØ�À9ÕqÏsÌ>ÁIÅ/À9ÕqÏsÌ>Á}Á}Ó�ÛsÛ�ÓRÉ}Ð�Ó�Ð}Ó Ú ÅqÒ m2 É�Ø�× Ó�ÂcÕcß 39ßyÐ�Ï�Å�ÓlÝFÊ}ÓZÂcÏ x Ó�ÂcÕ�Ê}Á¥ã�Ì>ÏsÁFÕ Ú Ò�Á}Ò+ßÅqÏ�ÝFÊ}Ó(Ð�Ó
E
É>ÛG× Ó�ç�Õ�Ó�Á�ÂcÏ�ÌRÁ

k([m]x) ⊆ k(x)
Ó�ÂcÕ�Ð�Ó�Ð�Ó Ú ÅqÒ m2 á �xÁIã�ÀRÅcÕqÏ�Ø�Ê}Û�ÏsÓ�ÅxÛëÀ�Ô�Ê�ÛaÕqÏaßã}Û�Ï�Ø�À9ÕqÏsÌ>Á�ã�ÀRÅ

p
Ó4ÂPÕxÐ}Ó�Ð}Ó Ú ÅqÒ p2 É>À�ÍRÓ�ØxÊ}Á£Ð�Ó Ú Å�Ò�ÐW× ÏsÁ�ÂcÒ�ã�À�Å/À�Ü}Ï�Û�ÏaÕqÒ�ÀRÊ�Ô%ÌRÏ�Á�Â p ÐW× À�ã}Åqê�ÂÛëÀ?�§ÀRØ+Õ�ÌRÅqÏëÂ�À�Õ�Ï�ÌRÁ%Ð�ÒPÙ 3�Ø�ÏaÕqÒ�Ó�Ð}Ó

[p]
ã�ÀRÅ{ÛsÓ6=}ÅqÌRÜ6Ó�Á}Ï�Ê�Â�É

[p] = V1 ◦Fr á}â Ê%Ü}Ï�Ó�Á£Û�Ó�Ð�Ó Ú Å�ÒÐW× ÏsÁ�ÂcÒ�ã�À�Å/À�Ü}Ï�Û�ÏaÕqÒ�Ó�ÂcÕ�Ó��AÓ�Ø+Õ�Ï�ÍRÓ�Ô=Ó�ÁFÕ
p
Ó�Õ(Ð}ÀRÁ�Â�Ø�Ó�Ø�À>Â�ÛëÀ � Ó�Å/ÂqØ/Ë}ÏsÓ�Ü}Ê}Á Ú V1

Ó�ÂcÕ�ÂcÒ�ã�À9ß
Å/À�Ü}Û�Ó(äCÀ�Ï�Á�Â�Ï�ÝFÊ}Ó&Õ�Ì>Ê�Â�ÛsÓ4Â

Vn

É9ÐW× À�ã�Å�ê4Â*ÛG× Ò�Ø+ÅqÏsÕ�Ê}ÅqÓ
Vn = Frn−1(V1)◦. . .◦Fr(V1)◦V1

è�É
ÐW× Ì�	ÑÛC× ÌRÁÑÌRÜ}Õ�Ï�Ó�ÁFÕlÝFÊ}Ó

E
Ó�ÂcÕ�ÂcÒ�ã�À�Å/À�Ü}Û�Ó�Ô%Ó�Á>ÕlÔ%ÏsÁ�Ø+Ó£ÐW× À�ã}Åqê�Â(ÛëÀTã}ÅqÌRã6Ì>Â�ÏsÕ�Ï�ÌRÁ 5 á*â ÊÜ}Ï�Ó�Á ÛsÓ¥Ð�Ó Ú Å�Ò´ÐW× ÏsÔ%ã6Ó�Å��®Ó�Ø�ÕqÏsÌ>Á÷Ó4ÂPÕ p2 Ó+Õ [p]

Ó�ÂcÕ=ã}Ê�Å�Ó�Ô=Ó�ÁFÕ�Ï�Á�ÂcÒ�ã�À�Å/À�Ü�ÛsÓ>É�Ø�Ó´ÝFÊ}Ï�Â�Ó
Õ�Å/ÀRÐ}Ê}ÏaÕ%ã�ÀRÅ=Ê�Á}ÓIÛ�ÏëÀ�ÏëÂcÌ>Á À�Û Ú Ò�Ü}ÅqÏ�ÝFÊ}Ó-Ï�Ô%ã�ÌFÂ�ÀRÁFÕ j ∈ Fp2

ä®Ï�Û&�÷À�ã�ÛsÊ�Â�Ï�Ó�Ê}Å/Â�Í9ÀRÛsÓ�Ê}ÅqÂ
ã6Ì>ÂqÂcÏ�Ü}Û�Ó�Â/è�É6Û�ÀIØ+ÌRÊ�Å�Ü6Ó�Ó�ÂcÕ(Ð}ÌRÁ�Ø�Ð�Ò���Á�ÏsÓ=ÂcÊ}Å(Ê}Á�Ø�ÌRÅqã�Â ��Á}ÏCÉAÓ�Õ

p∞E(K) = E(Kp∞)Ó�ÂcÕ�Å/À9ÕqÏsÌ>Á}Á}Ó�Û�Û�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ�Ô%ÏsÁ�Ø�ÓRÉ�Ó+Õ�À �®Ì>ÅcÕqÏsÌ>Å�Ï�Â�Ò�ã�ÀRÅqÀRÜ}Û�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ�Ô%ÏsÁ�Ø+Ó á�� Ï�Á�ÂcÏ*Ê}Á}Ó�Ø�ÌRÊ}ÅqÜ6ÓÓ�Û�Û�Ïsã�ÕqÏ�ÝFÊ}ÓZÓ4ÂPÕ�ÕqÌRÊ9ÙPÌ>Ê}Å/Â�Â�Ò�ã�À�Å/À�Ü}Û�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ�Ô%ÏsÁ�Ø�Ó á

H +



¿(À�Á�Â£Ø�Ó¥ÝFÊ�× ÌRÁ Í�ÏsÓ�ÁFÕ£Ð}Ó�ÍRÌRÏ�Å4É�Û�Ó
j
ßGÏ�Á�Í�ÀRÅ�ÏëÀ�ÁFÕ%Ó�ÂcÕ-Ê}Á ã�À�Å/À�Ô%ê+ÕqÅ�Ó¥Ð�Ò4Ø+ÅqÏsÍ9À�ÁFÕ£ÛëÀ

Ø+Ì>Ê}ÅqÜ�Ó 3�Ï�Â�ÌRÔ%ÌRÅqã}Ë}ÏëÂ�Ô=Ó�ã}Åqê�Â á 	 Ó�ã}Å�Ï�Á�Ø�Ïsã6Ó�Ð�Ê�ã�À�Å/À�Ô%Ò+ÕqÅqÀ Ú Ó&Ð}Ó�Â0Ø+Ì>Ê}ÅqÜ�Ó4Â*Ó�ÛsÛ�Ï�ã�Õ�ÏëÝFÊ}Ó�Âã�ÀRÅxÊ}Á-ã�À�Å/À�Ô%ê+ÕqÅ�Ó�Ð�ÊIØ+ÌRÅqã�ÂxÁ}Ó�Â�× Ò�Õ�Ó�Á�Ð£ã�À>ÂxÐ�Ï�Å�Ó4Ø�ÕqÓ�Ô%Ó�ÁFÕ&Ó�Á-Ð�Ï�Ô=Ó�Á�Â�ÏsÌ>ÁTÂcÊ�ã�Ò�Å�Ï�Ó�Ê}ÅqÓ áà�ÓZã�À�Å/À�Ô%Ò+ÕqÅqÀ Ú ÓlÐ�Ó�Â�Í9ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒ�Â�ÀRÜ�Ò�ÛsÏ�Ó�Á}Á�Ó�Â���Á�Ê}Ó�Â6�¥Ð�Ó�Ð�Ï�Ô=Ó�Á�Â�ÏsÌ>Á7��ç�Ò�Ó�Á}Ó�Â�Ó�Ø+Ì>Ô�ß
ã6ÌRÅ�Õ�Ólã�ÀRÂ�Ü�ÏsÓ�Á�É�ÐW× Ì�	¥ÛG× À>Ð�ÙPÌRÁ�Ø+Õ�Ï�ÌRÁ¥ÐW× Ê}Á}Ó�ÂcÕ�ÅqÊ�Ø�ÕqÊ}Å�ÓZÂ�Ê}ã}ã}Û�Ò�Ô%Ó�Á>Õ/À�Ï�Å�Ó á�â Á�À=Ð}ÒPÙ 3=Í�ÊÛG× À>Ð�ÙPÌRÁ�Ø+Õ�Ï�ÌRÁ ÐW× Ê�Á}Ó¥ã�Ì>Û�ÀRÅ�ÏëÂ�À�Õ�Ï�ÌRÁ Ó+Õ-ÐW× Ê}Á}Ó�ÂPÕqÅ�Ê�Ø�Õ�Ê�Å�Ó¥Ð�Ó¥Á}Ï�ÍRÓ�ÀRÊ

n
É0Ø�× Ó�ÂcÕ£Ê}Á Ó�Á}ÅqÏaß

Ø/Ë}ÏëÂ�Â�Ó�Ô%Ó�Á>ÕZÐ�Ï��6Ò�Å�Ó�ÁFÕZÝFÊ}Ó=Á}Ì>Ê�ÂlØ+ÌRÁ�ÂcÏëÐ�Ò�ÅqÌRÁ�Â�Ô£À�Ï�ÁFÕ�Ó�Á�À�ÁFÕ�É�À�Í>Ó�Ø�ÛC× ÀRÐ�ÙPÌ>Á�Ø�ÕqÏsÌ>Á ÐW× Ê}Á}Ó
�Zã6ÌRÛëÀ�ÅqÏëÂ�À�Õ�Ï�ÌRÁ£ã}ÅqÏsÁ�Ø+Ï�ã�À�Û�Ó?�TÝFÊ}ÏAÓ�ÂcÕ�Ê}ÁIÏ�Â�ÌRÔ%Ì>Å�ã}Ë�Ï�Â�Ô%Ó�Ð�Ó(Û�À�Í9À�ÅqÏsÒ�Õ�Ò�Í>Ó�Å/Â&ÂqÀ�Í9ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒ
Ð�Ê�ÀRÛsÓ á ��Á}Ó=Í�ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒ�ÀRÜ�Ò�ÛsÏ�Ó�Á}Á�Ó=Ð�Ó=Ð�Ï�Ô=Ó�Á�Â�ÏsÌ>Á ≥ 2

Á�× Ó4ÂPÕlÓ�Á Ú Ò�Á}Ò�Å/À�Û*ã�ÀRÂ�Ï�Â�ÌRÔ%Ì>Å�ã}Ë�Ó
3´Â�ÀIÍ9À�ÅqÏsÒ�Õ�Ò�Ð}Ê�À�Û�Ó�Ô£ÀRÏ�Â(Ó�Û�Û�Ó�Ó4ÂPÕZÏëÂcÌ Ú ê�Á�Ó 3IÊ}Á}Ó=Í�ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒ=ÀRÜ�Ò�ÛsÏ�Ó�Á�Á}Ó=ÝFÊ}Ï
ÛG× Ó4ÂPÕZÓ�ÕlÝFÊ}Ï
ã6ÌRÅ�Õ�Ó-Ð�Ì>Á�Ø%Ê}Á}Ó-ã6ÌRÛëÀ�ÅqÏëÂ�À�Õ�Ï�ÌRÁÑã}Å�Ï�Á�Ø�Ïsã�ÀRÛsÓ á $ Ì>Ê�Â�ÀRÛsÛ�ÌRÁ�ÂZÐ�À�Á�Â�Ø�Ó-ÝFÊ}Ï&Â�Ê}ÏsÕ�Ï�Ð}Ó�ÁFÕ�Ï���Ó�ÅÊ}Á}Ó¥Í9À�ÅqÏ�Ò+Õ�Ò�ÀRÜ�Ò�ÛsÏ�Ó�Á}Á�Ó´ã�Å�Ï�Á�Ø+Ï�ã�ÀRÛsÓ�Ô=Ó�ÁFÕ=ã6ÌRÛëÀ�ÅqÏ�Â�Ò�Ó¥Ð�Ó�Ð�Ï�Ô%Ó�Á�Â�ÏsÌ>Á

d
Ó�Õ£ÛsÓ¥ã�Ì>ÏsÁFÕ-Ð�Ó

ÛG× Ó4Âcã�À>Ø+Ó£Ð�Ó4ÂZÔ%Ì�Ð}Ê}ÛsÓ4Â-ä§Ð}Ó-Ð�ÏsÔ%Ó�Á�ÂcÏ�ÌRÁ d(d+1)
2

è+É�ÝFÊ}Ï{ÛëÀ¥ã�À�Å/À�Ô%ê+ÕqÅ�Ó"3¥ÏëÂcÌ>Ô=Ì>Å�ã�Ë}Ï�Â�Ô%Ó
ã}Åqê�Â á
à�À-Õ�Ì>ÅqÂ�ÏsÌ>Á ÐW× ÌRÅ/Ð�ÅqÓ

p
ÐW× Ê}Á}Ó%Í9À�ÅqÏsÒ�Õ�Ò%Ð�Ó=Ð}ÏsÔ%Ó�Á�ÂcÏ�ÌRÁ

d
Ó4ÂPÕ4ÉWÓ�Á ÕqÀRÁ>ÕZÝFÊ}Ó Ú ÅqÌRÊ}ã6ÓRÉÏëÂcÌ>Ô=Ì>Å�ã�Ë}Ó 3´Ê}Á}Ó%ã}Ê�Ï�ÂqÂ�ÀRÁ�Ø+Ó

(Z/pZ)n
ã6ÌRÊ}ÅlÊ}Á Ø+Ó�ÅcÕ/À�Ï�Á�Ó�Á>ÕqÏsÓ�Å

n ≤ d
ÀRã}ã6Ó�Û�Ò=Û�Ó

p
ß

Å/À�Á Ú Ð�Ó�ÛëÀIÍ�ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒ á 	 Ó n
ÉAÂ�× ÏsÛ
Ó�ÂcÕZÂPÕqÅ�ÏëØ�ÕqÓ�Ô%Ó�ÁFÕlÏsÁ��®Ò�Å�Ï�Ó�Ê�Å?3

d
ÉWã6Ó�Ê�Õ0!�Õ�ÅqÓ�Å/À �£Á}Ò´ì6Ï�Û

Â�Ê �%Õ�ã�Ì>Ê}Å�Ø+Ó�Û�À%Ð�Ó�Ø�ÌRÁ�Â�Ï�Ð}Ò�ÅqÓ�Å�Û�À�ÕqÌRÅ/ÂcÏ�ÌRÁ¥ÐW× ÌRÅ/Ð�Å�ÓlÂ�Ê}ã�Ò�Å�Ï�Ó�Ê�Å
pr
Ó+Õ�Ð�ÓZÛëÀ%Ø+Ì>Á�ÂcÏëÐ�Ò�Å�Ó�Å

Á}Ì>Á-ã}Û�Ê�Â&Ð}ÊTã6ÌRÏ�Á>Õ�Ð�Ó�Í�Ê}Ó�Á�À � ��Ô£À�ÏëÂ&ÂqØ/Ë}Ò�Ô%À�Õ�ÏëÝFÊ}Ó á�� Ï�Á�ÂcÏAÐ}ÀRÁ�ÂxÛ�Ó�Ø�ÀRÂ&ÐW× Ê�Á}Ó(Ø�ÌRÊ}ÅqÜ6ÓÓ�Û�Û�Ïsã�ÕqÏ�ÝFÊ}Ó>ÉRÛëÀ(Õ�Ì>ÅqÂ�ÏsÌ>Á
p
ÝFÊ}ÏGÉ>Ø�ÌRÁ�Â�ÏëÐ�Ò�ÅqÒ�Ó�Ø+Ì>Ô%Ô=Ó�Ó�Á�Â�Ó�Ô�Ü�ÛsÓ�Ð�Ó�ã6ÌRÏ�ÁFÕqÂ{Ð�À�Á�Â0ÛëÀZØ+Û��ÕqÊ}ÅqÓ

À�Û Ú Ò�Ü}ÅqÏ�ÝFÊ}Ó>É�Ò+ÕqÀRÏaÕ�Ì>Ê�Ü}Ï�Ó�Á
Z/pZ

Ì>Ê´Ü�ÏsÓ�Á�)�É}Ó�ÂcÕ�Ô£À�Ï�ÁFÕ�Ó�Á�À�ÁFÕ�Ê}Á¥ÌRÜ}ÙPÓ+Õ�É�Õ�Ì>Ê9ÙPÌRÊ}Å/Â�Ð�Ó
Õ�Ì>ÅqÂ�Ï�ÌRÁ

p
É}Ô£À�ÏëÂ�Ð�ÓZÅ/À�Á Ú p2 É�Ó�Á �§À�ÏsÕ�ÌRÊ´Ü}Ï�Ó�Á¥Ê}Á}ÓZÓ�ç�Õ�Ó�Á�ÂcÏ�ÌRÁ¥Ð�Ó

(Z/pZ)
ã�ÀRÅ

µp

ä®Ì
	
µp

Ó4ÂPÕ�ÛsÓ�Á�Ì��>À�Ê�Ð�Ó�Û�À£Ô�Ê}ÛsÕ�Ï�ã}ÛsÏëØ�À�Õ�Ï�ÌRÁ�ã�À�Å
p
É
[p] : Gm 7→ Gm

É�Ð�Ì>Á�ØZÓ�Á��§À�ÏsÕ
[p]
Ó4ÂPÕ

ÏëØ+Ï{Û�Ó1=}ÅqÌRÜ6Ó�Á}Ï�Ê�Â/è(ÌRÊ Ü}Ï�Ó�Á Ê}Á}ÓTÓ+ç�Õ�Ó�Á�ÂcÏ�ÌRÁ Ð�Ó
αp

ã�ÀRÅ
αp

ä®Ì
	
αp

Ó4ÂPÕ�Û�Ó-Á}Ì��FÀ�Ê Ð}Ê
=}ÅqÌRÜ6Ó�Á�ÏsÊ�Â�ÂcÊ}Å�ÛsÓ Ú Å�Ì>Ê}ã6Ó�ÀRÐ}Ð�ÏsÕ�Ï��{Ø+Ó�ÕcÕ�Ó.�®ÌRÏëÂ�É

Fr : Ga 7→ Ga

è á à*À£Ø+ÛëÀRÂqÂcÏ���Ø�À�Õ�Ï�ÌRÁ´ã�À�ÅÛëÀlÕ�Ì>ÅqÂ�ÏsÌ>Á-Â�Ø/Ë�Ò�Ô£À9ÕqÏ�ÝFÊ}Ó�Á�× Ó4ÂPÕ&Ð�À�Á�Â�Ø+Ó�Ø�ÀRÂxã�ÀRÂxã}ÛsÊ�Â ��Á�Ó�ÝFÊ}Ó�ÛëÀ�Ø+ÛëÀRÂqÂ�Ï@��Ø�À9ÕqÏsÌ>Á£Á�À �GÍRÓ á
�{Û�ÛsÓZÛ�Ó�Ð�Ó�ÍFÏ�Ó�ÁFÕ�Ó�Á�Ð�Ï�Ô%Ó�Á�Â�Ï�ÌRÁ¥ÂcÊ}ã6Ò�ÅqÏ�Ó�Ê}ÅqÓ á 9{ÅqÒ�Ø�Ï�Â�ÌRÁ�Â á

9
ÌRÊ}Å�Ê}Á}Ó-Í9À�ÅqÏ�Ò+Õ�ÒIÀ�Ü6Ò�Û�ÏsÓ�Á}Á}Ó
A
Ð�Ò���Á�ÏsÓTÂ�Ê}Å�Ê}ÁNØ+Ì>Å�ã�Â�Ý>Ê�Ó�ÛëØ+ÌRÁ�Ý>Ê�Ó

k
Ó+Õ�Ê}Á÷Ó�Á�ß

Õ�Ï�Ó�Å
m
É�Â�ÌRÏsÕ

A[m] := {x ∈ kalg ; m.a = 0}
É�Ó+Õ�ã6ÌRÊ}Å�Ê�Á�Á�ÌRÔ�Ü�Å�ÓÑã}ÅqÓ�Ô%ÏsÓ�Å

q
É

A[q∞] := lim
←−

A[qr]
É�ÝFÊ}Ï�ã6ÌRÅ�Õ�Ó�Á�À�Õ�Ê}ÅqÓ�Û�Û�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ0Ê}Á}Ó�ÂcÕ�ÅqÊ�Ø�ÕqÊ}Å�Ó�Ð�Ó

Zq

ß�Ô%Ì�Ð�Ê}Û�ÓRÉ�Ø�× Ó�ÂcÕ0ÛsÓ
& � �����F	0�,	��%� � 	 q 1 �)� ��$ �%	 Ð}Ó�ÛëÀ(Í9À�ÅqÏsÒ�Õ�Ò á 9
ÌRÊ�Å q Ð�Ï��6Ò�Å�Ó�Á>ÕxÐ}Ó p

É�ÂcÏ
d
Ó4ÂPÕ0ÛëÀlÐ�ÏsÔ%Ó�Á�ÂcÏ�ÌRÁ

Ð�Ó
A
É
A[q∞]

Ó�ÂcÕ�Ï�Â�ÌRÔ%ÌRÅqã}Ë}Ó�3
Z2d

q
á à�À�Â�ÏsÕ�Ê�À�Õ�Ï�ÌRÁTÓ4ÂPÕ�ã}Û�Ê�Â�Ø+Ì>Ô=ã�ÛsÏëÝFÊ}Ò�Ó�ã�Ì>Ê}Å q = p

ì
ÛG× À>Ø�Õ�Ï�ÌRÁIÐ�Ó

Zp

Â�Ê}Å
A[p∞]

ã6Ó�Ê�Õ&!+ÕqÅ�Ó(Ó�Á�Å�ÏëØ/Ë}Ï�ÓRÉFÓ�ÁTã�À�Å�Õ�ÏëØ+Ê}Û�ÏsÓ�Å�Ð}Ó�ÛG× À>Ø�ÕqÏsÌ>ÁTÐ�Ê Ú Å�Ì>Ê}ã6ÓÐ�Ó��lÀ�Û�ÌRÏëÂ�À�Ü�Â�ÌRÛ�Ê�É�Ó+Õ0ÛëÀ�Ð�Ó4Â�Ø�Å�Ï�ã�ÕqÏsÌ>Á�Ð�Ó�Ø+Ó.��Ô%Ì�Ð�Ê}Û�Ó�Ð�Ó�¿�Ï�Ó�Ê�Ð�ÌRÁ}Á�Ò ��ÂcÊ�Å�Ê�Á=ÀRÁ}Á}Ó�ÀRÊ
Ô£À�Ï�ÁFÕ�Ó�Á�À�ÁFÕ�ã}ÛsÊ�Â Ú ÅqÌ>Â�ÝFÊ}Ó

Zp

Ó�ÂcÕ�Ê}Á}Ó�Ð�Ó4Â�Ô=ÌRÕ�Ï�Í9À9Õ�Ï�ÌRÁ�Â�Ð}ÓZÛ�À%Ø+Ì>Ë}ÌRÔ%Ì>ÛsÌ Ú Ï�Ó�Ø+ÅqÏëÂPÕ/À�ÛsßÛ�ÏsÁ}Ó á � ÏëÂcÌ Ú Ò�Á}ÏsÓIã}Åqê�Â�É A[p∞]
Â�ÓIÐ}Ò�Ø+Ì>Ô%ã�ÌFÂcÓIÓ�Á÷Ê�Á}Ó´Â�ÌRÔ%Ô%ÓIÐ}ÏsÅqÓ�Ø+Õ�Ó¥Ð�ÓTÔ%Ì�Ð�Ê}Û�Ó�Â

Ï�Å�ÅqÒ�Ð�Ê�Ø�Õ�Ï�Ü}Û�Ó�Â�É�Ì>Ê�Ó�Á�Ø�ÌRÅqÓRÉ Ú Å/À�ã}Ë�Ï�ÝFÊ}Ó�Ô=Ó�ÁFÕ�É�Ó4ÂPÕlÀRÂqÂcÌ�Ø�ÏsÒ�3
A[p∞]

Ê}Á �£ã�Ì>Û�� Ú Ì>Á}Ó�Ð�Ó
$ Ó���Õ�Ì>Á �>É�À��FÀ�ÁFÕ�ÛsÓ4Â�ã}Å�Ì>ã}ÅqÏsÒ�Õ�Ò�Â�Â�Ê}Ï�Í�ÀRÁFÕ�Ó�Âlì
ß�Ð}ÀRÁ�Â�ÛsÓ�ã}ÛëÀ�Á%Ø�ÀRÅcÕqÒ�Â�ÏsÓ�Á�É9Ø�× Ó�ÂcÕ
Ê�Á}Ó�ÛsÏ Ú Á}Ó�Ø�ÌRÁ�ÍRÓ�ç�Ó�Ð�Ó�ÂcÓ Ú Ô%Ó�ÁFÕ/Â�Ð}Ó�Ð}Å�Ì>ÏaÕqÓ�3lÂ�ÌRÔ%Ô%Ó+ÕqÂ
Ó�ÁFÕqÏsÓ�ÅqÂ�É}Ø+Ì>Ô=Ô%Ó�ÁD��ÀRÁ>Õ�Ó�Á

(0, 0)
Ó+Õ&��Á}ÏëÂ�ÂqÀ�ÁFÕ�Ó�Á

(2d, d)
É

ß-3%ã6Ó�ÁFÕ�Ó4Â�ã�ÌFÂcÏsÕ�Ï�ÍRÓ4Â�ÌRÊ´ÁFÊ�ÛsÛ�Ó�Â�É�À�Ê´ã}Û�Ê�Â�Ò Ú À�Û�Ó�Â&3 H É
ß*À�Í>Ó�Ø�Ê}Á}Ó�Ð}Ê�À�Û�ÏaÕqÒ�ÏsÔ%ã6Ì>ÂqÀ�ÁFÕxÝFÊ}Ó�Â�Ï}ÌRÁ£ÀlÛëÀlã�Ó�Á>ÕqÓ�Ø�ÉRÌRÁ£ÀlÒ Ú À�Û�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ{ÛëÀlã�Ó�Á>ÕqÓ 1−c áà{× À�Ü�ÂcÓ�Á�Ø+Ó�Ð�Ê%Ø+ÌRÊ�ã}ÛsÓ�ã6Ó�ÁFÕ�Ó )%�9ã�Ó�ÁFÕ�Ó H Ò4ÝFÊ}ÏsÍ9ÀRÊ�Õ 3�Ê}Á

p
ß�Å/À�Á Ú ÁFÊ�ÛCÉ9ÛëÀ�ã�Å�Ò4ÂcÓ�Á�Ø+Ó�Ô£À9ç�ÏaßÔ£À�Û�Ó�Ð�Ó�Ø�Ó�Ø+ÌRÊ�ã}ÛsÓ43lÊ�Á}Ó�Í9À�ÅqÏsÒ�Õ�Ò��(ÌRÅ/Ð�Ï�Á�À�Ï�ÅqÓ&�>É>ØR× Ó4ÂPÕ�ß83�ß�Ð}ÏsÅqÓ�Ð�Ó

p
ß�ÅqÀRÁ Ú Ô£À9ç�ÏsÔ£ÀRÛCÉ�Ì>ÊÓ�Á�Ø+ÌRÅqÓ-3�Ê}Á�Ô%Ì�Ð�Ê}Û�Ó�Ð�Ó � À�Õ�Ó

p
ßyÀRÐ�ÏëÝFÊ}ÓxÐ�Ó�Ð�ÏsÔ%Ó�Á�ÂcÏ�ÌRÁ

d á ��Á�Ê�Á}Ï�ÝFÊ}Ó�Â�Ó Ú Ô%Ó�Á>Õ 3�ã6Ó�ÁFÕ�ÓH ��,�É}Ì>Ê¥Ó�Á�Ø�ÌRÅqÓ
d
�®ÌRÏëÂ�Ê�Á�ÂcÓ Ú Ô%Ó�ÁFÕ�Ð�Ì>ÁFÕ�ÛsÓ4Â�ã}ÅqÌ�ÙPÓ4Ø�Õ�Ï�ÌRÁ�Â�ÂcÌ>ÁFÕ43-ÛsÌ>Á Ú Ê}Ó�Ê}Å/Â�Ó�ÁFÕ�Ï�ê�ÅqÓ�Âä ,}É H è�É�Ø+ÌRÅqÅqÓ�Â�ã�Ì>Á�Ð 3�Ê}Á}Ó-Í9À�ÅqÏ�Ò+Õ�Ò-ÀRÜ�Ò�ÛsÏ�Ó�Á�Á}ÓTÐ�ÏsÕ�Ó �¥ÂcÊ}ã6Ó�Å/Â�ÏsÁ Ú Ê}Û�Ïsê�Å�Ó:�>É*ØR× Ó4ÂPÕ�ß83�ß�Ð}ÏsÅqÓ

H 2



ÏëÂcÌ Ú ê�Á�Ó>3�Ê}ÁIã}ÅqÌ�Ð}Ê}ÏaÕ�Ð�ÓlØ+ÌRÊ�Å�Ü6Ó�ÂxÓ�Û�ÛsÏ�ã�Õ�ÏëÝFÊ}Ó�Â�Â�Ê}ã6Ó�Å/ÂcÏ�Á Ú Ê�ÛsÏ�ê�ÅqÓ�Â�ÉRÐ�Ì>Á�Ø�Ð�Ò ��Á}Ï�Ó�Â�É�À�Ï�Á�ÂcÏÝFÊ}ÓlÛsÓ�Ê}Å�ã}ÅqÌ�Ð�Ê}ÏsÕ�É}Â�Ê}Å
Falg

p
á

à{× Ó�Á�ÂcÓ�Ô�Ü}Û�Ó�Ð�Ó�Â£ã6ÌRÛ*� Ú Ì>Á}Ó�Â£Ð�Ó $ Ó ��ÕqÌRÁ;Ó�ÂcÕ-ã�ÀRÅcÕqÏsÓ�ÛsÛ�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ-Ì>ÅqÐ�Ì>Á}Á}Ò¥ã�ÀRÅ£ÛsÓ�Ê}ÅqÂã6Ì>Â�ÏaÕqÏsÌ>Á�ÂxÐ}ÀRÁ�Â&ÛsÓ�ã}Û�ÀRÁTØ�ÀRÅcÕqÒ�Â�ÏsÓ�Á%Å�Ò�Ó�Û�ì
P ≥ Q

Â�Ï�ÕqÌRÊ�Õ�ã�Ì>ÏsÁFÕ�Ð�Ó
P
Ó4ÂPÕ�À�Ê�ßyÐ�Ó�ÂqÂ�Ê�Â{Ð�Ó

Q
É�À�ÊTÂ�Ó�Á�ÂxÛëÀ�Å Ú Ó>É P Ó+Õ Q

ã6Ó�Ê}Í>Ó�ÁFÕ�À�Í>ÌRÏ�ÅxÐ�Ó�Â�Â�ÌRÔ%Ô%Ó+ÕqÂ&ÌRÊIÐ�Ó�Â�ÂcÓ Ú Ô%Ó�ÁFÕ/Â&Ø�ÌRÔ%Ô�Ê}Á�Â á
	 Ë�À>Ý>Ê�Ó&ã6ÌRÛ*� Ú ÌRÁ�Ó�Ð�Ó $ Ó ��Õ�Ì>Á P

Ð�Ò���Á}ÏaÕxÀRÛsÌ>ÅqÂ*Ê}Á �®Ó�ÅqÔ%Ò�Ð}À�Á�Â�ÛG× Ó4Âcã�ÀRØ+Ó�Ð�Ó4Â�Ô=Ì�Ð�Ê�ÛsÓ4Â�É
À�Ê�Â�Ó�Á�Â�ÂcÊ}Ï�Í9À�ÁFÕ�ì}Û�Ó�Â�Í9ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒ�Â�ÀRÜ�Ò�ÛsÏ�Ó�Á}Á�Ó�Â�ã}ÅqÏ�Á�Ø+Ï�ã�À�Û�Ó�Ô%Ó�Á>Õ�ã6ÌRÛëÀ�ÅqÏëÂcÒ�Ó�Â�À��>ÀRÁ>Õ�Ê}Á�ã6Ì�ß
Û*� Ú ÌRÁ}Ó=Ð�Ó $ Ó ��ÕqÌRÁ Â�ÏsÕ�Ê}Ò=À�Ê�ßyÐ�Ó�ÂqÂ�Ê�Â�Ð}Ó P

É �®ÌRÅqÔ%Ó�ÁFÕ�Ê}Á �®Ó�ÅqÔ%Ò á 	 Ó��®Ó�Å�Ô%Ò�Á�× Ó4ÂPÕlã�ÀRÂ
Á}Ò4Ø+Ó�ÂqÂqÀ�Ï�Å�Ó�Ô=Ó�ÁFÕ�Ï�Å�ÅqÒ�Ð}Ê�Ø�ÕqÏsÜ}Û�Ó�Ô£À�ÏëÂ�Õ�Ì>Ê�Õ�Ó4Â{ÂcÓ4Â{Ø+Ì>Ô%ã�ÌFÂ�ÀRÁ>ÕqÓ�Â�Ï�Å�ÅqÒ�Ð�Ê�Ø�Õ�Ï�Ü}Û�Ó�Â0Ì>ÁFÕ
Ô"!�Ô=Ó
Ð�Ï�Ô%Ó�Á�Â�ÏsÌ>Á�É�Ð�ÏëÂcÌ>Á�Â

d(P )
É�Ó+Õ

P > Q
Ï�Ô%ã}ÛsÏëÝFÊ}Ó

d(P ) < d(Q) á#$ ÌRÊ�Â�Ê�ÕqÏsÛ�ÏëÂcÓ�Å�Ì>Á�Â�Ð}À�Á�ÂÛëÀTÂ�Ê}ÏaÕqÓ�Ê}Á�Ô=Ì��>Ó�Á�Ø�ÌRÔ�Ü�ÏsÁ�À�Õ�Ì>ÏsÅqÓ�ÂcÏ�Ô%ã}Û�Ó=Ð�Ó=Ø�ÀRÛ�Ø�Ê}ÛsÓ�Å
d(P )

ÉAÝFÊ}Ó�ÛG× ÌRÁ�ã6Ó�Ê�Õ(Õ�ÅqÌRÊ�ÍRÓ�Å
Ð}ÀRÁ�ÂlÃ â Ì%) H È á

$ ÌRÕ�ÅqÓTÜ}Ê}Õ%Ó4ÂPÕ£Ð�ÓIÕ�ÅqÌRÊ}Í>Ó�Å=Ê}Á}Ó´Í9À�ÅqÏsÒ�Õ�ÒIÀRÜ�Ò�ÛsÏ�Ó�Á�Á}Ó´Â�Ï�Ô=ã�ÛsÓ>É{Ð�Ó p
ßGÅ/À�Á Ú Á�Ê}ÛCÉ0ÝFÊ}ÏÁ�× Ó�ÂcÕ�ã�ÀRÂ�ÏëÂ�Ì Ú ê�Á}Ó?3�Ê�Á}ÓZÍ9À�ÅqÏsÒ�Õ�ÒZÀ�Ü6Ò�Û�ÏsÓ�Á}Á}Ó�Ð�Ò ��Á}Ï�Ó�ÂcÊ�Å

Falg
p
á

E�Ó Ú À�Å/Ð�Ì>Á�ÂxÛ�Ó�Ø�À>Â�Ð�Ó�Â�Ø�ÌRÊ}ÅqÜ6Ó�Â�Ó�Û�Û�Ïsã�ÕqÏ�ÝFÊ}Ó4Âlì

0 1 2
0

1

� �

�

�

�

â Á�ÕqÅ�Ì>Ê}ÍRÓ�Ð}Ó�Ê�ç�ã6ÌRÛ*� Ú ÌRÁ}Ó4Â�Ð�Ó $ Ó ��ÕqÌRÁ�ã6Ì>ÂqÂ�ÏsÜ}Û�Ó�Â�ÉAØ+Ó�Û�Ê}Ï
Ð�Ê�Ü�À>Â�Ø�ÌRÅqÅ�Ó4Âcã6ÌRÁ�Ð 3IÐ�Ó�Â
Ø+Ì>Ê}ÅqÜ�Ó4Â�ÌRÅ/Ð�Ï�Á�À�Ï�ÅqÓ�Â�É}ÛC× À�Ê}Õ�ÅqÓ 3TÐ}Ó�Â(Ø+ÌRÊ�Å�Ü6Ó�Â�ÂcÊ}ã6Ó�Å/Â�ÏsÁ Ú Ê}Û�Ïsê�Å�Ó4Â�Ð�Ò���Á}ÏsÓ4Â�Â�Ê}Å

F
alg
p

éAØ+Ó�Â
Ð�Ó�Å�Á}Ï�ê�ÅqÓ�ÂWØ�ÌRÅqÅ�Ó4Âcã6ÌRÁ�Ð�Ó�ÁFÕ 3�Ð�Ó�Â�Âcã6Ò�Ø�Ï�ÀRÛsÏëÂ�À�Õ�Ï�ÌRÁ�Â0äCÀ�Û Ú Ò�Ü}Å�ÏëÝFÊ}Ó�Â/è6Ð�ÊZã�ÀRÅqÀRÔ=ê�Õ�ÅqÓ Ú Ò�Á�Ò�Å/À�Û á

�{Á�Ð�Ï�Ô%Ó�Á�Â�ÏsÌ>Á�,}É�Á}ÌRÊ�Â�Õ�ÅqÌRÊ}Í>ÌRÁ�Â&ÕqÅ�Ì>Ï�Â�Ð�Ó4Â�Â�ÏsÁ�Â�ã�ÌFÂ�Â�ÏsÜ�ÛsÓ4Âlì

0 1 2 3 4
0

1

2

� �

�

� �

�

�

�

�

�

à�Ó4ÂlÐ�Ó�Ê�ç�ã6ÌRÛ*� Ú ÌRÁ�Ó�Â(Ð�Ó $ Ó ��ÕqÌRÁ Ð}Ê�Ü�À>Â�Ø�ÌRÅqÅ�Ó4Âcã6ÌRÁ�Ð}Ó�ÁFÕ�3IÐ�Ó�Â(Í9À�ÅqÏsÒ�Õ�Ò4Â�À��FÀ�ÁFÕ�Ê}Á}Ó
Õ�Ì>ÅqÂ�Ï�ÌRÁ

p
Á}Ì>Á Á�Ê}Û�ÛsÓ ä§ã}Å�Ò4ÂcÓ�Á�Ø+Ó¥ÐW× Ê}ÁÖÂcÓ Ú Ô%Ó�ÁFÕ%Ë}ÌRÅqÏ )�ÌRÁFÕqÀRÛëè+É*Ó�Õ£ÛsÓ´Õ�ÅqÌRÏëÂ�Ïsê�Ô=Ó�3 Ð�Ó�Â

Í9À�ÅqÏsÒ�Õ�Ò4Â�Ð�Ò���Á�ÏsÓ4Â�ÂcÊ}Å
Falg

p

ÉD3=Ï�Â�Ì Ú Ò�Á}Ï�Ó(ã}Å�ê4Â á
�{Á�Ð�Ï�Ô%Ó�Á�Â�ÏsÌ>Á +�É�ÌRÁ´Õ�ÅqÌRÊ�ÍRÓ05�Ð}Ó�ÂqÂcÏ�Á�Â�ã6Ì>ÂqÂcÏ�Ü}Û�Ó�ÂZä®ã�À�Å�Ø+Ì>Á�ÍRÓ+ç�ÏsÕ�ÒlÓ+Õ�Ð}Ê�À�Û�ÏaÕqÒ4è�ì

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

�

�

�

�

� �

�

� �

�

�
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à�Ó&ã�Ì>Û�� Ú ÌRÁ}Ó{Ð�Ó $ Ó���Õ�ÌRÁ P0
É�Ô£ÀRÅqÝFÊ}Ò0Ó�ÁZÕ�Å/À�ÏsÕ*ã}Û�Ó�Ï�Á�É4Ó�ÂcÕ*Û�Ó&Â�Ó�Ê}ÛFÝFÊ}ÏFØ�ÌRÅqÅ�Ó4Âcã6ÌRÁ�Ð�3�Ð�Ó�Â

Í9À�ÅqÏsÒ�Õ�Ò4Â�Ð�Ó
p
ß�Å/À�Á Ú Á�Ê}Û
Ó�ÕlÁ�ÌRÁ�Â�Ê}ã6Ó�Å/ÂcÏ�Á Ú Ê�ÛsÏ�ê�ÅqÓ�Â�É�Ï�Û
ã�Ì>Ê}ÅqÅqÀRÏaÕlÐ�ÌRÁ�Ø�Ò�Í>Ó�ÁFÕ�Ê�Ó�Û�ÛsÓ�Ô=Ó�ÁFÕÁ}Ì>Ê�Â�Ø+Ì>Á�ÍRÓ�Á�ÏsÅ á#$ Ì>Ê�Â�Ø+Ì>Á�ÍFÏ�Ó�ÁFÕ�ßGÏ�Û�Í�ÅqÀRÏsÔ%Ó�Á>Õ�� 	 × Ó4ÂPÕ�ß83�ß�Ð}ÏsÅqÓ P0

Ó4ÂPÕ�ßGÏ�Û�Û�Ó�ã6ÌRÛ*� Ú ÌRÁ}ÓZÐ�Ó
$ Ó���Õ�Ì>Á¥Ð�× Ê}Á�ÓZÍ�ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒlÁ}ÌRÁ¥ÂcÒ�ã�À�Å/À�Ü�ÛsÓ�Ô=Ó�ÁFÕ�Ô%Ï�Á�Ø+Ó>É�ÂcÏ�Ô%ã}Û�Ó�Ð�ÓZÂcÊ}Å/Ø+ÅqÌ��ëÕ��

9{ÅqÓ�Á}Ì>Á�Â�Ê}Á÷ã6ÌRÏ�ÁFÕ
a
Ð�Ó¥Ð�ÏsÔ%Ó�Á�ÂcÏ�ÌRÁ Ô£À9ç�ÏsÔ£ÀRÛsÓ�äCØ�× Ó�ÂcÕ=ÏëØ+Ï +Fè�Ð}ÀRÁ�Â�ÛsÓ7�®Ó�ÅqÔ%ÒIÐ�Ó

ÛG× Ó4Âcã�À>Ø+Ó-Ð�ÓIÔ%Ì�Ð}Ê}ÛsÓ4Â�À>Â�Â�Ì�Ø+Ï�Ò13�Ø+Ó-ã6ÌRÛ*� Ú ÌRÁ�Ó á yÛ�À¥Ó+ç}ÀRØ+Õ�Ó�Ô=Ó�ÁFÕ P0
ã�Ì>Ê}Å�ã6ÌRÛ*� Ú ÌRÁ�ÓÐ�Ó $ Ó ��Õ�Ì>Á�ÉxÝFÊ}Ï�Á�× Ó4ÂPÕ-Û�Ê}ÏsßGÔ"!�Ô%Ó�ã�À>Â£Ð�Ò�Ø�ÌRÔ%ã6Ì>ÂqÀ�Ü}Û�Ó ì

P0
Á�Ó�Ø+ÌRÁFÕqÏsÓ�Á>ÕTÝFÊ}Ó�Ð�Ó�Ê�ç

Â�Ó Ú Ô%Ó�Á>Õ/Â'3�ÂcÌ>Ô%Ô=Ó�ÕqÂ&Ó�ÁFÕ�Ï�Ó�Å/Â�É>ÝFÊ}ÏAÁ}Ó�Â�ÌRÁFÕ�ã�ÀRÂ�Ð�ÏëÂ�Â�Ì�Ø+ÏëÀ�Ü}Û�Ó�Â'3�Ø�ÀRÊ�Â�Ó�Ð�ÊIã}Å�Ï�Á�Ø�Ïsã6Ó�Ð�Ó
Ð�Ê�ÀRÛsÏsÕ�Ò á à�Ó�Â�Í9ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒ�Â�ÀRÜ�Ò�ÛsÏ�Ó�Á}Á�Ó�Â�ã�Å�Ï�Á�Ø+Ï�ã�ÀRÛsÓ�Ô=Ó�ÁFÕ�ã�Ì>Û�ÀRÅ�ÏëÂ�Ò�Ó�Â�Ø�ÌRÅqÅ�Ó4Âcã6ÌRÁ�Ð}À�ÁFÕ�Ó4Â�ÂcÌ>ÁFÕÐ�Ì>Á�Ø�ÂcÏ�Ô%ã}ÛsÓ4Â á 9
ÀRÅ{Ø+Ì>Á�ÂPÕqÅ�Ê�Ø�Õ�Ï�ÌRÁ�Ê}Á}Ó�Í9À�ÅqÏ�Ò+Õ�Ò�ÀRÜ�Ò�ÛsÏ�Ó�Á}Á�Ó�ã}Å�Ï�Á�Ø�Ïsã�ÀRÛsÓ�Ô%Ó�ÁFÕ0ã�Ì>Û�ÀRÅ�ÏëÂcÒ�Ó Aã�ÀRÅqÀRÔ=Ò�Õ�ÅqÒ�Ó�ã�À�Å

a
Á�× Ó�ÂcÕ{ã�ÀRÂ
ÏëÂcÌ>Ô%ÌRÅqã}Ë}Ó 3lÊ}Á}Ó�Í9À�ÅqÏ�Ò+Õ�Ò�Ð�Ò ��Á}Ï�Ó�Â�Ê}Å0Ê}Á£Ø+Ì>Å�ã�Â ��Á}Ï*äCÂcÌ>Á

Ø+Ì>Å�ã�Â�Ð�Ó=Ð�Ò���Á�ÏaÕqÏsÌ>Á�Ó�ÂcÕ(Ð}Ó�Ð�Ó Ú ÅqÒ�Ð�Ó�ÕqÅqÀRÁ�ÂqØ+Ó�Á�Ð}À�Á�Ø�Ó�+TÀRÊ�ßyÐ�Ó�ÂqÂcÊ�Â�Ð�Ó
Fp

è á ¿�Ó�ã}ÛsÊ�Â�ÉÊ}Á}Ó�Í�ÀRÅ�Ï�Ò+ÕqÒ�À�Ü6Ò�Û�ÏsÓ�Á}Á}Ó�ÏëÂ�Ì Ú ê�Á}Ó.3
A
Ð�Ì>ÏaÕ(À�ÍRÌRÏ�Å�Ê}Á�Ø�ÌRÅqã�Â�Ð�Ó�Ð�Ò ��Á}ÏsÕ�Ï�ÌRÁ�Ð}Ó�Ð�Ó Ú Å�Ò�Ð�ÓÕ�Å/À�Á�Â�Ø�Ó�Á�Ð}ÀRÁ�Ø+Ó=À�Ê Ô=Ì>ÏsÁ�Â?,�ìWÛ�À´Ð�Ï�Ô%Ó�Á�Â�ÏsÌ>Á ÐW× Ê}Á}Ó �1�®Ó�Ê}Ï�ÛsÛ�Ó���Ð�Ò�Õ�Ó�Å�Ô%Ï�Á}Ò�Ó=ã�À�Å(Ê}Á}Ó

Ø+ÛëÀRÂqÂ�Ó�ÐW× ÏëÂ�Ì Ú Ò�Á}Ï�Ó>3ZÛG× Ï�ÁFÕ�Ò�ÅqÏ�Ó�Ê}ÅxÐ}Ê��®Ó�ÅqÔ%Ò�Ø+Ì>Å�ÅqÓ�Â�ã�Ì>Á�Ð}ÀRÁ>ÕxÀRÊ£ã�Ì>Û�� Ú ÌRÁ}Ó P0
Ó4ÂPÕ H ä®ÍRÌ>ÏsÅ

Ã â Ì
) 2�È*ã�Ì>Ê}Å�Û�Ó�Ø�À�ÛëØ+Ê�Û�Ð�ÓZÛ�À£Ð}ÏsÔ%Ó�Á�ÂcÏ�ÌRÁ¥Ð�Ó�Ø+Ó4Â&�®Ó�Ê�ÏsÛ�ÛsÓ4ÂZì�Ø�Ó�Û�ÛsÓ�ß�Ø�ÏWÓ�ÂcÕ�Õ�ÌRÊ�ÙPÌRÊ}Å/Â�ÂPÕqÅ�ÏëØ�ß
Õ�Ó�Ô%Ó�ÁFÕ�Ï�Á��®Ò�ÅqÏ�Ó�Ê}ÅqÓ:3�ÛëÀ�Ð�Ï�Ô%Ó�Á�Â�ÏsÌ>ÁNÐ�Ê �®Ó�Å�Ô%ÒTÐ�Ò ��Á}Ï�ã�À�Å�Ê}Á ã6ÌRÛ*� Ú ÌRÁ}ÓIÐ�Ó $ Ó���Õ�Ì>ÁÐ�ê4Â�Ý>Ê�Ó�Ø+Ó�Û�Ê}Ïsß�Ø�ÏWÁ�× Ó�ÂcÕ�ã�ÀRÂ�Ð�Ólã6Ó�ÁFÕ�Ó�Ø�ÌRÁ�ÂcÕqÀRÁFÕ�ÓlÒ Ú À�Û�Ó�3

1/2
è á�â Á´ÌRÜ}Õ�Ï�Ó�ÁFÕ�Ð�ÌRÁ�ØlÝFÊ}Ó

A
Á}ÓZã6Ó�Ê�Õ�ã�ÀRÂ&!+ÕqÅ�ÓlÏëÂcÌ Ú ê�Á}Ó03�Ê�Á}ÓZÍ9À�ÅqÏsÒ�Õ�ÒZÀ�Ü6Ò�Û�ÏsÓ�Á}Á}ÓZÐ�Ò ��Á}Ï�Ó�ÂcÊ}Å�Ê�Á¥Ø�ÌRÅqã�Â'��Á}Ï á¿�ÌRÅqÒ�Á�À�Í9À�ÁFÕ4É�Á}ÌRÊ�Â �}ç�Ó�ÅqÌRÁ�Â

k
Ê}Á�Ô%Ì�Ð�ê�Û�Ó�Ð�Ó

CHFp

Ø+ÌRÁFÕqÓ�Á�ÀRÁ>Õ�Ø�Ó�Ø+Ì>Å�ã�Â�Ð}Ó�Ð�Ò���Á�Ïaß
Õ�Ï�ÌRÁ�É�Ô�Ê}Á}Ï*Ð�× Ê}Á�Ó�Ð�Ò�Å�Ï�Í9À9Õ�Ï�ÌRÁ�Ð}Ó�Ä�À>Â�Â�ÓZÕ�Ó�ÛsÛ�Ó�ÝFÊ}Ó

C∞
k = Falg
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