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Résumé

Soit Q I'ensemble des fonctions ¢ de N dans Z, telles que ¢p(n + 1) = ¢(n) £ 1, (Xn,n > 0) le processus
des coordonnées de €2, (Fy,n > 0) sa filtration naturelle, Foo = \/,,»q Fn et (Pz,x € Z) la famille de pro-
babilités sur (92, Fs) telle que sous P, (X,,n > 0) soit la marche aléatoire standard issue de z, i.e. que
P(Xpnt1=j|Xn=1) = % sij =i+ 1. Soit G : N x Q — RT une fonctionnelle positive et adaptée. Pour
plusieurs types de fonctionnelles G, nous montrons que, pour tout n fixé et A,, € F,, la quantité :

E, []]'An GP}
. [G]

admet une limite quand p tend vers l'infini et que cette limite est de la forme E;[14,, My;] ot (M7, n > 0) est
une (Fn,n > 0) martingale positive. Ceci permet de définir sur (2, F) la probabilité Q. par la formule :

Qw(An) = Ezt[ﬂAnM'rﬂ (An S fn)

On décrit alors de maniere précise le processus (2, Xn,n > 0, F,,n > 0) sous la probabilité Q.
On va étudier ici trois situations :

.G est une fonction du maximum unilatere.

.G est une fonction de X, X et de son "temps local en 0”.

.G est une fonction de la longueur des excursions de X.

qui constituent les trois sections de cet article.

1 INTRODUCTION

B. Roynette, P. Vallois et M. Yor (cf [RVY II]) ont étudié le probleme suivant :
soit {Q, (Xt7‘7:t)t20 s Foo, IPx} le mouvement brownien canonique de dimension 1. 2 est I’espace des fonctions
continues définies sur R* & valeurs dans R, (Xy,t > 0) est le processus des coordonnées, (F;,t > 0) sa filtration
naturelle, Fo, = \/tZO Fi, et P, est la mesure de Wiener sur (£, Foo) telle que P, (Xo = z) = 1.

On considere I' : RT x 2 — R une fonctionnelle positive. Pour plusieurs types de fonctionnelles I, ces auteurs
montrent que, pour tout s fixé et Ay € F,,la quantité :

Em []]-AS Ft]
E, [T

admet une limite quand ¢ tend vers l'infini et que cette limite est de la forme, E,[1x MZ*] ot (MZ,s > 0) est
une (Fs, s > 0) martingale positive. Ceci permet de définir sur (€2, Fo,) la probabilité @, par la formule :

Qz(AS) = Er[]l/\sMsw] (As € }—S)

Ils ont alors décrit de maniére précise le processus (£, Xg, s > 0, Fg, s > 0) sous la probabilité Q. Cette étude a
été réalisée pour de nombreuses fonctionnelles I', par exemple une fonction du maximum unilatere, une fonction
du temps local, de la longueur des excursions ou encore de ’dge du processus (cf. [RVY II], [RVY VII]).

Dans ce travail, on se propose de donner une version discrete du résultat précédent. Plus précisément, soit €2



Pensemble des fonctions ¢ de N dans Z, telles que ¢(n+1) = ¢(n) £ 1, (X,,,n > 0) le processus des coordonnées
de cet espace, (Fy,,n > 0) la filtration naturelle associée, Foo = \/, ~( Fn et P, (2 € N) la famille de probabilités
sur (9, Foo) telle que sous P, X = (X,,n > 0) soit la marche aléatoire standard issue de x. Lorsque x n’est
pas indiqué, on considere, pour alléger les notations, que la marche est issue de 0. Soit G : N x  — N une
fonctionnelle adaptée et positive. Le but de ce travail est de montrer que pour plusieurs types de fonctionnelles
G:
i) Pour tout n > 0 et tout A,, € F,, :

E, 1y, G,

7Ex[Gp] , (1.1)

admet une limite quand p tend vers Uinfini.
ii) Cette limite est égale a E,[1x, MZ], ou (MZ,n > 0) est une (F,,n > 0) martingale positive telle que M§ = 1.
Cette limite, que ’on note @, (A,) induit une probabilité sur (Q, F.,), caractérisée par :

Vn €N, An € Fn, Qu(An) = B, [1a, M7]. (1.2)

On étudie ensuite le processus (X,,,n > 0,F,,n > 0) sous Q.
Pour simplifier les calculs, on suppose que la marche est issue de 0.
1) Dans une premiere partie, on considére une fonction du maximum unilatere, i.e. :

Gy=¢p (Sp)

ot S, = sup {Xx, k < p} et olt ¢ est une fonction de N dans RT satisfaisant :

D k) =1
k=0

et on définit ¢ : N — R par :

Nous obtenons :

Théoréme 1.1. 1)i) Pour tout n > 0 et tout A,, € Fp,, on a :

o Eollly, 0(5,)]
p25 " Eolo(S)y)

ot M¥ = o(Sp)(Sn — Xpn) + 1 — ¢(Sy).

it) (Mf,n > 0) est une martingale positive, non uniformément intégrable : en fait, elle tend vers 0 p.s. lorsque
n — 0o.

2) Soit Q¥ la probabilité sur (2, Foo) caractérisée par :

= Eo[La, My] (1.3)

VneN, A, € Fn, Q9(An) = B[y, M¥] (1.4)

Alors sous Q¥, on a :
i) Secest fini p.s. et vérifie pour tout k € N :

Q¥ (Soc = k) = (k). (1.5)

i1) Soit Teo :=inf {n > 0, X,, = Sw} ; sous Q¥, T est fini presque sirement et :

a) (Xn,n <Tx) et ((Soo — Xnt1..,n > 0) sont deuz processus indépendants.

b) Sachant que {Soo =k}, (Xn,n <T}) est une marche aléatoire standard stoppée lorsqu’elle atteint le niveau
k.

¢) ((Soo — X1 1n,n > 0) est une marche de Bessel de dimension 3 issue de 0, notée (R,,n > 0), indépendante
de (Soos Too)-

3) Soit R,, = 28S,, — X,,. Alors sous Q¥, (Ry,,n > 0) est une marche de Bessel de dimension 3.

Les démonstrations des deuxiéme et troisieme partie de ce résultat reposent en grande partie sur un Théoreme
de Pitman (cf. [P]) ainsi que sur ’étude de la quantité P (A,,|S, = k) lorsque p tend vers l'infini, ou A,, est un
élément de F,,.

Dans cet article, deux chaines de Markov jouent un réle particulier. La marche de Bessel de dimension 3 et la



marche de Bessel* de dimension 3. On peut remarquer qu’elles sont identiques si on décale I'une d’un pas.
La marche de Bessel de dimension 3 est la chaine de Markov (R,,,n > 0) & valeurs dans N dont les probabilités
de passage sont :

T+ 2
= = = —_— >
P(R,y1=2+1|R,=x) 2:17+2’p0urm_1
P(R,y1=2—-1|R,=2) = ﬁ,pourzZl

Nous désignons par (R,,n > 0) la filtration naturelle de la marche de Bessel.

Nous appelons marche de Bessel* de dimension 3, la chaine de Markov (Rmn > 0) a valeurs dans N, définie
par les probabilités de passage suivantes :

Po(Ry=1)=1

Six>1:

+
=

T

lP(RnJ,-l:-T_lan:J)) =

| &

=

T

{ P(Ryyi=2+1|R,=x) =

K ‘

@ SIS

On peut remarquer que ces deux marches sont tres proches : il suffit de décaler 'une des marches d’un pas pour

obtenir 'autre :
P(Rpy1=2+1|R,=2) = PRy =2+2|R,=x+1) (1.6)
P(Rpy1=2—1|Ry=2) = PRuyp1=z|R,=x+1) (1.7)

2) Dans une deuxieme partie, la fonctionnelle G, est une fonction du ”temps local” en 0 de la marche aléatoire,
c’est a dire que :
Gp = h+ (Lp>11X,,>O + h_ (Lp)llXp<0

avec, pour tout a réel :
at=0va,a =—(0ANa).

et ot AT et h~ sont deux fonctions définies de N dans R telles que :

N |

i(fﬁ(k) +hT(k) =1
k=1

De plus, on pose :

Hr) = 5 S0 (k) + 5 (k)

k=1

Nous appellons ici le processus du temps local en 0, noté (L,,n > 0), le processus défini par la relation de
récurrence :

Ly = 0
{ Lpyw = Lp+1x,—0x,0=1 +1x,=0x,41=—1 =Ln+1x,—0 si n#0

Pour tout n > 0, L,, est la somme du nombre de montés de 0 & 1 et du nombre de descentes de 0 a —1 avant
n. Nous obtenons :

Théoréme 1.2. 1)i) Pour tout n > 0 et tout A, € F,,, on a :

E[l, (h*(Lp)lx,>0 +h™ (Ly)lx,<0)]
E[At(Ly)1x,>0 +h=(Ly)lx, <o)

= E[1y, M) (1.8)

limyp—oo

ot MM = XFhT(Ly) + X h™ (Ly) + 1 — H(Ly,).
it) Mffth* est une martingale positive, non uniformément intégrable : en fait, elle tend vers 0 p.s. lorsque n



tend vers l'infini.
+
2) Soit la probabilité Qg P induite par :

V>0, Ay € F, QT (Ay) = B[y, MITHT] (1.9)
ht,h™ oy . .
Sous Qg on a les propriétés suivantes :
i) Loo est finie p.s. et vérifie :

Wk €N, Q(Lo = k) = %(h*(k) + b (k) (1.10)

ii) Soit g := sup{n > 0,X,, = 0}. Alors g est finie Qgﬁ’hi p.s. et :

a) Les processus (Xgyu,u > 0) et (X,,u < g) sont indépendants.

b) Avec probabilité 1 >°7° | (kT (k)), le processus (X g4, u > 1) est une marche de Bessel* de dimension 3 partant
de 1.

Avec probabilité £ 377 | (b= (k)), le processus (—X g4y, u > 1) est une marche de Bessel* de dimension 3 partant
de 1.

¢) Sachant Lo, =1, le processus (X,,u < g+ 1) est une marche aléatoire standard arrétée lorsque son temps
local en 0 atteint le niveau .

Ce qui a motivé le choix de cette définition du temps local en 0 de la marche aléatoire plutot qu’une autre
se justifie dans la preuve du premier point. En effet, il est important que ce temps local possede une propriété
de symétrie. La deuxieme partie de la preuve de ce Théoreme, repose essentiellement sur un article de Le Gall
(cf [LG]) qui nous permet d’affirmer, sous des conditions que 1’on précisera plus loin, qu’une marche de Bessel*

. : hT,h™
de dimension 3 sous P est encore une marche de Bessel* sous Qg ™" .

3) Dans notre troisiéme partie, G, est une fonction de la plus grande excursion avant g,. Soit z un entier pair
positif, fixé et :
Gp = ]lngm

avec g, = sup{k < n, Xy = 0} et d,, :=inf {k > n, X}, =0}, et :
Yy, =sup {dr — gk, dr < n}
Pour n > 0, X, est la longueur de la plus grande excursion avant g,,.

Soit A, :=n — gn. Le processus (A,,n > 0) est le processus de I'dge (des excursions) et soit A} := sup Ay.
k<n

Dans ce qui suit, 7, est une copie de Tp, indépendante de F,,, Y 1= ZZ:O Lix, -0} est le nombre de visites en
0 avant n, 7 = inf {n > Ty, X,, = 0} le premier retour en 0. Pour plus de clarté, dans ce qui suit nous notons :

E[|X,| | 7> 2] =0(x) (1.11)
Nous obtenons :
Théoréme 1.3. 1)i) Pour tout n >0 et tout A, € F, :

Eo[la,1x, <5
lim ————2=" = [Eo[1r M, 1.12
A B, < g oLa, My] (1.12)

Alors :

| TL‘ T
= < —
M,, {9(.’1}) + IPX"’ (TO <z An) ]]-Anfz ]12n§r

2) Soit la probabilité Q® induite par :
Yn > 0,VA, € F,, QF (A,) :=E 1, M,) (1.13)

Alors sous QF, on a :
i) Yoo < x p.s. et vérifie pour tout y < x :

<
~

Q"(Ex>y)=1- i(: - (1.14)

8
~



it) A% = oo p.s.
iii) Soit g :==sup{n >0,X, =0} Alors Q* (0 < g<oo)=1et:

I pAz
== (3) ook (1-przay) (115

iv) Soit y tel que 0 <y < z. Alors :

a) la loi de (Amn < T;‘) est la méme sous P et sous Q*.

b) (An, n < T;‘) et XTyA sont indépendants sous P et sous Q~.
¢) La loi sous QF de XTyA est donnée par :

QI(XT;\k){9&')+Pk(fogxy)}mxykr>y) (1.16)
d)
Q" (g>TH =1- Pgiig (1.17)

e) Sous QF, (An, n < T;‘) est indépendant de {g > T;‘}.

3) Sous QF :

i) Les processus (X,,n < g) et (Xgqn,n > 0) sont indépendants.

it) Avec probabilité %, le processus (Xgin,n > 0) est une marche de Bessel* de dimension 3 et avec probabilité
%, le processus (—Xg4n,n > 0) est une marche de Bessel®™ de dimension 3.

iii) Conditionnellement a Yoo = I, le processus (X,,n < g) est une marche aléatoire standard arrétée a sa [*°™¢
visite en 0 et conditionnée a X, < x ot 7, est le temps de la 1™ visite en 0.

La démonstration du premier point du Théoréme 1.3 repose en grande partie sur un Théoréme Taubérien (cf.
[F1], pp. 442-448) qui permet d’obtenir un équivalent lorsque p tend vers U'infini de P (X, < z). Quant a I’étude
du processus (X,,n > 0) sous QF, cette derniére repose sur des arguments similaires & ceux utilisés dans le
Théoreme précédent.

2 Pénalisation par une fonction du maximum unilatere :
Démonstration du Théoreme 1.1

1) Commengons par faire quelques rappels :
Le résultat suivant est classique (cf. [F1] pp.75) :

Lemme 2.1. Vz € Z,Vn € N :

Remarque 2.2. Dans tout ce qui suit, on note :
Py(X, =2) :=pny (2.2)
et nous remarquons que Pn 5 est non nulle si et seulement sin et x sont de méme parité et x| < n.

Lemme 2.3. Soit k < n. La probabilité qu’un chemin de n pas issu de O = (0,0) arrive au point A = (n,k) et
ait un maximum supérieur ou égal a r est égale a :

Po(X, =k, S, >r)=Po(X,, =2r — k) =pnor—r, [2r—kl<n (2.3)

Démonstration du lemme 2.3. Gréace au principe de réflexion de Désiré André (voir par exemple [F1] pp.72
et pp.88-89), il est aisé de voir que le nombre de chemins qui partent de 0, qui arrivent en k & l'instant n et qui
ont leur maximum supérieur a r, est égal au nombre de chemins qui partent de 0 et qui arrivent en 2r — k a
I'instant n. De ce fait :

IPO(Xn =k, S, > 7") = Pn2r—k (24)

O



Lemme 2.4. Soient n, r deux entiers. On a :

IPO(Sn = 7") = Pn,r \/pn,r+1 (25)
Démonstration du lemme 2.4. Pour tout k € Z
]PO(STL:TvXn:k) = ]PO(SnZTaXn:k)i]PO(SnZT+17XW,:‘Z€)

= Po(X,=2r—k)—Po(X,=2r+2-k), d’apres (2.3)
= DPn2r—k — Pn2r+2—k
Si S, =r, X,, ne peut étre inférieur a r — n. Ainsi :.

]Po(Sn = 7") = Z]PO(Sn =T, Xn = k)
keZ

= Z Po(S, =7, X, = k)

k=r—n

r
= E Pn,2r—k — Pn,2r4+2—k

k=r—n

(pn,er(rfn) - pn,2r+27(r7n)) + (pn,er(rfn%»l) - pn,2r+27(rfn+1))
(pn,2r—(r—n+2) - pn,2r+2—(r—n+2)) + (pn,2r—(7“—n+3) - pn,2r+2—(r—n+3))

(pn,2r7(r72) - pn,2r+27(r72)) + (pn,2r7(r71) - pn,2r+27(r71))

+ o+ + o+

Pn2r—r — Pn,242—7r

(pn,r+n - pn,r+2+n) + (pn,r+n—l - pn,r+1+n) + (pn,r—O—n—Q - pn,r+n)
+ (pn,r—&-n—?) - pn,7'+'rt—1) + ...+ (pn,r+2 - pn,7'+4) + (pn,r-i—l - pn,7'+3) + (pn,r - pn,r+2)
Cette somme est télescopique et donc :
Py(Sy, =7) =pnyr + Pnrt1 = Pnr V Pnrt1, d'apres la Remarque 2.2. (2.6)
O

2.1) Montrons le point 1.i du Théoréme 1.1.
Nous utiliserons les lemmes suivants :

Lemme 2.5. Soit la marche aléatoire standard (Xp,p > 0) issue de 0, définie par (X, = Xyqn — Xn,u > 0)

et soit (Sp,p > 0) le processus du mazimum unilatére de cette marche.
Alors pour toutn >0, p>n, k€N, et A, € Fp, :

Po(A, | S, = k) = mmmnmk — X > Sy 0) | Sn =k (2.7)
+ IP(S::]{;)EO[]lAn]lSnQIP(k — X, =Sp0)] (2.8)

Démonstration du lemme 2.5.

Po (A, N{S, =k}) = ]Po(Anﬁ{Sn\/<sup Xu>k >
{

n<u<p

= TPy (Anﬂ Sn\/(Xn—l— sup Xu>:k})
n<u<p

0 Anm{snv(XnJrSp,n): })
A1 {80 > X+ 8pns Sn = K} U{Spon + X0 2 50,8, —n=k = Xa} })

|
t%

I

=

o
N 7T N N

I
=

0 (Musk = Xo > Sy Sy = k) + Po (A, Sy < 5y = k= X,.)

|
t%

0 (Sn = k) Py (An,k—Xn >§p,n|sn=k)

+
.

0 (An,Sn <k Sy =k Xn)

I
=
o

(S, = k) Eq [nAan (k X, > S*,,_n) 1S, = k]

+ Bo [1a,,5,6P0 (Spn =k — X )|



Lemme 2.6. Pour tout k>0 :

P(S, = k) ~ (2)é (2.9)

n—oo nm

Démonstration du lemme 2.6. Cette démonstration résulte de la formule de Stirling appliquée a la formule
(2.5) en faisant attention a la parité de n et k. O

Grace a ces deux Lemmes on peut prouver la Proposition suivante :

Proposition 2.7. i) Pour tout n > 0, tout A,, € F,, et tout k € N
P(A, | S, = k) admet une limite lorsque p tend vers linfini. Notons Q) (A,,) cette limite. Elle vaut :

QM (M) =P(S, = k)Eq[La, (k — X,,) | Sn = k] + Bo[1a, Ls, <] (2.10)
i) (2.10) induit une probabilité Q) sur (2, Fuo) et on a :
QP (S =k)=1 (2.11)

Démonstration de la Proposition 2.7. Prouvons i). D’apres le lemme 2.6 :

~ 9\ 2
PGS, ,=k—X,) ~ [= 2.12
5, ) (2) (2.12)
~ 9\ 2
P(Sp_n<k—-X,) ~ (k—X,) () (2.13)
p—o0 pr
Par conséquent :
_ ) P(S, =k) x
lim PP(A = = 1 — |1y, Pk — X _ =
Jm P, |8, = k) =t { G Rl PO - X, > 5,00 |8, = 4]}
1 .
li ———— g1, 1 P(S,—n=k—-X,
+ pg{.lo{msp — gy PollanLs, <k P(S) )]}
= ]P(Sn = k)Eo[]lAn (k — Xn) | Sn = k] + EO[]lAn]lSngk]
= QW (A,)
Montrons ii). Soient a < k < b :
QW (Ss €]a,b) = Q¥ (3n >0 tel que Ym > n, Sy, &]a,b|)

= QW | | {vm>n, S, ¢]a,b]}

n>0

n—oo

= lim P(S, = k)Eo [1s, gap(k — Xn) | Sn = k]

n—00

+  lim Ep [I5,gaLs, <i]

Or
E [Ls, gap(k = Xn) | S =k] =0
et comme :
S, — oo Py p.s.
ona:
Eo [1s,gabls.<k] — 0
Ainsi :

QW (8w =h) =1

Lemme 2.8. Soient x >0, z > y. Alors :

Eolp(e v (s + Sa))] ~ (2) @ wel) +1- o)} (2.14)

n—oo m™n



Démonstration du lemme 2.8. On peut écrire :

Eo[p(zV (y+5Su)] = Eolp()lesyts,] +Eo[p(y + Sn)lecy+s,]
= @@)P(x—y > Sn)+Eolo(y + Sn)le—y<s,] (2.15)

D’apres le lemme 2.6 :
T 1

Pe-y> 5= 3 RS <H ~ - () (2.16)

n— 00 ™
=0

k
Quant au second terme de (2.15), puisque P(S, = k) < 1 et que > ,-,¢(k) < oo on a, en appliquant le
Théoreme de convergence dominée : -

oo

kiy]P(Snk)@(y+k) . i <7r2n)5¢(y+k)z<7;);¢(k)

k=x

n—oo

n—oo

O

Achevons la démonstration du premier point du Théoréme 1.1. On garde les mémes définitions que dans le
lemme 2.5 pour X et S. On a :

Eo[la,0(Sp)] = TEo[la,o(SpV( sup Xppg— Xn))]
0<g<p—n

= Eo[la, e (Sn Vv (X" + §p_"))]

= Bolta, Elp (Sn v (X +5,0)) [ (S0, X))

D’apres le lemme 2.8 :

9\ 2
Falla,p(Sp)] o |Ta, (25) (5280~ X 1= 6(5,)] (217
Sion fait n =0 et Ag = Q dans (2.17), on obtient :
9\ 2
Fale(s)] (=) (2.18)
Ainsi d’apres (2.17) et (2.18) on a :
Eolla,o(5) ) .
]EO[SD(Sp)] o Eo []]'An (‘P(Sn)(sn Xn) +1 ¢(Sn))]
O
2.ii) Vérifions maintenant que (M2, n > 0) est une martingale :
Eo[My] = Eolp(S,)(Sh — Xn) + 1 —¢(Sn)]
< Eof[Sn — Xn] +1 = Eo[o(Sh)]

Or ¢ > 0 et comme |S,| <n:

Ainsi, M¥ € Li(R).
Soit Yy,4+1 = Xp41 — Xi, le pas de la marche aléatoire. Alors Y, est centrée et indépendante de F,,. Ainsi :

EMY | Fo]l = E[p(Sni1)(Sni1 — Xny1) + 1= (Snq1) | Ful



E[]anSSnflSO(Sn)(Sn - Xn - nt1 +1— ¢(Sn) ‘ }—nm
]E[]l{X,,L:Sn}m{YnH:—1}¢(Sn)(Sn = Xn+1)+1-9¢(Sn) | Fl

Mx, =8, 30{Yns1=1}2(Sn + 1) (Snt1 — Xng1) +1 = ¢(Sp + 1) | F
MH+@2)+6)

+ o+
=

(1) = ﬂXnSSn—l‘P(Sn)(Sn - Xn) +1—¢(Sn)
(2) = IP(Y -n+1l= _1)1[Xn:Sn [W(Sn) +1-— (b(Sn)]
= Jlxms, [6(S) 1 (0]
(3) = glxa=s, 1= 0(Sun)] = 5lx,=s, [1 - 6(5) — 9(S.)]
Ainsi :
E[M? | Fol = 1x,<5,-19(8.)(Sn — Xn) +1=6(S,) +P(Y —n+1=—1)lx, =5, [¢(Sn) +1— ¢(Sn)]
b ghxms, [0S + 1= 6(S)] + lx,=s, [1 - 6(50) — #(S,)]
= 1x,<s,-19(S)(Sn n) +1x,-5,0(8,)(Sn — Xpn) + 1 —¢(S,)
= ©(Sp)(Sn — Xn) +1—0(Sn)
= M?

On a donc montré que (M#,n > 0) était une martingale et il est facile de montrer qu’elle est positive. Ainsi, M?

admet une limite p.s. lorsque n tend vers I'infini que ’on note M¥ . Notons To(n), la suite des 0 de (X,,,n > 0).
Alors :

MT(”) - 0, P p.s. (2.19)
ce qui implique :
M? — 0,P ps. (2.20)

En particulier, la martingale (Mff’hf ,n > 0) n’est pas uniformément intégrable.

O

3) On va maintenant donner quelques résultats qui serviront & montrer les autres points du Théoréme 1.1.
Rappelons le résultat classique suivant (cf. [LG] pp.449).
Lemme 2.9. Soient (R,,n > 0) la marche de Bessel de dimension 3 et o(a) := inf {k > 0, Ry = a}, le temps
d’atteinte du niveau a du processus (R,,n > 0). Alors, pour tout x > 1, la suite (% n > 1) est une

nao(1) 1’
P.—martingale.

Démonstration du lemme 2.9. On note €,41 = R,4+1 — Ry, le pas de la marche de Bessel. Alors :

1 1
E, | =— | Rn- = E, | =—1,1)>n-1 | Rn= E, | =—1,1)<n-1| Rn-
x Runo +1 | Rin-1 x Rypo) +1 (>n—1 | Rn 1] + 1y |:Rn/\0(1)+1 (1)<n—1 | Ra 1]
1 1
= E; -mﬂo(1)>nfl | Rn—1| + §Em [Lo(y<n—1 | Rn-1]
= E —;ﬂ | R —l—llE [11 | R }
= z _Rn—1+5n+]— o(l)>n—1 n—1 g o(1)<n-—1 n—1
=1 -IP(E =1|R )L—HP(& =-1|R )L—&-l]l
= o(l)>n—1 | z\En — n—1 Rn—1+2 z\&n — n—1 Rn—l 9 (1H)<n-—-1
(R, +2 1 Rn_4 1 1
=1 _ -1 _
o(1)>n—1 2Ry 1 12 R 42 + SR +2Rn_1] + 5 to(1)<n—1
[ 2R, —1(Rp—1+2) } 1
= ]lg n— + 7]10 n—
W= Ry (R + 2) 2Ry +2)] 277050
1 1
= ﬂa(l)>n—1m + ]la(l)ﬁn—li
B 1
Rn—l/\o(l) +1
De plus, cette martingale est évidemment uniformément intégrable car bornée par 1. O



Lemme 2.10. Soit (R,,n > 0) une marche de Bessel issue de x > 0 et soient a,b € N tels que 0 < a < z < b.
Alors :

U
P.(o(a) < o(b) = “—"1+ (2.21)
b+1 a+1

et Pp(o(a) < o0) = g—ﬁ De plus, J, = ilgf0 R, suit la loi uniforme sur [0, z].
Ce lemme est lui aussi classique et résulte du lemme 2.9 (cf [LG] pp. 449).

Démonstration du lemme 2.10. Grace au lemme 2.9 on peut appliquer le Théoreme d’arrét de Doob et
donc :

1 1
e |-
Xnno(1)rc(a)rc(b)+1 z+1

Comme 0 < a < x < b, 0(1) ne joue aucun role et donc lorsqu’on fait tendre n vers l'infini :

1 1
&) -
Xo(a)ra(b)+1 z+1

On obtient le systéme suivant :

{ rile(o(a) <o(0) + 57Pa(0(b) <o(a)) = i3
P, (0(a) < o(b)) + Po(o(b) < o(a)) .
qui implique : ) )
P, (0(a) < o(b)) = L —=FL
b+1 7 atl

Faisant tendre b vers l'infini on obtient :

a+1
IP =
lofa) < 00) = 13
Enfin : )
P, (Jo < a) = P, (o(a) < 00) = 211

O

On va maintenant énoncer un Théoréme classique dii & Pitman dont on ne fera pas la démonstration(cf. [P]

)

Théoréme 2.11. La suite 25, — X, = R est une marche de Bessel issue de 0. De plus, si (R,,n > 0) est une

marche de Bessel issue de 0 et si J, = ir;f R, alors les suites (25, — Xn, Sn)n>0 €t (Rn, Jn, Jn>0 ont méme
m=>n - -

loi.
Dans la suite plutét que le Théoréme précedent on utilisera un de ses Corollaires :
Corollaire 2.12. La loi conditionnelle de S,, sachant F25~X est la loi uniforme sur [0,2S, — X,].

Démonstration du Corollaire 2.12. Grice au Théoréme 2.11, la loi conditionnelle de S,, sachant F25~%
est aussi la loi conditionnelle de J,, sachant R, mais grace a la propriété de Markov, c’est aussi la loi de
Jo = iI;f(; R,, ou R,, est une marche de Bessel issue de R,,. D’apres le Lemme 2.10 on a :

nz

Pr, (o < @) =P, (o(a) < ) = -

O

Remarque 2.13. Soit W,, := 2J,, — R,,, W,,. Alors (W,,,n > 0) est une marche aléatoire issue de 2Jy — Ry et
sa filtration est o(J,, Ry) que U'on note F)V .

Proposition 2.14. Soit (R,,,n > 0) une marche de Bessel. Si T est un temps d’arrét de la suite (Ry, Jn)n>0
tel que Ry = Jr alors Ry, — Ry est une marche de Bessel issue de 0 indépendante de Ry

10



Démonstration de la Proposition 2.14. Pour plus de facilité, supposons que R est issue de 0. De la re-
marque 2.13 on déduit que T est aussi un temps d’arrét de W. Par conséquent, la propriété de Markov entraine :

(Wn =Wrin —Wpr,n > 0) est une marche aléatoire issue de 0, indépendante de .7-'¥V . D’aprés la définition de
T,ona:
Wr =2Jr — Rr = Ry

De plus (cf. démonstration du Théoréme de Pitman, [P] pp.242-243), on a aisément que S,, = J,,, d’ou :

Jrin —Jr =Jrgn — Ry = Jrgn —Wr = Srqp — ST =5,

et :
Rryn—Rr = 2Jrin—Wryn—2Jr+Wr
= 2(Jryn —J1) — Wipn — Wr)
= 28, - W,

Ainsi, d’apres le Théoréeme de Pitman (Rpy,, — Ry,n > 0) est une marche de Bessel issue de 0 indépendante
de R,. O

4) Etudions maintenant le processus (X,,n > 0) sous Q¥.
4.i) Montrons que sous Q¥, Ss < 00 p.s. et que Q¥ (S = p) = ¢(p).
Soit p € N. Par définition de Q¥ et d’apres le Théoreme d’arrét de Doob :

QF(Sn = p) = QF(T, < n) = Eo[lr, <n M| = Eo[lg, <n M7, |

Or :
M =¢(Sz,)(Sr, — Xr,) +1—¢(S1,) =1 — ¢(S1,) = 1 — $(p)
Il en résulte que :
Q5 (Sn = p) = (1 = ¢(p)P(T), < n),
d’oti 'on déduit :
QF (S =2 p) =1—¢(p) (2.22)

en faisant tendre n — oo. O

4.ii) Montrons que sous Q¥, 25,, — X,, est une chaine de Bessel de dimension 3.
Soit (R,,n > 0)la suite définie par R, = 25,, — X,,. Grace au Théoréme 2.11, on sait que (R,,n > 0) est une
marche de Bessel sous P. Etudions maintenant sa loi sous Q¥.

Proposition 2.15. Sous Q¥, la loi de (R,,n > 0) est celle de la marche de Bessel de dimension 3 issue de 0.

Démonstration de la Proposition 2.15. Soit F' une fonction dépendant des p + 1 premieres coordonnées.

E?°[F(Ry,n<p)] = E[F(R),n<p)M]
= E[F(RY,n<pE[M? | R,]
E[M¢ | R, = Elp(S,)(Sy — Xp) +1—6(S,) | Ry

I
s
S

(Sp)(Sp — 25, + Rp) + 1 — ¢(Sp) | Ry)
E[%@(Sp)(Rp - Sp) +1- ¢(Sp) | Rp]

11



D’apres le Corollaire 2.12 :

R
1 P
E[M? | R = VR, —i)+1—
M IR) = g, | 2P0 ) ¢><>]
1 _Rp Rp i—1
= e(i)(R, —i)+ Ry, +1— o5
o, |2 22 90)
i—1 R,—1
or: Y () = D p(i)(R, —i)
=0 i=0
Ainsi
1 Rp,—1
(M7 | Rp] = TR > (i) (Ry — i) + ¢(Rp)(Ry — Ryp)
P 1=0
Ry +1
R, +1
= 1
Donc :

= E[F(R,,n < p)]

5) Achevons la démonstration du Théoreéme 1.1 :
5.1) Montrons que (R,,n > 0)est indépendant de S, sous Q%.
On rappelle que Qék)(/\
a:

Rp—1

— Y i) (Ry —i)+ Ry +1

=0

(2.23)

n) est la limite de P(A,, | S, = k) lorsque p tend vers I'infini et que cette limite est égale

F (M) = P(S, = B)E[14, (k — X,,) | S = k] + E[1a, 15, <] (2.24)
Lemme 2.16. La loi conditionnelle de Q¥ sachant {So = k} ne dépend pas de .
Démonstration du lemme 2.16.
DM A)p(k) = D P(Sh = k)E[la, (k= Xn) | S = kle(k) + B[l Ls, <klo(k)
k=0 k=0
= E[p(Sn)Ella, (S0 — Xn) | Sall + E[Y 1a, 15, <k (k)]
k=0
= Elp(Sn)(Sn — Xn)a,] +E[Y_ 1a, Ls, <k (k)]
k=0
E[@(Sn)( n Xn)lAn] + E[]-An(]- - ¢(Sn)]
= E[(¢(Sn)(Sn — Xn) + (1 = ¢(Sn)) 1An,]
= E[l5,M]
Q?(A,) ( d’apres la définition de Q%)
On a donc montré : -
VA € Foo, D QW (A)p(k) = QP (A). (2.25)
k=0
D’autre part, d’apres le lemme 2.16, la loi de S, sous Q¥ est ¢ d’ou, VA € Fo
ZQ“" RE[Ly | Soo = K = D 0(K)Q? (A ] 5o = k) (2:26)
k=0
Donc, si 'on compare (2.25) et (2.26), on a :
QW(A) = Q*(A| S = k) (2.27)
car Q) () et Q¥(. | Soo = k) ne chargent que So, = k (il suffit de prendre {A N Sy, = k}).
On a donc bien que Q¥(. | So) ne dépend pas de . O

12



Proposition 2.17. Sous Q¥, (R,,n > 0) est indépendante de S

Démonstration de la Proposition 2.17. Soit F' une fonction dépendant des p + 1 premieres coordonnées :

EQ7[F(R,,n < p)] ng E)YER[F(Rp,n < p) | Sec = k]

(k)
Zsﬁ E? [F(Rn,n < p)]

On a donc, pour tout k > 1 :
EQ[F (o, < p)] = B2 [F(Ry,n < p) (2.28)
D’apres le lemme.2.16, laloi de (R,,n > 0) ne dépend pas de ¢. Choisissant alors ¢ = d,,, sous QW) (R,,n>0)

est une marche de Bessel issue de 0. Or Q) est la loi de Q¥ sachant que S, = yo et donc on a bien que
(Rn,n > 0) est indépendante de So. O

5.ii) On va maintenant démontrer les points 2.ii.a, 2.ii.b et 2.ii.c.
Les résultats précédents nous permettent de décrire le comportement de (X,,n > 0) sous Q¥ sachant que
Soo = k. On rappelle que T}, = inf {n > 0, X,, = k}. Montrons que :
(X, n < T}) est une marche aléatoire standard arrétée lorsqu’elle atteint le niveau k
(k — X1, 4+n,n > 0) est une marche de Bessel issue de 0
Ces deux processus sont indépendants
Pour cela on va "reconstruire” le processus (X,,,n > 0) a partir de (R,,n > 0) et So = k. Pour n < T}, on sait
que R, =25, — X,, et pour n > T}, sachant que S, = k, on a que R, = 2k — X,,. Donc :
X, = 2J,— R, pourn < T
= 2k— R, pour n > T}

Soit Jj = inf {n >0, J, > k}. Montrons que J; = T} dans ce cas. Si n < J} :X,, = 2J,, — R, = 25,, —
Supposons que X, > k et S, > k sur [n, J}], donc J,, > k sur [n, J}] ot n = J}, ce qui est absurde. Ainsi :
X, = 2J,— R, pourn < J;

= 2k— R, pourn > J;
Or J} est un temps d’arrét de (R, Jn)n>o0 tel que Ry =Jy:.
D’apres la Proposition 2.12,(RJ;+n —Ryr,n > 0) est une marche de Bessel issue de 0, indépendante de Fry .
Or :
2k—XJ;+n :RJ;+n<:>k—XJ;+n :RJ;+n_k (229)
Ce qui montre que (k — Xp4j;,n > 0) est une marche de Bessel issue de 0 indépendante de F, ji* qui est égale

a fﬁ sous Q¥ sachant que S, = k. Enfin, soit f une fonction de n variables. D’apres la propriété de Markov
forte et la Proposition 2.17 :

Q(f(Soo = X1ty Soo = X1iatn)) = D QP(F(S1e = X141, S1 = X)L =)

k>0

= Y Q°(f(Rr, — Rrys1s o Ry — Reyin) Lo =)
E>0

= Y Q°U(Br, — Rogtr, o e = Rrign) | Soo = H)QP (S = k)
E>0

= Z Qw(f(RTk - RTk+17 ceny RTk - RTkJrn))QLP(SOO = k)
E>0

= Y Q%(f(Ry, ... Rn)Q? (S = k)
E>0

= Q ( Rlv'-'v ZQW oo*]C

k>0

= Q(P(f(Rlv sy Rn))
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3 Pénalisation par une fonction du temps local :
Démonstration du Théoréme 1.2

Definition 3.1. On rappelle que ce que I'on appelle marche de Bessel* de dimension 3 : ¢’ est la chaine de
Markov notée (Rn, n > 0) définie par les probabilités de passage suivantes :
Po(Ri=1)=1
Six>1:
{ IP(Rn+1 =x+1] Rn:x)
IP(RH_H —x71|Rn—:17)

1.i) Vérifions déja que (Mffﬂhi ,n > 0) est une martingale :

Farasht R~
E My, 1x,>1]

ht,h~
E7 My, 1" ] [
'7:"[ T}LL—‘rlh ]anS—l]
-7:71 h h™
E M, 1" 1x,=0,X, 1=1]

h*h
E]:[ n+1 ]an:O,Xn+1:—1]

(A) +(B)+(C) + (D)
Si on pose, Y11 = X101 — Xn, Yy est centrée et indépendante de F,,. Ainsi :

(A) = Ef" [X:zr+1h+(Ln+1) + X';«l»lh_ (Ln+1) +1- H(LnJrl)]anZl)]

= B [(X, + Y1) ThT (L) +0x h™(L,) +1— H(L,)1x,>1)]

= E"[(X, + Yos )R (Ln) +0x h™ (Ly) + 1 — H(Ly)1x,>1)]
[(Xn) TR (Lp) + 0 x h™ (Ly) + 1 = H(Lp)Lx,>1] + E[Y,11)]Jh7 (L)
(X)) Th T (L) +0 x h™ (L) + (1 — H(L,))x,>1

+ o+ o+

En faisant le méme raisonnement pour (B), on obtient :

(B) = (Xn) h"(Ln) +0x h™(Ly) +1—H(Ly)1x, <1

On s’intéresse maintenant a la partie (C) :
(€) = E[X70 0 (Do) + Xoigh™ (Logr) + 1= H(Lng1)Lx, =0, x,11=1]
EX [(Xp + 1)ThY (L +1) + (X + 1) h™ (L + 1) + 1 — H(Lp + D)1x,—0,x,,,=1]
= E™ [0+ 1) (L, + 1)+ (0+1)"h (L, +1)+1—H(Ly,)
1
- §(h+(Ln + ) (L
= [0+ AT (L, +1)+(0+1)"h (L, +1)+1—H(Ly)
Lp +1))Lx,=o|P(Yns1 = 1)
O0+1)"h (Lpn+1)+1—H(Ly,)
1

L, + 1))1Xn:0]5

= [ (Ln+1)+1—H(Ly) — §(h+(Ln +1)+h (Ly + 1)1y, o]

+1))ILX =0,Yp 1= 1]
1

1
- §(h+(Ln +1) +

)+
h™(
= [(0+1D)"hT(L,+1)+
(

- %(h*(L +1)+h

DN | =

De la méme fagon on obtient que :
1 1
(D) = [h (Ln+1)+1—-H(L,) - §(h+(Ln +1)+h™ (L, + 1))]1Xn:0]5

Ainsi, la somme de (A),(B),(C) et (D) est égale & M 1", Le fait que (M "~ 'n > 0) soit positive résulte
immédiatement des définitions des fonctions ht, h~ et H. Ainsi, Mflﬁ’h_ admet une limite p.s. lorsque n tend
vers l'infini que I'on note Méf’hf .Notons To(n), la suite des 0 de (X,,,n > 0). Alors :

M’””L’:1—H(L W) — 0, P ps (3.1)
T(gn) Ty n—oo - ’
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ce qui implique que

MPRT 0, P pas.. (3.2)
En particulier, la martingale (Mff’hf ,n > 0) n’est pas uniformément intégrable.
O
1.ii) On va maintenant montrer la formule 1.8 du Théoréme 1.2.
Pour cela, nous utiliserons les résultats suivants :
Lemme 3.2. Pour tout k €N, on a :
2
P(L,=k) ~ —
=0~ (2)
[ee]
Lemme 3.3. Soit h: N — Rt telle que Z h(k) < oo et soient a positif et x un élément de Z. Alors :
k=1
Eo[h(Ln +a)lx,>0] ~  h(a)a™ 2z + L i h(k)
N " "= n—oo nmw 2nm Pt
E.[h(L 1 h - 2 L 3 h(k
oML +a)lx, <o)~ = hla)z — )T\ \ 3 ; (k)
Démonstration du lemme 3.2. Posons v, = |{p < n, X, =0}| ou |A| est le cardinal de A. ~, est ainsi le
nombre de visites en 0 avant 'instant n.
Il est clair que :
L,= 'Yn]leéO + ('Yn - 1)]1Xn=0 =Yn — ]l{X,,L:O} (3~3)
Ceci implique que :
]P(Ln:k) = IP(’Vn:k7Xn7£O)+IP(7n:k+LXn:O> (34)
= IP(’Yn:k)*]P(’Yn:k;Xn:0)+IP(7n:k+1aXn:0) (3'5)

Nous allons étudier la loi de ~,,. On définit la suite (V,,,n > 0) par :

Vo =0
VnJrl = inf {k > 07XVn+k = 0}

On pose T; = inf(k > 0, X,, = 7). Grace a la symétrie de la marche aléatoire et la propriété de Markov, on a :

PVi=k) = PWVi=kXi=1+P(V;=kX; =—1)
= PXi=kPVi=k| X1 =1)+P(X;=-1D)P(Vy =k | X; =-1)
1 1
= §IP1(T0:]{7—1)+§1P,1(T0:/€—1)
1 1
- 51P0(T1 =k—1)+ 51P0(T1 —k—1)
= Py(Ty=k—-1)
Ainsi :
ViET +1 (3.6)

Pour plus de clarté notons (Xr(ll),n >0) = (Xp,n > 0) et définissons (X,(Lk),n > 0) par :
X® =Xy i, Vn (3.7)

Soit 7§ = inf {k > 0, X" =i},
Par un raisonnement identique au précédent, on prouve que :

V £T® 41 (3.8)
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De plus, d’apres la propriété de Markov forte, (X,SQ)7 n > 0) est indépendante de Fy, et donc :

Vi+Ve £V 41 42

D’ou, par récurrence :

Vi4Vat o+ Ve 2TV 4172 4 41 4k
D’autre part, on a de maniere évidente que :

W+ 7® 4 1 L,
Ainsi (3.4) devient :
IP(’}/" = k}) = IP(V1 +..+Ve<n<Vi+..+ Vk+1)
= P(Th+k<n<Tp1+k+1)

(Tk S?’L—k,T}c+1 >7’L—k‘—1)
(Sn*k > k,Sn,k,1 < k)
(
(

[
=l

Sn—k - ]{3, Sn—k—l < k) + IP(Sn—k, =k+ 1, Sn—k—l < k)
= P(S,_x = k‘) +P(Tk+1 =n— k‘)

Par conséquent :
P(L,=k)=P(Sp—pr=k)+PTxy1=n—k)—P(y, =k, X, =0)+P(v,=k+1,X, =0)

D’aprés [F1] pp. 89, on sait que le temps de premier passage en r est égal & n avec la probabilité :

n+r 1 n
P(T,=n):=p.,= %C’Tﬁ (2>

et que le r—ieme retour en 0 a lieu & 'instant n avec la probabilité :

r " 1\
rn—r — Cr?fr o5
. n—r (2)

Mais d’apres le lemme 2.6 :

Par conséquent, d’apres 3.12 :

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Démonstration du lemme 3.3. Tout d’abord, il est clair que grace a la symétrie de X et —X, il suffit de

montrer une seule des deux équivalences.

Ey[h(Ln +a)lx,>0] = Eulh(Ln+a)lx,>0lr>n]
+ Ez[h(Ln + a)ILXnZOI[T()Sn}
= (1)n + 2)n
On a:
0 st <0
W(Ln + )Ly, >olz,>n = { h(a)lrysn st x>0
Ainsi :
(l)n : = h(a‘):ﬂa:>OIPm(T0 > n)
= h(a)lyoPo(T: > n)

n—oo

9 1L
2
~ x+



D’autre part, soit B
XTL = XnJrT() - XT() = X’I’LJrT()

D’apres la propriété de Markov forte, ()N(n, n > 0) est une marche aléatoire standard indépendante de Fr,. Soit
L son temps local en 0. Alors :

2)n = Eilh(Ln-m, + a)ﬂ)?,,kTozoﬂToﬁn]
= L, []lToénINEO[h(En—To + a)]ljzn—TOZO]]

Posons :
g(n) = Eo[h(Ln + a)lx,>0]

Par symétrie, on a :
1
g(n) = §E0[h(Ln + a)]lxnzo] + Eo [h(Ln + a)]anSO}

= SABolh(Ln +a)] ~ Eo[A(Ln + a)lx, =]} (3.16)

Or : -
Eo[h(Ln + a)lx, =0 = Y  P(L, =k, X,, = 0)

k=1
Et d’apres le lemme 3.2 :
P(L,=kX,=0 = DPX,=0,v=k+1)

= Pk+1,n—k+1

(k) (7;3)

Encore une fois, d’apres le lemme 3.2, comme P(L, = k) < 1 et que 'on a supposé que ), h(k) < oo, on
applique le Théoreme de convergence dominée :

=

Eo[h(Ln+a)] = > P(Ly=k)h(a+k)
k>1
o (fnYZh(H’f)
E>1
W (:n) S h(k)
k>1+a

De cette fagon, il est clair que le deuxiéme terme de (3.16) est négligeable par rapport au premier ce qui acheve
la démonstration. O

Grace a ces deux lemmes, le premier point du Théoréme 1.2 se démontre aisément :

On pose )?k = Xit4n—X, et soit Lle temps local associé a ()N(k, k> O) , on applique les deux lemmes précédents
avec :

a «— L,
r «— X,
p —> p —nNn
(Xn,n>0) — (X,,n>0)
(Ln,n>0) «— (Ln,n>0)
On a:
]Ex[]lAn(h+(Lp)]lXp>0 +h” (Lp)]lXp<0)} = E, []lAn (h+(Ln + zp—n)]l)?,,_n>0 + hi(Ln + Zp—n)]l)?p—n<0)]
= Eo[laBx, (W T+ Lp-n)lg, o+ h (La+Lpn)lg o)l
1
22 [
. — ) XA (Ln) + X hT(Ln) 4+ 5 Y (hT (k) + B (k)]
p—00 ™ 2 T

(3.17)
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Et si on fait n =0 et Ag = Q dans (3.17), le dénominateur de la formule (1.8) est équivalent & :

Bl (L0 4 (I, <o) v (2] (3.18)
et en effectuant le quotient de ces deux équivalences on obtient le premier point du Théoreme 1.2.
2.i) Montrons que Lo est fini p.s. sous Q" " et que Q""" (Loo = k) = 1 (b (k) + h™(K)). -
On pose 7; = inf {k > 0, L, = {}. Alors :
Q" (Lazl) = Q" (n<n)
= E[ln<nM]
= E[l,<n(l—H)+ X b (1) + X b~ ()]
Or, par symétrie :
P(n<n) = P(n<n,X,=1)+P(r <n, X, =-1)
= 2P(n<n, X, =1)
= %IP(TZ <n) = P(n<nX,=1)
Par conséquent :
QA (L=l = Bl = HO) + B n<alht (1) + BIX, L <nlh ()
= (1~ H@)P(n < ) + 5 P(n < n)(h*() + ™ (1)
= (1-H({-1))P(r; <n) (3.19)
Mais, la marche aléatoire (X,,,n > 0) étant récurrente, on a :
nlLrI;oP(Tl <n) = 1,
et donc, d’apres (3.19) :
Tim QU (L >l) = Q4" (Lo >1)
= 1-H(l-1)
On en déduit alors que :
5 L= = Q" (L2 )= Q0" (Lo 2141)
= H(l)—-H(l-1)
= L@+ )
O

2.ii) Effectuons I'étude du processus (X,,n > 0) sous Q" .

Pour cela, on a besoin des trois lemmes suivants :

Lemme 3.4. Sous Py conditionnellement a {T, < Ty}, la loi de (X,,,0 < n <T),) est une marche de Bessel*
de dimension 3 (au sens de la Définition 3.1).

Lemme 3.5. Sous Q?Jr’}f conditionnellement & {T, <Tp} la loi de (X,,0 < n < T,) est une marche de
Bessel* de dimension 3(au sens de la Définition 3.1).

Lemme 3.6. Posons I't :={X,, ., >0,Yn >0} et I~ :={X,,1, <0,Yn > 0}

Alors :
QM = %i’ﬁ(k) (3.20)
k=1
S = S (3.21)
k=1
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Démonstration du lemme 3.4. cf. [LG] O

Démonstration du lemme 3.5. Soient f et G deux fonctions de Z (respectivement Z") dans R*. Alors,
d’apres la définition de la probabilité @) et grace au Théoreme d’arrét de Doob :

+ —
BT IG(X ey X)) F (X 1) L, <1y ]
POMT, < To)
+ —
_ PyG(X1, ey X)) f (X 1) L, <, My, "]

Py (g, <1, Mf ")

o,
;L " [G(Xla-~-aXn)f(Xn+1)]1n<Tp |Tp < TO} =

or: T
MM =1-H(1)

. ht h~ .
i.e. MTU "" est constante. Par conséquent :

P1[G(X1, ., Xo) f (Xng 1) Ln<r, <1, (1 = H(1))]
Py (17, <1, (1 — H(1))]

P,[G(X, ..., Xn)f(Xn+1)]ln<Tp<To]
Py [11,<1]

= P[G(Xy, ...,Xn)f(Xn+1)1ln<Tp | T, < Tp)

L
P IG(X e Xo) f (X)) Lner, | Ty < To] =

O
D’autre part, comme :
ht,h™ G . T ht R
1 IG(Xa, e X)) (X)) Lner, | To = o0] = plggo Q1 " [G(Xy, s Xn) f( Xy 1) Lner, | Ty < To)
on en déduit que (X,,,n > 0) sachant que {Ty = oo} est une marche de Bessel* de dimension 3.
Démonstration du lemme 3.6. Puisque g est fini thh* p-s. et que X,, # 0 pour n > g, on a :
QI M (@) = 1im Q"M (X, > 0) (3.22)
n—0o0
Or:
ht,h” I
Qp " (Xn>0) Eo[ly,>0M,; ™ ]
= Eo[lx,>o(l — H(Ln))] + Eo[lx, >0 X h*(Ln)]
= Eo[lx,>0(1 = H(Ly))] + Bo[X; " (Ln)]
Comme :
Lx,50(l = H(Ly)) € 1— H(L,) <1
d’apres le Théoreme de convergence dominée on a :
Eo[lLx,>0(1 = H(Ln))] =30 (3.23)

Grace au premier point du Théoreme 1.2 :
MIO =1 H(Ly) + X, h* (L)

ot H(L,) = i i;l ht (k) , est une martingale (il n’est pas nécessaire que lim H(n) = 1 pour cela).

Par conséquent : e
.
Eo[M; ] = Eo[M} ]

1

= 1- §h+(1) + Eo[XlJthr(Ll)]
1 1

= 1--hAT(1)+=hT(1
S () + 5h ()

=1

19



On en déduit :

Eo[H(Ln)] = EolX, h'(Ln)]

I
|
=
[e=}
aghy
-
>
+
—~

1 o0
2 +
< 15w
1
Cette somme étant finie, d’apres le Théoreme de convergence dominée :

lim Fo[H Z ht(k (3.24)

Ainsi, d’apres (3.22)
h+,h7 1 >
o = LS e
k=1

O

2.ii.a) Montrons les points 2.ii.a et 2.ii.b du Théoréme 1.2 : Soient F' et G deux fonctions définies respecti-
vement sur Z" et Z.

B [F(Xgi1, s Xgyn)G(Xnpgi1)] ZE F(Xkt1, X2y ooy X)) G( Xt g+1)Lg=k]

= ZEOQ[F(Xk+17Xk+2a -~-aXk+n)G(Xk+n+1)]lg:k]lxwrl:l}
k=0

+ img[F(Xkﬂy Xit2, oos Xbtn) G(Xigng 1) Lg=p L x, = 1]
k=0

= 3 EL[F(Xp i1, o Xpn) G (Xnins1) | g = ks Xppr = JQE " (g =k, Xpyr = 1)
k=0

+ iEg{F(XkH’ ooy X)) G (X gn1) | 9 = by Xpopr = —1QE " (g = b, Xpyr = —1)
k=0

= EQ[F (X0, X1, .o, Xp1)G(X0n) | To = ZQ (g=k X1 =1)

+ B9 [F(Xo, X1,y X 1)G(X0) | To = ZQ (g=k, Xpa1 = —1)

= EQ[F (X0, X1, s X 1)G(X,) | To = ZQh Tt

+ B2, [F(X0, X1, .0, X 1)G(X0) | Ty = ZQh+ h

O
2.ii.b) On va terminer la démonstration en montrant que conditionnellement & { Lo, = [}, sous Qh+’h_, (Xu,u<g+1)
est une marche aléatoire standard arrétée lorsque son temps local atteint le niveau .
Soit F' une fonction sur Z™ et soit [ un élément de Z. D’apres la définition de ) et le Théoréeme d’arrét, on a :

ES[F(X1, . Xo)lpencoo] = Eo[F(Xq, .o, Xn)lpcrcooM?

+7h*

Eo[F (X1, .o, Xn)Lpeor<oo(l — H(I) + %(th(l) + h™(1))]
= EO[F(Xla”',Xn)]ln<n<oo]( ( 1))
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Le passage de la deuxieme a la troisieme ligne résulte d’un raisonnement analogue a celui de la démonstration
du point 2.i.
E((JQ [F(Xla RS ) Xn)]ln<n<oo]1n+1=oo]
o
Q" (Lo =1)
IE()Q [F(Xla ceny Xn)lln<ﬂ<oo] - IEOQ [F(Xla LLLS) Xn)lln<‘rl<ﬂ+1<oo]

ES[F(X1, o, X lper, | Loo = 1] =

(i)ﬁ,h* (Loo = l)
 Eo[F(X1, e, X)L My = B [F (X1, oo, Xo) Lpar Mo,
= il
g " (Loo :l)
_ Bo[F(Xy ey Xo)lnar J(1 = H(I— 1) — 14+ H(D))
Q" (Lo =1)
 BolF(X1, .o, Xo)Lner ) (3 (R (1) + b= (1))
- A
0 " (Loo=1)
Comme Qg+’h_ (Loo =1) = 3(h™ (1) + h=(1)), on a immédiatement que :
ES[F(X1, ., Xo)per, | Loo = 1] = Bo[F (X1, .o, Xp)Tpor] (3.25)

4 Pénalisation par la longueur des excursions :
Démonstration du Théoreme 1.3

Pour n > 0, on note g,, (respectivement d,,), le dernier zero avant n (respectivement le premier zéro apres

gn = sup{k <n, X =0} (4.1)
dy, := inf{k>n,X;=0} (4.2)

Ainsi, d,, — g définit la longueur de I’excursion qui enjambe n. On pose :
Y, =sup{di — gk, dr < n} (4.3)

i.e. X, est la plus grande excursion avant g,. On peut aussi remarquer que :

. =%, (4.4)
Définissons (A,,n > 0), le processus de I’age :
A, =n—g, (4.5)
On note la filtration naturelle de ce processus A,, = o (4,,n > 0).
On note :
A} = sup A (4.6)
k<n
On remarque que :
AL =En =1V (n—gn) (4.7)
et donc :
Zn = Hgn 1 (48)

1.i) Démontrons déja la formule 1.12.
Rappelons déja le Théoreme Taubérien pour les séries entieres([F'2], pp. 442-448).

Théoréme 4.1. Soit q, > 0 et on suppose que :

S(s) = gus” (49)
n=0
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converge pour 0 < s < 1. 570 < p < oo alors les deux relations :

1
S ~ C 4.10
(8) s—1— (1 — S)p ( )
et : 1
+q+...+qp1 ~ —nPC, 4.11
qo + q1 gn—1 ad F(p+ 1) ( )

ou 0 < C' < o0, sont équivalentes.
De plus, si la suite {q,} est monotone et 0 < p < 0o, alors (4.10) est équivalente a :

1

qn np—lc« 4.12
n—oo I'(p) ( )
Proposition 4.2.
1
2\ 2
P(X; <x) o <7rk;> E[|X.| | 7> 2] (4.13)

Pour démontrer cette Proposition, on utilise le lemme suivant :
Lemme 4.3. Soit f : Z — RT. Pour toutn >0 :
Eo [f(Xn) [ An = k] = Eq [f(Xk) | T > K] (4.14)
Démonstration du lemme 4.3.
Eo [f(Xn) [ An =Fk] = Eo[f(Xn)|n—gn =Kk
= Eo[f(Xn) | Xn-k=0,Xp_g+1#0,..., X, # 0], d’apres la propriété de Markov
Eo [f(Xk) | 7> K]

O

Démonstration de la Proposition 4.2.

Soit 0, une variable aléatoire de loi géométrique de parametre 3, avec 1 > 3 > 0 et telle que dg est indépendante
de la marche X.

D’apres (4.4) et (4.8), on a :

P (S5, <a) = P(45, <a)
= P(%,, <o+1)
=P (Zg% < x) , car = et Egéﬁ sont tous les deux pairs
= Z]P (0 =k, Xy, < z), toujours d’apres (4.4).
k=1
= Z]P (0g =k)P (X, <z) ,comme dg et X sont indépendants.
k=1
= Y (1—=p)F '8P (%) <a)
k=1
D’autre part :
P (S5, <2) = P(4;, <)
= P(T)' > 965)
P (35 < drp)
= 17]?(5[3>deA)
— 1-E|(1- 8"
= 1-B[0-9% -5
- 1-F [(1 — g Ex,, [(1 - 5)T°H (4.15)



Or d’apres [ALR] pour 0 <z < 1,0n a:

—k
E[27+] = (” W) (4.16)
On a donc :
Ex,, [(1-8)"] = Bo[1-p) "]
1+yima—pr)
1-p
12—
1-p
_‘XTA‘
1++2B\/1-5 v
- (1—5)
Par ailleurs, X7 et Apa sont indépendants (cf. [ALR])
Ainsi, la formule (4.15), devient :
I TA‘
A [1+V26/1-8
P(S,<0) — 1-E {(1@% (h@) ]
1 I m ~ ﬁ _‘XT‘I‘ |
On cherche z tel que :
1
E|1-8)"|=E - 4.17
(-] =8| e ] (4.17)
On rappelle que :
Argch(xz) =1n {x + Va2 — 1} (4.18)
En posant :
ch(z) = ﬁ (4.19)
alors :
z = Argch (1_15)
= In ! + !
a 1= | (1=p)7
o <1+ a/zﬂm)
= n| —->~—
1-5
Toujours d’apres [ALR]
T}
E <ch1(z)> = Elexp(2X74)] (4.20)
Par conséquent :
XT‘;:A
B[1-5"]=E [(Hl W) ] (4.21)
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On en déduit :

14+ |
E =
]P(Z‘SB Sl‘) = 1- XA
E <1+ 2/3—52) Tw]
[
1| | (V28— g E | (/2552 ~IXra]
2 T - 5
- Xral N 1 Xral
e[ Tl

On remarque que pour tout k € N :
k
1+ /28— 32 r
W] o [1+\/2ﬁ (1—[23)}
_ 20

~ 1+ k\/20
B—0+

Par conséquent O :

P (3, <) e E [|Xral] V28 (4.22)
On a donc obtenu : -
S - p)F AP (S < ) 2o V2B [| X7a] (4.23)
k=1
Ce qui est équivalent a :
> 2
1-3)"P (X, < ~ /=1 -pE[X 4.24
;( B)*P ( k_x)ﬁﬁm ﬁ( B)E [|Xral] (4.24)

On va poser a = 1 — 3 de maniere a appliquer le Théoreme Taubérien 4.1, on obtient :

> [ 2

V2
a—1— vV1—«

On applique donc le Théoreme Taubérien 4.1 avec p = % et C = 2E HXT;‘ |] Par conséquent :

E [[Xral]

kz=lC

POR=D m

N}

1
2

o
e () Bl

Grace a ce qui précede on peut achever la démonstration du point 1.i.

E[lx,1s5,<o] = E[ls,1s, <z [LTry00,5p—n + Lryop,<(p-m)n@@—am) 15, 0 1p00, <]
= H+(2)
(1) = E [I[A”]IZ,LS:E]IT009”>P*7J

=  E[1a, 15, <.Px, | (To > p—n)]
2\ % |X,|

Ip,Is, <2 | = T
Vs p2
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(2) = E[La1s,<elrpo0,<p-mn@—a01s, o 10, <z]
Lorsque p tend vers 'infini, comme sous P, 4,, < +00 p.s. :
L 700,, <(p—n)A(z—4,) ~ L1y06,<2-A, (4.25)

Par conséquent :

2 ~ E [11,\”112"911,%9?& (To < & — AP (Spen_m, < x)}

p—oo
1
~ 2 2
~ E ]lAnﬂEngm]lAngacIPXn(TOSx*An) <) Q(I)]
p—oo iy
On en déduit alors :
]Eo[]lA ]lEp>a;] ‘Xn| ~
DollAn T zel _plg ARl p (T< —An)]l iy 4.26
B Eol% = 1) N a) PP TS e A e g s 420

O
1.ii) On va maintenant montrer que (M,,n > 0) est bien une martingale. Pour cela, on doit faire attention a
la parité de n 4+ 1 et on va donc décomposer en deux cas. Rappelons tout d’abord que 6(z) = E [| X, | |7 > z].
Supposons que n + 1 est impair.

|Xn+1|
0(x)

Comme X, 1 #0,0n a 3,11 =X,.
Tout d’abord, on peut voir facilement que :

Mpqq1 = { +Px, (To ST - An+1) ]1An+1§x} Iy, < (4.27)

E[|Xnt1ly,<s|Fn] = 1s,<cE[lx,>0Xn+1 — Lx, <0Xn+1 + Lx,=0|F]
= Iy, <.Blx,>0 — Ix,<0Xn+1|Fn] + 1x,=05, <z
= Iy, < [Ix,>0Xn — Ix,<0Xn] + 1x,=0

= ﬂEn,§x|Xn| + ]an=0

On va donc s’intéresser maintenant a :
Px,.,, (TO <z- An+1> T4, i<e,Sni<a
en remarquant qu'ici A,4+1 = A, + 1 et que X,, = 0 implique que 4,, =0 :
Px,.,, (To <z- An+1> Tapii<eSnn<e = Px,s (To <z-A, - 1) 1, <e—1,5,.<ac

= 1{x,£0,Xp 1 =Xn+1,An<a—1,Sn<z} P X, +1

En conditionnant par F,, :

w1)
1)

E {IPX”H (To <z- An+1) ]lAn+1§x,En+1§:r‘Fn:| = l{x,40,A,<z—1 En<z}2PX 1 (To <z~

A
A

+ Lix,204,<z-1,%, <z}2PXF1 (To <z-
+ ]I{X =0,2, <z} Pl (T0<LL'—1)
1

+ ]I{Xn:O,Engz}§IP,1 (TO <z- )
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On peut voir que :
Px, (To <@ = A, Xop1 = Xo +1) = P, (Xp1 = Xo + DPx, (Ty <o = An | Xop1 = X +1)

1 .
= §]PX" (TO <z- A, | Xn+1 =X, + 1)

1 ~
= §IPXn+1 (TO S T — An>

Si on effectue un raisonnement analogue avec %IP X, —1 (TO <z-— An), si on note

(A) = 1ix,40,4,<c—1,5, <z} {Pxn+1 (To <z—-A, - 1) +Px, 1 (To <z—A, - 1)} )
on obtient :
(A) = Tix,204,<2-1,5,<z} {IPX,,L (To <z —Ap Xnp1 =X, + 1) +Px, (TO <z —Ap, Xpp1 =X — 1)}
= lyx,£0,A,<a—1,5.<2}PX, (To <z-— An)
= lix,#04,<e,5,<e}Px, (To <z- An) —1ix,#0,4,=2,5, <} Px, (To = 0)

Or : )
Tix,#0,A,=2,5,<2}Px, (To = 0) =0

Par conséquent :

(A) =1(x,204,<z5,<2}Px, (To <z-— An) (4.28)
Il reste donc a démontrer que :
11{Xn:072n9}% [IP1 (TO <z- 1) TP, (TO <z- 1)} =1x, 05, <s (1 - ;) . (4.29)
Pour cela, on va utiliser un résultat classique ([F1] pp.73-77)
P (X1 > 0,X5 > 0, Xu 1 > 0, Xo0 = 27) = & (p2n120 1 — P2 12041) (4.30)

Ol Py = O
On va utiliser la formule (4.30) dans ce qui suit avec x = 2n :
P(r>z)0(x) P(r>2)E[|X,| | 7> 2]
= E [|Xz|]1{f>z}]
E [lel{7>w7Xm>0}] —E [Xz]l{7>x,Xm<0}}
= 2E [Xz]l{7'>m,Xm>0}]

= 2 > kP(X,=k7>u2)
k>0,k pair

= 420}) (Xop = 20,7 > )

>0
n
= 2 Z C(pan—1,20-1 — P2n—1,2041)
£>0
1 2n—2 n
-1 ¢
- (3) e o)
£>0
Or:
n
-1 ¢ 1 1 2 2 3
Zf (C;j—l - C;T—l) = Cyp1— C;JA + 20;;—1 - 2C§J—1 + 303:—1 - 30;:—1

+ et (0= )05 = (n = )O3 +nC3i T —nC_y
n

_ n-+~4
- Z CZn—l
=0

2211—2
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On obtient :

O(2)P (> ) =1 (4.31)
D’autre part :
1 . 1 8 5
- <z-— - <x-— = = = <x-—
SPy (TO <z 1) + 5Py (TO <z 1) P(X, =0, Xni1 = )P, (TO <z 1)
b OP(Xp=0,Xps = 1P, (TO <z-— 1)
Po(X, =1,Tp < z) 4+ Po(X; = —1,Tp < z)
= Po(Tp <)
= Po(r <)
1—=Po(r > x) (4.32)

Et donc, en reprenant (4.31) et (4.32) on a bien la formule
On s’intéresse maintenant au cas ou n + 1 est pair :

(4.29).

+Px,+1 (To Sz —Ap— 1) 11An§w—1} Iy, <o

+Px, 41 (To <z—-A, - 1) ]lAngx—l} s, <.

“+Px, 1 (To <z—A,— 1) ]lAngx—l} Iy, <2

+ Px,_1 (To <z-—-A,— 1) ]lAn<z1} Is, <z
TO <x—A, - 1) ]].An<m1} 1, <.

+Px, 41 (To <z—-A, - 1) ]lAng.r—l} Iy, <z

+Px, 11 (To <z-A, - 1) ﬂA,L<w1} Iy, <z

“ +Px, 1 (To <z-—-A, - 1) ]lAngz—l} Iy, <

- 1) T4, <z1+Px, 41 (To <z—-A, - 1) 11A,,Lgm—1} Iy, <o
A, — 1) 14, <o—1+Px, 41 (To <z—-A, - 1) ILAn<m1} 1y <z

1) ]lAn<m1} 1s, <o

X, +1
Mpir = ﬂxn>oﬂx7l+1—xn+1{‘9($)
+ 1 1 0 +1:1
Xpn=—14X, 11=Xn+1 9(17) Ynt1lz
X, —1
+ Ix,<-slx, ,=x,41 {9(3:)
+ Ix,<olx,,,=x,-1 {
+ 1X1L:11X7z+1:Xn_1 { (m }nzn<$
Xn —
+ Ix,>3lx,, ,=x,-1 { o)
=1 1 2
- Xni1=X,+14X,,=1 9(3;‘
X,
Lx,>30x,,1=x,+1 {e(x)
]]'Xn:71]]'X]1+1:Xn+1]lEn+1Sm
~X, —1
+ 11X7L<311XV,L+1—X”+1{M
2 ~
+ Ix,=1lx,,,=x,-1 ) +P_, (To <z—A, - 1) Ta,<a—1pls, <o
1-X
Ix,<-slx,, ,=x,-1 {9(1,)
Ix,,1=x,-11x,=1lxg, <z
X, —1 .
+ Ix,.,=x,-11x,>3 @) +Px, 1 (To <z-A, - 1) Ta,<e—1¢1s,<a
1 2 ~
E [Mn+1 ‘ fn] = §1Xn=1 {9({,6) + IP2 (TO <z-— An - 1) ]lAngac—l} ]lEnga:
1 2X -
1 L (T <z—A,
+ 2 Xn>3 {9(1’) + Xn—1 0T
1 —2X, .
S " Py (T <z-
+ 2X"<3{9(1‘)+ X,—1\{dos @
1 2 ~
LT SIS
+ g Xn= I{H(x)+ 2 (1o =
+ E []an+1=Xn+1]an=—1]lZn+1ga: | fn]
+ By, =x,-1lx,=115,,1 <z | Fn]
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On remarque que :

{Xppr1 =X, +10{X, =-1}n{E, <z}n{n+1-g, <z}
= {Xpm1 =X, +1}In{X,=-1}n{Z, <z2}n{4, <z -1}

On a donc :
1
E[lx, =x,+1lx,=1ls,, < | Fo] = Shx.=—1ls, <ola, <o
1
E[1x, =x,~1lx,=1ls,, <z | Fo] = Slx.=1ls, <ola, <o
Par conséquent :
E[Mp | F] = 1 1+1]P(T< A 1)+111 1
n+1 n - X,=1 9(1’) 9 2 0T n 9 A,<z—1 Y.<z
X, 1 ~ 1 -
+ 1x,>3 + [=Px, 1 (To <z-A, - 1) +-Px, (To <z-—-A, - 1) Ta,<z-1¢1s,<x
0(x) 2 2
X, 1 - 1 -
+ 1x,<-3 + | zPx, 1 (To <z—-A, - 1) +=Px, 41 (To <z—-A, - 1) 1a,<e—1¢1ls,<a
O(z) |2 2
+ 1 L lp (To<o-a 1)+111 1
=— YaRN o - T — n - S T— x
Xo==1\ i) gP-2(To = 5 | Lange—1 ¢ In, <
= +@2)+0B3)+4)

Il faut remarquer que, comme précédemment :

1x,+0 {]Pxn+1 (To <z—A, - 1) 1g,<e—1+Px, 1 (To <z—-A, - 1) ]lAngz—l} Iy, <

=1x,20Px, (To <z-— An) Iy, <ola,<z—1

On peut appliquer le raisonnement ci-dessus dans (1) et (4). En effet, on a pour (1) :

1 1 ~ 1 ~
- D S z <pr—_ A — Z <p_ A _
(1) lanfl {9(1’) + |:2]P2 (TO <z—-A, 1) + 2]P0 (TO <z—-A, 1>:| ]1,4”§$_1} ]lzngz

1 -
= Iy 1{—+DP To<z—A,) 1 z
X,=1 {G(x) + Px, ( 0T )} S <

et on peut appliquer le méme raisonnement pour (4). On obtient donc que :

R
0(x)

E[My | F = { + Py, (TO <z-— An) 11An§z_1} s, <o (4.33)

A priori, on n’a pas exactement obtenu M,, car on a 14,<,—1 au lieu de 14, <, mais ici, il est impossible que
A, soit égale & z. En effet, A, = n — g, ou n est impair et g, est pair, donc A,, est impair. Etant donné que
I'on a pris « pair, 14, -, = 0. On a donc bien obtenu M,,.

Enfin :

n
0(x)
et on a donc montré que (M,,n > 0) était une martingale positive.

Quant & la démonstration de la non uniforme intégrabilité de (M,,n > 0), elle est identique & celle qui a été

Vn>0,0< M, < +1 (4.34)

réalisée pour les martingales (M#,n > 0) et (M,’;ﬂhi > O). O
2.1) Montrons que pour tout y < z, sous Q%, Q% (X0 > y) =1 — g:izg
Lemme 4.4. Pour touty < x, on a :

E {MTVA} =1 (4.35)
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Démonstration du lemme 4.4.

[ (1 X7l .
E[MTyA} = {9(;) +IPXT§4 (TOSJT—AT;) ]lATQASx ]lETJxSx

| X7l -
= B Gy P (DS —0) s s

|
=

D
=
<
~

VIV VIV  +
SRS

—~|= ~| =8
~

NEESYE

—~

e

\ARY
|8

E Iny (To > — y) ]1.,->y}
P(r > y)

E {To Sz—y| Xy} 117>y}
P(r >y)

E _]]‘f“0>3:—y]l‘f>y]

P(r >vy)
P(r > z)
P(r >y)

+
[t
I

e
V|V
< |8

+

_

I

&=

/:]\/:]\ —~|—
ViV
RS

—_ [ | ~— [ — ~— | — ~— | — —_ | — |

R RR 8RO SIR SR RS SRR

Grace a ce lemme, on peut montrer le point 2.i du Théoreme 1.3.
En effet, si on pose TyE =inf{n>0,%, >y}:

Q" (Bx>y) = Q° (I} <)
= E ]lTuZ<ooMT5]

[ | Xrs| .
= E ]lTyE<oo W + IPXTyZ (To S xr — ATE) ]lAT,ESx ]lETyESQT

= E[{0+1}1x,, Sx}

- P {ZTE < m}
Comme :
{ETUZ < :E} = {ETUA < x} N {GT;; oTh+y< x} , {ETyA < x} étant un événement de probabilité 1

{oTonTOergm}
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on obtient :

Q' (P >y) = :]]-9TyA0To+y§’Jf}
iE [HQT?JAOT(J-H/SI | AT,;*H
=y [t ]

:IPXTA {To <z —yH

Y

|
2 =2 8 =

et d’apres la démonstration du lemme 4.4, on a :

P(r > x)
">y =1- 4.36
@S>y =1- (4.30)
O
2.ii) 11 est maintenant facile de terminer la démonstration du point 2.
Lemme 4.5. Pour toutn >0, on a :
QY (X, <z)=1 (4.37)
Démonstration du lemme 4.5. D’apres la définition de la probabilité Q7 :
. P, <z3,<x)
(S <) = 1 — =
<
= lim 7]1) (Zp < 2)
p—oo P (2, < x)
= 1
O
3) On va étudier le processus (A,,n > 0) sous Q*.
3.i) Montrons que Ay = 00 p.s.
Lemme 4.6. Pour toutn >0 et tout k >0 :
1 n
P (Ag, = 2k) = P (Agpyy = 2k + 1) = O35, C¥, (2> (4.38)
Démonstration du lemme 4.6. D’apres [F1] pp.79, ” Arcsin law for last visit” :
n—k k 1 "
P (gon = 2k) = C3,, 5. C5) 3 (4.39)
On en déduit :
= P (g2n =2n — 2k)
1 n
n—k k
= 05,50 <2>
D’autre part, il est évident que :
P(Aspt1=2k+1) = P(2n+1—gopp1 =2k+1) , comme g2, = gont1
= P (g2, = 2n — 2k)
O
Pour montrer les points 2.iv.d et 2.iv.e, on a besoin du lemme suivant :
Lemme 4.7. Pour tout p, on a :
~ 1
Q" (g>plF) ="Px, (To <x-— Ap) — (4.40)

p
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Démonstration du lemme 4.7. Pour tout A, € F},, on a :

QU ({Aptn{g>p}) = Q" ({Ap}N{Tpo0, <oo})
= Q° ({Ap} N {Tém oo}) ol Té”) est le premier 0 aprés p

= B[, Myp)

= |:]1Apﬂ2 ] comime {ZT[E” < x} = {(Egp V{4, + To 091,}) < :E}

Té”)gz
= E [ﬂApllzgp <zEx, [TO <z-— APH il est clair que ¥, =%,

Px, |:T0 <z- Ap}
M, P

= E |1j,15, <.

IPXP I:TO S Tr — Ap:|
MP

= E9 Ip,1s, <o sous Q, ¥, < x est une événement de probabilité 1

P [T <x—A}
= ]EQL IlA, Xp °- ?

Par conséquent, on a bien :
Q" (g>pl|F) =Px, (To <z-— Ap) — (4.41)

D’apres le lemme 4.7 :
Q" (g>p) = E< [EQm [Lg>p | }—p]}

= EY []PXP (To <2 4,) ]\H
p

- ]E;]PXP (Toﬁx_Ap)}
— E[E[Px, (To<2—4,) | 4)]]

= E IE {IPXAP (To SQJ*Ap) |T>Ap”

= E|la,< (1 - MH

pPAT
= Z P (Ap =2k)(1- Plr>z) , pour p = 2. Le calcul est identique si p = 2l + 1 (cf. lemme 4.6)
k=1 P (T > 2k)
pAz 1
- 1 P (7> x)
— -k o~k (L _ P(r>2)
- 1;1021_%0% (2> (1 P(r> 2k)) (4.42)

on a donc la loi de g sous Q. Montrons que g est fini p.s. sous cette méme probabilité.
D’apres la démonstration ci-dessus on a :

Qlg>p) = E [”“Pf“‘ (1 : mﬂ

< E []IAP < x} ;or sous IP, A, tend vers I'infini p.s.

Par conséquent :
Q" (g=00) = lim Q%(g>p)
p*)OO

< limP(4,<z)=0

s
Remarquons que pour démontrer le résultat annoncé, on a du montrer le point 2.iii.(cf formule 4.42).
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3.ii.a) Montrons que (An, n < T;‘) a méme loi sous P et sous QF. En effet, d’apres la définition de la probabilité

Q%, pour toute fonctionnelle F on a :

B [F(Ann <T)] = E[F (Agn < T;) Mry]
= E[E|F (4, n < T;) Myy | Azy|
— F [F (A0 < THE [MTyA \AT;‘” E [MTVA |ATyA] - [MTyA] — 1, of. lemme 4.4
— B[F(An < T
O
b) On va maintenant prouver que (An, n < T;‘) et XT;; sont indépendants sous P et sous Q7 :
Soit G une fonction de R — R. Avec les mémes notations que précédemment, on a :
E® [ (An,n < TA) G (XTA):| = E [F (A < T;‘) G (XT;;) MTA:| sous P, X7a4 indépendant de Apa, cf. [ALR]
= E[F (4nn < T E[G (Xrp ) My
= E {F (Amn < T;‘) MTA:| E [G (XTA) MTA:| d’apres le point 2.iv.a

O
¢) Cherchons maintenant la loi de XTyA sous @*. On utilise les mémes notations que dans les points précédents.

EQ [G (XT;)} - Ela (XTA> MTA]
- E{ [ (XTA)MTAMTAH
_ ]EIE[G {0 (To<x— )}T>y”
- 1EG()Q,){()| (Togx—y)}lwy}

Z {+Pk(fo<x—y)}IP(Xy:k|T>y)
k

Par conséquent, la loi de X4 sous Q% vérifie :
Y

k ~
P (XTUA :k> = {0|( + P (TO <x—y>}IP(Xy:k|T>y) (4.43)
(La quantité P (X, =k | 7 > y) est explicite et donnée dans [F1] pp. 77). O
d) On va maintenant calculer Q* (q > T;‘), ce qui nous permet de démontrer le point 2.iv.e.
QC0>1)) = BV [BY [1ns | Fry]

= B Py, (Ty<o-y) !

- XT;‘ 0> y MTUA

- E {IPXT;; (To <z— y)} (4.44)

= E[IPXy (To Sm—y) |T>y]

., P>

N P(r>y)
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e) Prouvons maintenant l'indépendance de (An, n < T;‘) et { g>T. ;‘} sous Q7.

B [F (Ann < T gy |

B [F (An,n < T B [ysps | Ary]]

EQT | F (An, n < T;‘) IPTJ; (TO <z- y) MT;*‘| , d’apres (4.44)

E|F (Ann < T Prp (To <2 —y)|

E [F (An,n < T E [Pra (Ty <@ - y)], dapres [ALR]

E {F (An,n < Tf) MTyA:| E [IPT;; (TO <z-— y)] , d’apres le point a et (4.44)
Q

4) Etudions le processus (X,,n > 0) sous Q*.
4.i) Commencons par étudier la loi du processus (X,,n > g).

Rappelons le lemme 3.4 :

Sous Py, conditionnellement & {7}, < Ty}, laloi de (X,,,0 < n < T),) est une marche de Bessel* de dimension

3.

Lemme 4.8. Sous QF, conditionnellement ¢ {Tp = oo}, la loi de (X,,,0 > n) est une marche de Bessel* de

dimension 3.

Démonstration du lemme 4.8. Soit G une fonctionnelle sur Z". Alors :

QT (G (Xl, ,Xn) ]1n<Tp | Tp < TQ)

Q% (G (X1, ... Xn) Ve, <)
Q% (Tp < TO)
_ B [G(Xy, e Xn) Tner,<n, M | Cor My = s, <
E; [L1, <7, Mr,] 0
Ey [G(X1,..., Xn) Ly<r, <10 L5y, <o
E, I:]]'TP<TO]]'ET0SI}
= E; [G(X1,.., Xn) Lncer, | T < To, S1 < 7]

Si on passe a la limite quand p tend vers oo :

QT (G (X, X)) | Ty =00) = Tim QF (G (X1, Xn) Tner, | T < Tp)

= lim By [G(X1,..., Xp) Lyer, | T, < T, Op,y < 2]

p—0oo

= El [G(X177Xn) |T0:OO]
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Soit F' une fonctionnelle sur Z™ et posons 't = {X,, > 0,n > g},I'~ ={X,, <0,n > g} :
EG [F(Xg1, o Xgyn)] = D EBF [F(Xip1, o, Xin) Lot
k=0
> x
= > EF [F(Xist, o Xegn) Lgmilx, =1
k=0
+ ZE? [F Xkt o0 Xin) Lg=mp D xp =1
k=0

= Z]EOQI [F (Xk:+17 "'7Xk+’n) | g = k7Xk+1 = 1] Qg (g = k7Xk:+1 = 1)
k=0

oo

+ N B F (Xit1son Xin) | 9=k, X1 = =11 QF (9 =k, Xp1 = —1)
k=0

= BY [F(Xo,.. Xo) [ Ty =00] > Qb (9 = k. Xpy1 = 1)
k=0

+ B2 [F (X0, Xp) [ To = 00] Y QF (9 = k, Xp1 = —1)
k=0

= EY [F(Xo,.s Xp) | To = 00] Q2 (T'F)
B [F (Xo, .., X5) | To = 00] QF (I7)

Il reste & voir que les événements I'" = {X,, > 0,n > g} et I~ = {X,, < 0,n > g} sont symétriques sous Qf et
sont donc chacun de probabilité %

Lemme 4.9.

Q5 (M) = Q5 () = (4.45)

Démonstration du lemme 4.9. Remarquons tout d’abord que :

Q5 (r7) = Jim Qf (X > 0)
Q) = Jim Qf (X <0)
Par définition de Q7 :
Qo (X >0) = Eo[lx,>oM,]
~ E [nxn>0 {5((;) +Px, (Th<o-4,) nAylgx} nzngi]

Grace a la symétrie de la marche aléatoire sous P, on a :

X, N
@ (X0>0) = Eo|Lxof g +Px (Fo o= A) Laes pIs,cr
= |1 R Py (Tp<z—A4,)1 1
= o |Lx, <o o(x) +Px, ({052 n)la,<zpls, <z

= Qf (X, <0)
On a vu que sous QF, g est fini p.s., par conséquent :

lim Q" (X, =0) =0

n—oo

Comme :
Qo (Xn >0) +Qp (X, <0)+Qf (Xn, =0) =2Q5 (X, >0) +Qp (X, =0) =1

en passant a la limite quand n tend vers U'infini, on obtient :

QT +Q () =205 (") =1
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4.ii) On rappelle les notations suivantes :

o = |4k < Xy =0} (4.46)
Yoo = lim 7, (4.47)

n—oo
T1 = TO (448)
Vn>2,7, = inf{k>7,_1, X) =0} (4.49)

11 reste & démontrer que conditionnellement & v, = I, {|Xy|,u > g} est une marche aléatoire standard arrétée
a 7; et conditionnée par X, > x.
Soit F', une fonctionnelle sur Z™.

x

ES [F (X1, Xn) Lncn 1 =]
EG” [Yoo = 1]
ES [F (X1, X0) Lcrcoo) = BY [F (X1, 00y X)) Lncrycmsy <oo]
E(?m []lﬂ<°0]1ﬂ+1:00}
B¢ [F (X1, Xn) Tnni<oo] =BG [F (X100 Xn) Tnsricn i <o)
EG" [Lr<oo) = B [1,,, <oo]
Eo [F (X1, ...y Xp) Lyn<rcooMr] — Eo [F (X1, .0, Xn) Ln<rcn, <coMn ]

E§ [F (X1, Xn) Lngr, | Yoo =1 =

Eog []1T1<ooMn] — g []17'1+1<<>0M

TH»I}

Comme sous P, {7} < co} est de probabilité 1 :

M, — MTl+1 = ]]'ETI <z — ]lE,.Hl <z

Is, <o (1-1r,, 7<)

]IETI SIHT1+1—TL>$

On obtient :

Eq [F (X1, .., Xpn) Lp<s, (Mn - Mﬂ+1)]
]EO [MT[ - MT

_ Eo _F (X1, Xn) ]1{”§”’2”§1’”+17TZ>I}] , Ti+1 — 7; indépendant de F,
Eg []l{xflgm,fm—nm}}

F(Xy,...,X,) ]lnénllq gx} Eo []1{71+1—Tl>f”}]
E, []lzn S;c:| Eo (17, 752

F(Xy,...,Xpn) ]l{ngn,zﬂgv}}

Eo [ﬂzﬂgm}
= Eo[F (X1,...; Xn) Ln<r, | By < 2]

EG [F (X1, Xn) Tngr, | Yoo =1 =

l+1]

Eq

o
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