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2 1 SYSTÈME DE SAINT-VENANT AVEC UN FOND PLAT

1 Système de Saint-Venant avec un fond plat

On cherche à approcher les solutions du système de Saint-Venant homogène :{
∂th + ∂x(hu) = 0
∂t(hu) + ∂x(hu2 + gh2/2) = 0 , t > 0, x ∈ R, (1)

où g est la constante de gravité, h(t, x) ∈ R+ la hauteur d'eau et u(t, x) ∈ R la
vitesse d'écoulement de l'eau.
Ce système peut aussi s'écrire sous la forme :

∂tU + ∂xF (U) = 0, (2)

avec :

U =
(

h
hu

)
=

(
h
q

)
et F (U) =

(
hu

hu2 + gh2/2

)
=

(
q

q2/h + gh2/2

)
,

où q(t, x) = h(t, x).u(t, x) est la quantité de mouvement, ou le débit.

1.1 Propriétés

On regarde les solutions U = (h, hu) ∈ R+ × R du système (1).
• C'est un système d'Equations aux Dérivées Partielles non linéaire du premier
ordre.
• Ce système est hyperbolique :
En e�et,

∂xF (U) =
(

0 1
−q2/h2 + gh 2q/h

) (
∂xh
∂xq

)
= A(U)∂xU,

donc le système s'écrit :

∂tU + A(U)∂xU = 0,

avec :

A(U) =
(

0 1
−q2/h2 + gh 2q/h

)
=

(
0 1

−u2 + gh 2u

)
,

donc :

det(A(U)− λI) = λ2 − 2uλ + u2 − gh = (λ− u)2 − gh.

Les valeurs propres sont :

λ1(U) = u−
√

gh et λ2(U) = u +
√

gh.

Si h > 0, on a λ1(U) < λ2(U). Donc en dehors des zones sèches, le système de
Saint-Venant est un système strictement hyperbolique.
• Le volume d'eau total est conservé (la première équation est conservative).
• La positivité de la hauteur d'eau doit être préservée.
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1.2 Approximation numérique

On a le système sous la forme (2).
On voudrait approcher sa solution :

U(t, x) ∈ R+ × R avec x ∈ R et t > 0,

par des valeurs discrètes :

Un
i =

(
hn

i

hn
i un

i

)
avec i ∈ Z et n ∈ N.

On considère une grille de points xi+1/2 avec i ∈ Z :

... < x−3/2 < x−1/2 < x1/2 < x3/2 < ... .

On considère un pas de temps constant :

∆t > 0,

et on dé�nit les temps discrets par :

tn = n.∆t avec n ∈ N.

On va utiliser ici la méthode des volumes �nis. On découpe l'espace en cellules
(volumes �nis) :

Ci =]xi−1/2, xi+1/2[,

centrées sur :

xi =
xi−1/2 + xi+1/2

2
,

et de longueur :
∆xi = xi+1/2 − xi−1/2 > 0,

puis on intègre le système considéré sur chaque cellule et sur un pas de temps.
Apparaissent alors les moyennes des solutions sur chaque cellule :

Un
i ' 1

∆xi

∫
Ci

U(tn, x)dx.

On obtient des solutions constantes par morceaux (et donc discontinues) et des
termes de bords (autrement dit, les �ux échangés entre les cellules au niveau de
leur frontière ou interface).
Ainsi, le �ux sortant d'une cellule est égal à celui qui rentre dans la cellule
voisine, d'où un algorithme conservatif.
Pour résoudre ce système, on utilise le schéma de volume �ni suivant :

Un+1
i − Un

i +
∆t

∆xi
(Fn

i+1/2 − Fn
i−1/2) = 0. (3)

Remarque : ce schéma permet de calculer les "Un+1", en connaissant les "Un",
il s'agit donc d'un schéma explicite.
Fn

i+1/2 (respectivement Fn
i−1/2 ) représente le �ux numérique à l'interface entre

les cellules Ci et Ci+1 (respectivement Ci−1 et Ci). Ces �ux aux interfaces
font intervenir les valeurs des variables aux interfaces, qui ne sont pas connues.
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Développer une méthode volumes �nis consiste donc à dé�nir un �ux numérique
à partir des valeurs des variables aux noeuds du maillage.
On considère dans cette étude des schémas explicites à trois points.
Les �ux aux interfaces sont de la forme :{

Fn
i−1/2 = F(Un

i−1, U
n
i )

Fn
i+1/2 = F(Un

i , Un
i+1)

, (4)

où F est une fonction que l'on précisera appelée �ux numérique.
Cependant, il est nécessaire d'imposer une condition de C.F.L. (Courant Frie-
drichs Levy) sur le pas de temps pour prévenir une explosion des valeurs numé-
riques, cette condition est de la forme :

a.∆t ≤ ∆xi, i ∈ Z,

où a est une approximation de la vitesse de propagation.

1.3 Consistance, stabilité et choix d'un �ux numérique

Il existe plusieurs méthodes pour déterminer un �ux numérique. Deux critères
principaux jouent un role important dans son choix :
•Consistance : la consistance est la propriété minimale requise pour un schéma,
pour assurer que l'on approche bien la solution de l'équation.

Dé�nition 1 On dit que le schéma (3)-(4) est consistant avec le système (2),
si le �ux numérique véri�e :

F(U,U) = F (U), ∀U.

•Stabilité : la stabilité d'un schéma peut être analysée de di�érentes façons, ici
on doit retenir la conservation d'un domaine convexe invariant.

Dé�nition 2 On dit que le schéma (3)-(4) préserve un domaine convexe inva-
riant C pour le système (2), si sous une condition de C.F.L., on a :

Un
i ∈C, ∀i ⇒ Un+1

i ∈C, ∀i.

Remarque : une di�culté apparaît en essayant d'obtenir l'implication, les trois
valeurs Un

i−1, Un
i et Un

i sont impliquées dans le calcul de Un+1
i .

Alors au prix de la diminution de la C.F.L., on a la dé�nition suivante :

Dé�nition 3 On dit que le �ux numérique F(UG, UD) préserve un domaine
convexe C par interface, pour le système (2), si pour :

σG(UG, UD) < 0 < σD(UG, UD),

on a :

(UG, UD)∈C2 ⇒


UG +

F(UG, UD)− F (UG)
σG

∈C

UD +
F(UG, UD)− F (UD)

σD
∈C

,

où σG et σD sont des vitesses numériques.
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•Flux de Rusanov : le �ux numérique le plus simple pour résoudre un système
de la forme (2), est le �ux de Lax-Friedrichs :

F(UG, UD) =
F (UG) + F (UD)

2
− c.

UD − UG

2
, (5)

avec un paramètre :
c > 0.

On peut montrer que ce �ux numérique est consistant, l'analyse du domaine
invariant demande une analyse plus poussée qui dépasse le cadre de ce travail.
On va utiliser un �ux de Lax-Friedrichs amélioré, le �ux de Rusanov, en prenant :

c = sup
U=UG,UD

( sup
j∈{1,2}

|λj(U)|),

donc on a :
c = max(|uG|+

√
ghG, |uD|+

√
ghD). (6)

Le �ux de Rusanov préserve la positivité de la densité h.
Au schéma de Rusanov, on associe la condition de C.F.L. :

2. sup
i∈Z

(|λ1(Un
i )|, |λ2(Un

i )|).∆t ≤ ∆xi, ∀n ∈ N.

1.4 Di�usion par rapport au maillage

On a réalisé "la rupture d'un barrage sur fond mouillé" avec di�érents maillages :

M ∆t J ∆x
50 0.01 50 0.2
100 0.005 100 0.1
200 0.0025 200 0.05
400 0.00125 400 0.025
800 0.000625 800 0.0125
1600 0.0003125 1600 0.00625

Les conditions initiales étaient :

h(0, x) =

{
5 pour 0 ≤ x < 5 m

2 pour 5 ≤ x ≤ 10 m
,

u(0, x) = 0 m/s.

Puis, on a tracé les solutions pour :

t = 0, 5 s.

Ce test est intéressant puisqu'il existe une solution analytique (solution de Stoker
[10], on notera les solutions : hanal et uanal). Ceci permet de comparer les
résultats à des références �ables.
Dans le cas d'une rupture sur fond mouillé, on doit observer une détente liant
hg = 5 m (hauteur d'eau en amont de la retenue) à une valeur intermédiaire
hm, suivie d'un choc liant hm à hd = 2 m (hauteur d'eau en aval de la retenue).
On a e�ectué les tracés de la hauteur d'eau et de la vitesse d'écoulement pour
di�érents maillages. La vitesse de déplacement du choc est bien calculée. On a
véri�é que plus le maillage était �n, moins le schéma était di�usif. Ce qui était
attendu pour un schéma d'ordre un.
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Fig. 1 � Hauteur d'eau en fonction du maillage

Fig. 2 � Vitesse en fonction du maillage
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1.5 Flux numérique HLL

Le �ux numérique de Harten, Lax et van Leer (noté HLL) est une généralisation
du �ux de Lax-Friedrichs. Le �ux HLL est de la forme :

F(UG, UD) =


F (UG) si 0 < c1

c1F (UG)− c2F (UD)
c2 − c1

+
c1c2

c2 − c1
(UD − UG) si c1 < 0 < c2

F (UD) si c2 < 0

,

(7)
avec deux paramètres :

c1 < c2.

Pour c1 et c2, on peut prendre :

c1 = inf
U=UG,UD

( inf
j∈{1,2}

|λj(U)|) et c2 = sup
U=UG,UD

( sup
j∈{1,2}

|λj(U)|).

Le �ux HLL peut s'écrire sous la forme :

F(UG, UD) = t1F (UD) + t2F (UG)− t3(UD − UG),

avec :

t1 =
min(c2, 0)−min(c1, 0)

c2 − c1
, t2 = 1− t1, t3 =

c2|c1| − c1|c2|
2(c2 − c1)

.

Remarque : pour c2 = −c1, on retrouve le �ux de Lax-Friedrichs.
On a réalisé le même test que précédemment, avec le �ux de Rusanov et le �ux
HLL.
On a pris :

M = 50, ∆t = 0.01, J = 50, ∆x = 0.2.

On a e�ectué des calculs avec d'autres maillages, a�n d'obtenir l'évolution de
l'erreur en norme L1 faite sur h au temps t = 5 s (respectivement sur u) en
fonction du maillage et du �ux (Rusanov ou HLL).
On dé�nit l'erreur faite sur h (au temps t = 5 s) par :

||happrox
t=5 − hanal

t=5 ||L1 '
J∑

i=1

|happrox
i,M − hanal

i,M |.∆x,

où happrox est obtenue par le schéma et hanal est la hauteur analytique.
On obtient l'erreur faite sur u, en remplaçant h par u dans la formule.
On a remarqué que le �ux HLL était moins di�usif que le �ux de Rusanov.
Pour réduire l'e�et di�usif du schéma, on doit augmenter l'ordre de celui-ci.
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Fig. 3 � Hauteur en fonction du �ux

Fig. 4 � Vitesse en fonction du �ux



1.5 Flux numérique HLL 9

Fig. 5 � ||happrox
t=5 − hanal

t=5 ||L1 en fonction du maillage

Fig. 6 � ||uapprox
t=5 − uanal

t=5 ||L1 en fonction du maillage
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1.6 Schéma d'ordre 2

Pour obtenir un schéma d'ordre 2 en espace, on utilise un �ux d'ordre 1 avec
un opérateur de reconstruction.

Dé�nition 4 On appelle opérateur de reconstruction d'ordre 2, tout opérateur
associant les valeurs Ui+1/2− et Ui+1/2+ à la suite (Ui)i∈Z, dé�ni par :

pour tout i, Ui =
1

∆xi

∫
Ci

U(x)dx,

et véri�ant les points suivants :

i)
Ui−1/2+ + Ui−1/2−

2
= Ui (relation de conservation)

ii)pour toute fonction régulière U :

Ui+1/2− = U(xi+1/2) + O(h2) et Ui+1/2+ = U(xi+1/2) + O(h2).

Le schéma d'ordre 2 en espace est de la forme :

Un+1
i − Un

i +
∆t

∆xi
(Fi+1/2 − Fi−1/2) = 0

avec :
Fi+1/2 = F(Un

i+1/2−, Un
i+1/2+),

où F(UG, UD) est un �ux numérique consistant et (Un
i+1/2±)i∈Z sont des recons-

tructions des (Un
i )i∈Z.

On dit que la reconstruction préserve un domaine convexe invariant C, si :

Un
i ∈C, ∀i ⇒ Un+1

i+1/2±∈C, ∀i.

Proposition 1 Si sous une condition de C.F.L., le �ux numérique préserve un
domaine convexe invariant C, et si la reconstruction préserve aussi ce domaine,
alors en prenant la moitié de la condition de C.F.L. initiale, le schéma d'ordre
2 préserve aussi ce domaine C.

•Pour une fonction scalaire U ∈ R, on dé�nit une reconstruction minmod qui
est d'ordre 2, par :

Ui−1/2+ = Ui −
∆xi

2
.DmmUi et Ui+1/2− = Ui +

∆xi

2
.DmmUi,

avec :

DmmUi = minmod(2
(Ui − Ui−1)

∆xi−1 + ∆xi
, 2

(Ui+1 − Ui)
∆xi + ∆xi+1

)

et :

minmod(x, y) =

 min(x, y) si x, y ≥ 0
max(x, y) si x, y ≤ 0
0 sinon

.

Cette reconstruction véri�e le principe du maximum :

inf
j

Uj ≤ Ui−1/2+, Ui+1/2− ≤ sup
j

Uj .
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•On dé�nit la reconstruction ENO (essentially non oscillatory) par :

Ui−1/2+ = Ui −
∆x

2
.DenoUi et Ui+1/2− = Ui +

∆x

2
.DenoUi,

avec :

DenoUi = minmod(
Ui − Ui−1

∆x
+

∆x

2
.D2Ui−1/2,

Ui+1 − Ui

∆x
− ∆x

2
.D2Ui+1/2),

où :

D2Ui+1/2 = minmod(
Ui+1 − 2Ui + Ui−1

∆x2
,
Ui+2 − 2Ui+1 + Ui

∆x2
).

Cette reconstruction permet un gain de précision (la dérivée discrète DUi est
d'ordre 2), mais on risque la perte du principe du maximum (nécessaire pour la
positivité de h).
•Pour remédier à ceci, on utilise la reconstruction ENO modi�ée, en prenant :

DenomUi = minmod(DenoUi, 2DmmUi),

à la place de :
DenoUi.

•Pour le système de Saint-Venant, on peut utiliser la reconstruction d'ordre 2
suivante :

hi−1/2+ = hi −
∆xi

2
.Dhi, hi+1/2− = hi +

∆xi

2
.Dhi

et :

ui−1/2+ = ui −
hi+1/2−

hi
.
∆xi

2
.Dui,

ui+1/2− = ui +
hi−1/2+

hi
.
∆xi

2
.Dui.

On peut prendre Dmmhi (respectivement Dmmui) pour Dhi (respectivement
Dui), on peut également prendre Denomhi (respectivement Denoui).
Les variables Ui+1/2± = (hi+1/2±, hi+1/2±ui+1/2±) sont les reconstructions des
variables Ui = (hi, hiui).
Ces reconstructions véri�ent les relations de conservations suivantes :

hi−1/2+ + hi+1/2−

2
= hi

et :
hi−1/2+ui−1/2+ + hi+1/2−ui+1/2−

2
= hiui.

•On peut écrire le schéma d'ordre 2 en espace sous la forme :

Un+1 = Un + ∆t.Φ(Un),

où :
U = (Ui)i∈Z

et :

Φ(Un
i ) =

∆t

∆x
(Fi+1/2 − Fi−1/2).
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Φ est donc un opérateur non linéaire dépendant du maillage.
Pour obtenir un schéma d'ordre 2 en temps, on utilise la méthode de Heun qui
est une méthode de prédiction-correction. On obtient le schéma d'ordre 2 en
temps et en espace suivant :

Ũn+1 = Un + ∆t.Φ(Un),

Ũn+2 = Ũn+1 + ∆t.Φ(Ũn+1),

Un+1 =
Un + Ũn+2

2
.

La condition de C.F.L. est inchangée.
•On a réalisé la rupture de barrage précédente, avec un schéma d'ordre 1 et un
schéma d'ordre 2 (avec le �ux HLL).
On a pris :

M = 50, ∆t = 0.01, J = 50, ∆x = 0.2.

On a e�ectué les tracés les erreurs faites sur h et u en fonction du maillage.
On a remarqué que le schéma à l'ordre 2 était moins di�usif qu'à l'ordre 1, ce
qui était attendu.
•On a aussi réalisé "la rupture de barrage sur fond sec" à l'ordre 1 et à l'ordre
2 (avec le �ux HLL). On a pris :

M = 200, ∆t = 0.0025, J = 100, ∆x = 0.1.

Les conditions initiales étaient :

h(0, x) =

{
1 pour 0 ≤ x < 5 m

0 pour 5 ≤ x ≤ 10 m
,

u(0, x) = 0 m/s.

Puis, on a tracé les solutions pour :

t = 0, 5 s.

Ce test est intéressant car il existe une solution analytique (solution de Ritter
[10]). Dans ce cas, on a une perte d'hyperbolicité (hauteur d'eau nulle). On
obtient alors une détente liant les états hg = 1 m et hd = 0 m.
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Fig. 7 � Hauteur en fonction de l'ordre du schéma

Fig. 8 � Vitesse en fonction de l'ordre du schéma
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Fig. 9 � ||happrox
t=5 − hanal

t=5 ||L1 en fonction du maillage

Fig. 10 � ||uapprox
t=5 − uanal

t=5 ||L1 en fonction du maillage
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Fig. 11 � Rupture de barrage sur fond sec



16 2 SYSTÈME DE SAINT-VENANT AVEC TOPOGRAPHIE

2 Système de Saint-Venant avec topographie

Pour ce qui va suivre, on souhaite tenir compte de la topographie du terrain.
Pour cela, on cherche à approcher les solutions du système de Saint-Venant usuel
(avec topographie) :{

∂th + ∂x(hu) = 0
∂t(hu) + ∂x(hu2 + gh2/2) = −gh∂xz

, t > 0, x ∈ R, (8)

où le nouveau terme : z(x) ∈ R est la topographie du sol, que l'on suppose ici
indépendante du temps, puisque l'on ne tient pas compte de l'érosion.
Ce système peut encore s'écrire :

∂tU + ∂xF (U,Z) + B(U,Z)∂xZ = 0,

avec :

U =
(

h
hu

)
, Z = gz, F (U,Z) =

(
hu

hu2 + gh2/2

)
et B(U,Z) =

(
0
h

)
.

2.1 Propriétés

On regarde les solutions U = (h, hu) ∈ R+ × R du système (8).
• Pour z = Cte, on retrouve le système de Saint-Venant homogène (1).
• Le système usuel (8) est invariant par translation dans Z (quand on ajoute
une constante à Z, on ne modi�e pas les équations).
• Les états d'équilibre sont les solutions U(x) indépendantes du temps, donc :

∂tU = 0,

et ainsi les états d'équilibre sont solutions de :

∂xF (U,Z) = −B(U,Z)∂xZ,

soit encore :
∂xF (U,Z) + B(U,Z)∂xZ = 0, (9)

de façon plus précise, à partir de (8), en multipliant l'équation sur h par u ,
on a :

u∂th + u∂x(hu) = 0,

avec l'équation en hu, on a :

h∂tu + hu∂xu + gh∂xh + gh∂xz = 0,

en faisant la di�érence, puis en divisant par h, on obtient :

∂tu + ∂x(u2/2 + g(h + z)) = 0..

Les états d'équilibre sont donc les fonctions véri�ant :{
hu = Cte
u2/2 + g(h + z) = Cte

. (10)

Ces solutions jouent un rôle important, car elles sont en général obtenues quand
le temps tend vers l'in�ni.
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Cependant, ces états stationnaires sont non triviaux. En e�et, à cause du terme
de topographie, le système de Saint-Venant présente des états d'équilibre com-
plexes (où les inconnues ne sont pas constantes).
Ainsi, on s'intéressera à des états d'équilibre plus simples. Notamment, la pré-
servation d'une zone d'équilibre au repos qui est de la forme :{

u = 0
h + z = Cte

. (11)

Cet état d'équilibre est important pour la crédibilité des résultats (conservation
d'une �aque d'eau).

2.2 Propriétés du schéma

Comme pour le système de Saint-Venant homogène, on utilise un schéma du
premier ordre à trois points :

Un+1
i − Un

i +
∆t

∆xi
(Fn

i+1/2− − Fn
i−1/2+) = 0, (12)

avec : {
Fn

i−1/2+ = FD(Un
i−1, Zi−1, U

n
i , Zi)

Fn
i+1/2− = FG(Un

i , Zi, U
n
i+1, Zi+1)

, (13)

où les fonctions FG et FD sont les �ux numériques à gauche et à droite.
• Le schéma doit préserver les états d'équilibre discrets qui approchent les états
d'équilibre exacts.
Ces derniers sont les fonctions (U(x), Z(x)) qui véri�ent (9).
Alors, les états d'équilibre discrets sont des suites discrètes (Ui, Zi)i∈Z véri�ant
une approximation de (9).
Cette approximation est une relation de la forme :

D(Ui, Zi, Ui+1, Zi+1) = 0,

reliant :
Ui, Ui+1, Zi et Zi+1.

Pour alléger les notations, on adoptera souvent une forme locale :

D(UG, ZG, UD, ZD) = 0.

Comme les états d'équilibre véri�ent (10), alors les états d'équilibre discrets
véri�ent : {

hGuG = hDuD

uG
2/2 + g(hG + zG) = uD

2/2 + g(hD + zD) .

En particulier, les états d'équilibre discrets au repos véri�ent :{
uG = uD = 0
hG + zG = hD + zD

. (14)

• Le schéma ne doit dépendre que de ∆Z = ZD − ZG, et pas séparément de
ZG et de ZD : car il doit préserver l'invariance par translation dans Z.
Ainsi, dans le schéma, on a :{

Fn
i−1/2+ = FD(Un

i−1, U
n
i ,∆Zi−1/2)

Fn
i+1/2− = FG(Un

i , Un
i+1,∆Zi+1/2)

, (15)
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avec :
∆Zi+1/2 = Zi+1 − Zi, ∀i ∈ Z.

Comme on a :
Zn+1

i = Zn
i , ∀i ∈ Z, ∀n ∈ N,

alors on n'a pas besoin de formule pour Z.
Remarque : comme on l'a vu précédemment, le système à l'équilibre est de la
forme (9).
Ainsi, on dé�nit les états d'équilibre discrets par la relation :

F (UD, ZD)− F (UG, ZG) + B(UG, UD,∆Z)∆Z = 0, (16)

avec ∆Z = ZD−ZG et B(UG, UD,∆Z) qui est une discrétisation consistante
de B(U,Z).
Or pour le système de Saint-Venant usuel (8), on a :

F (U,Z) = F (U) et B(U,Z) = B(U),

donc le système à l'équilibre est de la forme :

∂xF (U) + B(U)∂xZ = 0, (17)

on dé�nit alors les états d'équilibre discrets par la relation :

F (UD)− F (UG) + B(UG, UD,∆Z)∆Z = 0. (18)

Dès que l'on a choisi les états d'équilibre discrets, on dé�nit les schémas équilibre
ou well-balanced de la façon suivante :

Dé�nition 5 Le schéma (12)-(15) est équilibré relativement à un état d'équi-
libre, si pour cet état d'équilibre, on a :{

FG(UG, ZG, UD, ZD) = F (UG, ZG)
FD(UG, ZG, UD, ZD) = F (UD, ZD) .

Remarque : si au temps tn, on a un état d'équilibre Ui alors au temps tn+1,
on a toujours cet état d'équilibre.
On veut un schéma équilibre pour les états d'équilibre au repos (11).
Comme h + z = Cte, alors pour tout hG, hD ≥ 0, on a :{
FG((hG, 0), (hD, 0),∆Z) = FG((hG, 0), (hD, 0), g(hG − hD)) = (0, ghG

2/2)
FD((hG, 0), (hD, 0),∆Z) = FD((hG, 0), (hD, 0), g(hG − hD)) = (0, ghD

2/2)
.

2.3 Schémas explicitement équilibrés

Par schémas explicitement équilibrés, on signi�e qu'ils sont dé�nis par la réso-
lution d'états d'équilibre discrets.
Comme on l'a vu précédemment, le système à l'équilibre est de la forme (17).
On a dé�ni des états d'équilibre discrets par la relation (18).
Supposons que F n'ait pas de point critique. Alors, il existe un unique U∗D

G

et un unique U∗G
D véri�ant :{

F (U∗D
G )− F (UG) + B(UG, UD,∆Z)∆Z = 0

F (UD)− F (U∗G
D ) + B(UG, UD,∆Z)∆Z = 0 . (19)
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On dé�nit les �ux numériques par :{
FG(UG, UD,∆Z) = F(UG, U∗G

D )
FD(UG, UD,∆Z) = F(U∗D

G , UD) ,

où F(UG, UD) est un �ux numérique de classe C1, consistant avec le système
de Saint-Venant homogène (on peut donc prendre le �ux de Rusanov).

Proposition 2 Le schéma (19), avec :{
F (UG) = FG(UG, UD,∆Z) = F(UG, U∗G

D )
F (UD) = FD(UG, UD,∆Z) = F(U∗D

G , UD)

est équilibré et consistant.

Démonstration de l'équilibre :
Si on a un état d'équilibre discret :

F (UD)− F (UG) + B(UG, UD,∆Z)∆Z = 0,

alors on a : {
FG(UG, UD,∆Z) = F(UG, UD) = F (UG)
FD(UG, UD,∆Z) = F(UG, UD) = F (UD) .

Remarques :
•Cette méthode est très simple, mais n'est pas adaptée pour traiter les points
critiques : elle ne garantit pas l'unicité de U∗D

G et de U∗G
D .

•Une variante de ce schéma est :{
FG(UG, UD,∆Z) = F(U∗D

G , U∗G
D )− F (U∗D

G ) + F (UG)
FD(UG, UD,∆Z) = F(U∗D

G , U∗G
D )− F (U∗G

D ) + F (UD) ,

où l'on a : {
F (U∗D

G )− F (UG) + B(UG, UD,∆Z)(∆Z)+ = 0
F (UD)− F (U∗G

D ) + B(UG, UD,∆Z)(∆Z)− = 0 , (20)

avec :

∆Z = (∆Z)+ + (∆Z)−, (21)

où : {
(∆Z)+ = max(0,∆Z)
(∆Z)− = min(0,∆Z) .

2.4 Schéma de reconstruction hydrostatique

Le schéma de reconstruction hydrostatique est particulièrement adapté à la
résolution du système de Saint-Venant avec topographie.
Sa construction peut être vue comme une modi�cation du schéma explicitement
équilibré, impliquant les valeurs U∗D

G et U∗G
D .

Ces dernières sont obtenues en résolvant les états d'équilibre (20)-(21).
Les points critiques nous empêchent d'obtenir des solutions uniques :

U∗D
G et U∗G

D .
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Alors, on remplace les relations d'état d'équilibre (10), par des relations plus
simples : {

u = Cte
g(h + z) = Cte

. (22)

Ces relations coïncident avec celles initiales pour les états d'équilibre au repos
(11), donc quand u = 0.
De plus, la singularité due aux points critiques est supprimée quand on résout
le système avec deux constantes arbitraires.
En notant U = (h, hu) comme précédemment, les �ux numériques sont dé�nis
par : 

FG(UG, UD,∆Z) = F(U∗
G, U∗

D) +
(

0
g/2(hG

2 − (h∗G)2)

)
FD(UG, UD,∆Z) = F(U∗

G, U∗
D) +

(
0

g/2(hD
2 − (h∗D)2)

) , (23)

où F(UG, UD) est le �ux numérique choisi pour le système de Saint-Venant
homogène.
Les états reconstruits U∗

G et U∗
D sont dé�nis en accord avec les états d'équilibre

(22), par :  U∗
G = (h∗G, h∗GuG), U∗

D = (h∗D, h∗DuD)
h∗G = (hG + zG − z∗)+
h∗D = (hD + zD − z∗)+

. (24)

Les parties positives : ( )+ assurent l'obtention de densités : h∗G et h∗D
positives.
La valeur z∗ (resp. Z∗) est dé�nie par :

z∗ = max(zG, zD) (resp. Z∗ = max(ZG, ZD)).

Comme ∆Z = ZD − ZG, on peut aussi écrire :{
gh∗G = (ghG − (∆Z)+)+
gh∗D = (ghD − (−∆Z)+)+

,

ce qui montre que FG et FD ne dépendent que de ∆Z.
Ce schéma est très rapide (puisque les �ux sont dé�nis directement) et il est
très stable.

Proposition 3 On considère un �ux numérique F consistant avec le système
de Saint-Venant homogène (c'est à dire avec z = Cte) qui préserve la positivité
de la densité par interface.
Alors le schéma dé�ni par les �ux numériques (23), avec : U∗

G = (h∗G, h∗GuG), U∗
D = (h∗D, h∗DuD)

gh∗G = (ghG − (∆Z)+)+
gh∗D = (ghD − (−∆Z)+)+

,

•préserve la positivité de h par interface,
•est équilibré, il préserve les états d'équilibre au repos (14),
•est consistant avec le système de Saint-Venant usuel (8).

Le schéma est stable et les densités restent positives sous la même condition de
C.F.L. que celle du système homogène.
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2.5 Simulation numérique

On a réalisé "la rupture d'un barrage" dans une parabole, avec di�érents maillages :

M ∆t J ∆x
2500 0.001 200 0.01
12500 0.0002 1000 0.002
25000 0.0001 2000 0.001

La topographie était :

z(x) = (x− 1)2pour 0 ≤ x ≤ 2 m.

Les conditions initiales étaient :

h(0, x) =

{
max(0, 0.36− z(x)) pour 0 ≤ x < 1 m

0 pour 1 ≤ x ≤ 2 m
,

u(0, x) = 0 m/s.

Puis, on a regardé la situation après 2,5s. On a remarqué que pour di�érents
maillages, on n'avait pas le même résultat. En e�ectuant des animations, on a
visualisé des comportements oscillatoires qui semblaient s'amortir.
Ensuite, on a e�ectué le tracé de la fonction hmax dé�nie par :

hmax(t) = max
0≤x≤2

(h(t, x)) pour 0 ≤ t ≤ 2, 5s,

et de la fonction V dé�nie par :

V (t) =
∫ 3/2

1/2

(∂h(t, x)
∂x

)2

dx '
3J/4∑

i=J/4

(hi+1 − hi−1

2∆x

)2

.∆x,

où V est la semi-norme H1 de h.
On a pu ainsi constater que plus le maillage était �n, moins les oscillations
étaient amorties. Ce qui était attendu pour un schéma d'ordre un. Un prolon-
gement intéressant consisterait en la mise en oeuvre d'un schéma d'ordre deux
(comme dans [1]).
En�n, on a e�ectué le tracé de la fonction S_h dé�nie par :

S_h(t) =
∫ 2

0

h(t, x)dx

On a pu observer le caractère conservatif du schéma, en visualisant l'évolution
de S_h en fonction du temps.
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Fig. 12 � Situation initiale

Fig. 13 � Situation après 2,5s
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Fig. 14 � Evolution de hmax en fonction de t

Fig. 15 � Evolution de V en fonction de t
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Fig. 16 � Evolution de S_h en fontion du temps
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3 Système de Saint-Venant avec terme de frotte-

ment

3.1 Système de Saint-Venant avec terme de frottement

générique

On considère maintenant le système de Saint-Venant avec topographie et une
force extérieure f :{

∂th + ∂x(hu) = 0
∂t(hu) + ∂x(hu2 + gh2/2) + h∂xZ = hf

, t > 0, x ∈ R, (25)

où h(t, x) est la hauteur d'eau, u(t, x) est la vitesse de l'eau, Z = g.z(x) (avec
z la topographie du sol) et f est la force extérieure.
On peut avoir une relation de la forme :

f(t, x) = g(h, u),

maintenant, on a :
∂tu + ∂x(u2/2 + g(h + z)) = f,

et les états d'équilibre au repos sont donc les fonctions véri�ant :{
u = 0
∂x(u2/2 + g(h + z)) = f

.

L'idée pour résoudre le système (25), est d'identi�er le système (25) au système
de Saint-venant usuel avec une nouvelle topographie :

Z + B,

où :
∂xB = −f.

Maintenant, B dépend uniquement du temps alors qu'il devrait être indépen-
dant du temps. Mais en utilisant des temps discrets tn, on peut geler la valeur
sur un intervalle de temps. Ainsi, on prend ∂xBn = −fn et on résout le sys-
tème de Saint-Venant sur l'intervalle de temps (tn, tn+1) avec la topographie
Z + Bn.
Remarque : pour les solutions stationnaires, cette approximation est exacte,
ainsi les solutions stationnaires sont préservées.
On dé�nit :

∆Bn
i+1/2 = −fn

i+1/2∆xi+1/2,

avec :
∆xi+1/2 = xi+1 − xi.

On obtient une approximation de U = (h, hu) par le schéma (12), avec :{
Fn

i−1/2+ = FD(Un
i−1, U

n
i ,∆Zi−1/2 + ∆Bn

i−1/2)
Fn

i+1/2− = FG(Un
i , Un

i+1,∆Zi+1/2 + ∆Bn
i+1/2)

, (26)

où ∆Zi+1/2 = Zi+1 −Zi et les fonctions FG et FD sont les �ux numériques
associés au problème de Saint-Venant usuel (8).
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Si ces �ux sont consistants avec le système de Saint-Venant usuel (8), alors le
nouveau schéma est consistant avec le système (25).
De plus, si les �ux numériques sont équilibrés relativement aux états d'équilibre
au repos, alors le nouveau schéma préserve les données véri�ant :{

ui = 0
g(hi+1 + zi+1) = g(hi + zi) + fi+1/2∆xi+1/2

.

Ces dernières relations peuvent être considérées comme des états d'équilibre
discrets approchant les relations :{

u = 0
∂x(g(h + z)) = f

.

Remarque : dans le livre de François Bouchut, on peut lire que cette méthode
a été utilisée pour résoudre le système de Saint-Venant avec force de Coriolis et
le système de Saint-Venant avec force de frottement de Coulomb.

3.2 Système de Saint-Venant avec terme de frottement de

Darcy-Weisbach

On considère maintenant le système de Saint-Venant avec terme de frottement
de Darcy-Weisbach :{

∂th + ∂x(hu) = 0
∂t(hu) + ∂x(hu2 + gh2/2) + h∂xZ = −ghSf

,

avec :

Sf =
Fu|u|
8gh

,

soit :

f = −g.Sf = −Fu|u|
8h

,

où F est le facteur de friction de Darcy-Weisbach.
Remarque : ce facteur peut-être déterminé par un calibrage ou par des tables,
ce facteur dépend de la nature du sol.
Ce système est de la forme (25), on peut donc appliquer la méthode précédente
pour résoudre ce système (ce qui semble être une nouveauté).
On utilise donc le schéma précédent (12)-(26). Remarque : on peut considérer
que si la hauteur d'eau est nulle, il n'y a pas d'eau, donc pas de frottement.
On prend donc :

fn
i+1 =

0 si hn
i = hn

i+1 = 0
−Fun

i+1/2|u
n
i+1/2|

8hn
i+1/2

sinon
,

avec :

un
i+1/2 =

hn
i un

i + hn
i+1u

n
i+1

hn
i + hn

i+1

,

et :

hn
i+1/2 =

hn
i + hn

i+1

2
.
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3.3 Simulation numérique

On pose :

Cf =
F

8
On a réalisé "la rupture d'un barrage" dans une parabole, avec di�érentes valeurs
pour Cf :

0, 0.0001, 0.001 et 0.01.

Remarque : le cas Cf = 0 correspond à une situation sans frottement.
On a pris :

M = 25000, ∆t = 0.0001, J = 2000 et ∆x = 0.001.

La topographie était :

z(x) = (x− 1)2pour 0 ≤ x ≤ 2 m.

Les conditions initiales étaient :

h(0, x) =

{
max(0, 0.36− z(x)) pour 0 ≤ x < 1 m

0 pour 1 ≤ x ≤ 2 m
,

u(0, x) = 0 m/s.

Puis, on a regardé la situation après 2,5s. On a remarqué que pour di�érents
coe�cients de frottement, on n'avait pas le même résultat.
Ensuite, on a e�ectué le tracé de la fonction hmax dé�nie par :

hmax(t) = max
0≤x≤2

(h(t, x)) pour 0 ≤ t ≤ 2, 5s,

et de la fonction V dé�nie par :

V (t) =
∫ 3/2

1/2

(∂h(t, x)
∂x

)2

dx '
3J/4∑

i=J/4

(hi+1 − hi−1

2∆x

)2

.∆x,

où V est la semi-norme H1 de h.
On a pu ainsi constater que plus le coe�cient de frottement était grand, plus
les oscillations étaient amorties. Ce qui est en accord avec le bon sens.
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4 Système de Saint-Venant avec terme d'in�ltra-

tion

Dans cette partie, on considère le système de Saint-Venant avec topographie et
un terme source e décrivant les échanges "verticaux" en eau (in�ltration dans
le sol et pluie) :{

∂th + ∂x(hu) = e
∂t(hu) + ∂x(hu2 + gh2/2) + h∂xZ = 0 , t > 0, x ∈ R, (27)

avec :
e = P − T inf ,

où P est le taux de pluie et T inf est le taux d'in�ltration.
Pour calculer le taux d'in�ltration, on utilise le modèle de Green-Ampt.

4.1 Modèle de Green-Ampt

A chaque noeud i du maillage, on peut calculer la capacité d'in�ltration
IC
i (c'est à dire le �ux que le sol peut in�ltrer), à l'aide du modèle de Green-
Ampt :

IC
i,n = Ki.(

Ψi,n.∆θi

Ii,n
+ 1),

où Ki est la conductivité e�ective, Ψi,n est le front de succion humide et
Ii,n est la hauteur d'eau in�ltrée.
On a :

Ψi,n = hf
i + hi,n,

où hf
i est la succion matricielle au niveau du front et hi,n est la hauteur d'eau

à la surface.
Et on a :

∆θi = θS − θO,

où θO est la teneur en eau initiale et θS est la teneur en eau à saturation.
Le taux d'eau "disponible" à l'in�ltration est :

W a
i,n = Pi +

qon
i,n

∆x
+

hi,n

∆t
,

où Pi est le taux de pluie, qon
i,n est la somme des �ux de part et d'autre du

noeud i.
On a deux situations possibles :
• W a

i,n ≤ IC
i,n,

alors toute l'eau s'in�ltre, et on a :

T inf
i,n = W a

i,n,

• WC
i,n > IC

i,n, alors l'eau s'accumule à la surface et on a :

T inf
i,n = IC

i,n.

On a donc :

ei,n = Pi − T inf
i,n =

{
Pi − (Pi + qon

i,n

∆x + hi,n

∆t ) si W a
i,n ≤ IC

i,n

Pi − IC
i,n si W a

i,n > IC
i,n

,
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donc ei,n peut varier de :

emin
i,n = −(

qon
i,n

∆x
+

hi,n

∆t
)

(dans ce cas toute l'eau à la surface s'in�ltre),
à :

emax
i,n = Pi

(dans ce cas le sol est imperméable).
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5 Expérimentation

Le but de cette partie, est de comparer des résultats expérimentaux et des
résultats obtenus par simulation numérique.
L'expérience a été e�ectuée sur le site de l'INRA d'Orléans. Elle consistait à
simuler expérimentalement une pluie dans un canal. Pour ces simulations, il
s'agissait d'un canal à fond lisse de 4m de long et l'intensité de la pluie était de
55mm/h (sans apport en amont).
Deux con�gurations fûrent testée : une faible pente (5% environ) et une forte
pente (25% environ).
Après installation du dispositif, il y a eu le démarrage de la pluie articielle et
de la mesure du �ux à l'aval (pesée automatique par balance électronique).
Pour chacune des deux con�gurations (5% et 25% de pente), 5 répétitions ont
été e�ectuées.
Confrontation avec la simulation numérique.
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Fig. 17 � Le dispositif expérimental
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