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R
N
îå���z� ��²x¶¶e� ���g� �X¡��Xµg³¥ï

(ψi)i∈I
�z¡�¶ì�j�z÷}²����g»¥²
Þé�}µg¼







E(v) = inf(λi)i∈I
∑

i∈I λi¹¥¡�¶e²�µ��g»¥²!���X¡��m�gµj�z� ¡F���
λi ≥ 0, ∀i ∈ I,�z¡�¶ ∑

i∈I λiψi = v,

Þé�Xµ{�z� �
v ∈ R

N
èÝ »¥²��m�gµ�²�¡¥ºX�g»��zÞT��»¥���8Þé¹¥¡��.�g� �X¡��z�����L�g»��z�L�r�j�L� ²�æ}²��;�m²����L�Xµg²®�g���z� ²�¶�æX²�µ��g� �X¡��*�XÞT�g»¥²)���X¡cæ}²�ó�»c¹¥� ���XÞ

(ψi)i∈I
î=�m²�²ßtëe¨�¦x­�á�ï�è õ �M� �8�g»¥²�µg²�Þé�Xµ�²{½;�}���m� ê¥� ²3�g��ê¥¹¥� � ¶1�$Þé¹¥¡��.�����}¡��z�

E
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Þé�Xµ�¼

min
(λψ)ψ∈D∈RD

‖
∑

ψ∈D
λψψ − v‖2 + λ

∑

ψ∈D
|λψ |,

îs¦�ï

Þé�Xµ°�2¶e���.�����}¡��zµ�³ D ¨ λ > 0
¨-�2¶¥����¹¥¼

v ∈ R
N
�z¡�¶£��»¥²ì�m���z¡�¶¥�zµj¶

l2
¡¥�Xµ�¼ö�}¡

R
N
¨ ‖.‖ è õ �����X¡oê�²1µ�²�´3µ����m�g²�¡¹¥¡�¶e²�µ3�g»¥²
Þé�}µg¼

min
w∈RN

‖w − v‖2 + λE(w),
îúôXï

´3»¥²�¡
E
� �3¶¥²���¡¥²x¶Æ´3�r��»[��»¥²!¶e���.�����}¡��zµ�³ D ∪ {−ψ, ψ ∈ D} è
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min(λψ)ψ∈D∈RD

∑

ψ∈D |λψ |,¹�¡�¶e²�µ{�g»¥²!���X¡��m�gµj�z� ¡F��� ‖∑ψ∈D λψψ − v‖2 ≤ τ,Þé�Xµ1��½��zµj�z¼�²��g²�µ
τ > 0

è õ ¡�¶¥²�²�¶�¨
τ
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� ²�æ}²��úè�{� �T�g»¥²x�m²$���X¡��g� ¶¥²�µj���g� �X¡���� ²�¶Æ¹��M���1���}¡��m��¶e²�µ���·��X�g����¸8¹¥µj�m¹¥���{¼��e¶e²���´3µ����m�g²�¡[¹�¡�¶e²�µ{�g»¥²
Þé�}µg¼

(D)


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inf(λi)i∈I
∑

i∈I λi¹¥¡�¶e²�µ��g»¥²!���X¡��m�gµj�z� ¡F���
λi ≥ 0, ∀i ∈ I,�z¡�¶ ‖v −∑i∈I λiψi‖ ≤ τ,Þé�Xµ{��¶e���.�g� �X¡��zµ�³ D = (ψi)i∈I

¨
τ > 0

�z¡�¶Æ�z¡�� ¡¥���g���z��¶¥�z�g¹¥¼
v ∈ R

N
èÝ »¥²
½¥¹¥µ�½��F�m²
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(D)
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∀w ∈ R
N , ∃(λi)i∈I , ∀i ∈ I, λi ≥ 0

�z¡�¶
w =

∑

i∈I
λiψi

�Xµ3²�íF¹¥� æ��z� ²�¡F�g� ³�î���»¥²$²�íF¹¥� æ��z� ²�¡���²
� ��¡¥�X���gµ���æc���z���z¡�¶ìµ�²�� ��²x��¨FÞé�}µ3��¡��m���X¡���²}¨e�X¡[�g»¥²
æ��zµ����z¡F�3�zÞ-��»¥²����Xµg÷��X���-²�¼�¼��ºX� æX²�¡Æ� ¡�ß ¦�©�áú¨ Ý »-è�ôXôeè ­¥¨e½�½�è�¦x«X«Fï���»����
{w, ∀i ∈ I, 〈w,ψi〉 ≤ 1} ����ê;�X¹¥¡�¶¥²�¶Tè
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E
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(P )
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(D)
è Ý »¥²�½¥µ��Xê¥� ²�¼

(P )
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(D)
�Xê���æ}²XèF������¡ì�g»¥²®½¥µg²x��²x¶e��¡�º��g²��.�����}¡

v ∈ R
N
� �L�g»¥²)� ¡¥�r��� �X�;¶����g¹�¼Æ¨ D = (ψi)i∈I

�����$��¡¥���g²
�m¹¥ê��m²���zÞ
R
N
îå���X��� ²�¶�¶e���.�����}¡��zµ�³¥ïM�z¡�¶

τ > 0
è

(P )

{

minw∈RN ‖w‖ − 1
τ
〈w, v〉¹¥¡�¶e²�µ���»¥²!���}¡��s��µ��X��¡F�j� ∀i ∈ I, 〈w,ψi〉 ≤ 1.Ý »¥²��-�zº}µ��X¡¥ºX���z¡ì�zÞB�g»¥²$½¥µ��Xê���²�¼

(P )
���

L(w, (λi)i∈I ) = ‖w‖ − 1

τ
〈w, v〉+

∑

i∈I
λi(〈w,ψi〉 − 1).

ô
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¹��g¹��z�{î=�m²�² Ý »-è-ôzð¥è ­¥¨?½¥½Úôzð�¦X¨?� ¡âß ¦�©�áéï.¨?��»¥²�¹¥¡¥��íF¹¥²��m�}��¹e�����}¡
w∗ �g� (P )

� �$�X� �g�[�g»¥²6��µj�s�$�zµ�ºX¹�¼6²�¡F�)�XÞM�z¡c³�g�}¶¥¶e� ²)½;�X� ¡F�
(w∗, (λ∗i )i∈I )

�zÞB�g»�²
Þé�Xµ�¼
min
w∈RN

max
(λi)i∈I∈R+I

L(w, (λi)i∈I),

´3»¥²�µ�²X¨e´M²
´3µg���g²}¨
R

+I = {(λi)i∈I ∈ R
I , ∀i ∈ I, λi ≥ 0}.�{� �-�z� �X¡¥º6��»¥²$½��z½;²�µx¨e´M²
¶¥²�¡¥�X�g²

S = {(λ∗i )i∈I ∈ R
+I , (λ∗i )i∈I = arg max

(λi)i∈I∈R+I
L(w∗, (λi)i∈I )}.

îå­}ï
� ²Æ÷c¡¥��´'�g»��z� S 6= ∅ î=�m²�²����}µ�è�ôzð�è ô¥è�¦}¨-½¥½�è8ôFë�ð¥¨���¡,ß�¦x©�áéï!ê¥¹¥�����z¡¥¡¥�X��º}¹��zµj�z¡F�g²�²��r������µ�²�¶¥¹���²x¶o�g���£�g��¡�ºX� ²²�� ²�¼�²�¡F��è¬{�z��� ��²2�g»�����¨

L
���ì�ç�g�}¶¥¶e� ²�Þé¹¥¡����g� �X¡ îå�=è ²Xè)¢����X¡cæ}²�óâ� ¡

w
�X¡�¶J���}¡�����æ}²���¡

(λi)i∈I
ï�´3»�� �j»v������� �m��²x���g»�²»F³c½;�z��»¥²��g²����zÞ Ý »-èc­cëcè ©¥¨F½¥½�èe­X«cëc¨F��¡£ß�¦x©�á8î

L(., (λi)i∈I)
�X¡�¶ −L(w, .)

¶¥�°¡¥�X�M»���æ}²®�X¡F³�¶e� µ�²��.�����}¡1�zÞ�µg²x��²����g���}¡�ï.è�c��¨eÞé�}µ{�z¡c³
(λ∗i )i∈I ∈ S

¨
(w∗, (λ∗i )i∈I )

� �3�����X¶¥¶¥��²
½;�X� ¡}�3�XÞ���»¥²
Þé�Xµ�¼

min
w∈RN

max
(λi)i∈I∈R+I

L(w, (λi)i∈I ) = max
(λi)i∈I∈R+I

min
w∈RN

L(w, (λi)i∈I)

= max
(λi)i∈I∈R+I

min
w∈RN

(

‖w‖ − 〈w, 1

τ
v −

∑

i∈I
λiψi〉

)

−
∑

i∈I
λi.

��� ¡��X��� ³X¨¥¡��z�g����²)��»����x¨�¶e²�¡��z�g� ¡¥º
F (w) = ‖w‖ ¨¥´M²)»���æX²

min
w∈RN

(

‖w‖ − 〈w, 1

τ
v −

∑

i∈I
λiψi〉

)

=

{

−∞ ¨e��Þ
v −∑i∈I τλiψi 6∈ τ∂F (0)

0
¨e�X�g»¥²�µg´3���g²Xè îé¤cï

�{���m��¨e´�²$÷c¡¥��´ ��»����
∂F (0) = {w ∈ R

N , ‖w‖ ≤ 1}. îú§Xï
�c��´�²)��¡��z� ��³1÷c¡¥��´v�g»��z���z¡c³

(λ∗i )i∈I ∈ S
� �{�g�X� ¹e�����}¡ì���

{

max(λi)i∈I∈R+I −∑i∈I λi¹�¡�¶e²�µ���»¥²!���}¡��m�gµj�z� ¡}� ‖v −∑i∈I τλiψi‖ ≤ τ,´3»¥� �j»-¨x¼��e¶e¹¥� �®�{�gµ���æc���z�F¼°¹¥���g� ½¥� � ���������}¡!êc³
τ
� ��½¥µ�²���� �g²�� ³)�g»¥²M½¥µ��Xê¥� ²�¼

(D)
���}¡��g� ¶e²�µg²x¶
��¡°�g»¥²M½¥µ�²���²�¶e� ¡¥º��g²����g� �X¡�è���$�����}¡���� ¹��g���}¡�¨?�g»¥²�½¥µ��Xê���²�¼

(D)
���z¡�ê�²1�g�X� æX²x¶�êc³��z¡c³��X��º}�Xµ��r��»¥¼ �g�X� æF� ¡¥º

(P )
´3»¥���j»o�z���m��½¥µ���æc� ¶e²x�®�±
¹¥»¥¡�� Ý ¹��j÷X²�µ)æX²x�.���Xµ

(λ∗i )i∈I
è Ý »¥²�½;�X� ¡F�
���)�g»�����¨T� ¡£Þå�X�.�x¨T¼��}�m�
�X��º}�Xµ��r��»¥¼��)�g�X� æc��¡�º

(P )
�X� �g�ì½¥µ���æc� ¶¥²6�g¹��j»£�

(λ∗i )i∈I
èõ ¡$�g»¥²�Þé�X� � ��´3��¡¥º�¨�´M²L´3� � �F�}¡¥� ³
���X¡��g��¶e²�µB�®�g¼��z� �XÞå�X¼6� � ³)�XÞ��g¹��j»°�z� ºX�}µg���g»�¼���è}î�ñ®¹¥µB¼6�X�g� æ����g� �X¡°Þé�Xµ*���}¡��m��¶e²�µg� ¡¥º�g»¥����Þå�z¼�� ��³[´3��� �Tê;²!��� ²��zµ{�zÞ��g²�µ��c²����g� �X¡�ôeè ­��X¡�¶2ôeè ¤Fï Ý »¥���MÞå�z¼�� ��³[� �3¶e²x�g��µg� ê;²�¶Æ��¡Æ��»¥²
¡¥²�óc���g²��.�����}¡�è

��Ê�� � Ø}Ñe×��)ÒmÐgÒ��TÌ�� 
j×�&'ÒgÐ��äÏ�
1×�Ð
	8Ï8Ü�ÒsÑ�� &'Ø
� ²$´3µ��r��²

f ((λi)i∈I ) = min
w∈RN

L(w, (λi)i∈I ).

���6��¡�¶e� ������²�¶â��¡ç�g»¥²Æ½¥µ�²�æc���}¹��6�m²x�.�g� �X¡-¨
(D)

���X¡��m���s�j�°� ¡ç¼��zóc� ¼���ù���¡�º
f
��æ}²�µ

R
+I
è*�®�g�g¹¥¼�� ¡¥º���»�����´M²[÷c¡¥��´»¥��´J����²�æ��z� ¹�����² ∇f �����X¡c³1���e�����g� �X¡ (λi)i∈I

�g¹��j»ì��»����
f ((λi)i∈I)

������¡¥���g²}¨�´M²
���X¹¥��¶Æ��¡�½¥µ�� ¡���� ½¥� ²
�X½¥½¥� ³[�X¡F³ºXµj�X¶e� ²�¡F�3ê��X�g²�¶Æ�z� ºX�}µg���g»�¼'�g���X�j»¥� ²�æ}²)�g»��z��º}�}�X�=è¥���s³c½¥�����X�T²�ó¥�z¼�½¥� ²
� �M��»¥²��{ùx��´M�6�z� ºX�}µg���g»¥¼�è¬{��´$¨����$²x�X�j»����g²�µ��z�g� �X¡�¨?��»¥²1�m�g²�½o�g��ù�²6�XÞM�g¹��j»o�z¡o�z� ºX�Xµ����g»¥¼Ö´3� ���L»���æX²��g��ê;²1�m¹��j»£�g»����
f
µ�²�¼��z� ¡��)��¡��r��²îå�g²�²1îé¤cïmï�è Ý »¥����´3��� ��µ�²��g¹¥�r�3� ¡2�6�g� ��´,�z¡�¶ì¹¥¡��s�j�zê¥� ²!�z� ºX�}µg���g»¥¼�è

­



õ ¡��Xµj¶e²�µ°�g����æX�X��¶��g»�� �6½¥µ��Xê¥� ²�¼�¨B´�²[½¥µ��X½;�}�g²��g���s�j�zê¥� ��� ù�²ì�g»¥²Æ�z� ºX�}µg���g»¥¼ ´3���g»Ú��»¥²Æ� ¶e²x��¹��g²�¶���¡,ß�¦z¨�¦xð�áúè
� ²�½¥»�µ��}�m²x¶ì� ¡��X¹¥µ3���}¡F�g²�óc�x¨e�g»¥²�³���µj�s�����X¡��g��¶e²�µM�g»�²$��¡F�g²�µg¼�²x¶e� �z�g²
½¥µ��Xê¥� ²�¼��
¢

(Pu)

{

minw∈RN α‖w − u‖2 + ‖w‖ − 1
τ
〈w, v〉¹¥¡�¶e²�µ3��»¥²$���}¡��s��µ��X��¡F�j�
¢ ∀i ∈ I, 〈w,ψi〉 ≤ 1,

Þé�Xµ
α > 0

�z¡�¶
u ∈ R

N
èÝ �X÷F� ¡¥º

u0 ∈ R
N
¨c�g»¥²�³ì�m»���´J��¡[�g»�²!���X¡F��²�óc�M�XÞ-��»¥²�� µ3½��z½;²�µ$î=�m²�²)¸Lµg�}½��F�m���g� �X¡�ôe¨e� ¡£ß ¦.áéï��g»��z�M��»¥²$�z� ºX�}µg���g»¥¼

um+1 = solve(Pum),
îå©Fï

´3»¥²�µ�²����m�}��æ}²
(Pum) � ������»¥²$¹¥¡¥��íF¹¥²$�m�}��¹e�����}¡ì��� (Pum)

¨����X¡cæX²�µgº}²��L�g�6�g»¥²$¹�¡¥� íF¹¥²!�g�X� ¹e�����}¡ì���
(P )

èõ ¡[�}¹¥µ�½��z½;²�µx¨e´�²)ºX�6�X¡�²
�m�g²�½ìÞé¹�µm��»¥²�µ{�X¡�¶[�}¶¥�z½¥����»¥²�� µ3� ¶¥²����g�6�g»�²)½�µg�}ê¥��²�¼Ô�zÞ���¡�¶e� ¡¥º����g�}¶¥¶e� ²®½;�X� ¡F��è Ý �¶e�1�m��¨c´�²$´3µ��r��²
fum ((λi)i∈I) = min

w∈RN
L′(w, (λi)i∈I , u

m),

´3�r��»
L′(w, (λi)i∈I , u

m) = α‖w − um‖2 + ‖w‖ − 〈w, 1

τ
v −

∑

i∈I
λiψi〉 −

∑

i∈I
λi.

Ý »¥²3Þå�z¼�� ��³6�zÞ��X��º}�Xµ��r��»¥¼ ´3»¥���j»�´M²����}¡��m��¶e²�µ���¡���»¥���8½��X½�²�µL���L¶e²x�g��µg� ê�²x¶���¡ Ý �zê���²!¦}èX�v¶¥� ����¹����g���}¡��g� ¼6� ���zµ�����g»¥²$�}¡¥²®�XÞ-��»¥²$½¥µ�²���²x¶e� ¡¥º6�g²����g� �X¡ÆºX¹��Xµ��X¡F�g²�²x�8��»�������»¥²$�m²xí}¹�²�¡���²
(um)m∈N

ê¥¹¥� �r�{êc³ì�g¹��j»Æ�z¡��z� ºX�Xµ����g»¥¼Ô²xí}¹��z����g»¥²$�}¡¥²
�zÞB�g»¥²!���j»¥²�¼�²�îå©Fï.è
� õ ¡¥���g���z� ��ù�² u0

� � ²�½�²x���{¹¥¡F�g� �-���X¡cæX²�µgº}²�¡���²�îé� �c�X½Æ��¡
m
ï

¦}è ���g²
��º}µ��}¶e� ²�¡F�Mê��X�g²�¶Æ�z� ºX�Xµ����g»¥¼'Þé�}µ{�m�}��æc� ¡¥º
(λmi )i∈I = arg max

(λi)i∈I∈R+I
fum ((λi)i∈I )

ô¥è �{½?¶¥����²
um+1 = arg minw∈RN L

′(w, (λmi )i∈I , um)
è

���	�	
 ¦ ��� ²�¡¥²�µ��X�;Þé�Xµ�¼ä�zÞB�g»¥²!�X��º}�Xµ��r��»¥¼���è Ý »¥²$º}µ��}¶e� ²�¡F�Mê��X�g²�¶Æ�z� ºX�Xµ����g»¥¼ä�m�g� ���-¡¥²�²x¶¥���g��ê;²!�m½;²����r��²�¶Tè
¬{�z��� ��²!��»����x¨Tê�²x�m��¶e²��g»¥²�¶e²����X¼�½;�}�g�r�����}¡��®�X¡�¶2µ�²����X¼�½��F�m���g� �X¡���¨��g»¥²��X¡���³2¶e��ò1��¹¥���s³2��¡��g»¥²6� ¼6½���²�¼6²�¡F���������}¡�zÞ���»¥²$�zê;��æX²®�X��º}�Xµ��r��»¥¼ � ���g»�²
���X¼�½¥¹e�j�������}¡��L�XÞ-��»¥²®º}µ��}¶e� ²�¡F� ∇fum ¨e��¡Æ�s��²�½£¦X¨e�z¡�¶1�g»¥²)µ�²��g�X� ¹e�g� �X¡1�XÞ��g»�²
�m�g²�½ôeè ñ®¹¥µ�� ¡F�g²�µ�²��m��Þé�}µ{��»¥²��X��º}�Xµ��r��»¥¼����zê;��æX²����X¼�²x�3Þéµ��X¼ �g»¥²°Þå�X�����g»�����¨?�X�®´3� ���Bê�²6�m»���´3¡���¡��g»¥²�¡¥²�óc�)�g²����g� �X¡�¨�g»¥�F�m²M�s´M�
���X¼�½¥¹e�j�������}¡��*���z¡6ê;²3½�²�µmÞé�}µg¼�²�¶�²�ó¥�}�.�g� ³Xè�
��g�g²�¡F�g���z� � ³X¨��g»�²{���}�m�*�zÞ;�g»¥²�²�æ��X��¹��z�g� �X¡6�zÞ ∇fum � �*�}¡¥²3¶e²�����X¼�½;�}�g�r�����}¡ì�z¡�¶��X¡¥²®µg²x���}¼6½;�}�g���g� �X¡1� ¡

(ψi)i∈I
�z¡�¶1�g»¥²)���}�m�LÞé�}µM���X¼�½¥¹e����¡�º

argminw∈RN L
′(w, (λmi )i∈I , um)� �3�}¡¥²
µg²x���}¼6½;�}�g���g� �X¡ì� ¡

(ψi)i∈I
è�2�Xµ�²���æ}²�µx¨�´M²3´3��� ���g»¥��´ç�g»��z� ∇fum ������� ½����j»¥���gù{�z¡�¶�´M²3´3� ����½¥µg��æc��¶e²��r�j� �-��½����j»¥���gù{���X¡��m���X¡}�{îå´3»¥� �j»1���z¡�ê;²���X¼�½¥¹¥�g²�¶�¡F¹�¼6²�µg�����X��� ³¥ï.è Ý »¥���{´3� ���*ºX¹��zµj�z¡F�g²�²
�g»¥²6���X¡cæ}²�µ�ºX²�¡���²
�zÞ���»¥²�º}µ��}¶e� ²�¡F�{ê��X�g²�¶��z� ºX�Xµ����g»¥¼��{���X¡��g� ¶¥²�µ�²�¶��¡1�m�g²�½Æ¦}èX·M³$�g»�²{´M��³}¨�´�²3´3� � �����}¡��m��¶e²�µ*�s´��
æ��zµ�� �X¡F����¢}�)½¥µ����s²x�.��²�¶6ºXµj�X¶e� ²�¡F�8�X����²�¡F�*�XÞ?���X¡��m���X¡F���m�g²�½1�m� ù�²$îú�F�g²�½¦ì���!��»¥²�¡ç� �{ùx��´M�2�X��º}�Xµ��r��»¥¼+�g�X� æc��¡�º

(Pum)
ï��z¡�¶���¬{²��m�g²�µg��æo�{� ºX�}µg���g»�¼ îå´3»¥� �j»ç� �6�zµ�ºX¹¥²x¶��g�£ê�²[�X½e����¼��z��z¼��X¡¥º�º}µ��}¶e��²�¡F�Mê��}�m²x¶[�X��º}�Xµ��r��»¥¼1ï)îå�g²�²�ß�¦�§xá�¨��c²����g� �X¡2ôeètôXï�è·�²�Þé�Xµ�²X¨�ºX�X� ¡¥º[��¡F�g�ì�g»¥�F�m²6¶e²��j�z� � ��¨;��²��)¹��®��µj�m�)�m������²!��»¥²°Þé�}��� ��´3� ¡¥ºì½¥µ��X½;�}�g���g� �X¡2´3»¥���j»�º}¹��zµj�z¡F�g²�²�����»����
�X¹�µ¶e¹��z�8�X½¥½¥µ��}�}�j»£�X���g¹��X��� ³2½¥µ���æc� ¶e²x�
�z¡o�z½¥½¥µ���óe��¼��z�g� �X¡��XÞL�g»�²1�X�.��¹��z�8�g�X� ¹e�����}¡�´M²��Xµg²6� �F�}÷c��¡¥º[Þé�Xµxè õ ���!½¥µg�c�XÞL� �ºX� æX²�¡Æ� ¡���½¥½;²�¡�¶e��óTè

���������������������! #"%$'&)(*&,+.-/&*0%1,&2(
(um)m∈N 3 0%4 ((λmi )i∈I )m∈N

45&�6�0�&,48790:" 35;*< &>=8( 3�? 7@(BA,C=5D
(um)m∈N

1,E�0�F�&.G�HI&2( ? E ? $'&)(*E < - ? 7�E�0 w∗ EJA
(P )

D
K D

limm→+∞ inf(λ∗
i
)i∈I∈S ‖(λmi − λ∗i )i∈I‖ = 0 LNM $/&*GO& LNM &PGO&,1 3�<9<Q? $ 3�? L S 7@( ? $'&RETS ? 79U 3�< (.& ? EJA (D)
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��Ê�� ���3×�Î;ÑâÎ?Ï & �)Û3Ñe×BÑeÒmÏLÓ Ï�
1Ñ��{Ì 	8Ü¥× �®ÒsÌ-Ó�Ñç×�Ó �/Ü�Ì-ØFÏLÐmÛ{ÑeÒmÏLÓ Ï�
[Ø}ÑeÌ � �
��� µj�s�x¨?�}�����®¹��m¹��z�*´3�r��»���»¥²�ºXµj�X¶e� ²�¡F���XÞ8Þé¹¥¡����g� �X¡��
¶e²���¡¥²�¶£�X�)�ì¼�� ¡¥� ¼°¹¥¼�¨?¼��z¡c³��g²�µg¼��)���z¡���²����®�X¹e���!�X¡�¶´�²)��¡��X��� ³ì»���æX²

∇fum ((λi)i∈I ) = (〈w∗, ψi〉 − 1)i∈I ,´3»¥²�µ�²
w∗ = arg min

w∈RN
α‖w − um‖2 + ‖w‖ − 〈w, 1

τ
v −

∑

i∈I
λiψi〉.

îúëXï
���3�����}¡��m²xíF¹¥²�¡���²X¨c¼��e¶e¹¥� ���6¶e²x���X¼�½;�}�g�r�����}¡[� ¡

(ψi)i∈I
¨c��»¥²$���X¼�½¥¹¥���������}¡[�XÞ ∇fum �X¡�¶ì�g»¥²
µ�²��g�X� ¹e�g� �X¡[�zÞ�s��²�½�ô�ê��}�����{¶e��´3¡[�g�6�g»�²!�g�X¼6²
½¥µ��Xê���²�¼ ¢ Ý »¥²
µ�²��g�X� ¹e�g� �X¡Æ�zÞ!îúëXï.è

��²��3¹��3��µ��m�{�m� ¼�½¥� �r��²x���g»�²$¡¥�z�j���g� �X¡��3�z¡�¶Æ���}¡��m��¶e²�µ���»¥²$½¥µ��Xê¥� ²�¼
w∗ = arg min

w∈RN
α‖w − u‖2 + ‖w‖+ 〈w, r〉,

´3»¥²�µ�²
u
�z¡�¶

r
�Xµg²
� ¡

R
N
è

��²���¹��8ê;²�º}��¡�´3���g»���»¥²��g�r��¹��������}¡�´3»¥²�µ�² ‖w∗‖ = 0
è}ª®���;²�µg²�¡}��� �z�g� ¡¥º�¨}´�²�÷F¡���´ç��»����

2α(w∗−u)+ r ∈ ∂F (0)
¨´3»¥²�µ�²

F (w) = ‖w‖ è ���g��¡¥º�îú§Xï�¨¥´�²
»���æ}²
w∗ = 0⇒ ‖r − 2αu‖ ≤ 1.ñ®¡ì��»¥²$�z��»¥²�µ3»��X¡�¶T¨¥��Þ*´�²$�X���g¹¥¼�²®��»���� ‖w∗‖ 6= 0

¨e´M²
÷F¡���´J�g»����
2α(w∗ − u) +

w∗

‖w∗‖ + r = 0.

Ý »¥� �{ºX� æX²��
‖w∗‖(2αu− r) = (2α‖w∗‖+ 1)w∗.

îåðFï
Ý �X÷F� ¡¥º6�g»�²$¡¥�Xµ�¼ä�zÞ��g»¥²!�Xê���æ}²®²xíF¹��z� �r�s³}¨e´�²$�}êe���X��¡

‖2αu− r‖ = 2α‖w∗‖+ 1,
îå«}ï

´3»¥� �j»�º}¹��zµj�z¡F�g� ²��L�g»���� ‖2αu− r‖ > 1
è���3�����}¡���� ¹��g���}¡�¨

w∗ = 0⇔ ‖2αu− r‖ ≤ 1,�z¡�¶Æ´3»¥²�¡
w∗ 6= 0

¨
w∗ ���z¡Æê�²!���X¼�½¥¹e��²�¶T¨�¹��m� ¡¥º�î=ð}ï��z¡�¶£î=«}ï.¨��z¡�¶[� �

w∗ =
‖2αu− r‖ − 1

2α‖2αu− r‖ (2αu− r)
� ²!���z¡Æµg²�½¥»¥µj�X�g²���»¥� ���X�

w∗ =

{

0
¨e��Þ ‖2αu− r‖ ≤ 1

‖2αu−r‖−1
2α‖2αu−r‖ (2αu− r) ¨e�z�g»�²�µ�´3� �g²Xè

���!�2���X¡�����¹��g� �X¡�¨T� ¡��g»¥²[�c�g²�½�¦��XÞ���»¥²1�z� ºX�}µg���g»¥¼ ¶e²�����µ���ê;²�¶�� ¡ Ý �Xê¥��²2¦}¨T�g»�²�ºXµj�X¶e� ²�¡F�!���X¡£ê;²ì���}¼�½¥¹e�g²x¶´3�r��»�¢
∇fum ((λi)i∈I ) = (〈w∗, ψi〉 − 1)i∈I ,

îm¦�¯Fï
´3»¥²�µ�²

w∗ =

{

0
¨��rÞ ‖t‖ ≤ 1

‖t‖−1
2α‖t‖ t
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‖∇fum ((λi)i∈I)−∇fum ((λ′i)i∈I ) ‖ ≤ C‖(λi − λ′i)i∈I‖,
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√
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∑
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w∗ =

{

0
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´3»¥²�µ�²

t = 2αum + v
τ
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‖∇fum ((λi)i∈I )−∇fum ((λ′i)i∈I) ‖2 ≤
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‖(λi − λ′i)i∈I‖2,
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∥

∥

‖t‖ − 1
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2α‖t′‖ t′
∥

∥

∥
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∥

∥

∥
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∥

∥

∥
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∥
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∥

∥

∥
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∥

∥
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∥

∥

∥
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∥

∥
‖t‖t′ − ‖t′‖t

∥

∥

∥
=

∥

∥

∥
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∥

∥

∥
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∣

∣

∣
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∣

∣

∣
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√
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√
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