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Résumé. — Soit ¥, 'algebre quantique des symboles pseudo-différentiels sur le cercle. Nous construisons
des quasi-isomorphismes entre la résolution standard de Hochschild de ¥, et de « petits» complexes.
Nous en déduisons I’homologie de Hochschild et les premiers groupes d’homologie cyclique de ¥,. Ces
constructions donnent naturellement lieu & deux 1-cocycles cycliques qui s’averent étre ceux construits par
Khesin, Lyubashenko et Roger. Tous les groupes d’homologie que nous considérons sont topologiques dans
un sens que nous précisons.

Abstract. — Let ¥, be the quantum algebra of pseudo-differential symbols on the circle. We construct
quasi-isomorphisms between the standard Hochschild complex of ¥, and “small” complexes. We deduce
the Hochschid homology and the first cyclic homology groups of W,. These constructions give naturally
rise to two cyclic 1-cocycles which turn out to be the Lie cocycles constructed by Khesin, Lyubashenko
and Roger. All homology groups considered here are topological in an appropriate sense.

Mots clés : Algebre quantique, Homologie cyclique, Homologie de Hochschild, Symboles
pseudo-différentiels.
Classification A.M.S (1991) : 16E40, 16S32, 81S05,

Introduction. — L’algebre de Lie ¥ des symboles pseudo-différentiels sur le cercle
est étudiée dans les articles [Kh-Kr|, [Kh-Z1] et [Kh-Z2] ou O. Kravchenko, B. Khesin
et 1. Zakharevich décrivent deux cocycles de Lie de ¥ définis grace a une extension
«logarithmique » de Dalgebre. Une version g-analogue (ou quantique) de ces cocycles
est construite par B. Khesin, V. Lyubashenko et C. Roger dans [Kh-L-R]. La structure
d’algebre de Lie de ¥ provient de maniere naturelle de sa structure d’algebre associative.
On remarque que les cocycles de Lie de Kravchenko, Khesin et Zakharevich (resp. de
Khesin, Lyubashenko et Roger) sont des 1-cocycles cycliques de ¥ (resp. de I’analogue
quantique ¥, de ¥). L’homologie de Hochschild et I’homologie cyclique (topologiques) de
U ont été calculées par J.-L. Brylinski et E. Getzler dans [B-G].

Dans cet article, nous calculons explicitement I’homologie de Hochschild (topologique)
et les premiers groupes d’homologie cyclique (topologique) de ¥,. Tous les groupes
d’homologie et de cohomologie de Hochschild et cyclique que nous considérons sont
« topologiques » dans le sens suivant. L’algebre ¥, est complete pour une topologie



définie relativement a sa filtration naturelle. Par complétion topologique de ¥,®¥,, on
définit la notion de produit tensoriel topologique \Ifq&)‘llq. Les groupes d’homologie de
Hochschild topologique HH «(¥) et d’homologie cyclique topologique I:TE*(\IJ(I) sont alors
définis comme I’homologie de complexes standards construits avec le produit ®.

Dans [K], Chr. Kassel calcule explicitement 'homologie de ’algeébre des opérateurs
différentiels usuels et de son analogue quantique et décrit un 1-cocycle cyclique pour
chacune de ces algebres. Nous étendons les constructions de Kassel au cas de ¥,. Dans
un premier temps, nous construisons des complexes de Koszul et de de Rham pour ¥,
quasi-isomorphes a son complexe standard de Hochschild. Ceci nous permet de calculer
I’homologie de Hochschild HH «(¥,) et les groupes d’homologie cyclique j{\éi(‘lfq) pour
1 = 0, 1. Nos constructions donnent naturellement lieu a des 1-cocycles dont nous montrons
qu’ils sont ceux de [Kh-L-R]. Lorsque ¢ est une racine de 'unité, nous décrivons de plus
une famille infinie de 1-cocycles de Hochschild de ¥,.

Décrivons brievement chacun des six paragraphes de l'article. Au §1, nous définissons
un produit tensoriel topologique pour les modules filtrés et I’homologie de Hochschild et
cyclique topologiques. Au §2, nous rappelons la définition de ¥,. Nous explicitons un
complexe de Koszul pour ¥, au §3. Le §4 est consacré au calcul des groupes d’homologie
de Hochschild HH «(¥,) et cycliques f{\é’i(\lfq) pour ¢ = 0,1. Au §5, nous décrivons des
cocycles qui engendrent HC'(,). Enfin, le §6, est consacré au cas ou ¢ = 1.

Dans tout l'article, £ désigne un corps de caractéristique nulle.

1. Homologie de Hochschild et cyclique topologiques de modules filtrés.
— Nous rappelons brievement la notion de produit tensoriel topologique pour certains
modules filtrées. Ce produit tensoriel topologique permet de définir I’homologie topologique
des algebres filtrées.

Soit M un k-espace vectoriel muni d’une Z-filtration

o C My C Myy C--- C lim M, = M.

n—oo

Le complété de M est le k-module M défini par

M= lim M, ou My= lim (My/M,)
% %

m—00 n——oo

pour tout m € Z. Le module M est dit complet si ’application canonique M — M est un
isomorphisme. Un morphisme filtré est une application k-linéaire f : M — N entre deux
modules filtrés telle qu’il existe un entier |f| € Z vérifiant f(M,,) C Np,4|f pour tout

m € Z. Un tel morphisme s’étend en un morphisme filtré f : M — N.

Soient A une k-algebre, M un A-module a droite et N un A-module a gauche tous trois
Z-filtrés complets en tant que k-espaces vectoriels. Nous imposons & la multiplication de A



et aux actions de module de M et N de respecter la filtration, c¢’est-a-dire que, pour tous
my,n € Z,ona A, -Ap C Apgn,ona M, A, C My et Ay - Ny C Nppar. De plus, dans
tout cet article, nous supposons que 'on a la condition (1.1) suivante : si on a « € A,, et
aé¢ Ay 1, u € Myet ué¢ M, 1etveN,etv & N, q,alorsonapuax & My, 1 €t
av & Ny yn—1. Sous cette derniére condition, M® 4 N hérite naturellement de la filtration
de M®N donnée par (M@N), =>_ . _. M,®N, pour tout n € Z.

m Par définition, le produit tensoriel topologique de M et N au-dessus de A est le
complété M@ 4N du produit tensoriel M®4N pour la filtration décrite ci-dessus. Ce
produit tensoriel est clairement associatif. Il est « topologique » dans le sens de [G] pour
la topologie de M (resp de N) pour laquelle les sous-modules M,, (resp. les sous-modules
N,,) constituent une base de voisinages ouverts de 0. De plus, le produit tensoriel de deux
morphismes filtrés de A-modules f : M — M’ et g : N — N’ s’étend en un morphisme
filtré f@g : M&®AN — M'®@4N’. En particulier, 'algébre A est un module filtré sur le
corps k, ce dernier étant muni de sa filtration triviale. On pose ARA = A®;A. L’algébre
opposée A°P hérite naturellement de la filtration de A. Nous appelons algébre enveloppante
topologique A® le complété AR AP de 1’algebre enveloppante A¢ = AR AP de A.

Dans [S], P. Seibt introduit la notion d’homologie topologique (ou locale) d’une algebre
filtrée complete A. Rappelons sa définition. Soit C,(A) = (A®G+D b) le complexe
standard de Hochschild. Son bord b s’exprime en terme de la multiplication de 1’algebre
et, en tant que tel, est un morphisme filtré. Il s’étend naturellement en un morphisme
b: A%t . A®" Nous notons 5’*(/1) = (A®CG+D) ) le complexe standard topologique
de Hochschild ainsi obtenu. Par définition son homologie HH «(A) est ’homologie de
Hochschild topologique. De la méme maniere, par complétion du complexe mixte cyclique
CC,(A) = (A®G+D) b B), on obtient un complexe CC,(4) = (A®G+1D) b B) dont

I’homologie EI\C/’*(A) est par définition [’homologie cyclique topologique de A. On définit de
plus la cohomologie cyclique topologique de A qui est ’homologie HC' (A) du bicomplexe

mixte topologique (Homk (6?1* (A)), b, B). Comme k est de caractéristique nulle, on a
Pisomorphisme HC, (A) & jiol (A).

L’homologie de Hochschild topologique se décrit comme un foncteur Tor relatif au sens
de [H-M]. Considérons la classe P des A°-modules filtrés complets qui sont projectifs
relativement aux épimorphismes de A°-modules filtrés scindés par des sections k-linéaires
(filtrées). Les A®-modules & gauche de la forme A°®M, ou M est un k-module filtré,

— A
appartiennent a P. On désigne par Tor le foncteur Tor relatif a P. Il se définit comme
suit. Soit P, (resp. Q.) une résolution du A®module & droite filtré M (resp. du A°~-module

a gauche filtré N) par des A°-modules de P. On pose '/l’\c;rf (M,N) = H,(P®4:Q) (pour
plus de détails voir [E-M2] et [H-M]).

En particulier, nous disposons d’une résolution standard de A par des modules de P. Soit
CL(A) = (A*®A®* V') la résolution standard de Hochschild de A. En complétant 1’espace

A°®A®* nous obtenons un complexe C’ (A) = (Aé(géA@*, b') qui est une résolution de A par



~ — A® - o~
des A°-modules a droite de P. Il en résulte I'isomorphisme Tor, (A, A) = H,(A®4:C’(A)).

D’autre part, on a C, (A) =2 A® 4C".(A), d’ott Pisomorphisme

HH,(A) = Tor 4¢(A, A). (1.2)

2. L’algebre quantique des symboles pseudo-différentiels. — Nous rappelons la
définition de ’analogue quantique de I’algeébre des symboles pseudo-différentiels. Il s’agit
d’une généralisation de ’algebre des opérateurs g-différentiels de [K| définie par Khesin,
Lyubashenko et Roger [Kh-L-R].

Introduisons d’abord quelques notations utiles pour la suite. Soit ¢ un scalaire non nul

de k. Pour tout entier n € Z, posons n, = q;__ll. Cette derniere expression est formellement
égale 3 0 lorsquen =0, 14+q+¢>+...+¢* tlorsquen >0eta —qg ' —q¢g 2 —...—¢"
lorsque n < 0. De plus, pour tout n € N, nous posons n,! =1 x 2, x --- x n, lorsque n

est non nul et 0,! = 1 sinon. Lorsque ¢ = 1, on a simplement n, = n pour tout n € Z et
ng! = n! pour tout n € N.

L’algéebre quantique des opérateurs différentiels est la sous-algebre des endomorphismes
lindaires de B = k[z, 2! engendrée par les multiplications par des polynomes de Laurent
et I'opérateur de g-différentiation J, défini par

P(gz) — P(x)
aq(P) =
qr — x
pour tout P € B. Lorsque ¢ = 1, l'opérateur J, n’est autre que la l'opérateur de

différentiation usuel. L’algébre quantique des symboles pseudo-différentiels est 'algebre
U, des séries formelles du type > P,-@; ou P; € B,oun € N et dont la multiplication

est déterminée par la relation -
ip — (i i—k pli] qi—k
OiP=>" (k)fq plilo; (2.1)
q

ol, pour tout ¢ € Z, on pose (,i)q = iqa*l)q};'(,i*k“)q pour kK > 1 et (é)q = 1, ou
7!

plkl = 85 (P) et ol 74 est 'automorphisme d’algebre de B défini par 7,2 = qz.

L’algebre U, est filtrée complete par les sous-k-modules (¥,),, engendrés par les séries
formelles >, PZB; ou P; € B. Le produit tensoriel \I’qé)\lfq est engendré par les séries
formelles ) Pﬁé@@jag avec P;,Q; € B.

i,j<m



5

3. Complexe de Koszul pour l’algebre quantique des symboles pseudo-
différentiels. — Nous définissons un complexe de Koszul pour l'algebre ¥,. Ce com-
plexe est une résolution de ¥, par des W, ,-bimodules filtrés. Nous explicitons un quasi-
isomorphisme entre ce complexe de Koszul et la résolution standard topologique de
Hochschild de ¥,,.

Soit V I'espace vectoriel engendré sur k par les symboles x et ;. Soit K. (¥,) le complexe
de ¥, ,-modules
K.(0,) = (0 — war’V -4 weey -4 )

ou la différentielle d est définie par

d(a®zNd) = a(z®@1 — ¢ '®2)®0 — a(00q™ — 100)2x
d(a®z) = a(z®1 — 1®x) et d(a®9) = a(0®1 — 1R®0)

pour tout a € Wg. L’égalité d? = 0 est une conséquence immédiate de la relation (2.1) sous
sa forme la plus simple : d;z — qrd; = 1. Ce complexe est une généralisation du complexe
K. (q) de [K]. Pour une étude générale de ce type de complexes de Koszul, on réfere a [W1].

PropPOSITION 3.1. — Le complere K.(¥,) est une résolution de ¥, par des Vg -modules
filtrés de P.

Démonstration. — Le complexe K,(¥,) est clairement un complexe de Wg-modules de
P. 1l reste a montrer qu’il s’agit d'une résolution de ¥,. Pour ce faire, il suffit de montrer
que le complexe

KL(W,) = (0 - 0eeA?V L utey 4w By,

est acyclique.
Nous utilisons un résultat de S. Eilenberg et de J. C. Moore [E-M1] sur les complexes
filtrés. Le complexe K/ (¥,) est filtré sur Z par les sous-espaces

}—r?i - (\Ijq(éq’q)an@AQVv ‘7:2 - (\Ijqéé\lj ) 1V, 7:1 ( q®\1’ ) et }—2 - (\Ijq)n

ou (¥,®W¥,); désigne le module de degré k de la filtration du produit ¥,&¥, définie au

paragraphe 1. On a donc la suite croissante de complexes F} = (F3 < F? < Fl <, F.
Cette filtration est I-compléte et P-complete au sens de [E-M1], c’est-a-dire qu’on a
K1(W,) = lim(F;) et KJ(¥,) = lim (K1(V,)/7;).

Le complexe gradué associé a F,: est le complexe

0 — (L)n-oAV L (L9)1@V -4 (L9),, (3.1)

ot (Lg)n est la composante homogene de degré n de l'algebre Ly = L ®L2p ou L, est

le tore quantique, c’est-a-dire ’algebre engendrée sur k par z,x = . Og, 8q et les relations
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zr~t = o7 le =1, 8(18;1 = (9;18(1 = 1 et Jyx = qrd,. Dans [W2], nous avions montré
que le complexe (3.1) est acyclique. Par conséquent, la suite spectrale associée a F,' est
dégénérée et on a E;’n = 0 pour tous p € Z et n € N. D’apres le corollaire 6.3 de [E-M1],
on en déduit que H, (K] (¥,)) = 0 pour tout n € N. n

Nous construisons maintenant un quasi-isomorphisme entre la résolution standard
topologique de Hochschild de ¥, et K,.(V¥,). Adoptons les notations suivantes. Pour tout

symbole X et tout k € Z, on pose T(X*) = %. Cette expression est égale

a la somme Z?:_ol Xi@Xk-1=7 lorsque kK > 0 et a la somme —Z;jo_lX_i_1®Xk+i
lorsque k < 0. De plus, pour tout polynéome P(X) = >"" a; X" de k[X, X '], on pose
T(P(X)) =3, aiT(X").

Soit j’ le morphisme de \If‘é—modules a gauche de \11‘265\11(1 vers \IIZ®V défini sur les
générateurs de ¥RV par

IO PoeQoierol) =

,5,k<n
Y (POi@Q;0)(Rk@)T(0))@0, + Y (P0i0Q;03) (1008 )T (Ry) @
1,5,k<n 1,5,k<n
ou P;,Qj, Ry € B. On montre, en calculant dj’ sur un générateur, que l'on a dj’ = b’

ou b est le bord de la résolution standard de Hochschild. Remarquons de plus que j est
un morphisme de \Ilg—modules filtrés. D’apres la proposition 3.1, le complexe de Koszul
K.(¥,) est une résolution de ¥, par des Wi -modules filtrés & gauche de P. Il en est de
méme pour la résolution standard topologique C (¥,). Un théoreme de comparaison pour
les résolutions projectives relatives (voir [H-M]) affirme I’existence d’un quasi-isomorphisme
gl CL(U,) — K,(T,) tel que j; = 5.

On vérifie facilement que V¥, (resp. ¥;) vu comme W¥°module a gauche (resp. a
droite) vérifie la condition (1.1). Ceci permet de considérer le produit tensoriel \I!qé)\pg \I/f}.
Appliquons le foncteur \Ifq@)\p%— a j.. Nous obtenons ainsi un quasi-isomorphisme de

complexes j. = idy, éwg j. du complexe standard topologique de Hochschild 5*(\11(1) =

(\If;@(*ﬂ), b) vers le complexe \Ifqé)q,% K.(¥,). Ce dernier complexe s’identifie au complexe

K.(0,) = (0 — ¥,00V L v,V L v, —0)

ot d est définie par d(a®zAd) = (ax — ¢~ t2a)R8 — (¢~ ad — o)z, d(a®z) = (azx — za)
et d(a®0) = (a0 — Ja) pour tout a € ¥,.

Nous décrivons de plus un quasi-isomorphisme réciproque de j.. Soit ¢, : K.(¥,) —
C.(¥4) le morphisme de ¥é-modules & gauche filtrés tel que if soit identité, i} I'inclusion
naturelle ¥S®V C \Ifgé\!lq, tel que i5 soit défini par i5(a®xNdy) = a®(rR0, — 0,Qx +
q¢ '®1) pour tout a € Wy et tel que i;, = 0 pour tout n > 3. On vérifie par le calcul que
-/
/I/*
iy = idy, @q,zsz est alors un quasi-isomorphisme du complexe de Koszul quantique K, (¥,)

est un morphisme de complexes. C’est un morphisme de modules filtrés. L’application

vers la résolution standard topologique de Hochschild 6’*(\11(1).
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4. Homologie de D’algebre quantique des symboles pseudo-différentiels. —
Dans ce paragraphe, nous construisons des quasi-isomorphismes entre différents complexes
de chaines. Nous en déduirons les groupes d’homologie de Hochschild topologique HH., (T,)
et les premiers groupes d’homologie cyclique topologique HCO( q) €t HC 1(¥,) de l'algebre
U,. Dans tout ce paragraphe et dans le suivant, nous supposons que ¢ # 1. Le cas ¢ = 1
est traité au paragraphe 6.

Considérons 'algebre IN/q engendrée par les séries formelles ) . Piﬁé ou P; € B et dont
la multiplication est induite par la relation 0,2 = qz0,. Nous désignons par (Q*i d,) le
complexe de de Rham quantique de L défini comme suit : QO est isomorphe a Lq, tandis

que Ql est le module des symboles du type adz et add, et 92 celui des symboles adxdd,
ol a € Lq et Q% = 0 pour n > 3. La différentielle d, est deﬁme par

dg(z°07) = iga' ' 07dx + jea' 077" dO,
dq(a:iagda:) = —jqa:i(')g_lda:daq
dy(2'03d0,) = iqa' 10} dxdd,

pour tous t,j € Z. Nous noterons H (’;R(IN/q) les groupes de cohomologie de ce complexe.
Nous définissons encore une application o, : K *(\I/ ) — 92 en posant

o Jj—1 _ xi—j+nan
0'0(3318;) = Z (—1)anmdxd3q

o1 (xiﬁg@):c) = xiagda:
o1(2'0)®0,) = 2 82d0,
o2 (2'0]@xNdy) = 2'0] + (1 — ¢ Nzt aitt
pour tous i,j € Z. On a le

LEMME 4.1. — L’application o, réalise un isomorphisme de complexes entre le complexe
de Koszul quantique K. (VU,) et le complexe de de Rham quantique (QE ,d).
q

Démonstration. — Tout d’abord, on remarque que o est la réciproque de ’application
définie par
oo_l(azif)gdmdﬁq) = —xiﬁg —(q— 1)a:i+183+1 .

De méme, on définit une réciproque de o5 en posant

. j—1 _ . xi*j+n8(7;
oy H(2'89) = Z (—1)i—n+ W@qu.

Enfin, 01 est un isomorphisme de maniere évidente. Il ne nous reste plus qu’a montrer
que o0, est un morphisme de complexes. Il suffit de le montrer pour des éléments du type
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aziag@)m/\ﬁq, xiﬁg@m;, xiﬁg(@@q et xiﬁg ou i, j € Z. Calculons :

alocf(xiﬁgébx/\@q) = (miag,':v - q‘l-’v”laf})daq + (8qwiag - q_lxiagH)dCE

— (qja:”lag +jqcvi@g_1 - q_lxi+13§)d3q
+(¢'2' 0] +iga’ 0] —q a'0) " )da

=jq9«“i3§_1d5q + (7 +1)q(1— q_l)xi+lagdaq
+iga' 05 + (i + 1)g(1 — g )a'0) N da

D’autre part, on a
dgoos (29I @xNDy) = dg(2'83 + (1 — ¢~ )a'10I+)
= j,a'0371d0y + igx' ') dx
+ (7 + Dg(1 =g )a'107d0, + (i +1)g(1 — ¢~ )a'03  da.

On en déduit donc que oy od = d4o009. Calculons encore

aoocz(a:i(93®a:) =o0o(2'x — 2" 0))
— oo(@@ 2 0] + jya e~ — i1 ))
= Jq00 (x’ﬁg_l + (¢ — 1)xi+183)
= —jqxiﬁg_ldxdc')q
= dq(wiﬁgdm‘) = dgo0q (a:@é@a:)

Un calcul similaire montre que oy od(miﬁg@)@q) = dqo01 (2'87®0,). Nous venons de montrer
0, est un morphisme de complexes. ]

D’apres le lemme 4.1, on a 'analogue « quantique » explicite d’un résultat de Brylinski
et Getzler [B-G].

THEOREME 4.2. — Les groupes d’homologie de Hochschild topologique de ¥, sont donnés
par

HHo(W,) = h(z™' 07" +1—q),  HH1(W,) = k(a~'ea) & k(D] ¢d,),
Iy o« n m_naq_n —1

et
HH;(0,)=0 sii>3

lorsque q n’est pas une racine de l'unité. De plus, lorsque q est une racine primitive p-iéme
de Uunité, HHy(V,) est linéairement engendré par les séries formelles du type

> D0 ay(@rTtorT 4 (g - 1)ao),

j<n lil<m;



le groupe I/:T\I/:Tl(\lfq) est linéairement engendré par les séries

Z Z aijxip83p71®8q et Z Z aija:ipflﬁgp@a:,

i<n |i|<m, Jj<n |i|<my;

le groupe ﬁg(\ﬂq) est engendré par les séries formelles du type

jp—1 . 4 x(i_j)p—i—nagb .
. _1\jp—n+1 = — “q _ _
;l ; ai | Y (-1) a _qfl)jpin(@(a:@@q 8,02 + ¢ '®1) |,
I1<n|i gmj n=—oo

ouwm; € Z et a;j € k et enﬁnl/ﬁl\]/{i(\lfq)zo st i > 3.

Démonstration. — D’apres la proposition 3.1, et le lemme 4.1, on a les isomorphismes
HH (V) = H.(K.(¥,)) = Hiz" (L)

induits par les quasi-isomorphismes de complexes j, : 5’*(\11(1) — K «(¥,) et o, : K (¥y) —
(Q*Eq’ dq). Les groupes de cohomologie H}p(Lg) se calculent aisément. Nous ne détaillons

pas la démonstration ici. On obtient
Hiw(Ly) =k,  Hig(Ly) & ka 'dadkd,'dd, et  Hig(Ly) = ka 0] 'dxdd,.

Lorsque ¢ est une racine de l'unité, il faut de plus tenir compte du fait que (ip), = 0 pour
tout i € k. En appliquant successivement o ! et i, aux générateurs des groupes H* (Q*i’ d),
on obtient les générateurs des groupes d’homologie de Hochschild du théoreme. ]

On a de plus le

COROLLAIRE 4.3. — Lorsque q n’est pas une racine de l'unité, alors les premiers groupes
d’homologie cyclique topologique de ¥, sont donnés par

HCo(V,) 2 HHo(V,) =k  HCy(V,) = HH, (V) 2k k.

Démonstration. — On déduit ces deux groupes de I’homologie de Hochschild de ¥,
grace a la longue suite de Connes. Comme les morphismes S, B et I apparaissant dans
la longue suite exacte de Connes sont des morphismes de k-espaces vectoriels filtrés,
la suite s’étend en une longue suite « topologique» que nous utilisons. L’isomorphisme
ﬁC/’O(lIlq) ~ HH 0(¥,) est bien connu. Par conséquent, d’apres le théoréme 4.2, on a
ﬁC/’O(lIlq) = k. Considérons la longue suite exacte de Connes :

__ S _ __ __
e S HO (W) HO (W) = HHo (W) HH, (¥,)——HC (V) —0.
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Nous allons, a 'aide des ’applications j., i, et o, transporter le bord de Connes B sur
le complexe de de Rham (Q iquq)' Calculons o0j;0Boigoo, ! sur le représentant de la

classe de cohomologie de H2y(L,). On obtient :

UloleBoioo%_l(a:_laq_ldxdaq) _ —alojloB(a:_laq_l + ((] o 1))
= —01oj1(1®x_13q_1 + $_1(9q_1®1)
= —01(z7'T(9; ) ®Iy + 0, T (z~ ") @)
= 9,210, oy + 27O e

Lorsque nous projettons cette derniere expression dans H&R(iq), nous obtenons 0.
Par conséquent lapplication B : HH 0(¥q) — HH 1(¥y) est nulle. Nous en déduisons
I’isomorphisme - -

HH(¥,) =2 HC1(¥Y,) =2k k.

O

5. Les cocycles cycliques de D’algebre quantique des symboles pseudo-
différentiels. — Dans ce paragraphe, nous décrivons une base du groupe de cohomologie

—1
cyclique topologique HC' (¥,) lorsque ¢ n'est pas une racine de I'unité. D’apres le corollaire

4.3, la dimension de HNC’l(\IIq) est 2. Dans [Kh-L-R], B. Khesin, V. Lyubashenko et C. Roger
ont décrit des cocycles de Lie de ¥, qui sont également des cocycles cycliques. D’autre
part, dans [K], Chr. Kassel décrit un cocycle cyclique de I’algeébre quantique des opérateurs
différentiels. Ce cocycle provient naturellement de la construction d’un quasi-isomorphisme
de complexes entre le complexe standard de Hochschild et un complexe de de Rham. Nous
allons montrer que la généralisation de sa construction au cas pseudo-différentiel redonne
exactement les deux cocycles de Khesin, Lyubashenko et Roger.

Rappelons brievement la définition des cocycles de Khesin, Lyubashenko et Roger. Ces
derniers introduisent deux dérivations externes [Indy,-|, [lnz, | : ¥, — ¥, que nous ne
détaillons pas ici. Nous notons simplement que leurs définitions donnent, entre autres, lieu
aux formules

[nd,,8, = [Inz,z] =0, [Inz,0,)=—2 [(¢g—1)z0,+ 1]

nd,,x] =[(¢ — 1)zd, + 1]8(1_1 ) (5.1)

L’élément (¢ — 1)z0, + 1 est inversible dans ¥,. Appelons E son inverse. Les deux cocyles
cycliques de [Kh-L-R] sont alors donnés, pour tous A, B € U, par

co(A, B) — / Res(Allnz, BJE) et  co(A, B) / Res([nd,, AIBE)  (5.2)

olt [ Res est défini par [ Res wiﬁg = q 1'6;-10;,—1. Ces cocycles sont algébriques. Ils sont
indépendants car la restriction a ’algebre quantique des opérateurs différentiels de cy est
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nulle alors que la restriction & cette méme algebre de ¢, est égale au cocycle de [K] (cf.
[L-K-R)).

A présent, nous utilisons la méthode de Kassel [K| pour obtenir des cocycles cycliques
topologiques de W¥,. Soit le complexe (Q*B,dq) ou 2% est algebre différentielle graduée
des formes différentielles sur B = k[z,27!] et ol la différentielle est définie par d,(z?) =
(04 - 2%)dz = igz*~tdz. Nous notons H}y(B,) la cohomologie de ce complexe.

Soit L0 la sous-algebre de L engendrée par les séries formelles du type ) .. aiaé ol

a; € k. Smt (92%,,dg) le sous-complexe de (02} ,d) dont les k-modules sont engendrés

LO?
par les éléments de la forme a et add, ol a € ig. Il est a noter que sa différentielle est
donnée par dg()_;<, a;0}) = D i<n iqa;0.~"dd,. Nous notons H;R(ig) la cohomologie de
ce dernier complexe.

Les groupes Hip (By) et Hjp (LY) se calculent aisément. On a la

ProposITiON 5.1. — Lorsque q n’est pas une racine de ['unité, on a
Hig(By) =k . Hip(LY) = k
Hix(B,) = kx~'dx Hig(LY) = ko, 'do, .

Lorsque q est une racine de l'unité d’ordre p, on a

HiR (B @ kx"?

neZ ot H((:l)R(f’O) = RP
Hig(By) = D ka" " 'da Hig(LY) = R,dd,
nez

ot R, (resp. R,0,) est le sous-espace de Q%O (resp. de Qlio) engendré par les séries

formelles ., a;0" (resp. les séries formelles Y i<n a; 0P 1dd,) ol a; € k.

Démonstration. — La démonstration est laissée au lecteur. Elle repose sur le fait que,
la relation ¢? = 1 implique (ip), = 0 pour tout i € Z. H
Considérons les diagrammes
dq dq
0 — Q%q — Qliq — Q%q — 0
T i dg e l l
0 — 09 — 9] — 0 (5.3)
| Res(a)z | !
0 — Har(d)’(By) — Hgp(By) — 0
et dg a
0o — 0o — % — Q% — 0
| o 1l l
0 — Q%g — Qlig — 0 (5.4)
) Res(q)? l ) l
0
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dont nous allons expliciter les fleches verticales. Les applications 7% et 72 sont définies
comme suit.

75 (adzdd) =0, 73 (adzdd,) =0,
71 (adx) = Pydzx, 72(adz) =0,
77 (add,) =0, 7)(addy) =) | Pi0'dd,,
m5(a) =Py, 5 (a) = Pyod’
i<n

ola =7, PZ@; et P, € B pour tout ¢ € Z et ou P, désigne le terme constant du

polynéme de Laurent P;. L’application Res(¢)2 (resp. I'application Res(q)?) est le résidu

de degré np. On pose Res(q)% (Pdx) = P,,_1 ou p est ordre de g et P,,_1 le coefficient de

2"P~! dans P. De méme, on pose Res(¢)9(}",-,, aipdiP) = asp—1. 1l est évident que, dans

le cas of1 ¢ n’est pas une racine de I'unité, seul Res(q)Z (resp. seul Res(¢)d) définit une

projection du complexe (23, d,) (resp. du complexe (Q’Eo,dq)) dans son premier groupe
q

de cohomologie.

LEMME 5.2. — Les diagrammes (5.3) et (5.4) sont commutatifs.

Démonstration. — 11 suffit de le vérifier par le calcul. 0

D’autre part, d’apres la proposition 3.1 et le lemme 4.1, on a le diagramme commutatif

b "~ b - b
— \Ifq®\Ifg®2 — Y,e¥v, — v, — 0

j2l d jll d ||l

0 — U,@AV — I,V — TV, — 0 (5.5)
N e
0 — Qiq — Qiq — Qiq — 0

D’apres la commutativité des diagrammes (5.3), (5.4) et (5.5), on a

Res(q)gomiooiojiob =0 et Res(q)on?o010j10b =0
Ce qui signifie que les compositions Res(gq)ZonFooioj; et Res(q)for?ooioj; sont des
cocycles de Hochschild topologiques pour ¥,. Ce sont en fait des cocycles cycliques. En
effet, on a le

—1
LEMME 5.3. — Les cocycles ¢, et cy s’étendent en des cocycles topologiques de HC' (¥,)
et on a les égalités

¢z = — Res(q)§or?001 04, et  cg= — Res(q)jomiooi0]; . (5.6)

Démonstration. — Nous allons d’abord démontrer les égalités pour les éléments du type
X =20 ®:ck(9§ de ¥,®W¥,. Remarquons d’abord que I'on a

b(miﬁg@)xk@@g) = xiﬁgazk(@[’)ﬁ - xiag@)mk@g + 8§$iﬁg®mk :
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De plus, pour u =z ouu = 9, et a € ¥, pour tout n € Z, on a
b([T(u™)(a®l)@u — u"a®1®1]) = a-T(u™)Qu

o T'(u™) a été défini au paragraphe 3. Par conséquent, X = xiﬁg ®mk8§ est homologue a
Y = 2'9Jxk - T(8)®0, + 05207 - T(xF)@x et on a cx(X) = cz(Y) et ca(X) = ca(Y). En
remplagant Y dans les formules de définition (5.2) des cocycles, on obtient les égalités

cx(X) = /Res(wiﬁga:k -T(@f)[lnx,aq]E)
et
co(X) = —/Res([lnﬁq,m](?ga:iag -T(z")E).

Dans les deux formules, nous avons utilisé la premiere des égalités (5.1); dans la sec-
onde formule, nous avons, de plus, utilisé 'antisymétrie de cg. D’apreés [K-L-R], on a
[ Res(ABE) = fRes(BAE) pour tous A,B € V,. De plus, remarquons que l'on a

_18_1E = qa_ et t71E~1 = gE~12~!. Enfin, on constate que pour tout A € ¥,, on a
Res(q ) or{(Adz) = q [ Res(Ad; ') et Res(q)§on?(Add,) = q [ Res(z~'A). 1l en résulte la
suite d’égalités

/Res [nz,d,)E) —/Res(alelE)

= /Res(aE t7IE) = —q/Res(a:_laE_lE) = —Res(q)jor?(add,)
ol 'on a posé a = 2'0%x* - T(0f) et la suite

co(X) = —/Res([ln8q,a:]5E) =— /Res(E_lal_lﬁE)
~ [ Res(3E 19, B) = ~q [ Res(50,) = — Res(q)font (9d)

ou 'on a posé 3 = 8§xiﬁg - T(z*). Par ailleurs, on a

Res(q)donfo010j1(X) = Res(q)gow?(aziagazk -T(05)dO, + 0520 - T(a*)dx)
= Res(q)gow?(xiagxk -T(@g)daq)
— Res(q)or?(add),) .
et
Res(g)gontoor0ji(X) = Res(q)fonf (202" - T(05)d0, + 05207 - T(2*)dx)
= Res(q)Eon? (95207 - T'(«)dx)
— Res(q)for?
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Ceci montre que les égalités (5.6) sont vraies pour un élément X = z'9J®a*0.. En
effectuant explicitement les calculs, on obtient

Cw(xlaé@)mkag) = Ca(mjaé@)xgag) = 5i+k,j+€(pq(ivjv kvé) (57)
ou l'on a posé
J+e k [i+€—u]
© ¢ —u)(i—u iNu]l (L — 1
@q(ia],kaé):Z(q)q(e ) )(x)[ ]<ﬁ> le=1"
u=0 q

On constate, grace a la formule (5.7), que ¢, et cp sont nuls sur (¥,®%¥,), lorsque n > 0.
Par conséquent, les cocycles algébriques ¢, et cy s’étendent sur \Ifq(é\I/q et on a les égalités
(5.6) en toute généralité. Ceci termine la démonstration. n

En plus des deux cocycles cycliques de [K-L-R], lorsque ¢ est une racine primitive d’ordre
p de I'unité, nous obtenons d’autres cocycles de Hochschild, a savoir les cocycles donnés
par les relations

c5 = Res(q)r omfoo10j; et ™ = Res(q)2 or?00,0j; (5.8)

pour tout m € Z \ {0}. En effectuant les calculs sur un élément du type 2'9J®@a*9%, on
obtient : o

Cgl (xzag(@xkag) = 5i+k«,mp+j+€§0quv J, k, e)

C;n (fﬂz%@xkag) = 5i—|—k+mp,j+€§0q (ja i, Y, k)
Ces cocycles ne sont pas cycliques car leurs restrictions a I’algébre quantique des opérateurs
différentiels ne sont pas antisymétriques (cf. [K]).

6. Le cas de ’algébre des symboles pseudo-différentiels. — Nous terminons par
quelques mots concernant ’algebre des symboles pseudo-différentiels, c¢’est-a-dire, lorsque
g = 1. Nous notons ¥ cette algebre. Dans ce cas, toutes les constructions faites pour ¥,
s’appliquent également, a ceci pres que le quasi-isomorphisme o, du paragraphe 4 est alors
défini par les formules

oo(a) = —adzdo, 01(a®0) = add,
o1(a®x) = adz, o2(a®zN0) = a.
Le théoréme 4.2 s’en trouve simplifié. Son énoncé devient :
THEOREME 6.1. — L’homologie de Hochschild topologique de [’algebre VU des symboles

pseudo-différentiels sur le cercle est explicitement donnée par

HHo(¥) = kg~ 197! t HH»(0) 2 k(10200 — 100®z + 101®1)
— € —
HH{ (V) =2 k(2 '®z) @ k(0 '®0) HH;(V)=0 pouri> 3.
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On retrouve ainsi, sous une forme explicite, un cas particulier du résultat de Brylinski
et Getzler [B-G| . D’aprés ces mémes auteurs, la dimension du groupe de cohomologie

HNcl(\If) est 2. Il est également possible d’en donner une base explicite.

Dans le cas ¢ = 1, les cocycles cycliques « logarithmiques » ¢, et cy avaient été définis
par B. Khesin, I. Kravchenko et O. Zakharevich [Kh-Z1, Kh-Z2, Kh-Kr|. L’énoncé du
lemme 5.3 reste encore vrai dans ce cas. De plus, la formule (5.7) devient :

co(' T @2%0%) = c (27 0' @2 O%) = 6; 11 j e[k — —i]1(4,€)

ou l'on a posé
j+e w1
. (—1)vt /
E s E _

et [i S kl=0sii<ket[i >k =i(i—1)---(k+ 1)k sinon.
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