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Résumé. — Nous définissons une version de 1’homologie cyclique «aux racines de 1'unité» d’un
module cyclique et montrons son isomorphie avec ’homologie cyclique usuelle. Nos démonstrations utilisent
I’algebre homologique des N-complexes et les foncteurs Tor dans les catégories des modules simpliciaux et
cycliques. Par ce biais, nous donnons également des démonstrations simplifiées de résultats connus pour
I’homologie « aux racines de 'unité » de modules simpliciaux.

Abstract. — We define a version “at roots of unity” of the cyclic homology of a cyclic module and
prove that it is isomorphic to its usual cyclic homology. Our proofs use the homological algebra of N-
complexes and the Tor functors in the categories of simplicial and cyclic modules. We also give simplified
proofs of known results about the homology of simplicial modules “at roots of unity”.

Mots clés : Homologie simplicial, homologie cyclique, N-complexes.

Classification A.M.S. 2000 : 18 G60, 16 E40, 18 G35, 19 D55.

Introduction

Dans [Kp], M. M. Kapranov a défini la notion de N-complexe qui généralise celle de
complexe aux objets munis d'une « différentielle » d ne vérifiant plus la relation d? = 0,
mais la relation d¥ = 0 ol N est un entier naturel > 3. Ces complexes donnent lieu &
une théorie homologique ébauchée dans [Kp| et développée dans [KsW]|. Par ailleurs, a
tout module simplicial, on associe naturellement un N-complexe (cf. §1), la différentielle
s’exprimant a l’aide d’une racine de l'unité. Il a été démontré par M. Dubois-Violette
[D2] que les groupes d’homologie de ces N-complexes se calculent en termes des groupes
d’homologie simpliciale standards.

Le but de cet article est de présenter une déformation similaire de I’homologie cyclique
d’un module cyclique. Nous construisons un bicomplexe qui est le pendant « aux racines de
I’unité » du bicomplexe cyclique usuel. De plus, nous contruisons un analogue du complexe
de Connes et retouvons la longue suite exacte de Connes dans ce contexte.

Bien que les bicomplexes « aux racines de 'unité » soient plus « compliqués » que les
bicomplexes usuels, ils calculent la méme homologie que ces derniers, a savoir I’homologie
cyclique du module cyclique.

Nos démonstrations reposent principalement sur la présentation de I’homologie cyclique
comme foncteur Tor dans la catégorie des modules cycliques ainsi que sur des résultats
d’algebre homologique des N-complexes démontrés dans [KsW].



La puissance de ces outils permet de simplifier des démonstrations de résultats connus
pour I’homologie « aux racines de I'unité » des modules simpliciaux. En particulier, nous
démontrons ainsi le théoreme de Dubois-Violette qui calcule les groupes d’homologie
«aux racines de 1'unité » d’un module simplicial en fonction de son homologie usuelle et
exprimons de maniere synthétique un quasi-isomorphisme entre les complexes simpliciaux
«aux racines de I'unité » et le complexe simplicial standard.

De plus, les auteurs de [D1] et [KsW] ont remarqué que différentes déformations « aux
racines de l'unité» de ’homologie d’un module simplicial étaient possibles. Toujours a
I’aide de 1’algebre homologique des N-complexes, nous explicitons une relation entre deux
d’entre elles.

L’article est composé de quatre parties. La premiere est consacrée a la définition de
I’homologie cyclique « aux racines de 'unité » a ’aide d’un bicomplexe a la Tsygan et a la
description d’'un complexe de Connes qui lui est associé. Dans la deuxieme, on énonce
le théoreme principal qui stipule que le bicomplexe «aux racines de l'unité» associé
a un module cyclique calcule encore 1’homologie cyclique du module. Nous y donnons
également une démonstration du théoreme de Dubois-Violette sur ’homologie simpliciale
«aux racines de l'unité». La troisieme partie est dévolue a la description d’'un quasi-
isomorphisme entre les complexes «aux racines de l'unité» d’un module simplicial et
son complexe standard. Enfin, la courte quatrieme partie traite du rapport entre deux
déformations « aux racines de 'unité » de ’homologie d’un module simplicial.

Conventions. — Dans tout cet article, nous convenons que k est un anneau commutatif
unifere et que ¢ est un élément de k. Pour tout entier ¢ € Z, nous posons

¢
q — .
=1 q= sig#1
14 sig=1.
Pour tout r € N, nous posons [r]l =1sir=0et [r] = [1][2]---[r] sir > 1.

Nous fixons un entier N supérieur a 2. Nous supposons que l'une des deux assertions
suivantes est vérifiée :

— L’élément ¢ € k est une racine primitive N-ieme de ['unité.

— Si ¢ = 1, l’entier N est premier et k est un Z/NZ-espace vectoriel.

Cette derniére hypotheése équivaut a [¢/] = 0 <= ¢ = 0 modulo N.

Remerciements. — L’auteur remercie chaleureusement Michel Dubois-Violette et Chris-
tian Kassel pour 'avoir encouragé a rédiger ce travail.



1. Homologie cyclique aux racines de 'unité

Dans cette premiere partie, nous définissons 1’homologie cyclique «aux racines de
I'unité » d’un module cyclique. Cette définition est donnée en termes d’un bicomplexe
cyclique a la Tsygan. Nous montrons qu’elle s’exprime de maniere équivalente a 1’aide
d’un (B, b)-bicomplexe de Connes « aux racines de I'unités» et donne lieu & une longue
suite exacte de Connes.

Nous commencons par faire quelques rappels sur I’homologie d’'un module simplicial
aux racines de I'unité. Soit k£ un anneau commutatif. Un k-module simplicial est un objet
gradué (Cp,)neN, dans la catégorie des k-modules, muni de deux familles de morphismes
di: Cp, = Cp_1ets;: Cp, — Cphiq10u0 <7 < nquisatisfont aux relations de commutation

et diSj = 1an sit= j,_] +1 (11)

sj_1d; sii<j
{dzdj = djfldi sit <y, 1 J
dei—l sig > j + 1.

S$iSj = Sj4+15; sii S]

Un tel objet est noté C' = (C, dx, s.). Nous lui associons le morphisme d de degré 1 tel que
d=>", q'd; ou q € k. Pour N € N\{0, 1}, on a d" = 0 lorsque ¢ est une racine N-iéme
de I'unité ou lorsque ¢ = 1 et N est nul dans k (¢f. [Kp, lemme 0.3] ou [KsW, proposition
0.2]). Notons C, = (Cy,d) le N-complexe ainsi défini. Il est alors possible de considérer,
pour tout p=1,..., N —1, les groupes d’homologie ,H,(C) du N-complexe de C, définis
comme les quotients
H(C) = Ker{dp :Cp — Cpep) .
Im(dN=": Cpyn_p — Cy)

En particulier, lorsque N = 2 et ¢ = —1, le complexe C, = (C,, d) est le complexe standard
C¢ = (Ci,b=3":_,(—1)"d;) dont 'homologie H,(C) est 'homologie simpliciale usuelle.

Considérons encore le morphisme d : C,, — C,,_1 défini par d' = Z?:_OI ¢‘d;. D’apres
[Ks, Proposition 0.2] et [D1, lemme 3], on a également d’ = 0. On peut ainsi considérer
le N-complexe C., = (C,,d"). Ce N-complexe C’ est acyclique au sens de Kapranov (cf.
[KsW, Proposition 5.2]).

Dans la suite, nous aurons également besoin de considérer des « contractions» des

complexes C, et C,. Pour tout p =1, ..., N—1, nous désignons par (A,C')., respectivement
(A,C")y, les complexes

av-r dP dN—p dN-»p dP dN—P

+ —— CgNigp—1 — Crn—1 Cnip-1 — Cn_1 —— Cpq
respectivement
lefp d/p lefp d/pr d/p d/pr
¢ —— Cgngp—1 — Crn—1 e CNnyp-1 — Cn_1 —— Cp_1.

Remarquons que, par définition de I’homologie simpliciale aux racines de 1'unité, pour
tout module simplicial C, on a :

pHinyp 1(C) = Hop(ApC) et N pHrn 1(C) = Hap 1(A,0)
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pour tout k£ > 1.

De plus, 'acyclicité au sens de Kapranov implique 'acyclicité au sens usuel du complexe
A,C" pour tout p=1,...,N — 1 (c¢f. [KsW]).

Nous rappelons qu’un k-module simplicial (C,, d., s.) est un k-module cyclique s’il est,
de plus, muni de morphismes t : C,, — C,, tels qu’on ait les relations

tntl=idg,

dit =td;_y lorsque 7 > 1 et ) (1.2)
sogt=1"8, : Cp, — Chy1 -

Sit :tSH—l

Fixons un entier p tel que 1 < p < N — 1. Nous allons définir quatre morphismes en
termes de 'opérateur cyclique ¢. Pour tout entier £ > 1, on définit R, T : Cpyn_p—1 —
CrkN—p—1 en posant

kN —p—1
T=id—t et R= > .
=0
et TR : Cyn_1 — Crn_1 en posant
EN—1
T =id —¢N Pt et R = Z (¢NPL)".
i=0

Il résulte immédiatement des relations t"*! = idg, et ¢V =1 que R'T" = T'R' = 0 et
RT = TR = 0. Nous construisons un bicomplexe dont les colonnes sont les complexes
(An—pC). et (An—_pC"). et dont les lignes sont données a ’aide des applications T, T”, R
et R'.

ProposiTiON 1.1. — Le diagramme

dN_p J/ _d/N—p l dN—P L
T’ R’
0 « Crkn_1 — Crkn_1 — Crkn_1 —

| —a | @ |

T R
0 « Cinp1 — Cinp1 — Cpnp1

dN-P l _g'N-p l dN-» l

7 R/
0 « Ci N1 L Ck-nyn1 «— Cup v <

& | —ar | @ |
N .

0 « OCn—p-1 +— OCn—p1 <+ OCn_p1 <+

l l l

0 0 0



est un bicomplexe pour tout entier p tel que 1 <p < N — 1.

Nous désignons par ,C'C' le bicomplexe décrit dans la proposition. Pour tout entier p
telsque 1 < p < N — 1, on pose

LHC,(C) = H.(Tot(,CC))

ou Tot(,CC) désigne le complexe total associé au bicomplexe ,CC. Nous appelons
les modules ,HC (C) groupes d’homologie cyclique aux racines de l'unité du module
cyclique C.

Lorsque N = 2 et ¢ = —1, le bicomplexe ;C'C' n’est autre que le bicomplexe cyclique
de Tsygan et I’homologie 1 HC\, (C') est I’homologie cyclique usuelle HC,(C) du module
cyclique (Cy, d;, s;, t).

Démonstration de la proposition 1.1. — Il faut montrer que les morphismes

de/ - Td/p, RdP — d/pR/ : CkN—l — CkN—p—l

1.4
dN*pT _ T/d/pr , R/dep . d/prR . C(k—i—l)N—p—l - Ckal ( )

sont identiquement nuls pour tout entier £ > 1.

Pour tous les entiers positifs i, £, n, posons

85 = [E]' Z qi1+m+iediedie71 e 'dil

0<iy <--<ip<n—Ll—it1
lorsque n + 1 > ¢+ i et 87 = 0 sinon. D’apres le lemme 0.3 de [Kp], on a
d* =095 :C, — Ch_y et d*=0¢:C, — Chy.
Calculons

oft=1[0' Y ¢, . dit

0<ig <
<ip<n—t—it1

= [f]' E q12+"'+ledie e dwdn + [é]'t E q741+"'+2£di271die7171 e dh,l
0<ig<--- 0<ig<---
<ig<n—f—i+1 <ipg<n—f—i+1

ou l'on a dissocié les termes de la somme pour lesquels i1 = 0 et ceux pour lesquels 71 > 0
et utilisé les relations dot = id et d;t = td; 1 pour i > 0. En appliquant les relations
simpliciales de commutation et en réarrangeant les indices, on trouve

Ot = [(dp—p1 > g Fedy, diy + O g, dy,
0<i;<--- 0<ig<---
<ig_1<n—t—i <ipg<n—€—i+1
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d’ou la relation
Ot = q"t0f 4 + [O)dy—e1100, 1 . (1.5)
En particulier, pour i = 0, on a 95t = ¢‘t0f + [(]d,.— g+18f*1 Comme par ailleurs, on a
[)dp—p410 1 = gD (98 — %) ainsi que 9§ = df et ¢ = d¢, 1a relation (1.5) implique
la relation
d*(id —g" 1) = (id —¢" T )d'’t.

Lorsque n = —1 mod N et ¢ = p, cette derniere relation n’est autre que dP1’ = T'd'P.
Lorsque n = —p — 1 mod N et £ = N — p, il s’agit de la relation dV"PT = T"d'"N—P. Nous
venons de montrer la nullité des applications de (1.4) impliquant les opérateurs 1" et T".

Montrons maintenant la nullité des morphismes impliquant R et R’. Nous laissons au
lecteur le soin d’établir la relation

J
o) = U D — 1] (=i 1] Y g, dy, 05 (1.6)

i=0 n—t—jtiti<u<-..
<u;<n—f+1

Cette formule se démontre par récurrence sur j a partir de la relation (1.5). A présent
calculons le produit 9§ (Z ! (¢""t)7). Drapres (1.6), il vaut

n

ZZq(jfi)(nfﬁ—l)%—(j*i)f[g] =i 1) Z qurttued, L .dul8]+1,

7=0 =0 n—l—jtit1<uq<---
<u;<n—£+41

ou encore en réarrangeant les indices

n n—i
Z Z qj(n—f—l—l)—l—jf [g] e [f — i+ 1]tj un1+"-+uz'dUi o du1 8]—}—1—{—1 :
1=0 5=0 n—Ll—j+1<u; < --

<u;<n—£+41

ce qui vaut encore

n n—j
Z qa(n+1)[£ Je—i+1]¢ Zq“1+'-'+“idui .. -duﬁjﬂﬂ
Jj=0 =0 n—l—j+1<ug<---

<u;<n—L£+41

Comme (9€+H_1 =0lorsque j >n—~/let [(]---[{—i+1] =0 lorsque i > /, il reste a évaluer

n—~¢ ¢
Z qj(n+1)tj Z[f] .. [( — i+ 1] un1+...+uz‘dui B aj—l—z—l—l
j=0 1=0 n—t—j+1<u < -

<u;<n—£+1

Par définition de 8J Li+1, cette derniere expression est égale a

n—~_
Zq“"“)tﬂ Z S gty dy, =Y @I
=0 n—l—j+1<u;<---<u;<n—£+41 ]:0

0<u1+1< Lup<n—£—j



7

Par conséquent, lorsque n = —1 mod N et £ = p, respectivement n = —p — 1 mod N et
{=N—p,ona

n n—~{ n n—¢
6quj(N_p)tj — thﬁg7 resp. 3{V—p2tj — qu(N—p)tJ'@éV—p7
j=1 3=0 7=1 §=0

c’est-a-dire d’PR' = RdP, respectivement d’V PR = R'dY~P. Ceci démontre la nullité des

morphismes (1.4) impliquant R et R’. 0

De méeme que pour ’homologie cyclique usuelle, il est possible de construire un analogue
du (B, b)-bicomplexe de Connes a partir du bicomplexe de la proposition 1.1. C’est ce que
nous faisons maintenant.

Pour tout entier naturel n, définissons le morphisme ¢ : C,, — C,41 en posant

o =q~"s,. De plus, pour tout entier p=1,..., N — 1, posons

p—1

1 . 4
(N—p) _ ri N—1 p—i—1
S e i D IR A
i=0

et
1 N—-—p—1
() _ digN—1gN-p—i-1
o o .
COVIN T &
On a le lemme suivant.
LEmwMmE 1.2. — Le morphisme USQ) défini par

o(N—p) o (P o(N—p) o(N—p)
Cnp1——COn1 — Con p1 —— Cong ——— -~

est une homotopie contractante du complexe An_,(C’)..
Démonstration. — D’apres [KsW, §5.6], on a la relation d’'o — ¢~ lod’ = id qui implique

N-—1
Z d/N—i—1,N—1 i _ (_q)N—l[N —1]tid .
i=0

On en déduit

p—1 N—p—1
(—q)N_l[N . ].]'ld — (Z d/io.N—ld/p—i—1> d/N—p + d/p ( Z d/iO_N—ld/N—p—i—1>

i=0 =0
=(—)V TN = 1]{(c NP @' 4 NP5 (P))

ce qui prouve le lemme. ]



Nous définissons a présent ’analogue de 'opérateur B de Connes. Posons
B(p) = TIO'(p)R : CkN—p—l — CkN—l

et
BW=P) = T¢gW=PIR": Clt_1yy—1 — Chv—p-1
pour tout entier k£ > 1 et tout entier 1 < p < N — 1.
LEMME 1.3. — On a les relations

BW=p)B®) — BW®)BWN=p) — ¢
BW-pgN—» 4 g — et B@gp 4 gN-pB(N-P) _

Démonstration. — Les deux premieres égalités sont de simples conséquences de R1 = 0
et R'T" = 0. Les deux autres se déduisent de la proposition 1.1 et du lemme 1.2. ]

Des lemmes 1.2 et 1.3 et du lemme 2.1.6 de [L], on déduit que le bicomplexe suivant
calcule la méme homologie que le bicomplexe (1.3).

dP l av-r l dr i

B(N-p) B
0 «— CkN—p—l — C(k—l)N—l — C(k—l)N—p—l —
dN—Pl dpl dN—PJ(
B® B(N-p)

0 «— Cur-nyn—1 — Cur-—nyn—p-1 ——— Cup_on_1

v | aNor | |

B(N=p) B®
0 «— Con_p1 —— Cn-1 — CN—p-1 —
oo ) |
0 «— Cn-1 B2 CN_p-1 — 0
@ | l
0 «— CN—p—l — 0
l
0

Nous notons ,B le bicomplexe (1.7) et Tot(,8). le complexe total associé. Considérons la
suite exacte de complexes

0= (An_pC)s —= Tot(,B'). - Tot(,B8')[2]. — 0
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ou I est 'inclusion de la premiére colonne dans le bicomplexe et S la projection canonique
de la diagonale Cyn 1 @ Crp—1yn—p—1-- - D CNn_p 1 dans Cp_1)y—p—1---BCn_p 10U
la projection canonique de la diagonale Cxn 1 @ C(j—1)n—1 - © Cn 1 dans la diagonale
C—1)nN—1 "+ ® Cn_1. Cette suite donne lieu a une longue suite exacte en homologie :

(N —p)
.2 p HC 51,1y (C) R N-pH41)N—p-1(C) £ p HO2,(C)

(p)
i) pHCZ(k—l)(C) B—> N—ka:N—l(C) L> pHCQ(k—l)(C) (18)

S B(N-p) I S
— p HO9(—1)-1(C) ——— N—pHrn—p-1(C) — p HC9(_2)(C) — -~

2. — Les théorémes principaux

Dans cette partie, nous démontrons que ’homologie cyclique aux racine de I'unité est
isomorphe a I'homologie cyclique usuelle. De plus, a 'aide des foncteurs Tor, nous donnons
une démonstration nouvelle du théoreme de Dubois-Violette qui calcule I’homologie « aux
racines de I'unité » d’un module simplicial en fonction de son homologie simpliciale usuelle.

Tout d’abord, rappelons le théoreme de Dubois-Violette.

THEOREME 2.1. — Soit C = (C., d;, s;) un k-module simplicial. Pour tout entier naturel
n, ettoutptelquel <p< N—-1, ona

Hy(n—pt1)/N(C)  sin+1=p modulo N
pHn(C) = Heoptonyn(C) sin+1=0 modulo N
0 dans les autres cas.

Ce théoréme est démontré dans [KsW] lorsque le module simplicial est celui associé & une
k-algebre associative et dans [D2] pour le cas général. Nous en donnons une démonstration
alternative dans cette partie.

Enongons a présent notre théoreme principal.

THEOREME 2.2. — Soit C = (C.,d;,s;,t) un module cyclique. Pour tout entier
p=1,...,N —1, on a lisomorphisme

LHC,(C) = HC,(C).

Remarquons que, si les cycles représentant des éléments de HC',(C) sont des éléments
de Cr @ Cr 1 ®Cr 2@ P Cp, ceux de HC9,(C) et HC9x11(C') sont respectivement des
éléments de

C(k+1)N—p+1 ®Crn_1® C(k—l)N—p+1 D - BCNn_pt1

et de
Cr1)N=1 D@ CkN—pt1 @ ClhmtyN—p1 @ - D CN _py1
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pour tout k£ € N.

Afin de démontrer les théoremes 2.1 et 2.2, nous rappelons brievement la présentation
de I’homologie d’un module simplicial comme foncteur Tor pour la généraliser aux N-
complexes.

Considérons la catégorie catégorie simpliciale A et la catégorie cyclique AC décrites
par exemple dans [L]. Rappelons que les objets de A et de AC sont les ensembles
(n) = {0,...,n} ou n € N. Les morphismes de A sont les applications (m) — (n)
croissantes au sens large pour tous m,n € N. Parmi eux, pour tout ¢ = 0,...,n, on
distingue les injections J; : (n — 1) — (n) déterminées par i € 9;((n — 1)) et les surjections
o; + (n+1) — (n) déterminées par o;(i) = o0;(i + 1). Les morphismes de AC sont
engendrés par ceux de A et un morphisme 7 : (n) — (n) d’ordre n 4+ 1. Tout morphisme
¢ € Homac((m), (n)) se décompose de maniere unique en un produit ¢ = a7* ou

a € Homa ((m), (n)) et k=0,...,m.

On note A°P (resp. ACP) la catégorie opposée de A (resp. de AC) et k-Mod la catégorie
des modules sur k. La donnée d’'un k-module simplicial (M,,d,, s.) est équivalente a la
donnée d'un foncteur M : AP — k-Mod tel que M({n)) = M,, que M(5;) = d; et
M(o;) = s; pour tout n € N et tout 0 < ¢ < n. De méme, la donnée d’un module cyclique
(M., d,, S«,t) est équivalente a la donnée d'un foncteur M : ACP — k-Mod qui vérifie de
plus M(t,) =t pour tout n € N.

On appelle module cosimplicial un foncteur A — k-Mod et module cocyclique un
foncteur AC — k-Mod. On note respectivement A(k) et A°P(k) les catégories des modules
cosimpliciaux et simpliciaux et respectivement AC(k) et ACP(k) celles des modules
cocycliques et cycliques. Soit £ un module cosimplicial et F' un module simplicial. Le
produit tensoriel E@aF est le foncteur A°P(k)xA(k) — k-Mod défini par

E@AF = (B En@iFy)/V
nGN

ou V est le sous-k-module engendré par les éléments F(a)(e)Qf —e@F(a)(f) ot e € E,,,
f € F, et a: (m) — (n) est un morphisme de A. Le produit tensoriel d’'un module
cocyclique par un module cyclique est donné par la méme formule ou ’on remplace A par
AC. Pour plus de détails, nous référons a [Ks] ou [L].

D’apres [Ks| et [C] le foncteur — ®a — (resp. le foncteur — ®@ac —) se dérive en le
foncteur Tor®®) (—, —) (resp. le foncteur Tor2“*¥) (— —)) qui peut se calculer & I'aide de
résolutions de I'une ou 'autre des deux variables.

En particulier, pour tout k-module simplicial C' (resp. tout k-module cyclique C), on a

H.(C) = Tor2® (C, k) (2.1)

respectivement

HC.(C) = Tor®“®) (C, k) (2.2)
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ou k est le k-module cosimplicial (resp. le k-module cocyclique) trivial défini par k((n)) = k
pour tout n € N et k(«) = id pour tout morphisme « de A (resp. tout morphisme « de

AC).

Les isomorphismes (2.1) et (2.2) peuvent étre démontrés a l’aide de la théorie des
modeles acycliques d’Eilenberg-Mac Lane (c¢f. [M] ou [L, §6]). C’est une version «aux
racines de I'unité » de celui-ci que nous introduisons maintenant qui permet de démontrer
les théoreme 2.1 et 2.2.

Pour tout m € N, considérons le foncteur M, : A — k-Mod tel que M,,((n)) soit le
k-module engendré par les éléments de Homa ({(m), (n)) et tel que si a € Homa ({(n), (n'))
alors M,,(«) est le morphisme associant v € Homa ({(m), (n)) & aoy € Homa ((m), (n')).
De plus, & tout morphisme 3 € Homa ((m), (m’)) on associe la transformation naturelle
M, — M, qui a v € Homa ((m’), (n)) associe yof8 € Homa ({m), (n)). En particulier,
pour tout m € N on considere les transformations naturelles d; : M,, — M,,_1 et
s; ¢ My, — M,y,+1 respectivement associées aux morphismes J; et o; de A. Par définition
de ¢; et o;, les transformations d; et s; vérifient les relations de commutation simpliciales
(1.1). Par conséquent, nous pouvons considérer le N-complexe de k-modules cosimpliciaux
M, = (M., d=3";_,q"d;). On a alors la proposition suivante.

ProprosiTION 2.3. — Le N-complexe M, est une N-résolution de k par des k-modules
cosimpliciauz projectifs.

Démonstration. — D’apres 'appendice de [Ks]|, les k-modules cosimpliciaux M, sont
projectifs. Il suffit donc de montrer que le complexe est acyclique. C’est ce que nous
faisons en exhibant une homotopie contractante. Considérons le N-complexe augmenté

—~

M, : M, o, k ou dy : My — k est la transformation naturelle qui a tout élement

v € Homa ((0), (n)) associe 1 € k.

Soit ’application linéaire s : Mm — Mm+1 définie comme suit. Pour tout a €
Homa ({(m), (n)), on définit s(a) : Homa ((m + 1), (n)) en posant s(a)(i) = a(i — 1) pour
tout ¢ = 0,...,m+ 1 et s(a)(0) = 0. De plus, on définit s : k& — k(Homa ({0), (n)))
en posant s(1)(0) = 0. L’application s vérifie les relations dys = id et d;s = sd;_1. Ces
derniéres impliquent ds — gsd = id. Ce qui, d’apres le lemme 5.5 de [KsW], implique que
le N-complexe M, est acyclique. ]

A présent, pour tout m € N, considérons le foncteur MC,, : A — k-Mod tel que
MC,, ({n})) soit le k-module engendré par les éléments de Homac ({m), (n)) et pour lequel,
I'image d’un morphisme est définie comme pour le foncteur M : A — k-Mod décrit ci-
dessus. De méme que pour M, on considere les transformations naturelles d; : MC,, —
MC,,—1, s; : MC,, — MCp4+1 et t : MC,, — MC,, respectivement associées aux
morphismes §;, 0; et 7 de AC. Elles vérifient les relations de commutation cycliques (1.2).
Nous pouvons considérer le bicomplexe de k-modules cocyclique ,MM construit sur le
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modele de (1.3). On a

dP l —d'P l dP i

0 « MCyn—_p—1 «— MCOyn_p—1 — MCoN_p—1 +—

aN-p l _g/N-p l aN-p J{

0 — MCyx_, A MCy_1 i MCx 4 A (2.3)
ol " vl
T R T

0 « MCN,p,1 — MCN,p,1 — MCN,p,1 —

l l l

0 0 0

ProprosITION 2.4. — Le complexe total Tot(,MM) associé au bicomplexe (2.3) est une
résolution de k par des k-modules cosimpliciauz projectifs.

Démonstration. — D’apres 'appendice de [Ks|, les k-modules cosimpliciaux MC,, sont
projectifs. Nous allons montrer que 'homologie du bicomplexe est concentrée en degré 0
ou elle vaut k.

Considérons les lignes du bicomplexe , MM . Elles sont de la forme

0 — MC, & ymo, E ve, & ve, Ee

oulonaposéT;=1—¢'tet R, = Z?ZO(qit)j. Onaeneffet ' =1y, 7" =Tn_p, R= Ry
et R = Ry_,. Nous adaptons ’homotopie que H. Cartan et S. Eilenberg utilisent dans
le calcul de I’homologie des groupes cycliques (cf. [CE]). Rappelons que tout élément de
Homac({m), (n)) s’écrit de maniére unique comme un produit ar’ ot £ = 1,...,m. Nous
définissons les morphismes k-linéaires hg, hy : MC,, — MC,, en posant

. ( g) 0 sif = O,
att) = : - ;
0 g a(l+ gt + -+ qZ(e—l)q-Z) sinon

et
0 sil <mn,

hy (om'é) = {

Un calcul élémentaire montre qu’on a les relations

q_i(”_l)a sinon.

thi - Tzho =id et hojﬂZ - thl =id .

Nous venons d’exhiber une homotopie contractante pour les lignes du bicomplexe (2.3). 11
en résulte que ’homologie du complexe total est 'homologie du complexe

0 MCy_p 1/T(MCx—p 1) <= MCx_1/T'(MCy 1)

dN—»p dP

——— MCon—p—1/T(MCon_p-1) — -+~
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Ce dernier complexe est isomorphe au complexe Ay, M.,. Remarquons que le complexe

p—1 —~ —~
augmenté Ay, M, _dod™ 7, k est la contraction du N-complexe M, ou dy et M, sont

décrits dans la démonstration de la proposition 2.3. Le N-complexe M, étant acyclique

au sens de Kapranov, toutes ses contractions sont acycliques au sens usuel. Il vient que
p—1
An_pM, God” k est acyclique. Par conséquent, ’homologie du bicomplexe (2.3) est

concentrée en degré 0 ou elle vaut k. Ceci termine la démonstration de cette proposition.
O]

Nous pouvons maintenant démontrer les théoremes 2.1 et 2.2. La premiere démonstra-
tion utilise le foncteur ,Tor défini dans [KsW].

Démonstration du théoréme 2.1. — D’apres la proposition 2.3 et la proposition 3.1 de
[KsW], pour tout p=1,...,N — 1, on a

Torﬁ(;klpﬂ)/N(C, k) sin+1=pmodulo N

pH (C®aM,) = ,Tor, W(C k) = Tor(AQ(yf_)F%N)/N(C’, k) sin+1=0modulo N

0 dans les autres -cas.
Par ailleurs, un simple calcul nous donne C®a(M,,d) = (C,,d). On en déduit que
pH.(C) est isomorphe & ,H,(C®aM.) et donc le théoreme 2.1. n

Démonstration du théoréme 2.2. — Nous utilisons I'isomorphisme (2.2). Puisque, d’apres
la proposition 2.4, le complexe Tot(,M M) est une résolution de k par des k-modules
cycliques, on a

Tor®°®)(C, k) = H,(C®ac Tot(, MM)) .

Comme de plus C®ac Tot(, MM ) = Tot(,CC), il en résulte I'isomorphisme

, HC..(C) = Tor™®)(C, k) =~ HC,(C).
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3. — Des quasi-isomorphismes de complexes aux racines de I’unité

Dans [D2], M. Dubois-Violette démontre le théoréeme 2.1 & l’aide d’un quasi-iso-
morphisme explicite entre le complexe standard d’un module simplicial et le complexe du
méme module aux racines de 'unité. Sa contruction repose sur une cascade de complexes et
de quasi-isomorphismes intermédiaires. Dans cette partie, nous donnons une présentation
plus synthétique de son quasi-isomorphisme. De plus, nous simplifions sa démonstration
de la quasi-isomorphie a I’aide des outils de 1’algebre homologique.

Soit (Cl,dy, sx) un k-module simplicial. Pour tout n € N, nous allons construire des

morphismes
o Xt ok o
(AN 10) (AN QC) (AlC)n —>Cfb
Pour p=2,...,N — 1, posons af = d lorsque n est pair et af = id lorsque n est impair.
Avant de définir o}, introduisons la notation b, = Zfzo(—l)idi. Cela définit un

morphisme by : C,, — C,_1 pour tout n > k. Le morphisme b = b,, : C,, — C,,_1 n’est
autre que la différentielle du complexe simplicial standard. Posons maintenant oy = id et

ap = (bak—1 + [N — 1]dog—1)(bar—1 + [N — 2]dog—1) - - - (bar—1 + [2]d2k—1)k—1

pour tout k > 1. Posons encore af = id¢, et a3, = as, | = ai pour tout entier k > 1.

ProposiTioN 3.1. — Les morphismes

N 1 N—-2 2

(An-1C)s —— (An-20).

sont des morphismes de complezes.

Nous démontrons cette proposition apres le théoreme suivant.

TuEOREME 3.2. — Les morphismes de complexes o, oup =1,...,N —1, sont des
quasi-isomorphismes réalisant les isomorphismes de groupes d’homologie du théoréeme 2.1.

Démonstration. — Pour p=1,..., N — 1, considérons les complexes
dP dN-P dP dN-P
(ApM)y: - — Mony_1 —— Mnyp1 — My_1 —— My 1 —0

et le complexe standard

VAN VSIS VSN IRUUSLING |/ ANLINY AN

ou M et k sont les k-modules cosimpliciaux définis dans la partie 2. D’apres la proposition
3, (A, M), et M7 sont des résolutions

dodP~1!

(A,M), : (A, M), E et MMk,
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de k par des k-modules cosimpliciaux projectifs. On étend naturellement la définition
des morphismes o’ en des morphismes de complexes &P : (APM e — (Apflﬁ )« pour
p=2,...,N—1eta': (Alﬁ)* — ]\75 relevant 1'identité de k£ et de telle sorte que
aPR®aid = aoP pour tout p = 1,...,N — 1. D’apres le théoreme de comparaison des
résolutions projectives, on en déduit que pour tout 1 < p < N — 1, les morphismes ao”
sont des quasi-isomorphismes de complexes. 0

La fin de cette partie est consacrée a la démonstration de la proposition 3.1. Nous
définissons deux morphismes 3,7, : Cx — Cg_p_1, pour tout 1 < p < N — 1 et tous les
entiers k et n tels que k >n>p+1et n+p <k, en posant 5} =i = (b, + [2]d,,) et

Bg - g—l(b" + [2]dy + q2dn+1 + qsdn+2 +---+ qp+1dn_|_p)
Y = (bn + [P+ 2]dn) vy

pour tout n € N et p > 1. Nous pouvons d’ores et déja remarquer qu’en vertu des relations
de commutation simpliciale, on a

ﬂgdz = di—p—lﬂg et ’)/;Ldz = di—p—l’)/g (31)
pour tout p > 1, tout n > 0 et tout ¢ > n + p.
LemME 3.3. — Pour tous les entiersp > 1 et n > 0, on a légalité 5 =,
Démonstration. — Pour simplifier les notations, posons 3, = 3, et 7, = 7;,. Nous allons
démontrer le lemme par récurrence sur p. On a 3y = 7 par définition. Faisons le calcul

pour p = 1. Rappelons que [2] + ¢* = [3] et remarquons que, pour tout n > 0, on a les
relations d,dn+1 = d% et bpdn+1 = dpb,. On calcule alors

B1 = (b + [2]dn) (b + [2]dn + ¢*dpt1)
= by, + ([2] + ¢*)dnby + [2]bndy + [2](12] + ),
= b2 + [3]dnbn, + [2]bnd,, + [2][3]d%
= (b, + [3]dn)(bs + [2]dn)
=71-
Supposons que [B; = 7, pour tout k£ < p et montrons que ’égalité est vraie au rang
p + 1. Tout d’abord remarquons que, par hypotheése de récurrence, pour p > 1, on a
By = Yp et Bp—1 = Yp—1. Par conséquent, comme (3, = Bp_1(bp + -+ + P ?dpipr1) €t
Yp = (bn + [p + 2]dpn)Vp—1, on a la relation de commutation
’Yp—l(bn + [2ldn + q2dn+1 +eeet qp+1dn+p) = (bn + [p+ Q]dn)’yp—l . (3.2)
A présent, nous pouvons calculer
Bpt1 =Bp(bn + [2)dn + ¢*dps1 + -+ " d g i)
=Yp(bn + [2)dn + ¢Pdpi1 + -+ P dnypi)
—(bp + [p + 2ldn)Vp—1 (b + [2)dn + Pdni1 + -+ P dnyyp)
+ qp+2(bn + [p + 2]dn)7p71dn+p+1
=(bp + [p+ 2]dn)*¥p—1 + ¢" 7> (bp + [p + 2]dn)dpt17p—1
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ou la deuxieme égalité est une conséquence de I’hypothese de récurrence, la troisieme de
la définition de 7, la derniere des relations (3.1) et (3.2). On a donc

Bpir = ((bn + [+ 21dn) + 672 (b + [+ 2)dn)dns ) 1

- ((bn + [P+ 2dn)? + ¢" 2 dn (bn + [p + Q]dn)>7p—1

= (b + [p + 2)dp + ¢"dp ) (by + [p + 2]dn)Vp-1
= (bn + [p + 3]dn)(bn + [p + Q]dn)%)—l

= Tp+1
ol la deuxieme égalité provient des relations de commutation de d,+1 avec d, et b,, la
quatrieme de [p + 2] + ¢?™2 = [p + 3] et la derniere de la définition de vp41. n
Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 3.1.
Démonstration de la proposition 3.1. — 11 s’agit de prouver la commutativité des deux
diagrammes
dp aiN-—r dr aN-—p
(Apc)* : te — Con_1 —_— CN+p—1 — Cn-1 - p—1
or | id | d] id | d|
dpfl dN7p+1 dpfl dN7p+1
(Ap—lc)* 2o —— Oy — CN+p—2 — Oy — p—2
et
d del d del
(AC)y = oo Cey — Cener —— Cpmppy — -+ —— (G
ol | ar | ar | a1 | id| (33)
b b b b
c; v Oy — Cyr — Cypy — - — (g

Il est évident que le premier est commutatif. Nous allons montrer que le second ['est
également. Nous utiliserons le fait, qu’en reprenant les notations du lemme 3.3, on a

1 2(k—1)—1
Qg = 712\716—31’71\1(—3 . '71?)\173711\[*3 (3.4)

pour tout k£ > 1. Nous allons démontrer la proposition par récurrence sur k. Aurang k = 1,
il faut montrer que chaque carré du diagramme

d del
Cyn  — OCno1 —— ()

o1 ] o | [ (3.5)

b—b b=1b
C, — ¢ — &

est commutatif. Remarquons que dy 4+ qd; = dy — dy + (1 4+ q)dy = by + [2]d; et calculons
dN—1: Cn_1 — Cj. On obtient
dNil = (do + qdl)(do + qdl + q2d2) s (do + qd1 + q2d2 + -+ quldN_l)
= (b1 + [2)d1) (b1 + [2)d1 + ¢°da) - - (b1 + [2)d1 + ¢*da + -+ ¢ 'dn_1)

1
= 51\7—2 .
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Or, d’apres le lemme 3.3, on a 35 _, = 75 _,. De plus, par définition de 7Y, et comme on

a [N] =0, on obtient v, o = (b1 + [N — 2+ 2]d1)yx_3 = bi17x_5. Finalement, on a bien

dN~! = ba; ce qui prouve la commutativité du carré de droite du diagramme (3.5). A

présent, calculons ad: Cny — C7. On a

ard =yy_3(do + qdi + - -+ ¢"dn)
= By—s(b1 + [2Jdi + -~ + ¢V dn)
= By_s(br + [20d1 + -+ ¢" " rdn_1) + By_sdn
= B2 +dafy_3
= N2+ dayN 3
= (by + [N])dy + do) VN3
= (dy — d1 + d2)y

= by

ou les deux premieres égalités sont des conséquences respectivement de (3.4) et du lemme
3.3. La troisieme égalité résulte de ¢V = 1, la quatriéme de la définition de B, et de
(3.1), la cinquieme du lemme 3.3, la sixieme de la définition de ;' et enfin la septieme de
[N] = 0. Nous avons ainsi démontré la commutativité du carré de gauche du diagramme
(3.5). Supposons maintenant que le diagramme (3.3) est commutatif pour tout les rang
< k — 1. Nous allons montrer la commutativité des carrés du diagramme

d aN-t
Cen — Cynoy —— Cuonn

ar | ar | a1 | (3.6)

OQk b=bsy b=boy_1

Cop,y ——m— CQ(k—l)
Pour cela, remarquons encore, qu’en vertu de (3.1) et (3.5), on a la relation

apd; = d;_p(N_2)0k (3.7)
pour tout k > 1 et i > kN — 2. Calculons ay_1d™¥ ! : Cpn_1 — Cok—1)- On a

ap1d¥ T = a1 (do + qdi + g IV n + g I g )dY
= ap—1(do + gqdi + - ¢* IV d_1yn)d 7 + qan_1dp-1yn1d" 2
= byr_1yk—1d" " + qag_1dp_1)N+1d"
= byr_1)h—1d" % + qdog_1ap_1dV 2

= (bo(—1) + qdog—1)op_1d" ?

ol la deuxieme égalité découle de ¢V = 1, la troisieme de la commutativité du carré de
gauche du diagramme (3.6) au rang k — 1 et la quatrieme de (3.7).
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Par des calculs similaires, en faisant commuter chaque facteur d du produit oy, 1d™ =2
avec ay_ 1, on obtient :

ak—1d™ 7 = (ba—1) + qdok—1) (bagr—1) + qdor—1 + ¢*dok) - - -
(bagk—1) + qdok—1 + -+ + ¢~ "dopr N—3)k_1
= (bok—1 + [2]dok_1)(bok—1 + [2)dok—1 + ¢*doy) - - -
(bok—1 + [2)dog—1 + - -+ + ¢V " dogi n_3)ak_1
= ﬂ?f__llakq
= ’Y]kafllak—1
= (bog—1 + [N]dzk—l)’ﬁkaglak—1

= bag—100 -

Ce qui démontre la commutativité du carré de droite du diagramme (3.6). Il reste & montrer
la commutativité du carré de gauche. Il faut calculer axd : Cixy — Cox 1. On a

C\{kd = 7]2\]’6:310516—1(610 _|_ qdl + R + qude)

= 7]2\]]‘:__31&]671(610 + qdl +---+ q(k_l)Nd(k_l)N)

+ q(k_l)N’Y]Q\;C__g,lak—l(qd(k—l)N—H +-+¢Vdy)

= ’Y?Vk__glbz(k—noék—l + W?f:gl(qdzk—l oo+ ¢V dog o n)ak_1

= ]2\716:31(172/471 + [2ldog 1+ -+ ¢V tdog i)k 1 + 5]2\}6:31d2k72+]\]05k71
= B3 Jag_1 + koﬂ?\f:gloék—l

2k—1 2%k—1
= VN5 Ok—1 + dop VN _3 Ok—1

= (bok—1 + [N]dor—1)Vx 5 -1 + dor V3 5 k1
= (bok—1 + dog)Var 5 a1

= boroy ;

la premiere égalité se déduisant de (3.4), la troisieme de la commutativité du carré de
gauche du diagramme (3.6) au rang k — 1, de ¢ = 1 et de (3.7), la cinquieme de la
définition de 3] et de (3.1), la sixieme du lemme 3.3, la septieme de la définition de v,
la huitieme de [N] = 0 et la derniere de (3.4). Ceci prouve la commutativité du carré de
gauche du diagramme (3.6) et termine la démonstration. ]
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4. — Rapport entre différentes déformations de différentielles simpliciales

Dans cette partie, nous explicitons des morphismes entre les complexes simpliciaux
munis des différentes différentielles d(;y définies dans [KsW]. En particulier, nous retrouvons
les résultats de Dubois-Violette [D1, D2] pour ce qui concerne le calcul de ’homologie du
complexe muni de la différentielle d(n_).

Soit C' = (CL, dx, s«) un k-module simplicial. Rappelons que si 'on pose
n—1
dey = Z qidi +¢"[lldyn : Cp — Cy1
i=0
on définit un N-complexe ol — (Cx,dg)) pour tout £ € Z/lZ. Les complexes ) et ¢V

)

sont alors respectivement les complexes C. et C, tandis que le complexe C’iN_l est la

version homologique du complexe défini dans [D1]. On a le théoréme suivant.

THEOREME 4.1. — Pour tout p=1,...,N — 1 et tout n € N, on l’isomorphisme

N-1)\ ~ 1
pHn(C*E )) - pHn—}—prfl(C”E )) :

Comme par définition ,H, (C’il)) =, H
suivant.

,(C), du théoreme 2.1, on déduit le corollaire

COROLLAIRE 4.2. — Pour tout entier naturel n, et tout p tel que 1 <p< N —1, on a

Honin—p)/n(C) sin=p modulo N
pHn(C(N_l)) = Hypyn(C) sin =0 modulo N

0 dans les autres cas.

Afin de démontrer le théoreme 4.1, considérons ’application ¢ : ctY — ot [1] définie
par )¢, = dn. Remarquons que ¢ est indépendante de /.

LeMME 4.3. — Pour tout ¢ € Z/lZ, ’application § : c® C’iHl)[l] est un morphisme
de N-complexes.

Démonstration. — 1l suffit de montrer que le carré
., 2o o,
in | | s
Con M2 0,

est commutatif pour tout n € N et tout ¢ € Z/¢Z. Calculons

n—2
diesnydn =Y q'didy + ¢" [0+ 1]dy, 1dy,
i=0
n—2 ‘
—dn 1 Y ¢'di+ ¢ 0+ 1]dyady
i=0
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ou l'on a utilisé les regles de commutation simpliciales. Or, comme on a [¢ + 1] = 1 + ¢[/]
et d,_1d, = d%_l, il vient

"+ 1dy_1dy, = ¢" MR+ ") dy1dy,

Par conséquent, on a

n—1
d(ﬂ—kl)dn =dp 1 (Z qidi + qnw]dn> = nfld(é) .

i=0
O]
Nous pouvons a présent démontrer le théoreme 4.1.
Démonstration du théoréme 4.1. — Considérons le noyau de 'application ¢ définie ci-

dessus. Comme d(f)|Ker(5) = d’, ce noyau est le sous-N-complexe K, = (Ker(d),d') de

C’y). Pour tout ¢ € Z/lZ, on a la suite de N-complexes
0K, —c® 25 oY —o.

Cette suite est exacte car le morphisme ¢ est surjectif. En effet, pour tout n € N on a
dpos,—1 =1ide, .. D’apreés [KsW, §1.8], on en déduit la longue suite exacte en homologie

yH.(K) —  GH.(CO) s H.(CEI[))

o | | a (4.1)

PH(CED]) & JH(CW) — L H(K)

ou 0 et O sont des morphismes de degrés —p et p — N respectivement. En particulier,
lorsque ¢ = 0, le complexe C’iz) = (C! est acyclique alors que, lorsque £ = N — 1, c’est le

complexe C’i”l)[l] = (' [1] qui est acylique. La suite exacte (4.1) permet d’en déduire les
deux isomorphismes de groupes d’homologie

pHa(K) = ,H, (CV7Y) et HA(K)=,H L (CD)

pour tout p=1,..., N — 1. Ce qui démontre le théoreme. ]
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