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1 Introduction

Le papier est consacré a une étude du probleme d’estimation non paramétrique
du coefficient de dérive d'un processus de diffusion homogene ergodique (ou
de la fonction de régression sous un bruit gaussien) au point fixé d’espace .

D’apres les publications sur I'estimation nonparamétriques du coefficient
de dérive d'un processus de diffusion il existe deux directions principales de
recherches.

Dans les travaux de premiere direction on considere le cas ou le coefficient
de dérive S dépend que du temps, S = S(t), et appartient & un espace
fonctionnel de régularité specifiée.

Le probleme est d’estimer S(tp) au point fixé ¢y, voir Ibragimov et Khas-
minskii (1981), Brockman, Grosser et Herrmann (1993), Brown et Low (1996),
Lepski (1990), Lepski et Spokoiny (1997), Low (1992), Nemirovskii (1985),
Tsybakov (1998) pour les details et d’autres références.

Pinsker (1981) et Golubev (1991) étudient le probleme d’estimation de la
fonction S sous le risque quadratique.

La précision d’estimation et I'estimateur optimal dépend fortement de la
régularité de I'espace fonctionnel.

La seconde direction s’agit du cas ot la fonction inconnue S dépend de la
variable spaciale, S = S(z), appartenant a un espace fonctionel de régularité
spécifiée.

Dans ce cadre Banon (1978), Kutoyants (1997, 1998), et Negri (1998) ont
estimé la distribution stationaire (ou la densité stationaire) au point spacial
donné. Ce modele est consideré aussi par Delattre et Hoffmann (2000) pour
le cas nonergodique.

Nous voudrions mentionner aussi le papier de Liptser et Spokoiny (1997)
dans lequel la fonction inconnue S dépend d’un processus perturbé .

Notons que le probleme d’estimation nonparamétrique d’une autorégres-
sion nonlinéaire en temps discret est un cas particulier du probleme d’estimation
nonparamétrique du coefficient de dérive S (voir Hardle, Tsybakov (1997),
Delyon et Juditsky (2000)).

Notre approche est basé sur des estimateurs au noyau. Ces estimateurs
sont difficils pour leurs études parce qu’ils sont des fonctions non-linéaires
des observations.

En pratique généralement, il est impossible de calculer la précision d’estimation
lorsque la durée d’observation est fixé. Par conséquent, on n’arrive pas de
résoudre le probleme du choix optimal de largeur de fenétre qui garantie
une meilleure vitesse de convergence (voir, par exemple, Lepski, Spokoiny
(1997)).

Pour contourner cette difficulté une voie a été proposée par Liptser et



Spokoiny (1997). IIs ont choisi la largeur de fenétre en minimisant la précision
asymptotique, lorsque la durée d’observation tend vers I'infini. Ils ont obtenu
la largeur de fenétre de la forme h = T~3 sous condition que le coefficient de
dérive est une fonction lipschitzienne.

Dans ce papier il est montré que la précision optimale est assurée par
une largeur de fenétre h =~ T_%, lorsque la durée d’observation est faible,
(T —0).

Dans le cas general, lorsque la durée d’observation 7" est fixé, il n’est pas
clair lequel de ces deux comportement assymptotiques peut etre appliquée.

Pour trouver une largeur de fenétre optimale (au sens de précision op-
timale), nous proposons une approche d’analyse séquentielle basé sur des
estimateurs a noyau pour le coefficient de dérive.

Dans le cas paramétrique des estimateurs séquentiels étaient proposés
par Shiryaev et Liptser (1978) et Novikov (1971). L’idée de base de cette
approche est de présenter 'estimateur du maximum de vraisemblance sous
forme d'une intégrale stochastique en utilisant un temps d’arrét spécial. Cela
permet de calculer la précision d’estimation et ensuite choisir une largeur de
fenétre optimale a partir de "1’équation de balance”.

Dans ce papier nous considerons la situation nonparamétrique and étu-
dions les propriétés d’optimalité des estimateurs séquentiels a noyau. Pour
étudier 'optimalité de cette procédure nous utilisons ’approche assympto-
tique minimax proposé par Ibragimov et Khasminskii (1981) dans le cas
paramétrique et développée par Efroimovich (1980), Spokoiny (1992,1994)
pour des schemas d’estimation séquentielle. Pour appliquer cette approche
aux situations nonparamétriques nous introduisons des risques globaux and
locaux des procédures séquentielles and obtenons leurs bornes inférieures.

1l est bien connu que dans le cas paramétrique les méthodes séquentielles
n’ont asymptotiquement aucune avantage en comparaison avec les estima-
teurs basés sur les échantillons de taille fixé ( voir, par exemple, Efromoivich
(1980)). Efroimovich (1989) a démontré le méme résultat pour des estima-
teurs de densité en cas nonparamétrique.

Dans ce papier nous montrons que les estimateurs séquentiels a noyau
peuvent avoir des avantages en comparaison avec des estimateurs nonséquen-
tiels dans le cas des risques nonasymptotique. Un exemple est donné pour
illustrer cette situation. Il est montré que des estimateurs nonséquentiels ont,
le risque nonasymptotique infini tandis que le risque est fini pour le schéma
d’estimation séquentielle.

Le papier est organisé de la facon suivante. Dans la section suivante nous
donnons I'énoncé du probleme d’estimation , définissons les estimateurs non-
séquentiel et séquentiel a noyau et formulons le probleme du choix optimal
de largeur de fenétre. En Section 3 nous étudions les propriétés des regles



d’arrét séquentiels. En Section 4 un exemple du risque nonasymptotique est
donné pour comparer la qualité des procédures séquentielles et nonséquen-
tielles . En Section 5 nous prouvons que la borne inférieure du risque global
est strictement positive. En Section 6 la borne inférieure est trouvé pour le
risque local. En Section 7 nous explicitons la formule de la borne inférieure
pour le risque local sous condition que le coefficient de dérive appartient & une
classe de Holder. En Section 8 nous utilisons des estimateurs aux polynomes
locaux pour obtenir une vitesse de convergeance optimale. Annexe contient
les preuves de certains résultats auxiliaires.

2 Enoncé du probleme

Soit (Q, F, (Ft)t>0, P) un espace probabilisé filtré satisfaisant les conditions
habituelles de continuité a droite et complitude. Soit (wy, F)¢>0 un processus
de Wiener standard.

Supposouns que le processus d’observation (y;)¢>o est gouverné par I'équation
stochastique différentielle

ou la fonction S(-) satisfait la condition de Lipschitz, la valeur initialle y, est
une constante. L’équation (2.1) admet une solution forte. Nous désignons
par (F/)i>o la filtration naturelle du processus (y:);>0 et par Eg 'espérance
par rapport a la loi du processus (y;);>o sous la dérive S.

Supposons que la fonction S(-) est unconnue et le probleme est de 'estimer
au point fixé zg, i.e. d’estimer S(x).

Avant de construire un estimateur pour S a (2.1) il est utile de rappeler
la solution du probléme similaire de détection du signal 1-périodique f(¢) en
équation:

Pour estimer la fonction f(¢) au point ¢y, on utilise souvent I'estimateur a
noyau

fO Kh(t to)dxt

JE KL, to)dt

Fa(to) =

i =3 @ (I 1,

h = h(T) est choisi de fagon que A(T) — 0, lorsque T' — oo et h dépend de
I'espace de signal, T est multiple a la période 1 du f(-), Q(2) est une fonction



positive, telle que Q(z) = 0 pour |z| > 1. Par exemple, Q(z) = 1,43, o
14 est 'indicatrice de 'ensemble A.
Considerons 'erreur

fu(to) = f(to) = B(h) +&(h),

ot B(h) est la précision d’approximation :

_ Jol Kn(t, to) (f(t) — f(to))dt

B(h) T :
I K (t, to)dt

&(h) est le terme stochastique :

_ o K (t, to)dw,
Jo Kn(t, to)dt’

KA(Q)
WL

_ f—11 Q*(2)dz
(/1 Q(z)dz)*

Notons que U'infimum du x(Q) par rapport a @) est égal a 1/2 et il est atteint
par Q(z) = 1 13(x). Dans la suite nous posons Q(z) = 1,_; ;(z). Pour
terminer la construction d’un estimateur il reste de déterminer une largeur de
fenétre h. Une approche habituelle pour cela est basée sur les conditions de
régularité imposées sur la fonction f, par exemple, que cette fonction satisfait
la condition de Lipshitz avec une constante L. Le choix standard d’'une
largeur de fenétre en estimation nonparamétrique est motivé par rélation
de balance entre le biais et le terme stochastique dans la décomposition de
Perreur fy,(to) — f(to). Sous certaines conditions on peut estimer le biais B(h)
par Lh et obtenir I'équation de balance standard

1
\/7T Jo Kn(t, to)dt

Ceci implique que pour obtenir la vitesse optimale, il faut choisir 2~ comme
la fonction de T suivante :

o*(h.T) = K*(Q)

Lh

(2.2)

h =113 (2.3)
Par analogie avec ce cas, nous considerons I'estimateur a noyau
. Jy @ (—yt;xo) dy,
ST(fo) = T Jp— 1AT’ (24 )
Ji @ (v522) at
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AT{/OTQ<yt;xO>dt>O}.

Pour obtenir un bon estimateur pour la function S(-) au point zg, il est
nécessaire d'imposer de certaines conditions sur la fonction S(-) qui sont
similaires a la périodicité de la fonction f(¢) dans le probleme de détection
ci-dessus. Une des conditions suffisantes pour cela est que le processus (y;)
en (2.1) se retourne infiniment a tout voisinage du point zy. L’ergodicité du
(y;) assure cette propriété.

Soitent L et v deux constantes positives avec v < L. Nous introduisons
deux classes de fonctions :

v, =453 sol <z 1< T < ve yery @s)
et
Yy =1{5 €%, 5 est différentiable, tel que
|S(2) = S(y)| < Llz —y|*, ¥,y € R}, (2.6)
ol a €]0, 1.
Si S € Xp,, il existe la densité ergodique
lx) = expi2 [ 5(:)d2} /g (2.7)
ol
+o0o Y
(oo = / exp{2/ S(z)dz}dy.
—00 0
(voir, [8]).

Pour terminer la construction de Iestimateur (2.4) pour modele (2.1),
nous avons a choisir une largeur de fenétre h. Premierement nous obtenons
I’équation de balance.

Dans ce cas 'erreur est égale a

Sr(zo) — S(x0) = Br(h) + &r(h),

ou le terme Byp(h) de précision d’approximation et le terme stochastique
nr(h) sont définis de la fagon suivante :

o @(M5%) (S(w) — S(ao))dt

Br(h
" Jo @ () dt

, (2.8)

1
h) =
VI @2 () e

6

Er( nr(h), (2.9)



() duy
\/f(]T Q? (yt;%) dt
Il est claire que Bp(h) < Lh si S € ¥ ,. Dans ce cas il est difficile
de trouver la forme explicite de la quantité Eg|Sy(z9) — S(x0)| parce que le
dénominateur est aléatoire dans le terme stochastique.

Nous allons étudier le comportement asymptotique de la moyenne d’erreur.
Le processus y; étant ergodique on a

A % /OT &’ (Lﬁ) dt = /R @’ (y;h%> q(y)dy =

1 (h) (2.10)

1
= h/ q(xo + hz)dz,
-1
Vh > 0.
Par suite, dans (2.10) le terme 7y (h) est tel que
nr(h) jfzofa

ot & ~ N (0, 1) ( voir, par exemple, [22]).
Cette rélation implique I'approximation suivante :

3

rlh) = 2q(zo)Th

lorsque h — 0.
Prenant en compte cette égalité asymptotique nous choisissons la longeur
de fenétre de la rélation

_ 1 . _ e1/3
h = N ie. h=T""",
pour obtenir la vitesse de convergence optimale pour l'estimateur (2.4).

Ce choix de la largeur de fenétre du comportement asymptotique ne
marche plus dans le cadre nonasymptotique, lorsque 7" ne tend pas vers
I’infini.

Si T est petit (T'— 0) pour yy = g, nous avons

Er(h) =

Sl

Donc,

1
h~—.
VT
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Pour une position nonasymptotique du probleme d’estimation nous pro-
posons un choix different de largeur de fenétre basé sur 'approche de I'analyse
séquentielle. Dans ce cas le dénominateur dans (2.10) est réduit a une con-
stante H > 0 par remplacement 7" au temps d’arrét spécial 7,01

t _
a=inf{t=0: [ Q (sz%) dt > HY. 2.11)
0
Dans ce cas 'estimateur a noyau devient de forme suivante

S (@) H/ (

Il reste de choisir la largeur de fenétre h pour cet estimateur.
Dans ce cas 'erreur est la suivante :

0) dy,. (2.12)

S% (o) — S(x0) = By, + &5 /VH, (2.13)

=17 [ Q (M) (S~ Stao)at,

5;{(h) — 12 /OTH 0 (ytziﬁO) dw, NN(O, 1).
On peut montrer que
Es|S7(20) — S(z0)] < Lh+ (1/VH)\/2/7. (2.14 )

Donc, dans ce cas pour obtenir la relation de balance entre le terme d’approximation
et le terme stochastique, on a a choisir

h=1/VH.
Dans la suite il sera établi que la largeur de fenétre h de type
h=1/H°

assure une constante optimale pour le risque local, lorsque 0 < 6 < 1/2.
Dans les sections suivantes nous étudierons les propriértés du temps d’arrét
Ty pour des procedures d'un tel A.



3 Les propriértés de 7
Comme avant
t _
Ty =1inf{t > 0: / Q(tho)dtZH},
0

Ol\l Q(Z) — 1[_1 l](Z)
Theorem 3.1 Quel que soit 0 < 0 < 1/2, et h = H07

Iim sup E ——1—0 3.1
H—»-‘rooSeZIL) S| | ( )

ol
ly = H1+6/2q(:1:0).

Pour prouver ce théoreme on a besoin de plusieures résultats auxiliaires. On
désigne

Ar(p) =T [ (p(y) —mlp))t (32)

ou la fonction ¢ = @4 (y) est telle que

el =sup [ le(wldy < o0 (3:3)

et
(o) = [ ety

Par exemple, .
o) = e y) = 7). (3:4)

Lemma 3.1 Si la fonction ¢ satisfait la condition (3.4), alors il existe une
constante k > 0 telle que, pout tout X > 0,

supsup sup Pg{|Az(p)| > A} < 27,
H>0T>1S5€%,

Lemma 3.2 Pour tout 6 > 0,

li P ——1 0} =
A oo Pslly =110y =0

Lemma 3.3 Pour tout m > 1,

m
-
sup sup Eg <—H> < 0.
Ly

H>1Ses, |



Les preuves de ces Lemmes sont donnés en Annexe.

La preuve du Théoreme 3.1 suit facilement des Lemmes 3.2 et 3.3.

Introduisons la fonction

) [F<g(2)dz, oy > @,
v (y) = 4 C;EOO q(z)dz — 2, Yy = X0,
—Ms) v g(z)dz, oy < 0.

(3.5)

Cette fonction est bornée pour tout S € ¥ et dong, il existe I'intégrale

m* = /+oo v*3(2)q(2)dz.

—0o

Theorem 3.2 Supposons que S est continuément différentiable. Si
1/3<60<1/2, alors

l;/Q(TH — ) = N(0, m"/4q(xy)), H — +o0.
Lemma 3.4 Sous les conditions du Théoréme 3.2

L[ (Pal) = mig)t) = N0, m"),

lorsque H — +00, ot my = m(pg).

La preuve de ce Lemme est donné en Annexe.
Preuve du Théoreme 3.2. Par définition du 75 on a

H 1

g — 7 = /TH(SDH(yt) - mH)dt'
hm my Jo

Ensuite, remarquons que

ma= [ eula)iy = [ otz +ha)de =20(z0) + 2 [ a0

—00

ou
B q(zo + hz) — q(xo) — §(xo)hz
QH(Z) = : hgzgo : :

Il est facile a montrer que

sup g (2)] < oo.
H>0, z€[—1,1]

10
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Alors .
Ty — g _ L Jo" (eu(ye) — mH)dt+

N Vi
+%<1/m,1 ~1/24(a0)).

Cette égalité et Lemme 3.4 impliquent Théoreme 3.2.

Pour comparer les estimateurs séquentiels and non-séquentiels on a besoin
d’étudier d’autres propriétés du temps d’arrét 7, lorsque H — 0.
On pose

a+ |InH|
=y*"=|InH|/VH, x9=0"=—"""7——, 0<a<l, 3.8
Yo=y =|InH|/VH, NG (3.8)

et S(z) = Sp(z) = —Lx.
On a le modele

La solution de cet équation a la forme
yr = yoexp{—Lt} + &,

ol
dft = —Lgtdt + dwt, f(] = 0.

Nous désignons E; = Eg, et P, = Pg, avec la valeur initiale (3.8). Nous
allons étudier les propriétés du temps d’arrét 7, pour h = H~'/2,

Theorem 3.3 Soit h = H=Y2. Alors pour le processus défini par (3.8)-(3.9)

E; 7y

Désignons
Py ={ sup |& <H '} (3.10)
0<t<2H

Lemma 3.5 Sous les conditions du Théoréme 3.3

P, {I,} < 2exp{—H/?/8},

11



pour tout H > 0.
La preuve de ce Lemme est donné en Annexe.
Preuve du Théoreme 3.3. On a

+oo H
E,r, = / P, {r, > t}dt = / P, {r, > t}dt
0 0

t*(H) 400
o [P >ty [Py > tht,
H t*(H)

ot t*(H) = exp{ H °/*}.
Notons que pour H suffisement petit et 0 < s < H on a

VHly, — x| < HY* + |InH|(1—e ) +a <1

sur I'ensemble I';;. Donc, d’apres Lemme 3.5,
H H
0 0

= [Pl [ QU/T(y, ~ z0))ds < H. Typdat +o(H)
=HP, {T'y}+o(H)=H+o(H).
Ensuite,

(1)
/ P, {ry > t}dt < t"(H)P,{r, > H}

= (P [ QU — 20))ds < )
< t(H)P {14} < 2exp{H* — H™%/?/8} = o(H).

Considerons le dernier terme en (3.11). Nous avons

(3.11)

+oo +oo
J Pt > e < [ PS> (g — V) ViYL

my = \/m/_ll exp{—L(zo +u/VH)*}du,

D’apres Lemme 3.1,

*(

m2

+oo
<2 exp{—rm?,t/2}dt =
) H

t*(H

Ceci implique que

H—0 H

Donc, Théoreme 3.3.

1 400
lim — / P, {r, > t}dt = 0.
(1)

12
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t*(H) t*(H)

exp{—rm3t*(H)/2}.



4  Comparaison des estimateurs séquentiels
et non-séquentiels.

Dans cette section nous allons comparer l'estimateur a noyau (2.4) avec

I'estimateur séquentiel (2.12) lorsque Q(x) = 1(;<1). Nous définissons le
risque nonasymptotique comme

R(S) = sup7(S. H), (4.1)
H>0
ou ~ ~
7(S,H) = sup sup sup Eg, VH|Sr(x0) — S(x0)],
yoeR z0€R S€X L ,
Eg,, est Uespérance par rapport a la loi du processus (3.9) issue de yo.
Notons que le risque est borné pour I'estimateur séquentiel S*:
R(S*) = sup7(S*, H) < L +/2/x. (4.2)
H>0

Theorem 4.1 Soit h = T3 et T = Egryy. Alors pour Uestimateur a noyau

S,

~

R(5) = . (4.3)
Preuve Estimons le risque (4.1).Pour tout H > 0 on a
R(S) > E}VH|Sr(a") — So(a*)| > E;VH|Sp(z") — La*[1r,,,

ou B} = Eg, +, Sp = —Lzx, yo = y*, 2" sont définis dans (3.8) et I'y; dans
(3.10).
D’apres Théoreme 3.3, nous avons
a+ |InH|(1—e )
VH

|yt - $0|

A = (EZTH)l/B

—&

E*r 1/3 «Q
- (LTH) <H1/6 - HW) = oo, H =0,

sur 'ensemble I';; pour 0 <t < T et yo = y*, zo = x*. Ceci implique

[ o(52)un

for sufficiently small H > 0. Therefore,
R(S) > VHLz*Pi{Ty} = L(a + |In H|)P{T},

pour H > 0 suffisement petit. D’ici et du Lemme 3.5 nous obtenons (4.3 ).

13



Remark 4.1 Notons que par (4.2 ), (4.3 ), il est facile de voir qu’il existe
une constante Hy > 0 telle que

sup 7(S, H) > sup 7(S*, H).

H>Hj H>Hy
Cela signifie que ['estimateur séquentiel est meilleur que non-séquentiel pour
H strictement positif.

5 Risque global

Soit S = (§TH (o), Ty, H > 0), une procédure séquentielle, ou

H est une constante positive fixée,

Ty est le temps d’observation qui est un temps d’arrét par rapport a
la filtration naturelle (F});>¢ du processus d’observation tel que pour tout
H>1,

EsTy < D*Egry, S€Xi,, (5.1)

X SUPgeysy ., Egy
D* = sup - ,
H>1 lnfSesz ESTH

gTH (z0) est un estimateur du S(xo) qui est F7, —mesurable.

Théoreme 3.1 et Lemme 3.3 impliquent D* < oo.

Désignons par M la classe de toutes les procédures séquentielles vérifiant
la propriété (5.1).

Remark 5.1 La classe M contient toutes les procédures non-séquentielles.
En effet, nous pouvons prendre T\, comme

Montrons que Ty vérifie (5.1 ):

ESLTH

sTH
~ Nous utilisons la fonction de perte v(z) = |z]#, u > 0. A tout estimateur
S correspond son risque asymptotique global

R(S) = limsup I, (5.2)

H—+400

Iy = sup Es¢y(Ty,S),

Sesy .,
YTy, S) = o(VH(Sr, (x0) — S(x0))).

Maintenant nous étudierons les propriétés de ce risque.

14



Theorem 5.1 Le risque asymptotique (5.2) a une borne inférieure positive,
i.e.

inf R(S) > 0.
SeM

Preuve Définissons la famille de fonctions

Su(x) = S.(x) + \/—EV(V(JS —20)VH), V(z)=(1~-]a))Q). (53)

ol v est un petit nombre positif donné et S,.(z) = —0.5(L + 7)z.
Notons que si b < (L —)/(2v), alors S, € ¥, pour |u| < b.
D’ici et (5.2) on a

1 b K
Iy > % /bESuwH(TH7 Su)du > "I g,
- =1

ou
1 b
[i,H = 2% /—b Es, Lty (T4, Su)du,

1i = 1{(i—1)<n(H)§i}7 K(H) = N* = N*(H) = ES*THa

K est un entier positif.

Soit A; = iN,, 1 < ¢ < K. 1l est facile de voir que 1,40 (Ty, Su) est
Fy. = o{ys. 0 <t < Aj}—mesurable pour tout i.

Les égalités (2.1) et (5.3) impliquent que la measure Pg, est équivalente
a la mesure Pg et la derivé de Radom-Nikodym sur la o-tribu F3. peut etre
écrite sous forme

oSl [ (S~ 5w, — 5 [ (Su(w) — S.(w))%d
= eX u\Ys) — Ox s Ws — = u\Ys) = Mx S S .
apy 7P Y Y 2o Y Y
(5.4)
Lemma 5.1 La densité (5.4) admet la forme asymptotique suivante
dPSu wil2A; p—Liv2o24r; 4 (u
pin(u) = P, |f§’i = e MR aitestrn () oy gy >, (5.5)
ol .
o 5/ V3(vz)dz,
A, i et r; y(u) satisfont les relations asymptotiques suivantes :
LA, yIPs,) = N(0,07), H — oo,
Ps, — lim 7; y(u) = 0. (5.6 )

H—oo

15



La preuve de ce Lemme est donné en Annexe.
11 est facile de voir que

1 b 1 b
]- > —/ E 12 a T y Oy = _/ E ]-z a T y Pu )P
i 2 op | Es L (T, Su)du = o B Lt (T, Su)pin (w)du

= 2[)/ ES 1Bd1 wa(THﬂg )sz( )du—i—ézo,H(a)'

ou

Ba={|A; 4l < d}, d:i1/203(b_\/5)7
Ya(Ty, Su) = va(VH(Sr, (0) — S(x0))), va(x) =ov(z)Aa, a>0,

P () = exp{ui? A, — w a0},

1 b
00(0) = 57 [ B Liatha (T, S)(pia () = ()l
1,.=11p,.

Notons que la famille {p; g(u), H > 0} est uniformément intégrable. En
effet,

Ep; g(u) =1,

pour tout H > 0, car p; g(u) est une densité, et en outre,

1/2 u?io, 2
pi(w) =N = expui £ — — E~N(0,07)
avec En = 1. Ceci implique
lim & i =0,

H—o0

pour tout 1 <1 < K.
Représentons pf ;; (u) sous forme

7:0'3 ~ ~ Az H
P?,H(U) =G eXp{—?(u - Ai,H)2}v G = exp A?,H/QUS: Ai,H = 2-1/2702‘

Alors nous avons

1 b
7 | B Litha( T Su)pl sy (w)du

;2

1 b 10, ~
— B LiaGigy [ valu—gg) exp{="25(u— A, )*}du.

16



ou

9y = VH (S, (20) — S(a0)).

La derniere intégrale est égale a

b— AzH 2 2
Es, ng%/ | va(u — gp) exp{——u }du
1 Ve o2
> Es*li,dCiZ_b /_\/Eva(u —Jy) exp{—%uQ}du./
ou B
§H =0y — Ai,H-

Par application de I'inégalité de Anderson, nous obtenons

1 Vb 0
2_b /—\/5 ES* 1i,d1/)a (TH7 Su)pz,H (u)du

1/ 2
ES* deZzb/ eXp{ }du
S* dez2 1/26/ 21/2) p{_ V}du
Vb U u?c?
= ZdCZQb 1/2 /\[ (T/Q)exp{— }du
1 Vb
= By Ll g | i) expl = Lala).
ol
N U u w202
0;(a) = Eg,1 LdCZQ l/gb/ 1/2) v( 1/2))exp{— ”}du,

lim limy_.6; 4 (a) =0,

a—0o0

pour tout 1 <1 < K.
Notons que

V2T +oo ZO’

o, Py . exp{—7(u— i,H)Q}du

2

+dy ~
> / exp{—T" U — Ai’H)Q}du

17



avec d; = b — 2v/b.

Alors nous avons

d1 o) ~ ,
Ig 2 Q) [ B LiaGexp{= % (u = Ayn)Yduv(1/i?) + 8L y(a) + 8y,
3 —dl * I ? L]
(o) Vb 2.2
by = v / —20} /2y,
Q(b) NG _prwe u
Donc,
d1 .
Lz Q0) [ Es, Liapf g (w)duv(1/i'?) + 8 y(a) + 5,
di .
= Q) | Bs Liapin(uw)duv(l JiM?) + 61 (@) + 6 + 62y,
ol

d1
O = Q(b) /_d Eg Lia(pia(w) — pi(u))duv(1/i'/?).
Considerons le premier terme de partie droite. On a
dy
Q(b) Eg 1; 4051 (u)duv(1/i'?)
—d;
dy

dy
> QW[ | By Lipin(wduv(L/i'?) = [ By Logps(u)du)

—d

d d
= Q(b)(/ ' Egulzv(l/zl/Q)du —/ ' EslB;pl’H(U)dU)
—d —d;
Par suite, nous obtenons

. iu’c?
Eg 1ppin(u) = 1-Eg 1p,01u(u) = 1-Eg 1ypi<a eXp{Zl/2U77—T}7 H — oo,

ou

n~N(0,07).

Pour |u| < dy, ceci implique

lim E 1 oo 1 1/2 214
Hl—I>noo S*]_ngi7H(u) = E e 1|z|>0ui1/2(b—\/l_)) eXp{—§(Z—Z UO',,) } z

oo —22/2
= /_oo Lepsayitepvow® = 42
+oo

< e 2y < /2,
=) <

18



Donc, nous avons

Ly > Q(b) (

dq

1 ~ :
Es 1v | ———|du— 1, 57 5L+ 67
—d S.+il1 (H(H) + 1) u z,H) + Z7H(a/) + H + i,H»

~ d1
@ =lal"%, L= [ Eglgpu(u)du.
—ai

Cela nous permet d’écrire I'estimation

1
Iy > ZI > Q / ESu]‘{I'i( H)<K}V1 (m) du

=1

Z wn + 0o(H, D),

ou
K

Op(b) = D (8 (@) + 0y + 07 pp).

i=1
En applicant I'inégalité de Jensen nous avons
d1

1 1
Iy > Q(b) , Esun (W) du — 2d,Q(b)v; <K7+1>

Z i+ 0o(H, D)

> 2d1Q(b ! : ) %o(H.b).
> 2d,Q(b) (Ul (D*Sup|u<b¢“(H)+1> —n (K+ 1)) z:: ol

ou E
-
bu(H) = #
STy
Ceci, I'inégalité
. bo?
et le Théoréme 3.1 nous donnent
liminf 7, > 20,Q(0)(v(1/(D* + 1)) — wi (1/(K + 1)) — Ke 7).
En choisissant K > D*+1, b > 0, v > 0 tels que
v (1/(D* + 1)) — vy (1/(K + 1)) — Ke™%Y% > ()

nous arrivons au résultat recherché.
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6 Risque local

Nous allons définir le risque local pour une fonction Sy € ¥y, o avec a > 0.

Dans ce cas pour la procédure (2.11), (2.12) nous prenons h = H_ﬁ,
6=1+a.
D’apres le Théoreme 3.1,

28+1
ESTH%va H — .

Dans cette section nous supposons que la procédure séquentielle
S = (Sr, (%), Ty, H > 0) est telle que pour 0 <6 <1, H>0ona

ou
SUPseu; r BisTh

d"(6, H) =
( ’ ) infSEUS’H ESTH ’

Usy = {S() . S(z) = Sy(z) + D(z), D €dy, 216112(|D(x)| + |D(x)| <6,

‘/ (xo + hz) — D(x0))dz

< 5‘1h2}.

Cette classe de fonctions comprend, par exemple, les fonctions §S§ avec D
suivants:

1. D(z) = £ cos(z — o)

2. D(z) = = i LV, (520),

ou
1 oo ~ uU—1x
Vila) =~ [ Qulwg (“=F) du, 61)

V J—c 14

Qu(u) = Liu<i—2vy + 211 2u<pu<i—v)s
C eXp{ z2} |Z| S 17

9(z) =

0, |z| > 1,

0 < v < 1/4, la constante ¢ est telle que [', g(2) dz = 1. Pour tout v > 0,
nous avons

/1 V,(z) doe = 2.
Par suite, )
/ (D(zo + hz) — D(z0))dz = 0



pour tout H > 0.
Notons que d’apres le Théoreme 3.1, nous avons

(l;im limsupd* (4§, H) = 1.

H—o0

Définissons le risque local par formule

Ro(g) = m§H0mHHOO sup Est(THv S),
S€Us 1

ou

Vir(Ty, ) = v (VH (S, (m0) — S(x0)))

Theorem 6.1 Supposons que Sy € X .o avec o> 0 en (2.6). Alors

SeM

Preuve Désignons

Su(z) = So(z) + \/UFVV (1: —hxo) ,

ou

h=H %, f=1+a,

la fonction V,(-) est définie dans (6.1). Pour tout b > 0 et 6 > 0, il existe
Hy s > 0 tel que S, € Us g lorsque |u| <bet H > Hy .
Désignons

Iys= sup Egyy(1y,5).

SEU(;’H

Pour H > H, 5, nous avons les inégalités

1 b
Ig > sup B,y (Tys $2) > o [ B,y (T )l

|ul|<b

K 1 b
>3 5 [, Bsban(Ty: S Ticd,
ou
Vo, (T, §) = va(VH (S, (0) — S(20))). a >0,
Lie=1p, . Iie={e(i — 1) < k(H) <ei},

T
r(H) = F}é No = No(H) = Eg,7g,
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¢ est un nombre positif et K est un entier. En suivant la ligne de la preuve
du Théoreme 5.1, on peut obtenir I'inégalité

hrgn_%lf llHIILloI}ijH’(; = Ev(§v <U_u> <U <1 +5) Y <m>> ’
ol 5 ~ N(O7 ]-)7

1 1
— —/ V2(z)dz.
2/

En faisant tendre K — oo, ¢ — 0 et v — 0, nous arrivons au résultat
recherché.

7 Minimaxité de la procédure séquentielle

Notons que d’apres le Théoreme 5.1, le risque (5.2) est fini sur la classe X
pour la procédure séquentielle (2.11)-(2.12). Cela signifie que cette procédure
possede la vitesse optimale.

Considerons maintenant la classe ¥y, , avec 0 < a < 1. Pour obtenir
la vitesse optimale nous avons a choisir le parametre h dans la procédure
(2.11)-(2.12) comme

h=H"%, f=1+a.

Dans ce cas nous utilisons le risque local.
Definition Nous dirons que la fonction f satisfait la condition H de parametre

a > 0 au point xg, si
L 1) = fa)

Y—x0 |y — aj0|a

= 0.

Désignons
S* = (Sy(xo), T4, H > 0).

Theorem 7.1 1) Le risque local Ro(S*) est fini pour toute fonction Sy €

EL,%a'
2) Si la dérivé Sy au point xq satisfait la condition H de paramétre a, alors

Ry(S") = Bu(€), & ~N(0.1).

Preuve D’apres la formule (2.13), pour obtenir le premier résultat, il suffit
de montrer que

sup limsup sup E5|\/EB;I|“ < 00, (7.1)

0<6<1l H—oco S€Uspy

pour tout g > 1.

22



En effet,

VB = o ["Q (M) (Stw) - St

_ \/% /OTH 0 (yt ;io) (So(ye) — So(o))dt

Yt — Zo

+¢% 7 Q () (D) — Dlww))it = Bi(H) + BaH).

Pour le premier terme de partie droite de cette égalité, on a

Bi(H) = S”j%)) "o (yt - xO) (g — 29t
Yt — To

= [ @ (M)

ro(y) = So(y) — So(wo) — So(o)(y — o).

Pour la fonction Sy € Xz, 0n a

ou

|T0(y)| < Lhﬂ:
si |y — x| < h. Donc
|Bi(H)| < LIb(H)| + L,

ou
Yt — Zo

b(H):\/%/OTHQ( ) (91— o)t

Nous allons montrer que

lim sup Eg|b(H)* =0,

H—o0 SEZLN

pour tout g > 1.
Posons




ou

h? ty
bO(H) - \/—F 0 fH(ys)dS7
fuly) = % (y —hfo) (y —20), b1 =0b—bo.

Par suite,

bo(H) = () + ey (i)

D’apres le Lemme 3.1, nous avons

limsup sup Eg|A, (f)" < oo (74)
H—oco SeXp 4

pour tout g > 1. D’autre part,

m(fy) = /_;OO fu(y)a(y)dy

1
:/ 2q(xo + hz)dz.
—1

Ceci implique que
[m(fg)| < ch
et

bo(H)| < eVHE? + hVh| Ay, (f)].

Dongc, la fonction by(H) possede la propriété (7.3). Ensuite, nous avons

h? TH ty
) = | [ twedds = [ utwn)as
h2 T Vig T Vig

S— f Ys d5< 2 ysd
\/ﬁ Aty | H( )| \/7 Aty H( )

t
= 2%\ LAy, ()]

Donc,

[bu(H)| < chvV/h|A, (9)].

Cette inégalité et (7.4) avec f = ¢, donnent (7.3).
Considerons le terme By(H). Pour la fonction S € Us i, nous avons

Bal) = = [ vyt = = [ v+ Ba(l), (75)
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ou

vuly) = 1@ (152 (D(y) - Dlawo)),

Bs(H) = \/% </OTH Yy (ye)dt — /OtH QﬁH(yt)dt) .

hd |H to
Ba(H)| < 22 __/ dt‘
B < 5= [ eutw)
t
= (5\/—H A .
h H| tH(SOH)|
Par suite,

limsup sup Eg|Bs(H)[* =0,
H—oo SeUs gy

pour tout p > 1.
Considerons le premier terme de partie droite de (7.5) :

<= | [ o

_ hyglm(ty)

2(:H

ou

min) =3 [ @(15™) (D) - Dlao)atu)iy

= /1 (D(zo + hz) — D(x0))q(z0 + hz)dz = q(xg) / (D(zp+ hz) — D(z))dz

thi(zo) [ ll(D(a:O + hz) — Di(wo))2dat

h? 1
2 Ja
Donc, par définition de Us i, nous obtenons que

+ (D(zo + hz) — D(z0)){(zo + 6hz)dz, 60 €0, 1].

h2
sup ()] < -
SEM&H

pour ¢ > 0 suffisement petit et H > 0 suffisement grand.
Par suite,

|Bo(H)| < 67'VHR + VhIA, (4)] + | Bs(H)|.
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Ceci implique
lim sup Eg|By(H)" =0,
H—00 scifs 11
pour tout g > 1. Donc, on obtient (7.3) et I'inégalité Ro(S*) < oo.
Maintenant nous montrons le second résultat. Pour le terme 74(y) nous
avons l'inégalité suivante :

[ro(y)] < L(R)h™ =

si |y — x| < h. Donc,

|Bi(H)| < LIb(H)| + L(h).
Alors

lim sup Eg|VHBy|" =0,

H—oc SEU&H

pour tout g > 1. Donc, le second résultat.

8 Estimateur aux polynomes locaux

Dans la Section 2, formule (2.14), nous avons obtenu la précision garantie
pour lestimateur a noyau S ().

Soit la fonction S € ¥y, avec a > 0. Pour obtenir la vitesse optimale
en terme du temps moyen d’observation, il faut choisir la largeur de fenétre

h=H %, 3=14+a.

En utilisant la formule asymptotique pour le temps moyen

28+1
2B

Esrg~ H

nous obtenons

\/ﬁ =~ (EsTH)Tﬁ‘l

Donc, d’apres le théoreme 7.1,
Es|Si(z0) — S(x0)| & 1/VH ~ (Egryg) 7"/, (8.1)
D’autre part, la formule (2.14) donne la vitesse

Es|S7(20) — S(o)| ~ H™Y/*
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(parce que H~Y28 > {=1/2),

Cela signifie que la vitesse donnée par l'estimateur a noyau n’est pas
optimale.

La question se pose s’il est possible de trouver un estimateur possédant
une précision nonasymptotique d’ordre H /2. Dans cette section nous allons
répondre a cette question.

Nous écrivons 1’équation stochastique différentielle du processus d’observation
(y;) sous forme suivante

dyr = AL + rydt + duy, (8.2)

@:(2;8):(%—19:0)’AZ(%)’

)\1 = S(l’o), )\1 = S(l’o),
re=1(y), r(y) = S(y) — S(z0) — S(xo)(y — o),
la fonction S(y) € X140, 7" signifie 'opération de transposition.
Notons que, pour |y — zg| < h avec h > 0, nous avons

r(y)| < LA, (8.3)

Notre objectif dans cette section est de construire un estimateur nonparamétrique
séquentiel pour S(z¢) qui garantie la précision donnée nonasymptotique d’ordre
H~1/2 (voir la formule (8.1)). Nous allons utiliser la procédure séquentielle a
deux étapes proposée en [14], [15].

Etape 1.

Soit (0x)k>1 une suite croissante de nombres positifs, tels que

pzz\/a<oo. (8.4)

Définissons une suite de temps d’arrét

t
T = T(8y) = inf{t >0 : / (6|2 Ludu > 6713, (85)
0

L= Q). Q@) =1, y(a),

h est une largeur de fenétre que nous choisissons ultérieurement.
Définissons encore une suite d’estimateurs:

(M) T
T T ( XQ(Tk;) ) = Gi’“/o Pextdye, (8.6)

>)

27



oGt =G 1'sidetG>0et =0sidetG =0,
Gu(T) Gra(T) /T /
Gr = = dt. 8.7
T ( Ggl(T) GQQ(T) o ¢t¢tXt ( )
L’erreur d’estimation (le résidu) sur I'ensemble {det G,, > 0} est la suivante

(1) — M = By + &, (8.8)

ou

Be= ["ICu(m)or(t) + Taa(n)éa®)lrdt,
Iy =Gl
&0 = T (1) /0 ™ 61(t)veduw, + Tia(m) /0 ™ 6o (1) xeduy.
En raison de la formule (8.3), on a
|Bx| < Lyh” sur Pensemble {det G, > 0}, (8.9)

ol
Tk Tk
e = 10aa(m)| [ vt 4+ Caa(m)] [ lye = o,

D’apres le théoreme ergodique de Bohner (voir [8]), on a le résultat suivant

Proposition 8.1 Quel que soit h > 0
o1
jll_I)IC}O TGT = hF'(h) p.s., (8.10 )

ol
F(h) = fi1 q(zg + hz)dz hfil zq(xo + hz)dz
- hf,ll 2q(xo + hz)dz h? fil 22q(xg + hz)dz |-

Ce résultat nous permet d’obtenir immédiatement la propriété asymptotique
suivante des temps d’arrét (8.5).
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Proposition 8.2 Quel que soit h > 0
1.

1
lim 7.0, =

s wF(hyh

Jim = () pss.,
y(h) = My () Fu (h)+h|Mia(R)] [2 |2|g(zo+hz)dz, on M(h) = F7'(h).
Estimons la borne inférieure du déterminant de la matrice F'(h).

Proposition 8.3 Pour 0 < h < hy = /3/2(q./p)* A1, on a

1.
det F'(h) > 4h*((q.)* = (uh)*/3]/3 > h*f.,

ot f* - Q(Q*)Q/Ba

q* = exp{2L(|zo| + 1)}/ /_o:o exp{—2L|z| — v2*}dz, (8.11)
. = exp{=2L(Jeo| + 1) = L(lao| + 12}/ [~ exp{2Llz| — 22}z,

2 :
p= 212+ [zl

2.
2 2
Fii(h) <2q¢%, |Fia(h)] < §h2#7 Fy(h) < gq*h2,
2q* 2u
Mu(h) < 2L ) < 22
a) <20 ()| < 2
3. 4( )2 )
. q [y
v(h) <" =

3. 3

Preuve. En utilisant la définition de la densité ergodique g(z), on obtient
que

max |§(x)| < p. (8.12)

min_¢(r) >¢", max q(z) <", <
|z—xzo|<1

Q@\xr)=q,
|z —x0|<1 |z —x0|<1

D’apres la définition de F'(h), on a

1 1

det F(h) = h? [/_11 q(xo + hz)dz/ 2%q(wo + hz)dz — (/ X 2q(wo + hz)dz)?]
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-1 —

> 121 [ (oo + h2)dz [ a(eo+h2)de ([ Jallateo + he) — a(zo)ld=)?

> 12[(4/3)(0.)? [ Pl + ha)de — R — 479,

d’ott le premier résultat. On obtient deux autres résultats par calcul direct.
Estimons le terme & en (8.8 ).

Proposition 8.4 Sur l’ensemble {det G,, > 0}
1.
&kl < Bmi,
ot By, = (|T11 (7o) [+ Ta2(7)]) /Sks M = k1| Jo* @1 (8) xedwe|+] fo* da(t) xeduwy]].
2. Vk>1
sup EsT],z < 20p.

SESL a0
3.
klij{.loﬁk = B(h) = trF'(h)[|[ M1 (R)| + [Maa(R)]],
limsup G(h) < B* =1+ L(1 + |xo]). (8.13)
h—0

Ces résultats suivent du calcul direct qu’on omet.
Etape 2. Définissons I'estimateur recherché :
o(H) o(H)
k=1 k=1

ou H > 0,

k
o=o(H)=inf{k>1:> b > H},

i=1
~v* est donné dans la Proposition 8.3.
Définissons le temps d’arrét (la régle d’arrét) de procédure :

T(h, H) = Ta(H)-

Theorem 8.1 Quel que soit H > 0, 0 < h < hg, la procédure séquentielle
Ni(H),T(h, H) posséde les propriétés

T(h,H) < 0o, p.s.
sup Bs|\(H) — S(zo)| < e(h, H), (8.14)

S€XL 50

ot e(h, H) = Ly*h® +~/2p/H, p est défini dans (8.4 ).
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Preuve D’apres les Propositions 8.1, 8.2 et la formule (8.13 ), pour tout h > 0,
klim by =1/8(h) > 1/6" p.s.. (8.15)

Cela signifie que o(H) < oo p.s. quel que soit H > 0.
D’apres (8.8 )-(8.9 ) et Proposition 8.4, on a

o(H) o(H) o(H)

M (H) — S(xo)| < LA Z brve/ Z by + Z br. B/ Z by

o(H)
<LyRP+ H Y m
k=1
En calculant I'espérance mathématique dans cette inégalité et tenant compte
de la Proposition 8.4, on obtient le résultat.
Pour obtenir la vitesse de convergence optimale il suffit de choisir

(8.16 )

5 — H™' k<ky(H)
P 6, k> ko(H)

avec ko(H) = B*H, 372, 1/0; < 00,

Zﬁk— S OYVH+ Y o< 8VH + p.(H),

k<ko(H) k>ko(H)

ou P*(H) = Zk>ko(H) \/57?
Un tel choix des parametres implique que la borne supérieure en (8.14 )
a la forme

e(h,H) = Ly*h? + (B* + p.(H))/VH.
En choisissant h = hy = H _2‘]7’, on obtient que la borne supérieure a la forme
e(H) = (Ly* + 8" + p.(H))/VH.
Etudions maintenant le comportement asymptotique du temps d’arrét T'(hg, H).

Theorem 8.2 T(he H |
p_ i L) :
H—oo  H 2q(xo)
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Preuve. Tout d’abord remarquons que

. o(H
P—I}l_r}loc% =1+S(z0)|-

D’apres la définition (8.15 ), nous avons

. T(hH,H)]’LH o . T(H_l)hH o
P = =P Jm —p— =

1 1
o0 trF(h)  2q(wo)

9 Annexe

Al. Preuve du Lemme 3.1. D’apres [27], si fonction ¢(-) est continue, il
existe un nombre positif o tel que

sup Ps{|Ar(p)| > A} < 2e=¥/%" (9.1)
SEZLN

Plagons nous maintenant dans le cas general. Définissons une suite de fonc-
tions

+oo
P =n [ e(2)gln(y - 2)dz,
olt g(+) est donné dans (6.1).
il est bien connu que
i [ 1om
Jim o™ (y) = e(y)ldy = 0. (9.2)
Ensuite, nous posons
(n) my — [ o
m® = m(e™) = [ " (y)q(y)dy
Egalité (8.2) implique
: (n) _
i o = )
Montrons maintenant que
lim Es|Af — Ar(e)] = 0, (93)

n—-+4oo

pour H>0,7>0,5¢€X,,, ol
AP = B (p) = o [7(e ) —m ™).
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En effet,
n 1 r n n
BSIAY -Ar(e)l < = [ Ble () —p(gldt+VTim —m(g)] = 0. n — +oo,

parce que le processus y; possede une densité borné (voir, par exemple, [8]).
Ensuite, notons que

(n)y* o ) 5
(o'™)" = sup "™ (y)|dy < ¢
H>0J—00

Tenant en compte l'inégalité (8.1) pour la fonction ¢"(-), nous obtenons que
Ps{|Ar(p]] > A} < Ps{|AP] > A/2} + Ps{IAfY — Ar(p)| > A/2}

.2 .
< 2e N 1 SEGIAR — Ar()]

D’ici le Lemme 3.1 suit.
A2. Preuve du Lemme 3.2. On a

-
Ps{\l—H—1| >0} < Ps{ty < T1} + Ps{ry > Tr}, (9.4)
H

Considerons le premier terme de partie droite de cette inégalité. Par
définition du temps d’arrét 7, nous obtenons

Po{ry <Ti} = PS{/OTl op(y)dt < HVHY

H\/ﬁ—mHTl
VT

= Ps{Ar (on) > 1

ou

ma= [ euatdy= [ ateo + 2/ VH)z

—00 —

= 2q(z0) + /_:1(q(w0 +2/VH) — q(z0))dz.

Il en suit que

[my — 2q(x0)| < C/VH,

pour une constante C' > 0.
Ensuite, notons qu’il existe une constante ¢, indépendante de S telle que

Ps{ry <Ti} <Ps{Ar (pn) > 6, HY*}.
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Par Lemme 3.1, le terme de droite est borné par e=* VH Pareillement, nous
pouvons estimer le second terme de partie droite de l'inégalité (8.4). On

obtient -
sup PS{|Z_H —1]>6} < e HVH
H

SeXo

Donc, le Lemme 3.2.
A3. Preuve du Lemme 3.3. Nous avons

+oo +oo
Es(ry)" = m/ t" P g{ry > t}dt < (SZH)m+m/ t" P g{ry > t}dt
0 3l

+o0 t — HVH
< @) +m [P {|At<soH>| > mH—} .
H

Vit

Par Lemme 3.1, on trouve que

Bs(ry)"™ < ()" +m [ l+°° Y exp{—r(tm,, — HVE)?/V/i}dt

+o0
< (Blg)™ +m / (t + 20y Le ML,
lH
On en arrive a Lemme 3.3.

A4.

Lemma 9.1 Soit p(-) une fonction nonnegative bornée intégrable. Alors il
existe une constante M telle que

At = [ Buly) — eullpl)dy < M/1, 95)

ot G (y) = & (y) avec n = n(H) = H?.
Preuve On pose u = H= ' et
Ip={ye€R:1—pu<VHy—zo <1+ pu}. (9.6 )

Par définition du @4 (y), on a

A < [ [ louty +2/m) — euwloy)dy ()0

= /_11 /FH log(y +2/n) — ox(y)|p(y)dy g(2)dz
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+/_1 / oy +2/n) —ogY)lp(y)dy g(2)dz
<VE [ ot [ [ Loty 5/n) — pulpto)dy o(2)d

Parce que g(z) = 0 pour |z| > 1 et par défition du ¢, nous obtenons que
@H(y + Z/TL) = ‘PH(CU); pour y € F?{ DOHC,

d(H) < VH sup p(y)mes(L'y).

ou mes(I';) désigne la mesure de Lebesgue du I'y;. Ceci implique que

d(H) < dsup ply)/H.

Dot le Lemme 8.1.
Ab. Preuve du Lemme 3.4. Premierement nous montrons que

Jo " (@u(ye) — My )dt

i

g = [ Pulwaw)dy.

—00

= N(0, m*), H — +o0, (9.7)

ou

D’apres la formule d’Ito,

fo (Pp(ye) —myy)dt
i
VH yTH) V ( )

T

Va®) = [ t(w)az,

+oo

Balw) =2 [y — (2 2 [ S(u)du}d.

Yy

ou

Notons qu’il existe la limite

lim vy (y) = v"(y), (9.8)

H—+4o00

pour tout y € R.
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Montrons que

P lim (#Ws)
H—+o00 \/E

La fonction VH(y) est bornée par C'y, ou C est une constante. Pour obtenir
la convergence (8.9), on a & prouver que

=0. (9.9)

P— lim I _

H—+00 /

Nous présentons le processus y; sous forme

Y = & + M,

&=a)&+50), &=y, alt)=(Sy) —5(0))/y
dmy = a(t)n dt + dwy, m9 = 0.
La fonction & est bornée. Il est connu (voir [12]) que le processus 1, possede
la propriété

1
lim —E su m=0,
T—+o0 T’ 0<t£T|77t|

pour tout m > 1.
Alors

P { Y, | > a} < P{ sup |y:| > a\/g} + P{ry > 214}
\/E 0<t<2ly

—E P > 21
< a4l2 SUIQ)ZH|yt| + P{ry w)

et nous obtenons la convergence (8.9).
Ensuite, nous avons a montrer que

L

Notons que du (8.8) et théoreme ergodique (voir [8]), il suit que

Uy (ye)dw, = N(0, m*), H — +oo.

!
lim i/H(T}H(yt))2dt:m* p.s.
0

H—+o00 lH
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D’ici et du Théoreme Central Limite pour les intégrale stochastiques (voir
[31], [16]), nous obtenons que

=

Considerons 1'expression

Bl </OTH Uy (e )dw, — /OlH ﬁH(yt)dwt>2

Uy (yp)dwy = N (0, m*), H — +o0.

1 TH lg
= EE /0 07, (ye)dt —/0 qu(yt)dt|
< CEg| ™ 1‘ .
Iy

En utilisant le Théoreme 3.1 nous obtenons (8.7).
Ensuite, nous étudions la quantité

5. — 1 foTH(SZH(?Jt)_@H(yt)) dt+ 1 1y(my —my)

Sur I'événement {1, < 2} nous avons

2y
|5H| < - \/7/ |80H ?Jt @H(yt)‘dt
H
\/ 20y

+m—H|mH — M.

Par suite,

1 Ay
El{, <u,3 |0y < / E|9y () — og(ye)|dt
M/l 70

F [ 1Bu) = eutulatu)at

N mH\/r /()%H /_J:O 12u(y) — eu(y)[p0, vo, ¢, y)dy
e [ 18u(w) ~ puwlaw)y
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Ici p(0,yo,t,y) est la densité de transition du y; qui est de forme suivante
(voir [8])

1 Y —Yo Y
p(07 Yo, ta y) = \/ﬁ eXp{_ 2N + y S(U)dU}
0

xEsexp{t [ Blyo+ Vin() + uly - y))du}

B(y) = —S*(y)/2 = S)/2, n(u)=d(u) —uid(l), @(u)=1w(tu)/Vi.

La fonction B(:) est bornée. Donc, la densité de transition p(0, yo,t,y) est
aussi bornée. En appliquant le Théoreme 3.1 et le Lemme 8.1, nous obtenons
le Lemme 3.4.

A6. Preuve du Lemme 3.5. Notons que pour tout ¢t > 0,
& ~N(0, o), o= /Ot exp{—2L(t — s)}ds
et donc, pour m > 1,
E(&)™™ = (2m — De?™ < (2m — 1)It™,
Ensuite, en posant
T =inf{t >0: |&| > H™V/*} A 20,
nous obtenons

P{ sup |&] > HV*} <P{l¢, | > H V)
0<t<2H

Montrons que
Eexp{|¢[?/8H} < 2, (9.10)

pour tout temps d’arrét 7 a valeurs dans [0, 2H].
D’apres la formule d’'Tto, nous avons

(&)™ = —2mL [ (g™t

m(2m — 1) /0 ()2 DAt 4+ (2m — 1) /0 (&)  dwy.

Donc,
2H 2H
E(£)2" < m(2m—1) /0 E(£)2™Ddt < m(2m—1)!! /0 1m=1dt = (2m—1)1(2H)™
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et
1 E(&_)Qm

H)™ ml

Bep(l6l/sH) =1+ 3
m=1

<1+ 27m=2

m=1
D’ici nous obtenons (8.10).
Ensuite, nous avons

P{ sup &> H '} <P{|¢, | > H*} < 2exp{—1/8H?}.
0<t<2H

Donc, le Lemme 3.5.
A7. Preuve du Lemme 5.1. Les rélations (5.3) et (5.4) impliquent que

Ajg = %/0 v (y(yt — xo)\/ﬁ) dwy

et
/0 "(Su(ye) — Sulye))2dt = UE /0 V2 (uy, — o) VH)dL.

D’apres le Théoreme 3.1, nous obtenons que

Ad
P — Jim [ (Su(y) = S.(ye) e
. Ai 1
TP Ry Ve sV

— w2 lim ES—HTH /OC V2(u(y — 20)VH)q(y)dy

. ES Ty 1 .
= u“ lim : V3(v2)q(xo + z/V H)dz = u?io?.
Jim 22t [ v wa)q(wo + 2/VE) :
En utilisant le Théoreme Central Limite pour les intégrale stochastique (voir
[31], [16]), nous arrivons au résultat du Lemme 5.1.
Remerciements. Les autheurs remercient O. V. Lepski pour les remar-
ques et discussion.
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