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À Françoise

Je raconterai cette histoire en

toute honnêteté ; je parviendrai

peut-être ainsi à la comprendre

moi-même.

J. L. Borges, Guayaquil

INTRODUCTION

En commençant à préparer ce cours, j’espérais parvenir à y exposer les principales
propriétés des martingales dans les variétés, ainsi qu’une de leurs applications ;
comme application, j’hésitais entre le travail d’Arnaudon et Thalmaier bd12ce sur la
dérivée d’une famille de martingales et sur l’estimation du gradient des applications
harmoniques, et le théorème de Kendall bd71ce sur la régularité des applications
finement harmoniques. Il est vite apparu que l’un ou l’autre de ces deux objectifs
n’aurait pu être atteint en quinze heures de cours qu’au prix d’une course effrénée à
travers les définitions, m’obligeant à passer rapidement sur les intégrales d’Itô sans
révéler la vraie nature à l’ordre 2 du calcul stochastique intrinsèque. Je n’ai pu m’y
résoudre, c’est pourquoi le cinquième chapitre est très court, ne donnant qu’une
faible idée du champ des applications possibles, représentées uniquement par le joli
théorème 5.5 de Kendall bd65ce et bd66ce. De mon ambition initiale, il subsiste dans
ces notes, comme les inutiles os du bassin dans le corps de la baleine, l’élégant
théorème 4.11 (dû à Arnaudon et Thalmaier bd11ce) selon lequel si des martingales
convergent uniformément sur tout intervalle bd0, tce en probabilité, il en va de même
de leurs intégrales stochastiques; ce théorème n’est pas utilisé ensuite, et a d’ailleurs
été omis lors des exposés oraux.

Le chapitre 1 esquisse une présentation de quelques notions fondamentales de la
géométrie différentielle (vecteurs et covecteurs, fibrés tangent et cotangent) ; puis
la géométrie différentielle d’ordre 2 fait son apparition : diffuseurs et codiffuseurs,
fibrés osculateur et coosculateur. Comme l’a découvert Schwartz, c’est le seul
langage qui permette un calcul stochastique intrinsèque très général par rapport aux
semimartingales continues dans une variété; cette géométrie au second ordre est tout
aussi fondamentale mais beaucoup moins classique que la géométrie différentielle
ordinaire : si les géomètres sont depuis longtemps familiers avec les variétés de jets
de tous ordres, il ne semble pas que les spécificités de l’ordre 2 aient particulièrement
retenu leur attention.

Le deuxième chapitre est entièrement consacré au calcul stochastique intrinsèque
de Schwartz bd95ce, bd96ce, bd101ce dans une variété ; l’objet fondamental est l’intégrale
stochastique le long d’une semimartingale continue d’un processus coosculateur à la
variété le long de cette semimartingale (théorème 2.10).
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Le chapitre suivant expose la théorie des martingales dans une variété, due à
Meyer bd78ce, bd79ce, bd82ce : interprétation des connexions dans le langage d’ordre 2,
définition (après Duncan bd38ce et Bismut bd15ce, et indépendamment de Darling
bd23ce, bd27ce) de l’intégrale d’Itô d’un processus cotangent à la variété le long d’une
semimartingale, introduction des martingales.

Le quatrième chapitre emprunte une voie ouverte par Darling bd24ce et explorée par
Arnaudon bd6ce, bd7ce, bd8ce, bd9ce, Arnaudon, Li et Thalmaier bd10ce, Kendall bd66ce, bd67ce,
bd68ce, bd69ce, bd71ce, Zheng bd48ce: utiliser les fonctions convexes comme outil d’étude des
martingales. Comme les fonctions convexes n’existent en général pas globalement,
ceci oblige à quelques exercices de localisation. Les résultats sont des théorèmes de
convergence (problème abordé par Darling bd26ce, bd29ce, He, Yan et Zheng bd57ce, He et
Zheng bd58ce, Kendall bd68ce, bd69ce, Meyer bd81ce et Zheng bd107ce). Ce chapitre se termine
sur le théorème 4.19 de Kendall bd66ce, bd68ce, bd69ce, qui relie de façon frappante la
géométrie de la variété (existence globale de fonctions convexes convenables) et la
propriété de détermination des martingales par leur valeur finale. Je me suis résigné
à passer sous silence les travaux sur l’existence d’une martingale de valeurs finale
donnée (Arnaudon bd9ce, Darling bd32ce, bd33ce, Kendall bd66ce, Picard bd86ce, bd87ce, bd89ce).

Enfin le dernier chapitre envisage la théorie des martingales dans une variété
comme un outil pour l’étude des applications harmoniques entre variétés (rien
d’étonnant à cela, ces applications transformant les mouvements browniens en
martingales). Faute de temps, un seul théorème est présenté (théorème 5.5, de
Kendall bd65ce, bd66ce) : Si toutes les fonctions réelles harmoniques bornées sur V sont
constantes, toutes les applications harmoniques de V dans une autre variété W le
sont aussi, pourvu que W ne soit pas trop grande.

Je suis très reconnaissant à l’École d’Été de m’avoir permis d’exposer une théorie
fort belle mais trop peu connue, et aux organisateurs du séjour sanflorain, qui
ont poussé la prévenance jusqu’à nous procurer du beau temps ! Merci aussi aux
auditeurs, qui ont su rendre vivants les exposés, ainsi qu’à ceux qui m’ont signalé des
erreurs ou ont contribué à améliorer ces notes : Marc Arnaudon, Françoise Emery,
Uwe Franz, Christophe Leuridan, Anthony Phan.
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Chapitre 1

VARIÉTÉS, VECTEURS, COVECTEURS,

DIFFUSEURS, CODIFFUSEURS

le mâıtre de philosophie

bd...ce vous savez le latin, sans doute.

monsieur jourdain

Oui; mais faites comme si je ne le savais pas.

Molière, Le Bourgeois Gentilhomme

1. — Variétés, sous-variétés, applications Cp

Les deux propriétés fondamentales d’une variété différentiable, et dont chacune
peut être utilisée comme définition, sont les suivantes : au voisinage de tout point,
la variété a la même structure différentiable que Rd, dont on aurait oublié la
structure linéaire ou affine; et parmi les fonctions sur la variété, on peut distinguer
les fonctions de classe Cp, qui forment une algèbre ayant de bonnes propriétés.
Mettre cela sous forme rigoureuse donne malheureusement lieu à des définitions
techniques assez pénibles ; nous allons aridement survoler ci-dessous une telle
définition, renvoyant les auditeurs aux manuels de géométrie différentielle pour les
indispensables exemples, illustrations, compléments et exercices. Ceux de Berger et
Gostiaux bd14ce, de Darling bd31ce et le premier volume de Spivak bd102ce, de styles très
différents, sont très recommandables.

Techniquement, les variétés dans lesquelles nous allons travailler sont des variétés
différentiables réelles, de dimension finie, de classe Cp (où, le plus souvent,
2 6 p 6∞), sans bord. Un tel objet est un triplet

(
V, (χι)ι∈I , d

)
, où V est un espace

topologique séparé et non vide, d un entier positif, appelé la dimension, et (χι)ι∈I
une famille dénombrable de cartes locales sur V : chaque χι est un homéomorphisme
d’un ouvert Dι de V , le domaine de la carte, sur un ouvert χι(Dι) de Rd, l’image
de la carte ; la réunion des Dι est V ; enfin, pour tous ι et κ dans I, l’application
χκ◦χ−1

ι est un difféomorphisme Cp entre les deux ouverts χι(Dι∩Dκ) et χκ(Dι∩Dκ)
de Rd. L’exemple fondamental de variété est un ouvert V de Rd (par exemple Rd
lui-même), muni de l’unique carte identique de V dans lui-même. Plus généralement,
un espace vectoriel de dimension finie, ou un ouvert non vide d’un tel espace, sont
aussi des variétés (de même dimension que l’espace).

Comme pour bien d’autres structures mathématiques, on identifiera souvent
par abus de langage l’ensemble V sous-jacent et la variété elle-même, dans des
expressions telles que � un point v d’une variété V � . Par oubli de structure, une
variété de classe Cp est aussi une variété de classe Cq pour tout q < p ; par exemple,
les applications de classe Cp, définies plus loin entre deux variétés de classe Cp, le
sont aussi entre deux variétés de classes Cq et Cr pourvu que q > p et r > p.

Pratiquement, les cartes locales, également appelées systèmes de coordonnées
locales, sont utilisés pour repérer les points de V : pour ι fixé dans I, tout point v de
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Dι est caractérisé par le vecteur χι(v) ∈ Rd, dont nous noterons souvent v1, ..., vd

les d composantes réelles, sans préciser davantage le ι considéré.

Si V =
(
V, (χι)ι∈I , d

)
est une variété de classe Cp et si q 6 p, une application

f : V → R est dite de classe Cq si pour chaque ι la restriction de f à Dι, composée
avec χ−1

ι , est une fonction Cq sur l’ouvert χι(Dι) de Rd. En langage peut-être
moins obscur : lue dans toute carte locale, la fonction devient une fonction Cq

des d variables vi. Nous commettrons souvent l’abus de langage consistant à noter
encore f sa restriction à Dι composée avec χ−1

ι , et à écrire f(v1, ..., vd) au lieu
de f(v). L’ensemble de toutes les fonctions Cp est noté Cp(V,R), ou Cp(V ), ou
tout simplement Cp. C’est une algèbre ; bien plus généralement, il est stable par
toutes les opérations φ elles-mêmes Cp, à un nombre quelconque d’arguments : pour
f1, ..., fn ∈ Cp et φ fonction Cp de n variables réelles, φ(f1, ..., fn) est encore dans Cp.

Une variété de classe Cp est caractérisée par son ensemble sous-jacent V et par
l’ensemble Cp(V ) ; autrement dit, la véritable définition d’une variété n’est pas un
triplet comme ci-dessus, mais une classe d’équivalence de triplets, deux familles
différentes de cartes locales pouvant définir la même structure de variété Cp. Ainsi,
dans l’exemple de la variété Rd évoquée ci-dessus, on oublie la structure linéaire de
Rd pour n’en conserver que la structure Cp ; on sait dire si une fonction est Cp (ou
Cq pour un q < p), mais on ne peut plus reconnâıtre les fonctions linéaires, ni les
polynômes... L’ensemble Cp(V ) joue vis-à-vis de V un rôle un peu analogue à celui
du dual d’un espace vectoriel en algèbre linéaire.

La topologie dont est munie la variété, et pour laquelle les Dι sont des ouverts et
les χι des homéomorphismes, rend continues les fonctions Cp. Plus précisément, elle
peut être, comme toute la structure de variété, caractérisée par les fonctions Cp :
c’est la topologie la moins fine qui les rende toutes continues.

Un outil fort utile pour ramener les calculs sur une variété à des calculs dans des
cartes est les fonctions-plateaux : Si F0 et F1 sont dans V deux fermés disjoints, il
existe une fonction φ ∈ Cp(V ) telle que 0 6 φ 6 1, φ = 0 sur F0 et φ = 1 sur F1.

Si V et W sont deux variétés de classe Cp au moins, non nécessairement de
même dimension, une application φ : V → W est dite de classe Cp si f◦φ
est une fonction Cp sur V pour toute fonction f réelle Cp sur W . (Exercice :
donner une définition équivalente utilisant les cartes locales au lieu des fonctions
Cp, et démontrer l’équivalence.) L’ensemble de toutes ces applications Cp est noté
Cp(V,W ). Lorsque W est la variété R (munie de sa structure Cp canonique), il
n’y a pas d’ambigüıté, et Cp(V,W ) = Cp(V ). Bien entendu, la composée de deux
applications Cp est Cp.

On appelle difféomorphisme Cp entre deux variétés V et W toute bijection φ
de V sur W telle que φ et φ−1 soient toutes deux de classe Cp ; V et W sont
alors nécessairement de même dimension. Les difféomorphismes transportent les
structures de variétés ; si φ est une bijection entre une variété V de classe Cp et un
ensemble W , il existe sur W une structure de variété Cp et une seule telle que φ soit
un difféomorphisme Cp.

Exercice. — Si V et W sont deux variétés Cp, leur produit V×W est canonique-
ment muni d’une structure de variété Cp ; les deux projections sont des applications
de classe Cp.
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Un sous-ensemble W d’une variété V est une sous-variété de dimension d′ si,
pour tout w ∈ W , il existe un sous-espace vectoriel E ⊂ Rd de dimension d′ et un
difféomorphisme χ entre un voisinage D de w dans V et un ouvert χ(D) de Rd tels
que χ−1(E) = D∩W . On munit alors canoniquement W d’une structure de variété,
en exigeant que les χ ci-dessus, restreints aux D∩W , soient des cartes locales. La
restriction à W de toute fonction Cp sur V est une fonction Cp sur W , et l’injection
canonique de W dans V est Cp. Il n’est pas vrai en général que toute fonction Cp

sur W soit la restriction à W d’une fonction Cp sur V , mais cela a lieu pour les
fonctions sur W qui sont de classe Cp et à support compact.

La sous-variété W est dite plongée dans V si son intersection avec tout compact
de V est compacte (ce qui revient à dire que toute suite dans W tendant vers l’infini
tend aussi vers l’infini dans V ). En ce cas, les fonctions Cp sur W sont exactement
les restrictions à V des fonctions Cp sur V .

Comme exemple de sous-variété, il y a � la � sphère Sd, qui est la sphère unité
de Rd+1, ou toute variété qui lui est difféomorphe. Cette variété ne peut pas être
décrite au moyen d’une seule carte locale, mais deux cartes suffisent (car pour tout
s ∈ Sd, Sd \ {s} est difféomorphe à Rd).

Les sous-variétés de V ayant même dimension que V sont les ouverts non vides
de V . La plupart des variétés que je parviens à imaginer (et absolument toutes celles
que je sois tant bien que mal capable de dessiner!) sont des sous-variétés de R3.

L’important théorème de plongement de Whitney dit que toute variété de
dimension d est difféomorphe à une sous-variété plongée dans Rd′ (on peut même
toujours choisir d′ = 2d) ; on pourra se reporter par exemple à de Rham bd92ce.
Mais on pourrait aussi prendre cette propriété comme définition, en décidant de ne
considérer comme variétés que les sous-variétés des espaces Rd′ ! Lorsque la variété
n’est pas elle-même un ouvert de Rd, qui admet d coordonnées globales (une seule
carte), ce théorème permet de munir la variété d’un système de d′ coordonnées,
surnuméraires mais globales.

Un fibré vectoriel (de dimension finie) au-dessus d’une variété V est une variété
F de classe Cp pourvue d’une application surjective π ∈ Cp(F, V ) vérifiant les deux
propriétés suivantes :

lorsque v parcourt V , les ensembles Fv = π−1({v}) ⊂ F (appelés fibres ) sont tous
des espaces vectoriels, de même dimension finie, soit d′ ;

pour tout v ∈ V , il existe un voisinage W de v dans V et un difféomorphisme φ
de classe Cp entre W×Rd′ et π−1(W ) ⊂ F tel que x 7→ φ(w, x) soit, pour chaque
w ∈W , une bijection linéaire entre Rd′ et la fibre Fw.

La dimension d’un tel fibré comme variété est d+d′ ; elle doit être soigneusement
distinguée de la dimension algébrique d′ de chaque fibre.

Si v = π(x), on dit aussi que x est au-dessus de v ; on a l’habitude de schématiser
V comme un espace � horizontal � et F comme placé au-dessus de V ; et on
imagine la fibre Fv comme l’intersection de F avec une verticale passant par v ;
on dit également que la fibre Fv est au dessus de x.

Exercice. — Soit F un fibré vectoriel au-dessus de V .
a) Pour toute fonction f ∈ Cp(V ), l’application de F dans F de multiplication

par le scalaire f , dont la restriction à une fibre Fv est la multiplication par le réel
f(v), est de classe Cp.
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b) Dans la variété F×F , le sous-ensemble F ′ formé des (x, y) tels que π(x) = π(y)
est une sous-variété Cp, et l’application (x, y) 7→ x+y de F ′ dans F est Cp.

c) On appelle section du fibré (sous-entendu : de classe Cp) toute application
A ∈ Cp(V, F ) telle que π◦A = IdV . Soit v ∈ V . Montrer qu’il existe d′ sections du
fibré A1, ..., Ad′ et un voisinage ouvert W de v tels que, pour chaque w ∈ W , les
vecteurs A1(w), ..., Ad′(w) forment une base de l’espace Fw. Pour toute section B
du fibré, les fonctions b1, ..., bd

′
, définies sur W par B(w) =

∑
i

bi(w)Ai(w), sont de
classe Cp sur W .

Exercice. — Si F est un fibré vectoriel au-dessus de V , définir canoniquement le
fibré dual F ∗, dont chaque fibre F ∗v est l’espace dual de Fv. De même, si F et G sont
deux fibrés au-dessus d’une même variété V , définir les fibrés F⊕G, F⊗G, L(F,G),
qui sont, fibre par fibre, la somme directe de F et G, le produit tensoriel de F et G,
l’ensemble des applications linéaires de F dans G.

Nous rencontrerons énormément de formules contenant des sommations et des
dérivées partielles ; c’est pourquoi il sera utile d’en alléger l’écriture. Les dérivées
partielles d’une fonction f , lue dans des coordonnées locales v1, ..., vd, par rapport
à ces coordonnées, seront notées Dif au lieu de ∂f/∂vi ; de même pour les dérivées
d’ordre supérieur : Dijkf remplace ∂3f/∂vi∂vj∂vk, etc. Pour alléger encore les
formules, on supprime le signe

∑
, au moyen de la convention suivante, en vigueur

dans toute la suite : lorsqu’un même indice, soit i, figure deux fois dans un même
monôme, une fois en position basse et une fois en position haute, le signe

∑
i

est
sous-entendu devant ce monôme.

2. — Vecteurs et covecteurs tangents

Soit γ ∈ C1(R, V ) une courbe dans une variété V . À l’instant 0, γ se trouve en un
point x = γ(0) ∈ V , mais qu’est-ce que la vitesse γ̇(0) de γ à cet instant? On peut
choisir des coordonnées locales v1, ..., vd au voisinage de x, observer les coordonnées
γi(t) du point γ(t) (elles sont bien définies pour t voisin de 0), et considérer le système
des d dérivées γ̇i(0); mais comment faire apparâıtre ce système de façon intrinsèque
(c’est-à-dire invariante par difféomorphismes) ? L’une des manières possibles est
la suivante. Pour toute fonction f ∈ C1(V ), la composée f◦γ : R → R est une
fonction C1, dont la dérivée en t = 0 est γ̇i(0) Dif(x) (convention de sommation!).
Ainsi, les d composantes γ̇i(0) sont aussi les coefficients de l’opérateur différentiel
f 7→ (f◦γ)

′
(0); ces coefficients ne sont pas intrinsèques, mais l’opérateur l’est ; et il

est donc légitime de définir la vitesse γ̇(t) comme étant cet opérateur lui-même.

Définitions. — Soient V une variété Cp où 1 6 p 6 ∞, et x un point de V . Une
application A de Cp(V ) dans R est un vecteur tangent à V au point x s’il existe
une carte locale (v1, ..., vd) de domaine contenant x et des réels A1, ..., Ad tels que
Af = Ai Dif(x) pour toute f ∈ Cp(V ). Les Ai sont appelés les coefficients de A
dans la carte.

Si γ ∈ C1(R, V ) est une courbe dans V , on appelle vitesse de γ à l’instant t, et
on note γ̇(t), le vecteur f 7→ (f◦γ)

′
(t) tangent à V au point γ(t).

Remarques. — Si A est un vecteur tangent en x à V , les coefficients Ai tels que
Af = AiDif(x) existent pour toute carte dont le domaine contient x, bien qu’on ne
l’ait exigé que pour une seule carte. Si (vi) et (wα) sont deux cartes contenant x, les
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coefficients Ai et Aα de A dans ces deux cartes sont liés par la formule de changement
de cartes pour les vecteurs tangents

Aα = A(wα) = Diw
α(x)Ai ,

qui est linéaire et fait naturellement apparâıtre les coefficients
∂wα

∂vi
de la matrice

jacobienne liée au changement de coordonnées locales.

Tout vecteur tangent en x à V est la vitesse à l’instant 0 d’une courbe γ telle que
γ(0) = x. Fixons en effet des coordonnées locales (vi) au voisinage de x, et soient
xi les coordonnées de x et Ai les coefficients de A dans ce système. La courbe γ de
coordonnées γi(t) = xi + Ait répond à la question. (Elle n’est parfois bien définie
que sur un voisinage de t = 0; si l’on veut une courbe définie pour tout t, on peut
par exemple poser γi(t) = xi + a−1 tanh(aAit), en choisissant a assez grand.)

Remarquons enfin que le nom de vecteurs est justifié par le fait que les vecteurs
tangents à V en x forment un espace vectoriel de dimension d, dont une base est
composée des d vecteurs f 7→ Dif(x) (cette base dépend du choix des coordonnées
locales au voisinage de x).

Définitions. — Si x est un point d’une variété V de classe Cp, où p > 1, on appelle
espace tangent en x à V , et l’on note TxV, l’espace vectoriel de tous les vecteurs
tangents en x à V .

On appelle fibré tangent à V , et l’on note TV , la réunion disjointe
⋃
x∈V

TxV .

Le fibré tangent TV est canoniquement muni d’une structure de fibré vectoriel
au-dessus de V , de classe Cp−1, de la manière suivante : Si (vi) est une carte locale
de V , de domaine D, la réunion

⋃
x∈D TxV = π−1(D) est le domaine d’une carte

locale de TV , dans laquelle les 2d coordonnées d’un vecteur tangent A ∈ TxV sont
les d coordonnées xi de sa projection x = π(A), et les d coefficients de A dans la
carte locale. Le passage entre deux telles cartes, qui se fait au moyen de la formule
de changement de cartes rencontrée plus haut, fait intervenir comme on l’a vu les
matrices jacobiennes, dont les coefficients sont de classe Cp−1 seulement ; d’où la
perte d’un ordre de différentiabilité en passant de V à TV .

Exercice. — Que peut-on dire de l’espace tangent en un point à une variété
produit? à une sous-variété?

Définition. — Soient V et W deux variétés de classe Cp (où 1 6 p 6∞), x un point
de V , et φ une application Cp de V dans W . Pour chaque A ∈ TxV , l’application qui
à toute f ∈ Cp(W ) associe le nombre A(f◦φ) est un vecteur tangent à W au point
φ(x), noté φ∗x(A). L’application φ∗x ainsi définie de TxV dans TyW est linéaire; on
l’appelle l’application linéaire tangente à φ au point x.

Si (vi) est une carte locale au voisinage de x et (wα) une carte locale au voisinage
de φ(x), la matrice de φ∗x dans les bases Di et Dα est la matrice (Diφ

α). Les appli-
cations linéaires tangentes se composent naturellement : (ψ◦φ)∗x = ψ∗φ(x) ◦ φ∗x.

Exercice. — L’application φ∗x : TxV → Tφ(x)W peut aussi être définie par la
propriété suivante : pour toute courbe γ ∈ C1(R, V ) vérifiant γ(0) = x, l’image de
la vitesse initiale γ̇(0) de γ est la vitesse initiale (φ◦γ)̇(0) de la courbe φ◦γ.

On peut d’ailleurs remarquer que le vecteur γ̇(0) est lui-même l’image par γ∗0 du
vecteur tangent d

dt ∈ T0R.
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Soient φ une application Cp d’une variété V dans une variété W (avec p > 1).
L’application tangente à φ est l’application φ∗ ∈ Cp−1(TV,TW ) dont la restriction
à chaque fibre TxV est φ∗x. Plus question de linéarité, TV n’étant pas un espace
vectoriel ; mais la formule de composition (ψ◦φ)∗ = ψ∗◦φ∗ subsiste. Et φ∗ peut être
caractérisée par φ∗

(
γ̇(0)

)
= (φ◦γ)̇(0) pour toute courbe γ dans V .

Proposition 1.1 et définition. — Soient V une variété Cp, où 1 6 p 6 ∞,
et A une fonction réelle sur V×Cp(V ). Pour chaque x de V , notons A(x) la
fonction f 7→ A(x, f) sur Cp(V ) ; pour chaque f ∈ Cp(V ), notons Af la fonction
x 7→ A(x, f) sur V . Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour chaque x de V , A(x) est un vecteur tangent en x à V , et l’application
x 7→ A(x) ainsi définie de V dans TV est de classe Cp−1 (autrement dit, A est
une section du fibré tangent) ;

(ii) pour toute carte locale (v1, ..., vd), il existe des fonctions A1, ..., Ad, définies
et de classe Cp−1 dans le domaine D de la carte, telles que, pour tous x ∈ D et
f ∈ Cp(V ), on ait A(x, f) = Ai(x) Dif(x) ;

(iii) f 7→ Af est une application linéaire de Cp(V ) dans Cp−1(V ) vérifiant
pour toutes f1, ..., fn dans Cp(V ) et toute φ dans Cp(Rn,R) la formule (dite de
changement de variables)

A
(
φ◦(f1, ..., fn)

)
= Djφ◦(f1, ..., fn)Af j .

Quand ces conditions sont réalisées, on dit que A est un champ de vecteurs sur V.

Démonstration (sans les détails). — Les implications (i)⇔ (ii)⇒ (iii) sont laissées
comme exercices aux auditeurs.

(iii) ⇒ (ii). Si f est une fonction de Cp nulle au voisinage de x, il existe g ∈ Cp

telle que g = 1 au voisinage de x et fg = 0 partout. La formule de changement de
variables donne f Ag+g Af = A(fg) = 0, d’oùAf = 0 au voisinage de x; ceci montre
que l’opérateur A est local. Étant donnés x et f , pour calculer A(x, f), on se fixe une
carte (vi) au voisinage de x et, quitte à modifier les vi et f hors d’un voisinage de x,
on se ramène au cas où les vi sont définis partout sur V et où f = φ◦(v1, ..., vd),
pour une φ ∈ Cp(Rd). L’hypothèse (iii) donne alors A(x, f) = A(x, vi) Dif(x).

Exercice. — Lorsque p = ∞, les deux conditions qui suivent sont équivalentes à
(i), (ii) et (iii) ci-dessus :

(iv) f 7→ Af est une application linéaire de C∞(V ) dans C∞(V ) vérifiant la formule
(de Leibniz)

∀f ∈C∞(V ) A(f2) = 2f Af ;

(v) f 7→ Af est une application linéaire de C∞(V ) dans C∞(V ), on a A1 = 0 et,
pour tous f ∈ C∞(V ) et x ∈ V tels que f(x) = 0, A(x, f2) = 0.

De même que les vecteurs tangents en un point peuvent être multipliés par des
réels, les champs de vecteurs peuvent être multipliés par des fonctions, et forment
ainsi un module sur l’algèbre Cp−1(V ).

La propriété fondamentale d’un champ de vecteurs est de donner lieu à un flot sur
la variété : Pour p > 1, si A est un champ de vecteurs de classe Cp−1 et x un point
de V , il existe un intervalle ouvert I tel que 0 ∈ I ⊂ R et une courbe γ ∈ Cp(I, V )
tels que γ(0) = x et γ̇(t) = A

(
γ(t)

)
pour tout t ∈ I. Lorsque p > 2 (ou qu’une
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condition de Lipschitz est satisfaite), on peut choisir I maximal, il y a unicité (deux
solutions γ′ et γ′′ cöıncident sur I ′∩I ′′) et la solution γ(t) est fonction Cp−1 de x
(pour t fixé, l’ensemble des x ∈ V tels que la solution γ(t) soit définie est un ouvert,
sur lequel la solution est une application Cp−1 dans V ).

Définitions. — Soient p > 1 et V une variété de classe Cp. Pour x ∈ V , on appelle
espace cotangent en x à V le dual T∗xV de l’espace vectoriel TxV . Les éléments de
T∗xV sont appelés covecteurs (ou vecteurs cotangents ). On appelle fibré cotangent
la réunion disjointe T∗V =

⋃
x∈V

T∗xV ; c’est un fibré vectoriel de classe Cp−1 au-dessus
de V .

Si f est une fonction Cp sur V , ou seulement sur un voisinage de x dans V ,
un covecteur df(x) ∈ T∗xV est défini par la formule 〈df(x), A〉 = Af pour
tout A ∈ TxV . Si (vi) est une carte au voisinage de x, les d covecteurs dvi(x)
forment une base de T∗xV , plus précisément la base duale de la base (Di), car
〈dvi(x),Dj〉 = Djv

i(x) = δij . Tout covecteur σ ∈ T∗xV s’écrit donc de façon unique
σ = σi dv

i(x), où σi sont d coefficients réels; et la dualité entre vecteurs et covecteurs
s’exprime en coordonnées locales par la formule très simple

〈σ,A〉 = 〈σi dvi(x), AjDj〉 = σiA
j 〈dvi(x),Dj〉 = σiA

j δij = σiA
i .

Les coefficients σi du covecteur σ = df(x) sont bien sûr σi = Dif . Tout covecteur de
T∗xV est de la forme df(x) pour une f bien choisie (prendre par exemple f égale à
σiv

i au voisinage de x si les coefficients du covecteur dans la base dvi(x) sont σi).

Exercice. — La formule de changement de cartes pour les coefficients σi et σα
d’un même covecteur σ exprimé dans deux cartes (vi) et (wα) est σα = Dαv

i σi ; la
matrice (Dαv

i) qui y apparâıt est l’inverse de la matrice jacobienne (Diw
α).

Exercice. — Quelle relation y a-t-il entre df(x) et l’application linéaire f∗x
tangente à f en x?

Si φ : V →W est une application Cp entre deux variétés, on note φ∗x l’application
adjointe de φ∗x, qui va de T∗φ(x)W dans T∗xV ; elle peut être caractérisée par
φ∗x
[
df
(
φ(x)

)]
= d(f◦φ)(x) pour toute f ∈ Cp(W ).

Définition. — Sur une variété V de classe Cp, un champ de covecteurs 1 est une
application σ ∈ Cp−1(V,T∗V ) telle que σ(x) ∈ T∗xV pour tout x de V .

Exercice. — Les champs de covecteurs sont les sections du fibré cotangent. On
peut les identifier aux fonctions Cp−1 sur TV , dont la restriction à chaque fibre TxV
est linéaire.

L’exemple fondamental de champ de covecteurs est df , où f ∈ Cp, de valeur df(x)
au point x. Il n’est pas vrai que tout champ de covecteurs soit de cette forme, mais
une conséquence du théorème de plongement de Whitney est l’existence de fonctions
f1, ..., fn ∈ Cp, telles que tout champ de covecteur s’écrive (de façon en général non
unique)

∑n
k=1 gk dfk, où les gk sont dans Cp−1. Remarquer que, si f est une fonction

de classe Cp et γ une courbe, on a 〈df, γ̇(t)〉 = (f◦γ)
′
(t).

1. Le terme consacré est forme différentielle de degré 1.
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Exercice. — Si φ est une application Cp de V dans W et σ un champ de covecteurs
sur W , on peut définir un champ de covecteurs φ∗σ sur V . Mais si A est un champ
de vecteurs sur V , on ne peut pas en général définir un champ de vecteurs φ∗A
sur W !

Exercice. — L’ensemble des champs de covecteurs est un module sur l’algèbre
Cp−1(V ), plus précisément le dual du module des champs de vecteurs sur V .
(Indication : Tout champ de vecteurs Cp−1 nul en un point x peut s’écrire comme
une somme finie

∑
` f`A`, où les A` sont des champs de vecteurs Cp−1 et les f` des

fonctions Cp−1 nulles en x.)

3. — Diffuseurs

En 1979, Schwartz a découvert que le langage qui décrit de façon intrinsèque
les semimartingales dans les variétés est la géométrie différentielle d’ordre 2,
dans laquelle les espaces de jets d’ordre 2 jouent un rôle aussi fondamental que
les traditionnels objets tangents ou cotangents d’ordre 1 évoqués plus haut. En
Géométrie et en Mécanique, pour passer à l’ordre 2 et parler par exemple de
l’accélération d’une courbe, on a l’habitude de travailler dans le tangent itéré TTV
(le fibré tangent construit sur la variété TV ). Le point de vue agréable pour les
probabilistes est un peu différent, parce que la formule de changement de variable
pour les semimartingales fait appel à des objets d’ordre 2 qui ne s’expriment pas
naturellement dans le cadre de TTV : il s’agit des opérateurs différentiels d’ordre 2
sans terme constant, qui jouent en calcul stochastique un rôle aussi central que les
vecteurs tangents (opérateurs différentiels d’ordre 1 sans terme constant) dans le
calcul différentiel ordinaire.

Définition. — Soient V une variété Cp où 2 6 p 6 ∞, et x un point de V . Une
application L de Cp(V ) dans R est un diffuseur au point x s’il existe une carte
locale (v1, ..., vd) de domaine contenant x et des réels L1, ..., Ld et L11, L12, ..., Ldd

tels que Lf = Lij Dijf(x) + LkDkf(x) pour toute f ∈ Cp(V ). Les nombres Lk et
1
2 (Lij+Lji) sont appelés les coefficients de L dans la carte.

Pour construire un diffuseur en x, on peut, une fois choisie la carte, se donner
arbitrairement les d + d2 nombres Lk et Lij . Mais, en raison de la symétrie
Dijf(x) = Djif(x) des dérivées secondes, on ne change pas L en symétrisant
la matrice des Lij ; L ne dépend donc que de ses d + d(d+1)/2 coefficients. Et
réciproquement L détermine ses d + d(d+1)/2 coefficients, puisque Lk = Lvk et
Lij + Lji = L(ṽiṽj), où la fonction ṽi ∈ Cp(V ) est définie par ṽi(y) = vi(y)−vi(x).

En choisissant nuls les coefficients Lij , on voit que tout vecteur tangent en x est
aussi un diffuseur en x.

Tout comme les vecteurs, les diffuseurs au point x peuvent indifféremment être
décrits dans toute carte locale entourant x : si (wα) est une autre carte, le diffuseur
L s’écrit aussi, en posant w̃α = wα−wα(x),

L = 1
2L(w̃αw̃β) Dαβ + Lwγ Dγ .

Les formules de changement de cartes sont donc

Lγ = LijDijw
γ(x) + LkDkw

γ(x) Lαβ = Lij Diw
α(x)Djw

β(x) .
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La première de ces formules montre que, lorsque les coefficients Lk des termes
d’ordre 1 sont nuls, il n’en va pas nécessairement de même des coefficients Lγ ;
la notion d’opérateur différentiel en x � purement d’ordre 2 � n’existe pas, ou
plutôt n’est pas intrinsèque, car non invariante par changements non linéaires de
coordonnées. Plus généralement, on ne peut pas parler de la partie d’ordre 1 d’un
diffuseur, car il ne suffit pas de connâıtre les Lk pour savoir calculer les Lγ , il faut
aussi les Lij . Mais cela a un sens de parler des � diffuseurs sans termes d’ordre 2 � :
ce sont exactement les vecteurs tangents.

Définition. — Si γ ∈ C2(R, V ) est une courbe dans V , on appelle accélération de
γ à l’instant t, et on note γ̈(t), le diffuseur f 7→ (f◦γ)

′′
(t) au point γ(t).

Ses composantes dans une carte locale sont Lk = γ̈k(t) et Lij = γ̇i(t)γ̇j(t).
Remarquer que c’est précisément dans le coefficient Lk du terme d’ordre 1 que vient
se nicher γ̈k(t), la seule information authentiquement d’ordre 2 ! Remarquer aussi
que si l’on connâıt le diffuseur γ̈(t), on peut presque retrouver le vecteur γ̇(t), mais
pas tout à fait : γ̇(t) n’est déterminé qu’à un facteur ±1 près.

Définition. — Si x est un point d’une variété V de classe Cp avec 2 6 p 6 ∞,
on appelle espace osculateur en x à V , et on note TxV , l’espace vectoriel formé de
tous les diffuseurs en x.

Une fois choisie une carte locale autour de x, les opérateurs différentiels Dk et
Dij au point x forment, pour 1 6 k 6 d et 1 6 i 6 j 6 d, une base de l’espace
osculateur TxV .

L’espace tangent TxV est un sous-espace vectoriel de TxV .

Lemme 1.2. — Soient x ∈ V et C l’ensemble de toutes les courbes γ de classe Cp

telles que γ(0) = x. Lorsque γ décrit C, les vecteurs γ̇(0) décrivent tout l’espace
tangent TxV , et les diffuseurs γ̈(0) décrivent une partie génératrice de l’espace
osculateur TxV .

Pour que les accélérations γ̈(0) et δ̈(0) de deux courbes γ et δ dans C diffèrent
d’un vecteur tangent ( γ̈(0)− δ̈(0) ∈ TxV ), il faut et il suffit que les vitesses γ̇(0) et
δ̇(0) soient égales ou opposées : γ̇(0) = ± δ̇(0). En particulier, l’accélération γ̈(0)
est dans TxV si et seulement si la vitesse γ̇(0) est nulle.

Enfin, lorsque γ décrit toutes les courbes de C telles que γ̇(0) = 0, les diffuseurs
γ̈(0) décrivent tout l’espace tangent TxV .

Démonstration. — La première des quatre assertions, rappelée ici pour mémoire,
a déjà été établie comme remarque, après la définition des vecteurs tangents.

Fixons une carte locale autour de x. Si une courbe γ passe en x à l’instant 0,
elle est dans le domaine de la carte pour t voisin de 0, et ses coordonnées γ̇i(t) sont
définies pour t voisin de 0. Le diffuseur γ̈(0) a pour composantes Lk = γ̈k(0) et
Lij = γ̇i(0)γ̇j(0) ; ces nombres Lij sont les coefficients d’une matrice symétrique,
positive, de rang 0 ou 1. Réciproquement, étant donnés une telle matrice m et un
vecteur v ∈ Rd, il existe une courbe γ dans C telle que γ(0) = x, γ̈k(0) = vk et
γ̈ij(0) = mij : il suffit de choisir un vecteur w ∈ Rd tel que wiwj = mij et de poser
par exemple γi(t) = xi + f(t) (wit+ 1

2v
it2), où f est C∞, vaut 1 au voisinage de

t = 0, et est portée par un compact assez petit pour que γ ne sorte pas du domaine
de la carte. Les accélérations γ̈(0) sont donc exactement les diffuseurs LijDij+LkDk

où les Lk sont quelconques et les Lij forment une matrice symétrique positive de
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rang 0 ou 1. Puisque ces matrices engendrent linéairement l’espace de toutes les
matrices symétriques, les accélérations γ̈(0) engendrent linéairement TxV .

Pour que γ̈(0) − δ̈(0) soit dans TxV , il faut et il suffit que les d2 nombres
γ̇i(0)γ̇j(0) − δ̇i(0)δ̇j(0) soient nuls ; en fixant un indice i0 tel que γ̇i0(0) 6= 0 (s’il
en existe) et en s’intéressant seulement aux couples i0j, on en déduit facilement que
δ̇(0) = ± γ̇(0). Et cette condition nécessaire est évidemment suffisante.

Enfin, pour A ∈ TxV , de composantes Ai dans la carte, toute courbe γ telle que
γ̇i(0) = 0 et γ̈i(0) = Ai (nous venons de voir qu’il en existe) vérifie γ̈(0) = A.

Définition. — Soient V et W deux variétés de classe Cp (où 2 6 p 6∞), x un point
de V , et φ une application Cp de V dans W . Pour chaque L ∈ TxV , l’application
qui à toute f ∈ Cp(W ) associe le nombre L(f◦φ) est un diffuseur sur W au point
φ(x), noté φ∗x(L). Ceci définit une application linéaire de TxV dans Tφ(x)W dont la
restriction à TxV est l’application tangente φ∗x; on l’appelle application osculatrice
en x à φ, et on la note encore φ∗x.

Les applications osculatrices se composent naturellement, comme les applications
tangentes : (ψ◦φ)∗x = ψ∗φ(x) ◦ φ∗x.

Si (vi) est une carte locale au voisinage de x et (wα) une carte locale au voisinage
de φ(x), le diffuseur M = φ∗x(L) est donné par ses composantes Mα = Lφα et
Mαβ = Lij Diφ

α(x) Djφ
β(x) = 1

2

(
L(φαφβ)− φαLφβ − φβLφα

)
.

Exercices. — L’accélération initiale γ̈(0) d’une courbe est l’image par γ∗0 du

diffuseur d2

dt2 ∈ T0R.
L’application φ∗x : TxV → Tφ(x)W est caractérisée par la propriété suivante :

φ∗x est linéaire, et pour toute courbe γ ∈ C2(R, V ) vérifiant γ(0) = x, l’image de
l’accélération initiale γ̈(0) de γ est l’accélération initiale (φ◦γ)̈(0) de la courbe φ◦γ.

Définition. — Le fibré osculateur TV est la réunion disjointe
⋃
x∈V

TxV ; c’est une
variété de classe Cp−2.

La structure de variété de TV est construite comme celle du fibré tangent TV ; la
perte de deux ordres de différentiabilité vient de la formule de changement de cartes
pour les diffuseurs, où interviennent, on l’a vu plus haut, des dérivées secondes
Dijw

α, qui sont seulement p−2 fois différentiables.

Soient φ une application Cp d’une variété V dans une variété W (où p > 2).
L’application osculatrice à φ est l’application φ∗ ∈ Cp−2(TV,TW ) dont la restriction
à chaque fibre TxV est φ∗x. La formule de composition (ψ◦φ)∗ = ψ∗◦φ∗ s’étend bien
sûr aux applications osculatrices ; et réciproquement, φ∗ peut être caractérisée par
φ∗
(
γ̈(0)

)
= (φ◦γ)̈(0) pour toute courbe γ dans V .

Proposition 1.3 et définition. — Soient V une variété Cp, où 2 6 p 6 ∞,
et L une fonction réelle sur V×Cp(V ). Pour chaque x de V , notons L(x) la
fonction f 7→ L(x, f) sur Cp(V ) ; pour chaque f ∈ Cp(V ), notons Lf la fonction
x 7→ L(x, f) sur V . Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour chaque x de V , L(x) est un diffuseur en x, et l’application x 7→ L(x) ainsi
définie de V dans TV est de classe Cp−2 (autrement dit, L est une section du fibré
osculateur) ;

(ii) pour toute carte locale (v1, ..., vd), il existe des fonctions L1, ..., Ld et
L11, L12, ..., Ldd, définies et de classe Cp−2 dans le domaine D de la carte, telles
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que, pour tous x ∈ D et f ∈ Cp(V ), on ait

L(x, f) = Lij(x) Dijf(x) + Lk(x) Dkf(x) ;

(iii) f 7→ Lf est une application linéaire de Cp(V ) dans Cp−2(V ) ; et en posant
Γ(fg) = 1

2

[
L(fg)− fLg − gLf

]
, on a pour toutes f1, ..., fn dans Cp(V ) et toute φ

dans Cp(Rn,R) la formule (dite de changement de variables)

L
(
φ◦(f1, ..., fn)

)
= Dkφ◦(f1, ..., fn)Lfk + Dijφ◦(f1, ..., fn) Γ(f i, f j) .

Lorsque ces trois conditions sont réalisées, on dit que L est un champ de
diffuseurs sur V ; l’opérateur bilinéaire Γ est le carré du champ associé à L.

Démonstration (sans les détails). — Les implications (i)⇔ (ii)⇒ (iii) sont laissées
comme exercices aux auditeurs.

(iii) ⇒ (ii). Si f est une fonction de Cp nulle au voisinage de x, il existe g ∈ Cp

telle que g = 1 au voisinage de x et fg = 0 partout. La formule de changement de
variables donne 0 = L(fg2) = fL(g2) + 2gL(fg) − g2Lf − 2fgLg, d’où Lf = 0 au
voisinage de x ; ceci montre que l’opérateur L est local. Étant donnés x et f , pour
calculer L(x, f), on se fixe une carte (vi) au voisinage de x et, quitte à modifier les
vi et f hors d’un voisinage de x, on se ramène au cas où les vi sont définis partout
sur V et où f = φ◦(v1, ..., vd), pour une φ ∈ Cp(Rd). L’hypothèse (iii) donne alors
L(x, f) = Lvk(x) Dkf(x) + Γ(vi, vj)(x) Dijf(x).

Exercice. — Lorsque p = ∞, les deux conditions qui suivent sont équivalentes à
(i), (ii) et (iii) ci-dessus :

(iv) f 7→ Lf est une application linéaire de C∞(V ) dans C∞(V ) vérifiant la formule

∀f ∈C∞(V ) L(f3) = 3f L(f2)− 3f2Lf ;

(v) f 7→ Lf est une application linéaire de C∞(V ) dans C∞(V ), on a L1 = 0 et,
pour tous f ∈ C∞(V ) et x ∈ V tels que f(x) = 0, L(x, f3) = 0.

Les champs de diffuseurs forment un module sur l’algèbre Cp−2(V ). Un exemple
fort important de champ de diffuseurs est le composé AB de deux champs de vecteurs
A et B : comme composé de deux opérateurs différentiels de degré 1, c’est un
opérateur différentiel de degré au plus 2 ; comme il tue les fonctions constantes,
il n’a pas de terme constant.

Sous des hypothèses de régularité et d’ellipticité, un champs de diffuseurs sur
V est le générateur infinitésimal d’une diffusion sous-markovienne, à durée de
vie éventuellement finie, unique en loi (voir Ikeda et Watanabe bd60ce ou Stroock
et Varadhan bd103ce). Mais, alors qu’un champ de vecteurs s’intègre en un flot
déterministe, un champ de diffuseurs L ne donne pas lieu, de façon intrinsèque, à un
flot stochastique ; il faut pour cela une structure plus riche, obtenue en choisissant
une décomposition de L en somme de Hörmander B0 +

∑
i

A2
i , où B0 et Ai sont des

champs de vecteurs.

4. — Codiffuseurs

Définitions. — Soient p > 2 et V une variété de classe Cp. Pour x ∈ V , on appellera
espace coosculateur en x à V le dual T∗xV de l’espace vectoriel TxV . Les éléments de
T∗xV seront appelés codiffuseurs. On appellera fibré coosculateur la réunion disjointe
T∗V =

⋃
x∈V
T∗xV ; c’est un fibré vectoriel de classe Cp−2 au-dessus de V .
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L’exemple le plus simple de codiffuseur est l’application L 7→ Lf de TxV dans R,
où f est une fonction de classe Cp définie au voisinage de x. Ce codiffuseur sera noté
d2f(x) ; cette écriture trouvera sa justification en 1.5. Il peut être caractérisé par la
formule 〈d2f(x), γ̈(0)〉 = (f◦γ)

′′
(0) pour toute courbe γ telle que γ(0) = x. Comme

pour les covecteurs, il est vrai que tous les éléments de T∗xV sont de la forme d2f(x);
nous le verrons en 1.6.

Les codiffuseurs au point x sont donc les applications linéaires de TxV dans R.
Puisque TxV est un sous-espace vectoriel de TxV , chaque codiffuseur θ ∈ T∗xV peut
être restreint à TxV , fournissant ainsi un covecteur Rθ ∈ T∗xV , naturellement appelé
la restriction de θ. Cette application R : T∗xV → T∗xV est linéaire et surjective (c’est
l’application adjointe de l’injection canonique de TxV dans TxV ). Pour f ∈ Cp, on
lit immédiatement sur les définitions que R

(
d2f(x)

)
= df(x).

Proposition 1.4 et définition. — On suppose V de classe Cp, où 2 6 p 6∞.
Soient σ ∈ T∗xV et τ ∈ T∗xV deux covecteurs en x. Il existe un unique codiffuseur
σ·τ ∈ T∗xV (appelé le produit de σ et τ) tel que pour toute courbe γ vérifiant
γ(0) = x on ait

〈σ·τ, γ̈(0)〉 = 〈σ, γ̇(0)〉 〈τ, γ̇(0)〉 .
Le produit σ·τ est bilinéaire, symétrique et de restriction nulle : R(σ·τ) = 0. En
outre, pour toutes f et g de classe Cp, on a

df(x)·dg(x) = 1
2

[
d2(fg)(x)− f(x) d2g(x)− g(x) d2f(x)

]
.

Démonstration. — Pour établir l’existence, il suffit de choisir une carte locale
au voisinage de x, d’en déduire une base (Dij ,Dk) de TxV (où 1 6 i 6 j 6 d
et 1 6 k 6 d), et de poser 〈σ·τ,Dij〉 = 1

2 (〈σ,Di〉〈τ,Dj〉+ 〈σ,Dj〉〈τ,Di〉) et
〈σ·τ,Dk〉 = 0; on vérifie immédiatement que cet objet satisfait la propriété requise :

〈σ·τ, γ̈(0)〉 = 〈σ·τ, γ̇i(0)γ̇j(0)Dij+γ̈
k(0)Dk〉

= 1
2 γ̇

i(0)γ̇j(0)
(
〈σ,Di〉〈τ,Dj〉+ 〈σ,Dj〉〈τ,Di〉

)

= 1
2

(
〈σ, γ̇(0)〉 〈τ, γ̇(0)〉+ 〈σ, γ̇(0)〉 〈τ, γ̇(0)〉

)
= 〈σ, γ̇(0)〉 〈τ, γ̇(0)〉 ;

Comme 〈σ·τ,Dk〉 = 0 pour tout k, on a R(σ·τ) = 0.

L’unicité découle de ce que les accélérations γ̈(0) engendrent linéairement l’espace
osculateur TxV (lemme 1.2). De même, la bilinéarité et la symétrie, évidentes sur les
accélérations γ̈(0), s’étendent à tout TxV ; et la formule pour df(x)·dg(x) résulte de

〈df(x)·dg(x), γ̈(0)〉 = 〈df(x), γ̇(0)〉 〈dg(x), γ̇(0)〉 = (f◦γ)
′
(0) (g◦γ)

′
(0)

= 1
2

[(
(fg)◦γ

)′′− f(x)(g◦γ)
′′− g(x)(f◦γ)

′′]
(0)

= 1
2

〈
d2(fg)(x)− f(x) d2g(x)− g(x) d2f(x), γ̈(0)

〉
.

Nous venons de voir deux opérations qui relient covecteurs et codiffuseurs, la
restriction et le produit. Il y en a une troisième, la différentiation symétrique.
Contrairement aux deux autres, elle n’est pas ponctuelle (bien qu’elle soit locale) :
on ne peut pas la définir en restant dans des fibres au dessus de x, il faut travailler au
voisinage de x (comme nous avons déjà dû le faire pour la composition des champs
de vecteurs). Ceci nécessite de définir les champs de codiffuseurs.
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Définition. — Un champ de codiffuseurs est une application θ ∈ Cp−2(V,T∗V )
telle que θ(x) ∈ T∗xV pour tout x de V .

Exercice. — Les champs de codiffuseurs sont les sections du fibré coosculateur ;
on peut les identifier aux fonctions Cp−2 sur TV , dont la restriction à chaque fibre
TxV est linéaire.

Comme exemple de champ de codiffuseurs, citons d2f , où f est une fonction Cp ; la
valeur de d2f au point x est le codiffuseur d2f(x) et son accouplement avec les champs
de covecteurs est donné par 〈d2f, L〉 = Lf . Il est faux que tout champ de codiffuseurs
soit de cette forme (c’est déjà faux pour les champs de covecteurs, qui ne sont pas
tous de la forme df). La formule de la proposition 1.4 s’étend immédiatement aux
champs de covecteurs : df ·dg = 1

2

(
d2(fg)− f d2g− g d2f

)
.

Proposition 1.5 et définition. — On suppose V de classe Cp, où 2 6 p 6∞.
Si σ est un champ de covecteurs, il existe un unique champ de codiffuseurs dσ
(appelé la différentielle symétrique de σ) tel que pour toute courbe γ on ait

〈dσ, γ̈(t)〉 =
d

dt
〈σ, γ̇(t)〉 .

On a toujours R(dσ) = σ et d(df) = d2f . La différentiation σ 7→ dσ est linéaire,
mais n’est pas Cp-linéaire : pour f ∈ Cp, on a d(fσ) = df ·σ + f dσ.

Il importe de ne pas confondre ce d avec l’opérateur de différentiation extérieure,
ou cobord, que nous n’utiliserons pas, et qui transforme les champs de covecteurs —
ou formes différentielles de degré 1 — en formes différentielles de degré 2 ; celles-ci
sont antisymétriques par nature, au contraire des champs de codiffuseurs.

Contrairement à la différentielle extérieure, d ne vérifie pas d◦d = 0, puisque
d(df) = d2f . C’est bien sûr cette dernière formule qui justifie de noter d2f le
codiffuseur L 7→ Lf .

Démonstration de la proposition 1.5. — Commençons par établir l’existence
et la formule R(dσ) = σ. Si χ est une carte locale, soient σi les coefficients de σ dans
cette carte; ce sont des fonctions définies sur le domaine D de la carte, et de classe
Cp−1 sur D. Définissons, en tout point de D, un codiffuseur θχ par 〈θχ,Dk〉 = σk
et 〈θχ,Dij〉 = 1

2 (Diσj + Djσi). Il vérifie Rθχ = σ sur D, et pour toute courbe γ, on
a, sur l’ouvert {t ∈ R : γ(t) ∈ D},

d

dt
〈σ, γ̇(t)〉 =

d

dt

[
σj
(
γ(t)

)
γ̇j(t)

]
= Diσj

(
γ(t)

)
γ̇i(t)γ̇j(t) + σj

(
γ(t)

)
γ̈j(t)

= γ̇i(t)γ̇j(t) 〈θχ,Dij〉+ γ̈k(t) 〈θχ,Dk〉 = 〈θχ, γ̈(t)〉 .

Si χ′ et χ′′ sont deux cartes, cette formule jointe au lemme 1.2 montre que
θχ
′

= θχ
′′

sur l’intersection des domaines de χ′ et χ′′ ; il existe donc un champ
de codiffuseurs θ tel que, pour chaque carte χ, θ = θχ sur le domaine de χ ; il vérifie
identiquement les formules Rθ = σ et 〈θ, γ̈(t)〉 = d

dt 〈σ, γ̇(t)〉.
Il reste à établir l’unicité, la linéarité en σ et les formules donnant d(df) et d(fσ).

L’unicité et la linéarité en σ, qu’il suffit de vérifier en un point x, résultent du
lemme 1.2. La formule d(df) = d2f s’obtient de même en remarquant que

〈d2f, γ̈(t)〉 =
d2

dt2
f◦γ(t) =

d

dt
(f◦γ)

′
(t) =

d

dt
〈df, γ̇(t)〉 ;
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enfin, la formule donnant d(fσ) résulte de

〈d(fσ), γ̈(t)〉 =
d

dt
〈fσ, γ̇(t)〉 =

d

dt

[
f
(
γ(t)

)
〈σ, γ̇(t)〉

]

=
d

dt

[
f
(
γ(t)

)]
〈σ, γ̇(t)〉+ f

(
γ(t)

) d
dt
〈σ, γ̇(t)〉

= 〈df, γ̇(t)〉 〈σ, γ̇(t)〉+ f
(
γ(t)

)
〈dσ, γ̈(t)〉

= 〈df ·σ, γ̈(t)〉+ 〈f dσ, γ̈(t)〉 .
La base de l’espace osculateur TxV formée des d+d(d+1)/2 diffuseurs Dij et Dk,

où 1 6 i 6 j 6 d et 1 6 k 6 d est peu maniable ; en pratique, on préfère travailler
avec tous les Dij , en utilisant les coefficients des diffuseurs. C’est sous cette forme
que la dualité entre diffuseurs et codiffuseurs s’exprime de façon agréable.

Proposition 1.6. — Soit x un point du domaine d’une carte locale (v1, ..., vd)
sur V . Tout codiffuseur θ ∈ T∗xV s’écrit de façon unique comme

θij dv
i(x)·dvj(x) + θk d

2vk(x) ,

où θij et θk sont d2 + d nombres réels vérifiant θij = θji.
Si L ∈ TxV est un diffuseur en x, de coefficients Lij et Lk (donc tel que

L = LijDij+L
kDk et Lij = Lji), la dualité entre T∗xV et TxV s’exprime par

〈θ, L〉 = θijL
ij + θkL

k ;

cette formule reste d’ailleurs valable lorsque l’un seulement de θ et L est écrit sous
forme symétrique en i et j.

Lorsque f parcourt les fonctions de classe Cp−2, le codiffuseur d2f(x) décrit tout
l’espace coosculateur T∗xV .

Démonstration. — Si L est un diffuseur en x, de coefficients Lij et Lk, puisque

〈d2v`, L〉 = Lv` = LijDijv
` + LkDkv

` = 0 + Lkδ`k = L`

et que

2 〈L, dv`·dvm〉 = L(v`vm)− v`(x)Lvm − vm(x)Lv`

= LkDk(v`vm) + LijDij(v
`vm)− v`(x)Lvm − vm(x)Lv`

= Lk
(
δ`kv

m(x) + v`(x)δmk
)

+ Lij(δ`i δ
m
j + δmi δ

`
j)− v`(x)Lvm − vm(x)Lv`

= L`m + Lm` = 2L`m ,

les dvi(x)·dvj(x) et les dvk(x) engendrent toutes les formes linéaires sur TxV ,
c’est-à-dire le dual T∗xV . La formule de dualité 〈θ, L〉 = θijL

ij + θkL
k en résulte

également, et ainsi que l’unicité de l’écriture de θ (pourvu que θij = θji) : si
θij dv

i(x)·dvj(x) + θk d
2vk(x) = 0, alors θijL

ij + θkL
k = 0 pour tout L, donc θij et

θk sont nuls.
L’extension de la formule de dualité au cas où l’une seulement des matrices (θij)

ou (Lij) est symétrique est immédiate : si, par exemple, Lij = Lji, on ne change
pas θijL

ij en remplaçant θij par sa symétrisée 1
2 (θij+θji).

Enfin, pour θ = θij dv
i(x)·dvj(x) + θk d

2vk(x) ∈ T∗xV (écriture symétrique), il
existe f ∈ Cp−2 telle que Dijf(x) = θij et Dkf(x) = θk (on peut prendre par
exemple un polynôme convenable en les vi multiplié par une fonction Cp, égale à 1
au voisinage de x, et à support compact inclus dans le domaine de la carte) ; on a
alors

〈θ, L〉 = θijL
ij + θkL

k = LijDijf(x) + LkDkf(x) = Lf = 〈d2f(x), L〉
pour tout L ∈ TxV , d’où d2f = θ.
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Proposition 1.7. — Soit (v1, ..., vd) une carte locale, de domaine D. Tout champ
de codiffuseurs θ sur V s’écrit dans D de façon unique comme

θij dv
i·dvj + θk d

2vk ,

où θij et θk sont d2 + d fonctions sur D de classe Cp−2 et vérifiant la condition
de symétrie θij = θji.

On a aussi

R(θij dv
i·dvj + θk d

2vk) = θk dv
k ,

et, si f et g sont deux fonctions et σ et τ deux champs de covecteurs qui s’écrivent
σ = σi dv

i et τ = τi dv
i dans D,

dσ = σk d
2vk + Diσj dv

i·dvj ,
σ·τ = σiτj dv

i·dvj .
d2f = Dkf d

2vk + Dijf dv
i·dvj ,

df ·dg = Dif Djg dv
i·dvj

(remarquer que ces écritures des champs de codiffuseurs dσ, σ·τ et df ·dg ne sont
pas mises sous forme symétrique).

La formule de dualité entre champs de diffuseurs et de codiffuseurs s’écrit encore

〈θ, L〉 = θijL
ij + θkL

k ,

où L = LijDij + LkDk est une écriture dans la carte d’un champ de diffuseurs et
où l’un au moins des systèmes de coefficients (θij) et (Lij) est symétrique.

Démonstration. — L’existence et l’unicité de cette écriture d’un champ de
codiffuseurs, ainsi que la formule de dualité avec les champs de diffuseurs, se
déduisent des énoncés analogues en un point (proposition 1.6).

La formule donnant la restriction R(θ) résulte immédiatement des propriétés
R(d2f) = df et R(s·τ) = 0 de R. Enfin, les quatre formules donnant dσ, σ·τ , d2f et
df ·dg se déduisent sans peine des propositions 1.4 et 1.5.

Si φ : V → W est une application Cp entre deux variétés, on note φ∗x
l’application adjointe de φ∗x, qui va de T∗φ(x)W dans T∗xV ; elle est définie par
〈φ∗xθ, L〉 = 〈θ, φ∗xL〉 pour tout L ∈ TxV et, grâce à 1.6, peut être caractérisée
par φ∗x

[
d2f
(
φ(x)

)]
= d2(f◦φ)(x) pour toute f ∈ Cp(W ).

Si φ est une application Cp de V dans W et θ un champ de codiffuseurs sur W ,
on peut définir un champ de codiffuseurs φ∗θ sur V : en un point x ∈ V , poser
(φ∗θ)(x) = φ∗x

[
θ
(
φ(x)

)]
. Le même symbole φ∗ est donc utilisé pour deux opérations

analogues, l’une sur les covecteurs, l’autre sur les codiffuseurs. L’expérience montre
que ce n’est pas gênant, bien au contraire : cela ajoute à l’élégance des trois formules
ci-dessous :

Proposition 1.8. — Soient φ une application Cp de V dans W , θ un champ de
codiffuseurs sur W , σ et τ deux champs de covecteurs sur W . On a

φ∗(dσ) = d(φ∗σ) ,

φ∗(Rθ) = R(φ∗θ) et φ∗(σ·τ) = φ∗σ · φ∗τ .
Les deux dernières formules ont aussi lieu si θ, σ et τ sont un codiffuseur et
des covecteurs en un point y de W de la forme φ(x), en remplaçant, bien sûr,
φ∗ par φ∗x.
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Démonstration. — La seconde formule se vérifie séparément en chaque point x,
en choisissant une fonction f sur W telle que (d2f)

(
φ(x)

)
= θ
(
φ(x)

)
et en écrivant,

au point x,

φ∗(Rθ) = φ∗
(
R(d2f)

)
= φ∗(df) = d(f◦φ) = Rd2(f◦φ) = Rφ∗(d2f) .

La troisième peut, en utilisant le lemme 1.2 et la définition du produit des covecteurs,
se vérifier sur les accélérations des courbes :

〈φ∗(σ·τ), γ̈〉 = 〈σ·τ, φ∗γ̈〉 =
〈
σ·τ, (φ◦γ)̈

〉
=
〈
σ, (φ◦γ)̇

〉 〈
τ, (φ◦γ)̇

〉

= 〈σ, φ∗γ̇〉 〈τ, φ∗γ̇〉 = 〈φ∗σ, γ̇〉 〈φ∗τ, γ̇〉 = 〈φ∗σ·φ∗τ , γ̈〉 .
Pour la première formule, on écrit σ comme une somme finie de champs de

covecteurs du type f dg, où f et g sont des fonctions ; c’est toujours possible dans
le domaine d’une carte (ça l’est aussi globalement, mais peu importe...). On peut
donc supposer σ = f dg. On a alors φ∗σ = f◦φ φ∗(dg) = f◦φ d(g◦φ), d’où

d(φ∗σ) = d
(
f◦φ d(g◦φ)

)
= d(f◦φ)·d(g◦φ) + f◦φ d2(g◦φ)

= φ∗df ·φ∗dg + f◦φ φ∗d2g = φ∗(df ·dg + f d2g) = φ∗d(fdg) = φ∗dσ .

Comme pour les champs de vecteurs, si A est un champ de diffuseurs sur V , il
n’est en général pas possible de définir un champ de diffuseurs φ∗A sur W .

Exercice. — Soient φ une application Cp de V dans W , x et y tels que φ(x) = y
et soit (vi) (respectivement (wα)) un système de coordonnées locales au voisinage
de x (respectivement y). Si θ = θαβ dw

α·dwβ + θγ d
2wγ ∈ T∗yW est un codiffuseur

au point y, établir la formule (au point x)

φ∗θ = bdθαβ Diφ
α Djφ

β + θγ Dijφ
γce dvi·dvj + θγ Dkφ

γ d2vk .

Définition. — Un codiffuseur θ ∈ T∗xV tel que Rθ = 0 sera dit purement d’ordre
deux.

Dans la dualité entre TxV et T∗xV , le sous-espace purement d’ordre deux de T∗xV
est donc l’orthogonal du sous-espace � purement d’ordre un � TxV de TxV .

Proposition 1.9. — Pour x ∈ V , le sous-espace vectoriel purement d’ordre deux
Ker R de l’espace coosculateur T∗xV est linéairement engendré par les codiffuseurs
de la forme σ·σ, où σ décrit T∗xV .

Il existe une bijection linéaire Q entre le sous-espace purement d’ordre deux de
T∗xV et l’ensemble des formes quadratiques sur TxV , telle que Q(σ·σ) soit la forme

quadratique A 7→ 〈σ,A〉2. La forme quadratique Qθ est aussi caractérisée par la
formule 〈θ, γ̈(0)〉 = (Qθ)

(
γ̇(0)

)
, valable pour toute courbe γ telle que γ(0) = x.

Réciproquement, étant donné θ ∈ T∗xV , s’il existe une forme quadratique q sur TxV
telle que 〈θ, γ̈(0)〉 = q

(
γ̇(0)

)
pour toute telle courbe, alors θ est purement d’ordre

deux et q = Qθ.

Autrement dit, Q(σ·σ) = σ⊗σ et le sous-espace purement d’ordre deux Ker R de
l’espace coosculateur s’identifie au produit tensoriel symétrique T∗xV¯T∗xV .

Définition. — Un codiffuseur θ ∈ T∗xV purement d’ordre deux sera dit positif
(respectivement défini positif ) si la forme quadratique associée Qθ est positive
(respectivement définie positive).
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Démonstration de la proposition 1.9. — Utilisons des coordonnées locales
au voisinage de x. Un codiffuseur θ ∈ Ker R s’écrit θij dv

i(x)·dvj(x) ; on établit
ainsi une bijection entre l’espace Ker R et les matrices symétriques (θij). Pour
σ = σi dv

i(x) ∈ T∗xV , la matrice correspondant à θ = σ·σ est θij = σiσj , et Qθ

est caractérisée par Q(θ)(AiDi) = θijA
iAj .

Pour tout θ ∈ T∗xV et toute courbe γ telle que γ(0) = x, on a en coordonnées
locales 〈θ, γ̈〉 = θkγ̈

k + θij γ̇
iγ̇j . On voit immédiatement sur cette expression que

les coefficients θk sont nuls si et seulement si θ s’identifie à une forme quadratique
agissant sur γ̇, et qu’alors cette forme quadratique, de matrice (θij), est égale à Qθ.

La formule de changement de base pour les covecteurs purement d’ordre deux
s’écrit

θαβ = θij Dαv
i Dβv

j .

Elle ne fait intervenir que les dérivées premières des coordonnées. Ceci traduit
le caractère tensoriel de ces objets ; cela montre aussi que le � fibré coosculateur
purement d’ordre deux � est muni d’une structure de variété de classe Cp−1, donc
un peu plus régulier que le fibré coosculateur, qui est de classe Cp−2.

Définition. — On appelle variété riemannienne une variété de classe Cp munie
d’un champ Cp−1 de codiffuseurs purement d’ordre deux, définis positifs.

Une structure riemannienne sur une variété munit chaque espace tangent TxV
d’une structure euclidienne; ceci permet de quantifier la vitesse des courbes, puis de
parler de leur longueur, et de bien d’autres invariants. (C’est aussi ce qui permet de
définir les mouvements browniens dans la variété ; c’est dire s’il s’agit d’une notion
intéressante!)
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Chapitre 2

SEMIMARTINGALES DANS UNE VARIÉTÉ

ET GÉOMÉTRIE D’ORDRE 2

Ces objets au second degré peuvent

se combiner à d’autres ; le processus,

au moyen de certaines abréviations,

est pratiquement infini.

J. L. Borges,

Tlön Uqbar Orbis Tertius

La théorie des intégrales stochastiques repose essentiellement sur des inégalités de
martingales, c’est pourquoi, en calcul stochastique usuel (dans R ou Rd), on introduit
le plus souvent les martingales avant les intégrateurs plus généraux que sont les
semimartingales. En géométrie différentielle stochastique, la situation est différente,
parce que les martingales nécessitent une structure géométrique plus riche, et parce
qu’il semble impossible de les définir autrement que comme des semimartingales
ayant une propriété supplémentaire. Avant d’en venir aux martingales dans les
variétés, objets de ce cours, un chapitre va être consacré aux semimartingales dans
les variétés.

1. — Brefs rappels sur les semimartingales continues

Les semimartingales continues, à valeurs dans R ou dans un espace vectoriel
de dimension finie, sont au cœur de la théorie de l’intégration stochastique, et
font l’objet de nombreux ouvrages. Mes préférences vont aux tomes II et V du
traité en cinq volumes bd36ce et bd35ce de Dellacherie, Maisonneuve et Meyer, véritable
bible sur ce sujet. Son seul défaut serait d’être trop complet : pour le cas continu
qui seul nous intéresse ici, on peut le lire en négligeant tout ce qui concerne les
sauts de semimartingales. Mais bien d’autres sources fournissent aussi une excellente
approche.

Un espace probabilisé (Ω,A,P) muni d’une filtration F = (Ft )t>0 est fixé (et
souvent sous-entendu) dans la suite. Les conditions habituelles sont en vigueur :
la tribu A est complète, chaque tribu Ft contient tous les événements négligeables
(de A) et est égale à l’intersection

⋂
ε>0

Ft+ε.

Si X est un processus et T un temps d’arrêt, nous noterons XTce le processus
arrêté, défini par X

Tce
t = Xt∧T .

Rappelons qu’une semimartingale est un processus réel X = (Xt)t>0 admettant
une décomposition de la forme Xt = X0 +Mt +At, où M est une martingale locale
nulle pour t = 0 et A un processus adapté, dont chaque trajectoire t 7→ At(ω) est une
fonction nulle en 0 et à variation bornée sur tout compact de R+ (un tel processus
A est dit à variation finie ).
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Nous ne nous intéresserons qu’à des semimartingales continues : par convention,
le mot semimartingale signifiera dorénavant � semimartingale continue � . Si X
est un tel processus, les processus M et A figurant dans la décomposition de X
peuvent aussi être pris continus, et une telle décomposition est alors unique ; nous
les choisirons toujours ainsi. (Mais si l’on remplace P par une probabilité équivalente,
la décomposition change, bien que X reste une semimartingale.)

Théorème 2.1 (intégration stochastique). — Soit X une semimartingale. Il
existe une unique application linéaire de l’espace des processus prévisibles localement
bornés dans l’espace des semimartingales nulles en zéro, notée H 7→

∫
H dX,

vérifiant les deux propriétés suivantes :

(i) pour s > 0 et A ∈ Fs, si H = 1lA 1lces,∞bd (ou encore H = 1lA lorsque s = 0),
∫
H dX = (X−Xsce) 1lA ;

(ii) si (Hn)n∈N est une suite de processus prévisibles qui converge vers une limite H,
et si supn |Hn| est localement borné, alors

∫
Hn dX tend vers

∫
H dX (convergence

uniforme sur tout compact bd0, tce, en probabilité).

Elle jouit également des propriétés suivantes :

(iii) si X est une martingale locale (respectivement un processus à variation finie),
il en va de même de

∫
K dX ;

(iv) si H et K sont deux processus prévisibles localement bornés,
∫

(KH) dX =

∫
K d

(∫
H dX

)
.

Si X et Y sont deux semimartingales, la semimartingale

bdX,Y ce = XY −X0Y0 −
∫
X dY −

∫
Y dX

est à variation finie, et nulle si X (ou Y ) est à variation finie. Elle dépend
bilinéairement de X et Y ; on l’appelle covariation de X et Y . On a toujours

[∫
H dX,

∫
K dY

]
=

∫
HK dbdX,Y ce .

Le processus bdX,Xce est appelé variation quadratique de X ; c’est un processus
croissant, nul si et seulement si X est à variation finie.

Théorème 2.2 (formule du changement de variable). — Soient d semimar-
tingales X1, ..., Xd définies sur un même espace filtré (Ω,A,P,F). Si f : Rd → R
est une fonction de classe C2 au moins, le processus f(X1, ..., Xd) est une semi-
martingale. Plus précisément, il admet l’écriture en intégrales stochastiques

f(X1, ..., Xd) = f(X1
0 , ..., X

d
0 ) +

∫
Dif(X1, ..., Xd) dXi

+ 1
2

∫
Dijf(X1, ..., Xd) dbdXi, Xjce .



            

22

Cette formule peut être simplifiée en introduisant les intégrales de Stratonovitch.
Si X et Y sont deux semimartingales, l’intégrale de Stratonovitch

∫
Y δX est définie

comme
∫
Y dX + 1

2bdY,Xce ; elle satisfait à la formule d’associativité
∫
Z δ(

∫
Y δX) =

∫
(ZY ) δX ,

et la formule de changement de variable devient, pour f de classe C3,

f(X1, ..., Xd) = f(X1
0 , ..., X

d
0 ) +

∫
Dif(X1, ..., Xd) δXi .

Cette formule est encore vraie si f est C2, en définissant
∫
Y δX pour les processus

Y de la forme g◦X, où g est C1 (ce ne sont pas nécessairement des semimartingales).
La formule du changement de variables ainsi simplifiée justifie l’adage selon lequel
le calcul de Stratonovitch obéit aux mêmes règles que le calcul intégro-différentiel
habituel.

L’espace probabilisé (Ω,A,P) étant fixé, l’ensemble L0 de toutes les variables
aléatoires p.s. finies est pourvu d’une structure d’espace vectoriel topologique
métrisable complet (e.v.t.m.c.) par la topologie de la convergence en probabilité, qui
peut être définie par la distance distp(X,Y ) = ρp(X−Y ), où ρp(X) = E

[
|X|∧1

]
.

L’espace filtré (Ω,A,P,F) étant fixé, l’ensemble des processus continus et adaptés
est muni d’une structure d’e.v.t.m.c. par la topologie de la convergence uniforme sur
les compacts, en probabilité, donnée par la distance distcp(X,Y ) = ρcp(X−Y ), où
ρcp(X) =

∑
n

2−nρp

(
sup

t∈bd0,nce
|Xt|

)
.

Enfin, l’espace (Ω,A,P,F) étant toujours fixé, l’ensemble des semimartingales
est un e.v.t.m.c. pour la topologie des semimartingales , que l’on peut définir par
distsm(X,Y ) = ρsm(X−Y ) où, si X = X0 +M +A est la décomposition canonique
d’une semimartingale X, on a posé ρsm(X) = ρp(X0) + ρcp

(
bdM,Mce

)
+ ρcp

(∫
|dA|

)
.

Sur le sous-espace formé des martingales locales, les deux topologies (semimar-
tingales et convergence uniforme sur les compacts en probabilité) cöıncident, et
déterminent une structure d’e.v.t.m.c.

Proposition 2.3. — Soit (Xn)n∈N une suite de semimartingales qui converge, au
sens des semimartingales, vers une semimartingale X.

Si (Y n)n∈N est une suite de semimartingales qui converge, en topologie des
semimartingales, vers une limite Y , les covariations bdXn, Y nce convergent, au sens
des semimartingales, vers bdX,Y ce.

Si (fn)n∈N est une suite fonctions C2 qui converge vers f au sens des fonctions
C2 (convergence uniforme sur les compacts de la fonction et de ses dérivées jusqu’à
l’ordre 2), alors fn◦Xn converge au sens des semimartingales vers f◦X.

Si (Hn)n∈N est une suite de processus prévisibles qui converge simplement vers un
processus H, et si supnH

n est localement borné, alors
∫
Hn dXn tend vers

∫
H dX

au sens des semimartingales.
Si Q est une probabilité absolument continue par rapport à P (par exemple

QbdAce = PbdA|Ece, où E est un événement non négligeable), Xn tend vers X en
topologie des semimartingales pour la probabilité Q.

L’une des raisons qui rendent maniable la topologie des semimartingales est son
caractère local, explicité pour référence ultérieure dans l’énoncé ci-dessous.
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Proposition 2.4. — Soit (Xn)n∈N une suite de semimartingales. On suppose
réalisée l’une des trois hypothèses suivantes.

(i) Il existe une suite (Tk)k∈N de temps d’arrêt tels que supk Tk = ∞ et que,
pour chaque k, la suite des semimartingales 1l{Tk>0}(Xn)

Tkce converge au sens des
semimartingales vers une limite Y (k).

(ii) La suite (Xn
0 )n∈N converge en probabilité vers une limite Y(0) et il existe un

recouvrement ouvert prévisible dénombrable (Ak)k∈N de bdbd0,∞bdbd, tel que, pour chaque
k,
∫

1lAk dXn tende en topologie des semimartingales vers une limite Y (k).

(iii) Il existe une suite (Ek)k∈N d’événements non négligeables, de réunion Ω, tels
que, pour chaque k, Xn tende sur Ek (c’est-à-dire pour la probabilité conditionnée
par Ek) au sens des semimartingales vers une limite Y (k).

Alors Xn tend au sens des semimartingales vers une limite Y , qui vérifie
respectivement dans chacun des trois cas :

(i) 1l{Tk>0}Y Tkce = Y (k) ;

(ii) Y0 = Y(0) et
∫

1lAk dY = Y (k) ;

(iii) la restriction de Y à Ek est Y (k).

Le point (iii), par exemple, signifie que lorsqu’on établit que Xn tend vers X au
sens des semimartingales, on a le droit (comme pour les convergences en probabilité)
de négliger des événements de probabilité arbitrairement petite.

Pour terminer ces rappels, deux mots sur les semimartingales jusqu’à l’infini.

Définition. — Si X est une semimartingale, de décomposition X0 + M + A, et
E un événement, on dit que X est une semimartingale jusqu’à l’infini sur E si
bdM,Mce∞ +

∫∞
0
|dAt| <∞ presque sûrement sur E.

Il est clair que l’ensemble des E tels que X soit une semimartingale jusqu’à l’infini
sur E est stable par union dénombrable ; lorsque E = Ω, on dit simplement que X
est une semimartingale jusqu’à l’infini.

Proposition 2.5. — Soit a : bd0,∞ce → bd0, 1ce un homéomorphisme croissant. On
définit une nouvelle filtration par F′a(t) = Ft et F′t = F∞ pour t > 1. Soit X une
semimartingale.

Pour que X soit une semimartingale jusqu’à l’infini, il faut et il suffit que la
limite X∞ = limt→∞Xt existe presque sûrement, et que le processus changé de
temps X ′, défini par X ′a(t) = Xt et X ′t = X∞ pour t > 1, soit une semimartingale
pour la filtration changée de temps F′.

Plus généralement, pour que X soit une semimartingale jusqu’à l’infini sur un
événement E, il faut et il suffit que X∞ existe presque sûrement sur E, et que X ′

soit une semimartingale pour F′ et pour la probabilité conditionnée A 7→ PbdA|Ece.

2. — Semimartingales dans une variété

On peut simplifier les notations du théorème 2.2 en appelant semimartingale
à valeurs dans Rd tout processus X = (X1, ..., Xd) dont les d composantes sont
des semimartingales ; et le théorème dit qu’alors toutes les fonctions de classe C2

(et pas seulement les fonctions linéaires ou affines sur Rd) transforment X en une
semimartingale réelle. On a là une propriété caractéristique des semimartingales
dans Rd, qui ne fait pas intervenir la structure linéaire de Rd, mais seulement la
structure différentiable, et que l’on peut donc étendre aux variétés.
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Définition. — L’espace filtré (Ω,A,P) est fixé. Soit V une variété de classe C2 au
moins. Un processus X à valeurs dans V est une semimartingale dans V si, pour
toute fonction f ∈ C2(V ), le processus f◦X est une semimartingale (réelle).

Cette définition est due à Schwartz bd94ce; tout ce chapitre est emprunté à Schwartz
bd94ce, bd95ce, bd96ce, bd100ce et à Meyer bd78ce, bd79ce, bd80ce, bd82ce, ainsi qu’à Arnaudon
et Thalmaier bd11ce pour ce qui concerne la topologie des semimartingales dans les
variétés.

La première chose à remarquer à propos de cette définition est qu’elle ne ne crée
pas d’ambigüıté : lorsque V est l’espace R ou Rd, muni de sa structure canonique de
variété, les semimartingales à valeurs dans V sont exactement les semimartingales
usuelles.

Dans une variété seulement de classe C1, il n’est pas possible, en l’absence d’une
structure supplémentaire,1 de définir les semimartingales. Dans toute la suite, le
mot � variété � signifiera � variété de classe C2 au moins � ; et les fonctions et les
champs de vecteurs, de diffuseurs, de codiffuseurs, etc. définis sur une variété auront,
sauf spécification contraire, la plus grande régularité possible. Par exemple, sur une
variété Cp, champ de codiffuseurs signifiera champ de codiffuseurs de classe Cp−2.

Lemme 2.6. — Soit X un processus à valeurs dans une variété V . Pour que X soit
une semimartingale dans V , (il faut et) il suffit que f◦X soit une semimartingale
pour toute fonction f sur V de classe C2 et à support compact.

Démonstration. — Supposons cette condition réalisée. Il existe une famille
dénombrable D de fonctions C2 et à supports compacts telles que, pour tout
point x de V et tout voisinage compact K de x, il existe une fonction g de
D, à support dans K et égale à 1 en x ; comme chacun des processus g◦X est
continu et adapté, il en va de même de X. Soit (Kn)n∈N une suite croissante
de compacts de V , de limite

⋃
nKn = V et telle que Kn ⊂

◦
Kn+1 ; les temps

d’arrêt Tn = inf {t : Xt /∈ Kn} croissent vers l’infini par continuité de X. Si f est
une fonction C2 sur V , il existe pour chaque n une fonction fn de classe C2, à
support compact, et égale à f sur Kn, et une semimartingale réelle Yn telle que
f◦XTnce = Y Tnce : sur l’événement {X0 /∈ Kn}, prendre Y n constant et égal à f◦X0,
et sur {X0 ∈ Kn}, poser Y n = fn◦X. En conséquence, le processus f◦X est lui-
même une semimartingale, et X est une semimartingale dans V .

Proposition 2.7. — Soient V et W deux variétés et φ : V →W une application
de classe C2. Si X est une semimartingale dans V , φ◦X est une semimartingale
dans W .

Soient V une sous-variété d’une variété W et X un processus à valeurs dans V .
Pour que X soit une semimartingale dans V , il faut et il suffit qu’il soit une
semimartingale dans W .

Démonstration. — La première assertion résulte de ce que, pour f dans C2(W ),
f◦φ est dans C2(V ).

1. L’espace des fonctions sur Rd qui transforment les semimartingales en semimartingales contient

aussi des fonctions qui ne sont pas de classe C2, par exemple les différences de fonctions convexes;

ceci ouvre la possibilité de définir des semimartingales sur une structure plus pauvre que la

structure C2. Noter en passant que si d > 2, on ne sait pas si cet espace contient d’autres fonctions

que les différences de convexes.
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Si V est une sous-variété de W , l’injection canonique de V dans W est de classe
Cp, et a fortiori C2, et toute semimartingale dans V est aussi une semimartingale
dans W .

La réciproque s’obtient à l’aide du lemme 2.6, en utilisant le fait que toute fonction
C2 et à support compact sur V est la restriction à V d’une fonction C2 sur W .

Proposition 2.8. — Soit V une variété. Il existe un sous-ensemble fini F de
Cp(V ) ayant la propriété suivante : un processus X dans V est une semimartingale
si et seulement si f◦X est une semimartingale pour toute f ∈ F .

A fortiori, un processus X dans V est une semimartingale si et seulement si
f◦X est une semimartingale pour toute f ∈ Cp(V ).

Démonstration. — C’est une conséquence du théorème de Whitney (que nous
admettons), selon lequel il existe un entier n et un plongement φ de classe Cp de V
dans Rn. Il suffit de prendre pour F l’ensemble des n fonctions p◦φ, où p décrit les
n projections de Rn sur ses facteurs. En effet, la proposition 2.7 affirme que X est
une sous-martingale si et seulement φ◦X en est une, et, puisque φ◦X est dans Rn,
cela peut être testé avec les n fonctions p.

La seconde assertion se déduit aussitôt de la première.

Les auditeurs frustrés par l’usage du théorème de Whitney n’auront pas de mal
à donner une autre démonstration de la dernière assertion de la propsition 2.8, par
exemple à l’aide du lemme de localisation 2.9 ci-dessous (que nous démontrerons
sans utiliser 2.8).

La propriété d’être une semimartingale dans V peut aussi se vérifier localement,
en utilisant des coordonnées locales. On n’a alors besoin que de d fonctions, mais la
caractérisation n’est valable que sur le sous-ensemble de R+×Ω formé des (t, ω) tels
que Xt(ω) soit dans le domaine de la carte. Plus précisément, on a l’énoncé suivant :

Lemme de localisation 2.9. — Soit (Uι)ι∈I un recouvrement ouvert au plus
dénombrable de V tel que chaque Uι soit relativement compact dans le domaine
d’une carte locale (viι)16i6d. Soit X un processus continu adapté à valeurs dans V .
Pour tout instant rationnel s ∈ Q+ et tout ι ∈ I, on introduit le temps d’arrêt
T (s, ι) = inf {t > s : Xt /∈ Uι} et les d processus réels

Xs,ι,i
t =

{
0 si Xs /∈ Uι
viι(Xt∧T (s,ι)) si Xs ∈ Uι,

définis pour t > s.
Pour que X soit une semimartingale dans V , il faut et il suffit que chaque

processus Xs,ι,i soit une semimartingale réelle sur l’intervalle bds,∞bd correspondant
(pour la filtration F restreinte à cet intervalle).

Démonstration du lemme 2.9. — La condition nécessaire est facile : remplacer
dans la définition de Xs,ι,i la fonction viι par une fonction C2 sur V et égale à viι sur
Uι, et utiliser les propriétés de localisation des semimartingales réelles.

Pour la réciproque, introduisons le temps d’arrêt S, supremum essentiel de
l’ensemble des temps d’arrêt R tels que les processus arrêtés XRce soient des
semimartingales dans V (il est bien défini car le processus constant X0ce est
une semimartingale dans V ). Il existe une suite de temps d’arrêt (Rn) telle que
supnRn = S et que chaque XRnce soit une semimartingale dans V . Il suffit de
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montrer que S est presque sûrement infini, et le caractère local des semimartingales
(qui s’étend immédiatement aux variétés) permettra de conclure.

Supposons donc l’événement {S <∞} non négligeable. Comme X est continu, les
intervalles stochastiques

J(s, ι) =

{
bdbd0, T (0, ι)bdbd si s = 0
ceces, T (s, ι)bdbd si s > 0

recouvrent le produit R+×Ω ; il existe donc un s et un ι tels que l’événement
{S ∈ J(s, ι)} soit non négligeable ; et il existe aussi un n tel que l’événement
A = {Rn ∈ bdbds, T (s, ι)bdbd } ne soit pas non plus négligeable.

Si f est une fonction C2 sur V , la restriction de f à un voisinage deUι est de la
forme g(v1

ι , ..., v
d
ι ) pour une fonction g ∈ C2(Rd); en utilisant l’hypothèse du lemme,

il s’ensuit que le processus réel, défini sur bdbds,∞bdbd, égal à g(0) sur {Xs /∈Uι} et à
f◦XT (s,ι)ce sur {Xs ∈Uι}, est une semimartingale. Les propriétés de recollement des
semimartingales réelles entrâınent que, en posant T = Rn1lAc +T (s, ι)1lA, on obtient
un temps d’arrêt tel que f◦XTce soit une semimartingale. Comme T ne dépend pas
de f , XTce est une semimartingale dans V . Puisque T = T (s, ι) > S sur l’événement
non négligeable A, ceci est impossible.

Exercice. — Si X et Y sont respectivement deux semimartingales dans des variétés
V et W , le couple (X,Y ) est une semimartingale dans la variété produit V×W . (On
pourra utiliser le lemme de localisation 2.9.)

3. — Intégration des codiffuseurs le long des semimartingales

Soit X une semimartingale à valeurs dans Rd, ou, plus généralement, dans une
variété V munie pour simplifier de coordonnées globales (v1, ..., vd). En notant Xi

les semimartingales réelles vi◦X (les coordonnées de X), la formule de changement
de variable 2.2 peut être écrite symboliquement

d(f◦Xt) = Dkf◦Xt dXk
t + 1

2 Dijf◦Xt dbdXi, Xjcet .

Lorsque X est une courbe C1, ceci se réduit à Dkf◦X Ẋk dt, c’est-à-dire à 〈df, Ẋ〉 dt,
faisant apparâıtre la vitesse de X et le covecteur df(X) au point X. Dans le
cas général, on peut se ramener à ce formalisme au moyen de l’intégrale de
Stratonovitch; en 1979, Schwartz a adopté un point de vue entièrement nouveau :
accepter la présence des covariations et tenter d’interpréter cette formule comme
l’action du codiffuseur d2f au point Xt sur un diffuseur exprimant la cinématique
de X. Un tel diffuseur devrait s’écrire

dXk Dk + 1
2 dbdXi, XjceDij ;

pour lui donner un statut mathématique, il faudrait soit définir rigoureusement
les différentielles de semimartingales dXk

t et dbdXi, Xjcet, soit (comme nous venons
de le faire avec dt) les écrire comme absolument continues par rapport à une même
différentielle de semimartingale, qui servirait de référence. Mais il n’est pas nécessaire
de se lancer dans de telles complications : sans chercher à donner un sens rigoureux
à dXk Dk + 1

2 dbdXi, XjceDij , nous allons tirer les conséquences de sa nature de
diffuseur. La première d’entre elles est la possibilité d’intégrer les codiffuseurs le
long des semimartingales.
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Définition. — Soit V une variété. Un processus Θ à valeurs dans le fibré T∗V
(respectivement TV , T∗V , TV ) sera dit localement borné s’il existe une suite
(Kn)n∈N de compacts de T∗V (respectivement TV , T∗V , TV ) et une suite (Tn)n∈N
de temps d’arrêt telles que Tn tende vers l’infini et que, presque partout sur
l’événement {Tn > 0}, le processus ΘTnce soit à valeurs dans Kn.

Ceci revient à exiger que, pour toute fonction f continue sur le fibré (ou pour
une fonction f continue sur le fibré et tendant vers +∞ à l’infini), le processus
f◦Θ− f(Θ0) soit localement borné au sens usuel.

Définition. — Soit V une variété. Un processus Θ à valeurs dans T∗V (respecti-
vement TV , T∗V , TV ) sera dit au-dessus d’un processus X à valeurs dans V si,
π désignant la projection canonique du fibré T∗V (respectivement TV , T∗V , TV )
sur V , on a X = π(Θ).

Par exemple, dans le cas du fibré T∗V , cela revient à dire que, pour tout (t, ω),
le codiffuseur Θt(ω) est dans la fibre T∗Xt(ω)V au-dessus du point Xt(ω).

Théorème 2.10 et définition. Soit X une semimartingale dans une variété V .
Il existe une, et une seule, application linéaire Θ 7→

∫
〈Θ,DX〉 de tous les processus

prévisibles à valeurs dans T∗V , localement bornés, au-dessus de X, dans l’espace
des semimartingales réelles, vérifiant les deux propriétés suivantes :

(i) pour toute fonction f de classe C2 sur V ,
∫
〈d2f,DX〉 = f◦X − f(X0) ;

(ii) pour tout processus réel H, prévisible et localement borné,
∫
〈HΘ,DX〉 =

∫
H d

(∫
〈Θ,DX〉

)
.

La semimartingale
∫
〈Θ,DX〉 est appelée l’intégrale du codiffuseur Θ le long

de X ; sa valeur à l’instant t est notée
∫ t

0
〈Θs,DXs〉. Elle est nulle pour t = 0 et a

en outre les propriétés suivantes :

(iii) si Θ et Ξ sont dans T∗V deux processus au-dessus de X, prévisibles et
localement bornés,

1
2

[∫
〈Θ,DX〉,

∫
〈Ξ,DX〉

]
=

∫
〈RΘ·RΞ,DX〉 ;

(iv) en particulier, si f et g sont deux fonctions C2,

1
2bdf◦X, g◦Xce =

∫
〈df ·dg,DX〉 ;

(v) si RΘ = 0, l’intégrale
∫
〈Θ,DX〉 est à variation finie ; si de plus Θ est positive

(voir 1.9), cette intégrale est un processus croissant ;

(vi) si X est à variation finie, l’intégrale
∫
〈Θ,DX〉 est à variation finie et est égale,

trajectoire par trajectoire, à l’intégrale de Stieltjes
∫
〈RΘ, dX〉 ; en particulier, elle

ne dépend que des covecteurs RΘ ;

(vii) si T est un temps d’arrêt, l’intégrale arrêtée
(∫
〈Θ,DX〉

)Tce
est égale à∫

〈ΘTce,D(XTce)〉.
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Heuristiquement, DX est le diffuseur qui s’écrit dXk Dk + 1
2 dbdXi, XjceDij en

coordonnées locales ; le processus Θ s’écrit θk dv
k(Xt) + θij dv

i(Xt)·dvj(Xt), où les
coefficients θk et θij sont des processus prévisibles, et

∫
〈Θ,DX〉 n’est autre que la

semimartingale
∫
θk dXk + 1

2

∫
θij dbdXi, Xjce.

L’ensemble T∗V n’étant pas un espace vectoriel mais un fibré, la linéarité en Θ
n’a de sens que parce que l’on impose à Θ d’être au-dessus de X, ce qui permet
l’addition dans chaque fibre.

Démonstration du théorème 2.10. — Nous commençons par l’existence. On
choisit un recouvrement ouvert dénombrable (Uι)ι∈N de V tel que chaque Uι soit
relativement compact dans le domaine d’une carte locale (viι)16i6d ; pour s rationnel
et ι ∈ N, on introduit les temps d’arrêt prévisibles T (s, ι) = inf {t > s : Xt /∈ Uι} ;
et pour n ∈ N, les temps d’arrêt prévisibles Tn = inf {t > 0 : Xt /∈ U0 ∪ ... ∪ Un}.
Les temps Tn croissent vers l’infini. Quand (s, ι) décrit Q+×{0, ..., n}, les intervalles
stochastiques prévisibles J(s, ι) = ceces, T (s, ι)bdbd recouvrent cece0, Tnbdbd ; en remplaçant
chacun d’eux par un ensemble prévisible Q(s, ι, n) plus petit, on construit une
partition prévisible de bdbdTn−1, Tnbdbd ∩ cece0, Tnbdbd (ce n’est pas vraiment une partition :
certains Q(s, ι, n) peuvent être vides). Sur J(s, ι), et a fortiori sur Q(s, ι, n), le
processus X est dans Uι, et l’on peut donc lire les composantes θιk et θιij de Θ
dans la carte vι ; comme Uι est relativement compact dans le domaine de la carte,
les processus prévisibles réels 1l{X∈Uι}θ

ι
k et 1l{X∈Uι}θ

ι
ij sont localement bornés. A

fortiori, pour ι et n fixés tels que ι 6 n, chacun des processus prévisibles
∑

s

1lQ(s,ι,n)θ
ι
k et

∑

s

1lQ(s,ι,n)θ
ι
ij

est localement borné. Appelons wiι une fonction C2 sur V tout entière, et qui cöıncide
avec viι sur un voisinage deUι ; soit Y ι,i la semimartingale

∫
1l{X∈Uι} d(wiι◦X). Nous

pouvons enfin poser

∫
〈Θ,DX〉 =

∑

n

n∑

ι=0

(∫ (∑
s

1lQ(s,ι,n)θ
ι
k

)
dY ι,k+ 1

2

∫ (∑
s

1lQ(s,ι,n)θ
ι
ij

)
dbdY ι,i, Y ι,jce

)
.

Il n’y a aucun problème de convergence, puisque les termes d’indices supérieurs à n
sont des semimartingales nulles sur bdbd0, Tncece, et la somme est une semimartingale.

La linéarité en Θ est évidente sur la construction, de même que la propriété
(ii) ; il reste à vérifier (i). Soit donc f ∈ C2. Il existe f ι ∈ C2(Rd) telle que, au
voisinage de U ι, on ait f = f ι◦(wι1, ..., wιd). Pour Θ = d2f(X), on peut écrire
1l{X∈Uι}θ

ι
k = Dkf(X) = Dkf

ι(w◦X) et 1l{X∈Uι}θ
ι
ij = Dijf(X) = Dijf

ι(w◦X),
d’où

1lQ(s,ι,n)θ
ι
k dY ι,k + 1

2 1lQ(s,ι,n)θ
ι
ij dbdY ι,i, Y ι,jce = 1lQ(s,ι,n) d(f◦X) .

Comme les Q(s, ι, n) où ι 6 n forment une partition de cece0,∞bdbd, ceci donne∫
〈Θ,DX〉 =

∫
1lcece0,∞bdbd d(f◦X) = f◦X − f(X0).

Pour vérifier l’unicité, nous conservons les mêmes objets Uι, v
i
ι, w

i
ι, et nous appe-

lons J(Θ) l’intégrale
∫
〈Θ,DX〉 construite ci-dessus. Soit I(Θ) une semimartingale

dépendant linéairement de Θ et vérifiant les propriétés (i) et (ii); il s’agit de montrer
que I(Θ) = J(Θ). Remarquons d’abord que la formule de la proposition 1.4

df(x)·dg(x) = 1
2

[
d2(fg)(x)− f(x) d2g(x)− g(x) d2f(x)

]
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jointe à la propriété (ii) fournissent

2I(df ·dg) =

∫
d
(
(fg)◦X

)
−
∫
f◦X d(g◦X)−

∫
g◦X d(f◦X) = bdf◦X, g◦Xce .

Revenons à un Θ général. Sur l’ensemble {X ∈ Uι}, on a

Θ = θιk d
2wkι (X) + θιij dw

i
ι(X)·dwjι (X) ,

d’où, en utilisant (i), (ii) et la formule I(dwiι·dwjι ) = 1
2bdwiι◦X,wjι ◦Xce, on obtient

1l{X∈Uι} d
(
I(Θ)

)
= 1l{X∈Uι}

(
θιk dY ι,k + 1

2 θ
ι
ij dbdY ι,i, Y ι,jce

)
= 1l{X∈Uι} d

(
J(Θ)

)
.

Il ne reste qu’à remarquer que les {X ∈ Uι} forment un recouvrement dénombrable
prévisible de bdbd0,∞bdbd pour obtenir I(Θ) = J(Θ).

La nullité à l’origine ainsi que la propriété (vii) se vérifient facilement sur la
formule explicite donnée plus haut pour établir l’existence. La propriété (iv) a déjà
été établie pour démontrer l’unicité ; (vi) peut s’obtenir en remarquant que, si X
est à variation finie, Θ 7→

∫
〈RΘ, dX〉 satisfait les deux propriétés (i) et (ii) qui

caractérisent
∫
〈Θ,DX〉.

Pour vérifier (iii), désignons par M et N les deux membres et par Aι l’ensemble
prévisible {X ∈ Uι} ; il suffit d’établir pour chaque ι l’égalite

∫
1lAιdM =

∫
1lAιdN ,

c’est-à-dire encore, en utilisant (ii),

1
2

[∫
〈1lAιΘ,DX〉,

∫
〈1lAιΞ,DX〉

]
=

∫ 〈
R(1lAιΘ)·R(1lAιΞ),DX

〉
.

En oubliant l’indice ι, on est ainsi ramené au cas où l’on a identiquement
Θ = θk d

2wk(X) + θij dw
i(X)·dwj(X) et Ξ = ξk d

2wk(X)+ξij dw
i(X)·dwj(X) pour

des fonctions wi de classe C2 et des processus prévisibles localement bornés θk, θij ,
ξk et ξij . On écrit alors RΘ·RΞ = θiξj dw

i(X)·dwj(X), et il ne reste qu’à appliquer
(iv) aux fonctions wi et wj .

Enfin, la propriété (v) se lit aussi sur la formule explicite, en utilisant, pour
la croissance, une remarque sur les semimartingales vectorielles (équivalente à
la formule de Kunita et Watanabe de contrôle des covariations) : Si X est
une semimartingale dans Rd et θ un processus prévisible, localement borné, à
valeurs dans les matrices symétriques positives, alors le processus à variation finie∫
θij dbdXi, Xjce est croissant. Ceci peut se voir en appelant r = (rij) la racine

carrée positive de la matrice θ ; on obtient ainsi un processus prévisible localement
borné parce que la racine carrée positive est une fonction continue sur les matrices
symétriques positives. Et il ne reste plus qu’à poser Y i =

∫
rij dXj et à remarquer

que
∫
θij dbdXi, Xjce =

∑
i

bdY i, Y ice.

Exercice. — Réécrire la démonstration du théorème 2.10 dans le cas où il existe
sur V une carte globale (supprimer les Uι, s, n, w, ...).

Proposition 2.11. — Soient V et W deux variétés, φ une application C2 de
V dans W , et X une semimartingale dans V . Si Θ est un processus prévisible,
localement borné, au-dessus de φ◦X, à valeurs dans TW , le processus φ∗Θ dans TV
est prévisible, localement borné et au-dessus de X, et l’on a

∫
〈Θ,D(φ◦X)〉 =

∫
〈φ∗Θ,DX〉 .
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Cet énoncé donne, par dualité, un contenu rigoureux à la formule heuristique
D(φ◦X) = φ∗(DX).

Démonstration. — Le caractère localement borné résulte de la continuité de
φ∗ : TW → TV , et le fait que φ∗Θ soit au-dessus de X se lit sur la définition de φ∗.
Pour établir l’égalité, il suffit de vérifier que l’application Θ 7→ IΘ =

∫
〈φ∗Θ,DX〉

satisfait aux deux conditions

Id2f = f◦(φ◦X)− f
(
φ(X0)

)
et IHΘ =

∫
H dIΘ

qui, d’après 2.10 caractérisent
∫
〈Θ,D(φ◦X)〉. La première égalité résulte de

d2(f◦φ) = φ∗(d2f) ; la seconde de Φ∗(HΘ) = H φ∗Θ et de 2.10.(ii).

Définition. On dit qu’une semimartingale X dans V est une semimartingale
jusqu’à l’infini sur un événement E si, pour toute fonction f ∈ C2, le processus
réel f◦X est une semimartingale jusqu’à l’infini sur E. (Lorsque E = Ω, on dit
simplement que X est une semimartingale jusqu’à l’infini.)

Proposition 2.12. — Pour qu’une semimartingale X dans V soit une semimar-
tingale jusqu’à l’infini sur E, il faut et il suffit que la limite X∞ = limt→∞Xt existe
presque sûrement sur E, et que le processus changé de temps X ′, défini comme dans
la proposition 2.5, soit une semimartingale pour la filtration changée de temps elle
aussi et la probabilité conditionnée A 7→ PbdA|Ece.

Si X est dans V une semimartingale jusqu’à l’infini sur E, et si θ est un champ
mesurable, localement borné de codiffuseurs sur V , l’intégrale

∫
〈θ,DX〉 est une

semimartingale jusqu’à l’infini sur E ; en particulier, sur E, elle converge presque
sûrement à l’infini.

Démonstration. — La première assertion résulte aussitôt de la définition et de 2.5.
La seconde s’en déduit en vérifiant, grâce aux critères 2.10.(i) et 2.10.(ii), que le
changé de temps et de probabilité de l’intégrale

∫
〈θ,DX〉 est égal à

∫
〈θ,DX ′〉, et

en appliquant à nouveau la proposition 2.5.

4. — Intégrales de Stratonovitch

Un champ de covecteurs peut être intégré le long des courbes déterministes (ou
plus généralement à variation finie, au moyen d’une intégrale de Stieltjes) ; le long
d’une semimartingale, nous venons de voir que ce sont les codiffuseurs qui s’intègrent
bien. Pour intégrer un champ de covecteurs σ le long d’une semimartingale générale,
une méthode consiste à le transformer d’abord en un champ de codiffuseurs dσ par
différentiation symétrique (voir 1.5).

Définition. — Soient X une semimartingale dans V , et σ un champ de covecteurs,
de classe C1 au moins. On appelle intégrale de Stratonovitch de σ le long de X la
semimartingale

∫
〈dσ,DX〉.

Comme dans la théorie des semimartingales réelles, le nom d’intégrale donné à ces
objets est un peu abusif, puisqu’une certaine régularité est exigée de σ, et qu’aucun
théorème de convergence dominée n’est satisfait ; il s’agit plutôt d’un opérateur
intégro-différentiel. Remarquer que lorsque σ est le champ de covecteurs df , on
obtient

∫
〈df, δX〉 =

∫
〈d2f,DX〉 = f◦X − f◦X0.
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Si V a une carte globale (vi)16i6d, en notant σi les composantes de σ et Xi les
coordonnées de X, la différentielle symétrique θ = dσ du champ σ est donnée par
θ = σkd

2vk + Diσj dv
i·dvj ; l’intégrale de Stratonovitch de σ le long de X vaut donc

∫
σk(X) dXk + 1

2

∫
Diσj (X) dbdXi, Xjce =

∫
σk(X) dXk + 1

2bdσk(X), Xkce ,

c’est-à-dire l’intégrale de Stratonovitch
∫
σk(X) δXk. Ceci explique le nom donné à

ce processus.

Proposition 2.13 et définition. — Soit X une semimartingale dans une
variété V de classe C3 au moins. Il existe une unique application linéaire
Σ 7→

∫
〈Σ, δX〉 de l’ensemble des semimartingales à valeurs dans T∗V et au-dessus

de X, dans l’espace des semimartingales réelles issues de 0, vérifiant les deux
propriétés suivantes :

(i) si σ est un champ de covecteurs de classe C2,

∫
〈σ◦X, δX〉 =

∫
〈dσ,DX〉 ;

(ii) si Z est une semimartingale réelle,
∫
Z δ(

∫
〈Σ, δX〉) =

∫ 〈
(ZΣ), δX

〉
.

Le processus
∫
〈Σ, δX〉 est appelé intégrale de Stratonovitch de Σ le long de X.

(Il n’y a pas d’ambigüıté : lorsque σ est un champ C1 de covecteurs tel que σ◦X soit
une semimartingale, cette définition cöıncide avec la précédente.)

Il serait possible de s’affranchir de l’hypothèse C3 en définissant les intégrales
pour des processus plus généraux que les semimartingales au-dessus de X ; mais
la démonstration serait alors considérablement alourdie. Même en restant sous
l’hypothèse C3, qui est nécessaire pour que les semimartingales dans T∗V soient
définies, on pourrait déjà élargir la classe des processus que l’on intègre aux
sommes finies

∑
α f

α◦X Σα, où les fα sont des fonctions C1 sur V et les Σα des
semimartingales au-dessus de X ; il faudrait alors en particulier établir que l’intégrale
ne dépend pas de la décomposition choisie.

Démonstration de la Proposition 2.13. — La variété W = T∗V est au moins
de classe C2. Appelons π la projection canonique de W = T∗V sur V . Pour x ∈ V
et σ ∈ T∗xV ⊂ W , l’application π∗σ : TσW → TxV peut être composée avec
σ : TxV → R pour définir une forme linéaire λσ = σ◦π∗σ sur TσW ; ceci définit
un élément canonique λσ dans T∗σW , et l’application σ 7→ λσ est un champ de
covecteurs canonique sur W (appelé la forme de Liouville). En coordonnées locales,
vi sont les coordonnées de x, σ s’écrit σi dv

i, et, au point de W de coordonnées σi et
vi (il y a 2d coordonnées sur W ), λ est simplement σi dv

i ; le champ de covecteurs
λ sur W est donc de classe Cp−1. Remarquer que si σ est maintenant un champ de
covecteurs sur V , c’est une application de V dans W vérifiant π◦σ = Id, et le champ
de covecteurs σ∗λ sur V n’est autre que σ, comme cela se vérifie immédiatement :
σ∗λ = λ◦σ∗ = σ◦π∗◦σ∗ = σ◦(π◦σ)∗ = σ◦Id = σ.

Pour toute semimartingale Σ dans W , on peut définir l’intégrale de Stratonovitch∫
〈λ, δΣ〉 =

∫
〈dλ,DΣ〉 de λ le long de Σ; pour démontrer la proposition, il suffira

de vérifier que cette intégrale satisfait les deux conditions (i) et (ii), et est la seule
à les satisfaire.

Si l’on a une application linéaire Σ 7→ I(Σ) vérifiant (i) et (ii), pour montrer
I(Σ) =

∫
〈λ, δΣ〉, il suffit de le vérifier sur les intervalles bdbds, Tsbdbd durant lesquels
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X reste dans le domaine d’une carte locale (vi)16i6d. Sur un tel intervalle, on
peut définir pour chaque i une semimartingale Y i au-dessus de X dans W = T∗V
par Y i = (dvi)(X), et toute semimartingale Σ au-dessus de X s’écrit Σ = ΣiY

i,
où les Σi, qui sont les composantes de Σ dans le système de coordonnées, sont d
semimartingales réelles. Sur le même intervalle, on définit des semimartingales réelles
Xi par Xi = vi◦X. Enfin, toujours sur cet intervalle, on a

∫
〈λ, δΣ〉 =

∫
Σi δX

i en
raison de la formule explicite de λ dans les coordonnées locales de W .

Le (i) appliqué au covecteur dvi donne I(Y i) =
∫
〈d2vi,DX〉 = Xi−Xi

0, puis
le (ii) appliqué à Σi donne I(Σ) = I(ΣiY

i) =
∫

Σi δ
(
I(Y i)

)
=
∫

Σi δX
i =

∫
〈λ, δΣ〉.

Et inversement, vérifier que
∫

Σi δX
i satisfait aux conditions (i) et (ii) est un jeu

d’enfant.
Proposition 2.14. — Soit φ : V → W une application Cp entre deux variétés de
classe au moins C3. Si X est une semimartingale dans V et Σ une semimartingale
dans T∗W au dessus de φ◦X, on a

∫
〈Σ, δ(φ◦X)〉 =

∫
〈φ∗Σ, δX〉.

Démonstration. — On vérifie sans difficulté, en utilisant 1.8, que
∫
〈φ∗Σ, δX〉

satisfait aux deux conditions 2.13.(i) et 2.13.(ii) qui caractérisent le membre de
gauche.

5. — Topologie des semimartingales dans une variété

Définition. Étant donnés (Ω,A,P,F) et V , on dit qu’une suite (Xn)n∈N de semi-
martingales dans V converge au sens des semimartingales vers une semimartingale
X dans V si f◦Xn tend vers f◦X au sens des semimartingales réelles pour toute
fonction f de classe C2 sur V .

On pourrait aussi, comme Arnaudon et Thalmaier bd11ce, utiliser un plongement
propre de V dans un espace vectoriel et vérifier que la topologie ne dépend pas du
plongement propre choisi. On obtiendrait ainsi un ensemble fini de fonctions-test
Cp pour la convergence des semimartingales.

De façon analogue, en considérant toutes les fonctions continues sur V (ou
seulement les fonctions Cp, ou en plongeant proprement V dans un espace vectoriel),
on peut définir la convergence uniforme sur tout compact de R+ en probabilité pour
les processus continus adaptés à valeurs dans V .

Comme pour les semimartingales réelles, la convergence au sens des semimar-
tingales est plus forte que la convergence uniforme sur les compacts en probabilité
(pour laquelle, d’ailleurs, les semimartingales ne forment pas un fermé).

Dans la définition de la topologie des semimartingales, comme d’ailleurs dans celle
de la convergence uniforme sur les compacts en probabilité, on peut restreindre la
classe des fonctions-test en exigeant que leurs supports soient compacts. Ce n’est pas
tout à fait immédiat; suivant Arnaudon et Thalmaier bd11ce, nous allons le démontrer
à l’aide d’un argument diagonal.

Proposition 2.15. — Dans V , soit (Xn)n∈N une suite de processus continus
adaptés (respectivement de semimartingales) et X un processus continu adapté
(respectivement une semimartingale). Pour que Xn tende vers X uniformément
sur les compacts en probabilité (respectivement au sens des semimartingales), il
suffit que, pour toute fonction f de classe Cp et à support compact, f◦Xn tende
vers f◦X uniformément sur les compacts en probabilité (respectivement au sens des
semimartingales).
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Démonstration. — Supposant la condition satisfaite, il s’agit de montrer que pour
f ∈ Cp, la suite f◦Xn converge vers f◦X pour la topologie considérée. On peut
se restreindre à ne le démontrer que pour une sous-suite. Soit (Km)m∈N une suite
croissante de compacts de V , telle que Km ⊂

◦
Km+1 et que

⋃
nKn = V ; pour chaque

m, soit gm une fonction Cp égale à 1 sur Km et à 0 sur le complémentaire de Km+1.
Fixons t > 0. Pour chaque m, la suite de variables aléatoires supbd0,tce |gm◦Xn−gm◦X|
tend vers zéro en probabilité quand n tend vers l’infini ; en en extrayant une sous-
suite convenable, on obtient la convergence presque sûre. Grâce au procédé diagonal
de Cantor, on peut trouver une même sous-suite qui convient à la fois pour tous
les m ; on a donc une sous-suite (Y n)n∈N de la suite (Xn)n∈N telle que

∀m ∃N(m,ω) ∀n > N(m,ω) sup
bd0,tce

∣∣gm◦Y n − gm◦X
∣∣ < 1

2 .

Ainsi, pour tout n > N(m,ω), on a l’inclusion Y n
(
bd0, tce

)
⊂ Km+1 sur l’événement

Em =
{
X
(
bd0, tce

)
⊂ Km

}
.

Soit f une fonction Cp. La fonction fm = fgm+1 est Cp, à support compact, et
égale à f sur Km+1. Sur l’événement Fm,` = Em ∩ {N(ω,m)6 `}, en convenant
d’arrêter tous les processus à t, on a à la fois

f◦X = fm◦X et ∀n> ` f◦Y n = fm◦Y n ;

donc, en appliquant l’hypothèse à fm, f◦Y n tend vers f◦X sur Fm,` uniformément
sur bd0, tce en probabilité (respectivement au sens des semimartingales sur bd0, tce). Il
ne reste qu’à remarquer que la réunion en m et ` des Fm,` est Ω pour obtenir, grâce
à 2.4.(iii) dans le cas des semimartingales, la convergence sur bd0, tce. On conclut par
le caractère local de la topologie des semimartingales 2.4.(i).

Remarquer que la proposition 2.15 serait en défaut si l’on demandait seulement
que chaque f◦Xn converge, sans préciser la limite (prendre par exemple des
constantes Xn = xn qui tendent vers l’infini dans V ). (Cette remarque ne vaut
que pour les fonctions à support compact ; si l’on utilise toutes les fonctions Cp, il
n’y a aucun problème.)

Voici un résultat général de stabilité des intégrales de codiffuseurs, un peu
technique, mais parfois bien utile. Pour l’énoncer, nous nous donnons une norme
continue ν sur le fibré coosculateur T∗V , c’est à dire une fonction continue sur T∗V
dont la restriction à chaque espace vectoriel T∗xV est une norme. L’existence de
telles normes continues est facile à établir (par exemple en utilisant une partition
de l’unité sur V subordonnée à un atlas) ; on vérifie sans difficultés que l’hypothèse
de majoration dans l’énoncé ci-dessous ne dépend pas du choix de ν.

Proposition 2.16. — Soit (Xn)n∈N une suite de semimartingales dans V , conver-
geant pour la topologie des semimartingales vers une limite X. Pour chaque n, soit
Θn un processus prévisible de codiffuseurs au-dessus de Xn. On suppose que la suite
des Θn converge simplement ; sa limite Θ est un processus prévisible au-dessus
de X. On suppose aussi que, pour une norme continue ν sur T∗V , le processus
supn ν(Θn) est localement borné. L’intégrale

∫
〈Θn,DXn〉 converge vers

∫
〈Θ,DX〉

pour la topologie des semimartingales.

Démonstration. — On recouvre V par une suite d’ouverts U , chacun relativement
compact dans le domaine d’une carte (vi). Les ouverts prévisibles {X ∈U} recou-
vrent R+×Ω; en raison du caractère local de la topologie des semimartingales, il suffit
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de montrer que
∫

1l{X∈U}〈Θn,DXn〉 converge pour U fixé vers
∫

1l{X∈U}〈Θ,DX〉
au sens des semimartingales.

Le compact U admet un voisinage ouvert U ′ relativement compact dans le
domaine de la carte (vi). On écrit
∫

1l{X∈U}〈Θn,DXn〉

=

∫
1l{X∈U}1l{Xn /∈U ′}〈Θn,DXn〉+

∫
1l{X∈U}1l{Xn∈U ′}〈Θn,DXn〉 .

Le premier terme converge vers zéro pour la topologie des semimartingales ; en
effet, puisque Xn converge vers X pour la topologie uniforme sur les compacts
en probabilité, et puisque U est relativement compact dans U ′, les temps d’arrêt
Tn = inf {t : Xt∈U et Xn

t /∈ U ′} convergent en probabilité vers l’infini ; or le
premier terme est une semimartingale identiquement nulle avant Tn.

Pour le second terme, on peut utiliser des fonctions wi ∈ Cp(V ) telles que
wi = vi sur U ′ ; les semimartingales réelles ξn,i = wi◦Xn convergent au sens des
semimartingales vers ξi = wi◦X. En écrivant Θn et Θ à l’aide des coordonnées vi,
on a pour chaque n

∫
1l{X∈U,Xn∈U ′}〈Θn,DXn〉 =

∫ (
Θn
k dξn,k + 1

2 Θn
ij dbdξn,i, ξn,jce

)

avec des coefficients prévisibles Θn
k et Θn

ij nuls hors de l’ensemble {X∈U et Xn∈U ′},
et qui tendent vers Θk et Θij . Il existe une fonction continue c définie sur le
domaine de la carte (donc bornée sur U ′) telle que |θk| et |θij | sont bornés par
c(x) ν(θ) pour tous x dans le domaine et θ ∈ T∗xV . Les processus |Θn

k | et |Θn
ij | sont

donc contrôlés par le processus prévisible localement borné supU ′ c supn ν(Θn), et
l’intégrale converge pour la topologie des semimartingales vers

∫ (
Θk dξk + 1

2 Θij dbdξi, ξjce
)

=

∫
1l{X∈U}〈Θ,DX〉 .

Corollaire 2.17. — Soit (Xn)n∈N une suite de semimartingales dans V , qui
converge au sens des semimartingales vers une limite X. Pour chaque n, soit Θn

un processus prévisible de codiffuseurs au-dessus de Xn. On suppose que la suite des
Θn converge simplement vers un processus Θ, nécessairement prévisible et au-dessus
de X. S’il existe dans le fibré coosculateur T∗V des compacts Kq tels que les temps
d’arrêt Tq = inf {t : ∃n Θn

t /∈ Kq} tendent vers l’infini, l’intégrale
∫
〈Θn,DXn〉

converge vers
∫
〈Θ,DX〉 pour la topologie des semimartingales.

Démonstration. — Choisir n’importe quelle norme continue; elle est bornée sur
chaque Kq, et l’hypothèse de la proposition 2.16 est donc satisfaite.

Proposition 2.18. — Soit θ un champ de codiffuseurs sur V , non nécessairement
Cp−2, mais mesurable et localement borné. L’application X 7→

∫
〈θ,DX〉, de

l’ensemble des semimartingales dans V vers l’espace des semimartingales réelles,
est continue pour les topologies des semimartingales dans V et dans R.

Démonstration. — Il suffit de vérifier que si une suite (Xn)n∈N converge vers X au
sens des semimartingales, les intégrales

∫
〈θ,DXn〉 tendent vers

∫
〈θ,DX〉, toujours

au sens des semimartingales. Soit (Kq)q∈N une suite de compacts recouvrant V et tels
que Kq ⊂

◦
Kq+1. Puisque Xn tend vers le processus continu X uniformément sur les
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compacts en probabilité, les temps d’arrêt Tq = inf {t : ∃n Xn
t /∈ Kq} tendent vers

l’infini en probabilité. En extrayant des sous-suites, on se ramène à la convergence
presque sûre, et il ne reste qu’à appliquer le corollaire 2.17 à des compacts Lq ⊂ T∗V
tels que θ(Kq) ⊂ Lq.
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Chapitre 3

CONNEXIONS ET MARTINGALES

Il n’y a que des connexions régulières

qui soient pensables.

L. Wittgenstein,

Tractatus Logico-Philosophicus

1. — Connexions et géodésiques

La structure générale de variété que nous avons rencontrée jusqu’ici ne permet
pas de décomposer une semimartingale X en somme d’une partie martingale (locale)
et d’une partie à variation finie, tout simplement parce que l’on ne peut pas
additionner des points d’une variété. Nous allons être moins ambitieux et chercher
une décomposition non pas de Xt, mais de son accroissement infinitésimal DXt ;
cela ne permettra pas de décomposer X en général, mais au moins de dire, au vu
de cette décomposition, si X est une martingale (locale) ou au contraire possède
une composante à variation finie. Heuristiquement, en coordonnées locales, DX
est le diffuseur dXkDk + 1

2 dbdXi, XjceDij . En écrivant Xk = Mk + Ak, DX se
décompose en un terme de martingale, dMkDk, et une partie à variation finie
dAkDk + 1

2 dbdXi, XjceDij , où se mélangent les termes de dérive et les termes de
crochet. Pour reconnâıtre quand X est une martingale, il faudrait savoir dire quand
les termes de dérive sont nuls, donc savoir les séparer des termes de crochet.
Géométriquement, le problème est donc d’écrire un diffuseur L ∈ TxV comme somme
d’une partie d’ordre 1 (un élément du sous-espace TxV ) et d’une partie qui soit, en
un sens à préciser, purement d’ordre 2.

Ceci est facile lorsque V = Rd, ou, plus généralement lorsque V possède une
structure d’espace vectoriel ou affine : utiliser la base canonique de Rd (ou un repère
linéaire ou affine) pour écrire les diffuseurs sous la forme LijDij + LkDk et décréter
que LijDij est la partie purement d’ordre 2 et LkDk la partie d’ordre 1. Ceci est
invariant par un changement linéaire ou affine de repère, et règle donc la question,
mais en mettant à contribution la structure vectorielle ou affine. On peut aussi
l’habiller de façon un peu plus élégante : dans un espace vectoriel ou affine, on
sait définir les mouvements uniformes; et la partie d’ordre 2 de l’accélération d’une
courbe γ à l’instant t0 est la différence γ̈(t0)− g̈(t0), où g est le mouvement uniforme
tangent à γ à l’instant t0, c’est-à-dire vérifiant g(t0) = γ(t0) et ġ(t0) = γ̇(t0). Or les
géomètres connaissent depuis longtemps l’analogue dans une variété des mouvements
uniformes dans Rd : ce sont les géodésiques, dont la définition fait intervenir une
structure géométrique supplémentaire, la connexion. Bien sûr, puisque les traités
élémentaires de géométrie différentielle ignorent les espaces osculateurs, la définition
des connexions qui y figure est exprimée à l’aide d’autres structures, et nous devrons
donc commencer par la traduire dans notre langage. Voici, en suivant Meyer bd78ce,
bd79ce et bd80ce, ce que cela donne.
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Définition. Soient V une variété (de classe C2 au moins) et x un point de V . Une
connexion au point x est une application linéaire de l’espace osculateur TxV dans
l’espace tangent TxV , dont la restriction au sous-espace TxV ⊂ TxV est l’identité.

Une telle application linéaire Γ est une projection, elle est donc caractérisée par
son noyau Ker Γ, qui est un sous-espace de TxV supplémentaire de TxV ; et TxV est
somme directe de Ker Γ et de TxV , la décomposition s’écrivant L = (L−ΓL) + ΓL.

Si (v1, ..., vd) est une carte au voisinage de x, les Dk en x forment une base de
TxV , et une connexion Γ au point x est complètement déterminée par le choix des
coefficients Γkij tels que Γ(Dij) = ΓkijDk. Ces coefficients répondent au joli nom de
symboles de Christoffel de la connexion. Puisque Dij est symétrique en i et j, il en
va de même des symboles de Christoffel Γkij .

Lorsque V est un espace vectoriel ou affine, la connexion plate au point x est
celle qui consiste à choisir la décomposition naturelle Γ(LijDij +LkDk) = LkDk

dans toute carte formée de fonctions linéaires ou affines ; dans une telle carte, les
symboles de Christoffel de cette connexion sont donc tous nuls.

Un exemple très important de connexion concerne le cas d’une sous-variété V
d’un espace vectoriel (ou affine) euclidien E. Soit x un point de V . On peut munir V
d’une connexion au point x de la façon suivante (qui dépend de l’injection canonique
i : V → E et de la structure euclidienne de E) : Pour L ∈ TxV , i∗xL est dans TxE ;
on peut donc prendre sa partie d’ordre 1 (pour la connexion plate de E au point x)
ΓE(i∗xL), qui est dans l’espace tangent TxE. Elle n’est pas nécessairement dans TxV ,
mais on utilise alors la structure euclidienne de l’espace tangent TxE pour projeter
orthogonalement ΓE(i∗xL) sur le sous-espace TxV . Cette opération est linéaire, et
il est clair qu’elle respecte TxV ; c’est donc une connexion au point x, appelée la
connexion induite par i et par la structure euclidienne.

bdLes connexions que l’on rencontre en géométrie sont un peu plus générales que
les nôtres; elles sont déterminées par des symboles de Christoffel non nécessairement
symétriques en i et j. Celles que nous utilisons sont appelées connexions sans torsion
par les géomètres; comme nous n’utiliserons pas les connexions tordues, il n’y a pas
d’inconvénient à appeler ici simplement connexions les connexions sans torsion.ce
Exercice. — Si (vi) et (wα) sont deux cartes locales au voisinage de x, la formule
de changement de cartes pour les symboles de Christoffel d’une connexion au point
x est

Γγαβ = Dkw
γ (Dαv

i Dβv
j Γkij + Dαβv

k) .

Exercice. — L’ensemble des connexions en x est un espace affine, mais n’est pas
un espace vectoriel. (La somme de deux connexions en x n’est pas une connexion,
mais la demi-somme en est une.) La dimension de cet espace est d2(d+1)/2. (La
symétrie en i et j est la seule contrainte sur les symboles de Christoffel.)

Une connexion Γ : TxV → TxV au point x transforme les diffuseurs en vecteurs,
et vérifie Γ◦i = IdTxV (où i désigne l’injection canonique de TxV dans TxV ).
Dualement, l’application adjointe Γ∗ transforme les covecteurs en codiffuseurs et
vérifie R◦Γ∗ = IdT∗x V ; son image Im Γ∗ est un sous-espace de T∗xV isomorphe
à T∗xV et supplémentaire à Ker R ; elle donne lieu à une décomposition de T∗xV
en somme directe, s’écrivant θ = (θ−Γ∗Rθ) + Γ∗Rθ : le premier terme est dans
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Ker R, le second dans Im Γ∗. En coordonnées locales, pour σ = σi dv
i(x) ∈ T∗xV et

θ = θk d
2vk(x) + θij dv

i(x)·dvj(x) ∈ T∗xV , on a

Γ∗σ = σk
(
d2vk(x)+Γkij dv

i(x)·dvj(x)
)

et θ−Γ∗Rθ = (θij − θkΓkij) dv
i(x)·dvj(x) .

Puisque (proposition 1.6) tout codiffuseur θ ∈ T∗xV est de la forme d2f(x) pour une
fonction f ∈ C2(V ), la connexion au point x est aussi caractérisée par l’application
f 7→ d2f(x)− Γ∗df(x).

Définition. — Soit Γ une connexion au point x. Pour f ∈ C2(V ), le codiffuseur
d2f(x) − Γ∗df(x) ∈ T∗xV est appelé la hessienne de f au point x (sous-entendu :
relativement à Γ) et noté Hess f(x).

Remarquer que Hess f(x) est purement d’ordre deux : R Hess f(x) = 0. En coor-
données locales, Hess f(x) = (Dij −ΓkijDk)f(x) dvi(x)·dvj(x). L’action de Hess f(x)
sur les diffuseurs en x est donnée par 〈Hess f(x), L〉 = (Id−Γ)Lf(x) ; elle consiste
à faire agir sur f la partie purement du second ordre (Id−Γ)L de L. Si V
est un espace vectoriel et Γ la connexion plate, on a en coordonnées linéaires
Hess f(x) = Dijf(x) dvi(x)·dvj(x), ce qui justifie le nom de hessienne.

bdLa définition habituelle d’une connexion en géométrie consiste, comme nous le
verrons très bientôt, à introduire une dérivation covariante ∇. L’objet ici appelé
Hess f(x) est, à un isomorphisme canonique près, la dérivée covariante seconde
∇df(x) de la géométrie usuelle ; l’isomorphisme est l’identification de l’espace des
codiffuseurs purement d’ordre deux à T∗xV¯T∗xV par la bijection Q vue en 1.9.ce
Définition. — Une connexion sur une variété V de classe au moins C2 est la
donnée, pour tout x de V , d’une connexion au point x.

Les symboles de Christoffel d’une connexion sont donc des fonctions, définies
sur tout le domaine d’une carte ; nous leur demanderons la plus grande régularité
possible, en exigeant qu’elles soient de classe Cp−2. (Mais on rencontre parfois aussi
des connexions qui sont seulement continues, voire boréliennes...)

En faisant agir la connexion simultanément en chaque point, on peut la considérer
comme une machine Cp−2-linéaire qui transforme tout champ de diffuseur en
un champ de vecteur, et préserve les champs de vecteurs. Dualement, Γ∗ est
une opération Cp−2-linéaire transformant les champs de covecteurs en champs de
codiffuseurs, et vérifiant R◦Γ∗ = Id.

En particulier, si A et B sont deux champs de vecteurs, leur composé AB (au sens
de la composition des opérateurs différentiels) est un champ de diffuseurs, et Γ(AB)
est à nouveau un champ de vecteurs ; les géomètres l’appellent dérivée covariante
de B selon A et le notent ∇AB. Leurs livres définissent une connexion comme une
opération (A,B) 7→ ∇AB sur les champs de vecteurs vérifiant certaines propriétés.1

1. Techniquement, le point de vue des espaces osculateurs présente parfois certains avantages. Par

exemple, le défaut d’affinité d’une courbe γ est le vecteur Γγ̈, d’un maniement aisé. Le géomètre

traditionnel utilisera plus naturellement ∇γ̇ γ̇, mais cette quantité, égale à 1l{γ̇ 6=0} Γγ̈, n’est en

général pas continue (prenez l’exemple de la courbe γ(t) = t2 dans R muni de la connexion plate).

Ceci est source de complications, voire d’erreurs : certains livres affirment — et démontrent ! —

que l’équation du transport parallèle est ∇γ̇u = 0, alors que cette condition ne suffit pas si la

courbe γ a des intervalles de constance ; l’équation Γ(u′) = 0, où u′ désigne le diffuseur tel que

〈d2f, u′〉 = d
dt
〈df, u(t)〉, est, elle, nécessaire et suffisante.
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Bien entendu, si V est un espace affine, la connexion plate sur V est celle qui est
plate en chaque point; elle opère sur les champs de diffuseurs en gardant seulement
la partie d’ordre 1 (en coordonnées affines).

Si V est une sous-variété d’un espace affine euclidien E, la connexion induite sur V
par l’injection et par la structure euclidienne est définie, comme plus haut, en chaque
point. Cet exemple de connexion est tout à fait fondamental. (Les auditeurs ayant
un peu fréquenté les variétés riemanniennes vérifieront sans peine que la connexion
ainsi construite sur V n’est autre que la connexion de Levi-Civita asssociée à la
structure riemannienne induite sur V par E. Ceci resterait d’ailleurs vrai si l’on
remplaçait E lui-même par une variété riemannienne.)

Définition. — Soit V une variété munie d’une connexion Γ. Une courbe γ : I → V
de classe C2 au moins et définie sur un intervalle ouvert I ⊂ R est une géodésique
si l’on a Γγ̈(t) = 0 pour tout t ∈ I.

Lorsque Γ est la connexion plate sur un espace affine, les géodésiques sont les
mouvements uniformes. Lorsque Γ est la connexion induite sur une sous-variété V
d’un espace affine euclidien E, γ est une géodésique si et seulement si son vecteur
accélération dans E (au sens usuel de la cinématique : c’est un vecteur et non un
diffuseur) reste à tout instant t orthogonal à l’espace tangent Tγ(t)V .

En coordonnées locales, l’équation des géodésiques Γγ̈ = 0 s’écrit

γ̈k(t) + Γkij
(
γ(t)

)
γ̇i(t) γ̇j(t) = 0 pour tout k.

Si l’on pose uk = γ̇k, on obtient le système différentiel d’ordre 1 à 2d composantes



duk

dt
= −Γkij(γ

1, ..., γd)ui uj

dγk

dt
= uk .

Pour pouvoir le résoudre, nous ferons, jusqu’à la fin de cette section, l’hypothèse que
V est de classe C3 au moins ; ainsi Γ est au moins C1 et en particulier localement
lipschitzienne. Ceci assure l’existence locale et l’unicité de la solution si l’on se donne
les 2d nombres γk(0) et uk(0). Ainsi, pour tout x ∈ V et tout vecteur A ∈ TxV ,
il existe une géodésique telle que γ̇(0) = A ; elle est unique, au sens où deux telles
géodésiques, soient γ′ et γ′′, respectivement définies sur des intervalles ouverts I ′ et
I ′′ de R, cöıncident sur l’intersection I ′ ∩ I ′′. Il existe donc une unique géodésique
maximale (c’est-à-dire définie sur un intervalle ouvert maximal) de vitesse initiale
γ̇(0) donnée dans TV .

Remarquer que si γ est une géodésique et a une application affine de R dans R,
γ◦a est encore une géodésique. En particulier, si γ est la géodésique maximale telle
que γ̇(0) soit un vecteur donné A, alors t 7→ γ(λt) est la géodésique maximale de
vitesse initiale λA, ceci pour tout réel λ.

Exercice. — La variété R2 est munie des coordonnées globales (x, y) et de la
connexion de classe C0 ainsi définie : Tous les symboles de Christoffel sont nuls sauf
un, Γ2

11(x, y) = −6 3
√
y. Vérifier que les courbes

{
x(t) = x0 + t

y(t) = 0
et

{
x(t) = x0 + t

y(t) = t3

sont des géodésiques différentes ayant mêmes position et vitesse initiales.
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Exercice. — Sur la variété R, il existe une connexion C∞ pour laquelle les
géodésiques sont les courbes γ(t) = ln(at+b) ; leurs intervalles maximaux de
définition sont donc des demi-droites. Sur la variété compacte R/Z, il existe
une connexion C∞ pour laquelle les géodésiques sont les images modulo 1 des
précédentes. Comment se comportent-elles lorsque t→ −b/a?

Définition. — On appelle application exponentielle en un point x l’application
expx définie par expx(u) = γ(1), où u est dans TxV et γ est la géodésique maximale
vérifiant γ̇(0) = u.

Elle est définie seulement pour les u tels que 1 soit dans l’intervalle (maximal) I
de définition de γ. Comme l’application u 7→ sup I est semi-continue inférieurement,
ces u forment un ouvert de TxV .

Proposition 3.1. — Soit x un point d’une variété de classe Cp, où p > 3. Il
existe un voisinage U de l’origine dans TxV et un voisinage W de x dans V tels
que expx soit un difféomorphisme de classe Cp−2 de U sur W .

Démonstration. — Puisque les symboles de Christoffel qui apparaissent dans
l’équation des géodésiques en coordonnées locales sont de classe Cp−2, le théorème de
régularité des solutions des équations différentielles permet d’affirmer que φ = expx
est de classe Cp−2 sur l’ouvert où elle est définie. Sa différentielle φ∗0 à l’origine
est l’application identique de TxV dans lui-même (en identifiant l’espace tangent
en un point à un espace vectoriel avec cet espace vectoriel). En effet, si A est un
vecteur de TxV et γ la géodésique de V de vitesse initiale A, la courbe c(t) = tA
dans TxV vérifie φ◦c = γ, donc φ∗0(A) = φ∗0ċ(0) = γ̇(0) = A. Comme p−2 > 1, la
proposition résulte immédiatement du théorème des fonctions implicites (voir par
exemple bd16ce).
Définition. Soit x un point d’une variété C3 au moins. On appelle carte normale
en x toute carte v de la forme b◦ exp−1

x , où b est un isomorphisme linéaire entre TxV
et Rd, et où le domaine D de la carte est tel que exp−1

x soit un difféomorphisme de
D sur un voisinage de l’origine dans TxV . Le point x est appelé le centre de la carte.

Une telle carte transforme les géodésiques passant par le centre en mouvements
uniformes passant par l’origine. Mais en général, les géodésiques ne passant pas par
le centre sont transformées en mouvements non uniformes!

Proposition 3.2. — Les symboles de Christoffel associés à une carte normale sont
nuls au centre de cette carte.

Démonstration. — Appelons x le centre de la carte normale. Soient a1, ..., ad des
coefficients; soit γ la géodésique telle que γ(0) = x et γ̇i(0) = ai (lecture de γ̇ dans la
carte). On a γk(t) = akt pour tout t assez petit; l’équation des géodésiques entrâıne
Γkij
(
γ(t)

)
aiaj = 0 pour tout k et tout t. En particulier, pour t = 0, Γkij(x) aiaj = 0.

Les ai étant arbitraires et les Γkij symétriques en i et j, on a Γkij(x) = 0.

Définition. — On appelle application exponentielle l’application exp qui à un
vecteur u ∈ TV associe le couple

(
x, expx(u)

)
∈ V×V , où x = π(u) est le point de

V tel que u ∈ TxV .

Proposition 3.3. — Soit V une variété de classe Cp avec p > 3. Il existe dans
TV un voisinage D de l’ensemble des vecteurs nuls, et dans V×V un voisinage
E de la diagonale, tels que la restriction à D de l’application exponentielle soit un
difféomorphisme Cp−2 de D sur E.



            

41

Démonstration. — Soient x un point de V et 0x le vecteur nul de TxV . L’équation
des géodésiques écrite dans une carte locale autour de x, jointe au théorème
de régularité des solutions d’équations différentielles, montre (comme dans la
proposition 3.1) que l’application exponentielle est bien définie et de classe Cp−2 sur
un voisinage de 0x dans TV . Nous allons montrer que c’est un difféomorphisme sur
un voisinage ouvert Ux de 0x ; la proposition en découlera en prenant D =

⋃
x∈V Ux.

Pour vérifier cette propriété de difféomorphisme, il suffit par le théorème d’inversion
locale d’établir que l’application linéaire tangente exp∗0x est une bijection entre les
espaces tangents en 0x à TV et en (x, x) à V×V . Les dimensions de TV et V×V
étant les mêmes (2d), il suffit déjà de montrer la surjectivité. Lorsque γ décrit les
géodésiques telles que γ(0) = x, les courbes t 7→ tγ̇(0) et t 7→ 0γ(t) sont dans TV
et passent en 0x à l’instant 0. Leurs images par exp sont les courbes de la forme(
x, γ(t)

)
et de la forme

(
γ(t), γ(t)

)
; donc les vecteurs

(
0, γ̇(0)

)
et
(
γ̇(0), γ̇(0)

)
de

TxV×TxV = T(x,x)V×V sont dans l’espace image de exp∗0x . Comme ils en forment
une partie génératrice, cette image est l’espace T(x,x)V×V tout entier.

2. — Intégrales d’Itô et martingales

Symboliquement, si X est une semimartingale dans V , DX est le diffuseur
dXkDk+ 1

2 dbdXi, XjceDij . Disposant d’une connexion Γ sur la variété, nous pouvons
élaguer la partie purement d’ordre 2, pour ne garder que la partie d’ordre 1
ΓDX = (dXk + 1

2 Γkij(Xt) dbdXi, Xjce)Dk ; c’est — toujours symboliquement — un
vecteur tangent, soumis à la brave formule linéaire de changements de cartes dans
TV , et pour lequel une décomposition en parties martingale et partie à variation
finie dM+dA sera donc invariante par changement de cartes, c’est-à-dire intrinsèque
(dM et dA sont dans TXtV ; ni M ni A n’existent). Plutôt que de raisonner
sur l’objet formel DX, il est plus agréable, et plus conforme aux bonnes mœurs
mathématiques, de dire tout cela de façon rigoureuse, en utilisant le langage officiel
pour parler de DX, celui des intégrales de codiffuseurs le long de X. Cela nous
mène aux intégrales d’Itô dans une variété. Introduites et étudiées par Meyer bd78ce
et bd80ce, elles avaient auparavant déjà été considérées par Duncan bd38ce dans le cas
riemannien (comme limites de sommes de Riemann !) et par Bismut bd15ce dans le
cas des diffusions (c’est lui qui, le premier, a identifié la connexion comme étant la
structure géométrique permettant leur existence). La méthode d’approximation de
Duncan a été ultérieurement redécouverte par Darling bd23ce et bd27ce.

Définition. — Soit X une semimartingale dans une variété V pourvue d’une
connexion Γ. Soit Σ un processus prévisible, à valeurs dans T∗V , localement borné et
au-dessus de X. On appelle intégrale d’Itô de Σ le long de X, et l’on note

∫
〈Σ, dΓX〉,

la semimartingale réelle
∫
〈Γ∗Σ,DX〉.

Pour donner un sens à cette définition, il faut remarquer que lorsque Σ est un tel
processus de covecteurs, le processus de codiffuseurs Γ∗Σ est prévisible, localement
borné et au-dessus de X. Formellement, la différentielle d’Itô dΓXt n’est autre
que la partie d’ordre un ΓDXt = (dXk

t + 1
2 Γkij(Xt) dbdXi, Xjcet)Dk du diffuseur

infinitésimal DXt.

Proposition 3.4. — Soient X une semimartingale dans une variété V pourvue
d’une connexion, et Σ et T deux processus prévisibles, à valeurs dans T∗V ,
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localement bornés et au-dessus de X. La covariation des deux intégrales d’Itô est
donnée par

1
2

[∫
〈Σ, dΓX〉,

∫
〈T, dΓX〉

]
=

∫
〈Σ·T,DX〉 .

Si H est un processus prévisible réel localement borné, on a
∫
〈HΣ, dΓX〉 =

∫
H d

(∫
〈Σ, dΓX〉

)
.

Démonstration. — La première formule résulte aussitôt de RΓ∗Σ = Σ et de
2.10.(iii) ; la seconde de Γ∗(HΣ) = H Γ∗Σ et de 2.10.(ii).

Par conséquent, en coordonnées locales, si Σ s’écrit σi dv
i, l’intégrale d’Itô de Σ

n’est autre que
∫
σk(dXk + 1

2 Γkij(X)dbdXi, Xjce). À l’aide des intégrales d’Itô, on
peut très facilement écrire la formule d’Itô dans V :

Proposition 3.5. — Soit X une semimartingale dans V .
Pour toute fonction f ∈ C2(V ), on a

f◦X = f(X0) +

∫
〈df, dΓX〉+

∫
〈Hess f,DX〉 .

Démonstration. — Immédiat à l’aide des définitions
∫
〈df, dΓX〉 =

∫
〈Γ∗df,DX〉

et Hess f = d2f − Γ∗df , et de l’égalité f◦X − f(X0) =
∫
〈d2f,DX〉.

Définition. — Une semimartingale X dans une variété V munie d’une connexion Γ
est une martingale si, pour tout processus prévisible Σ à valeurs dans T∗V ,
localement borné et au-dessus de X, l’intégrale d’Itô

∫
〈Σ, dΓX〉 est une martingale

locale.

Heuristiquement, X est une martingale si DX peut se décomposer en une
différentielle de martingale (d’ordre un) et une partie purement d’ordre deux, c’est-
à-dire dans le noyau de Γ.

Ces êtres ne sont pas l’analogue dans V des martingales continues dans Rd, mais
des martingales locales continues dans Rd ; et quand V est la variété Rd et Γ la
connexion plate, cette définition crée une ambigüıté : les martingales dans V sont
les martingales locales (continues) usuelles. Malgré cela, nous préférons le terme de
martingale pour trois raisons : il est plus simple que martingale locale ; dans une
variété générale, il n’existe pas d’objets qui correspondent aux vraies martingales
(non locales) ; enfin, l’expérience montre que cette ambigüıté n’est pas gênante.
Les auteurs anglo-saxons emploient le terme de � Γ-martingale � , qui a le double
avantage de supprimer toute ambigüıté et de faire figurer explicitement la connexion.

La définition ci-dessus d’une martingale dans une variété est empruntée à Meyer
bd78ce et bd79ce ; une autre approche, par les fonctions convexes, est due à Darling
bd23ce et bd24ce et fera l’objet du prochain chapitre.

Proposition 3.6. — Pour qu’une semimartingale X dans V soit une martingale,
(il faut et) il suffit que, pour toute fonction f de classe Cp et à support compact, la
différence f◦X −

∫
〈Hess f,DX〉 soit une martingale locale.

Démonstration. — Utilisons un recouvrement ouvert dénombrable (Uι)ι∈I de V
tel que chaque Uι soit relativement compact dans le domaine d’une carte locale
(viι)16i6d. Soient wiι des fonctions Cp à support compact, telles que wiι = viι sur Uι.



             

43

Si Σ est un processus prévisible dans T∗V , localement borné et au-dessus de X,
il s’agit de montrer que M =

∫
〈Σ, dΓX〉 est une martingale locale.

Puisque les ensembles prévisibles Aι = {X ∈ Uι} recouvrent bdbd0,∞bdbd, il suffit
de vérifier que, pour un ι (fixé dans la suite),

∫
1lAιdM est une martingale locale.

Définissons des processus prévisibles σi par la formule Σ = σi dv
i
ι(X) sur Aι et par

σi = 0 sur Ac
ι ; ils sont localement bornés parce que Uι est relativement compact dans

le domaine de la carte vι. En remarquant que 1lAιΣ = σidw
i
ι(X) et en utilisant 3.4,

on peut écrire
∫

1lAιdM =

∫
〈1lAιΣ, dΓX〉 =

∫
σi d

(∫
〈dwiι, dΓX〉

)
;

et c’est fini, puisque la formule d’Itô 3.5 et l’hypothèse assurent que l’intégrale d’Itô
∫
〈dwiι, dΓX〉 = wiι◦X − wiι(X0)−

∫
〈Hesswiι,DX〉

est une martingale locale.

Exercice. — a) Si f1, ..., fq sont des fonctions C2 sur (V,Γ) et si φ : Rq → R est
aussi C2, la formule de changement de variable pour les hessiennes s’écrit

Hess bdφ◦(f1, ..., fq)ce = Dkφ(f1, ..., fq) Hess fk + Dijφ(f1, ..., fq) df i·df j .
b) On suppose donné un plongement propre de V dans Rq (ceci entrâıne que

toute fonction Cp sur V est restriction à V d’une fonction Cp définie sur Rq). La
connexion Γ sur V est quelconque, et n’a a priori rien a voir avec le plongement.
Soient f1, ..., fq les fonctions Cp sur V obtenues en composant les coordonnées de
Rq par le plongement. Montrer qu’une semimartingale X dans V est une martingale
pour Γ si et seulement si chaque fk◦X −

∫
〈Hess fk,DX〉 est une martingale locale.

Pour rendre plus concrète la notion de martingale, voici trois situations dans
lesquelles les martingales sont faciles à caractériser. La première est le cas où la
variété admet un système de coordonnées globales.

Proposition 3.7. — On suppose V pourvue d’une carte globale (vi)16i6d ; on
note Γkij les symboles de Christoffel de la connexion pour cette carte. Soit X
une semimartingale dans V , de coordonnées Xk = vk◦X. Pour que X soit une
martingale, il faut et il suffit que chacun des d processus réels

Mk = Xk + 1
2

∫
Γkij(X) dbdXi, Xjce

soit une martingale locale.
Si l’on se donne des martingales locales (continues) M1, ...,Md, tout processus

X dans V , dont les coordonnées Xk vérifient

Xk = Mk − 1
2

∫
Γkij(X) dbdM i,M jce ,

est une martingale.

Ainsi, dès que la connexion est suffisamment régulière pour que l’équation
différentielle stochastique ci-dessus ait toujours une unique solution, les martingales
dans V sont en correspondance avec les martingales locales continues dans Rd (à
des problèmes de durée de vie près).
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Démonstration de la proposition 3.7. — Puisque Hess vk = −Γkij dv
i·dvj ,

la quantité Mk = Xk + 1
2

∫
Γkij(X) dbdXi, Xjce n’est autre que l’intégrale d’Itô∫

〈dvk, dΓX〉 ; si X est une martingale, Mk est donc une martingale locale.
Réciproquement, si chaque Mk est une martingale locale, la formule de change-

ment de variable

d(f◦X) = Dkf◦X
(
dXk+ 1

2Γkij(X) dbdXi,Xjce
)

+ 1
2(Dij−ΓkijDk)f◦X dbdXi,Xjce

montre que pour toute f ∈ C2, le processus f◦X−
∫
〈Hess f,DX〉 est une martingale

locale, et X est une martingale d’après 3.6.

Si l’on se donne des martingales locales continues Mk, tout processus X tel que
Xk = Mk − 1

2

∫
Γkij(X)dbdM i,M jce vérifiera bdXi, Xjce = bdM i,M jce ; on aura donc

Mk = Xk + 1
2

∫
Γkij(X) dbdXi, Xjce et X sera une martingale par la première partie

de la proposition.

La seconde situation où les martingales se décrivent simplement est le cas des
diffusions. Une diffusion est une martingale si et seulement si son générateur est
purement d’ordre deux:

Proposition 3.8. — Sur la variété V , soit L un champ de diffuseurs, non nécessai-
rement continu, mais borélien et localement borné. Soit aussi X une semimartingale
dans V , telle que, pour toute f ∈ C2(V ),

f◦Xt −
∫ t

0

Lf(Xs) ds

soit une martingale locale.
Alors X est une martingale dans V si et seulement si le temps passé par X

dans l’ensemble {x ∈ V : ΓL(x) 6= 0} est nul. En particulier, lorsque cet ensemble
est ouvert (par exemple si L est continu), X est une martingale si et seulement si
presque toutes ses trajectoires sont à valeurs dans le fermé {ΓL= 0}.

Si ΓL = 0, le processus X est toujours une martingale dans V .

Démonstration. — Notons
m
= l’égalité modulo les martingales locales : Y

m
= Z

signifiera que la différence entre les deux processus réels Y et Z est une martingale
locale. Notons aussi

∫
H dt le processus

∫
H dA où At ≡ t. Pour tout Θ prévisible,

localement borné et au-dessus de X dans T∗V , on a
∫
〈Θ,DX〉 m

=
∫
〈Θ, L〉 dt. C’est

en effet vrai par hypothèse quand Θ = d2f(X), cela s’étend sans peine au cas où
Θ = H d2f(X), où H est prévisible réel localement borné, puis à Θ = H df ·dg en
écrivant df ·dg = 1

2

(
d2(fg)−f d2g−g d2f

)
, et enfin au cas général comme dans 3.6,

par localisation dans des cartes et écriture de Θ sous la forme Hk d
2vk+Hij dv

i·dvj .
Pour tout processus de covecteurs Σ, prévisible, localement borné et au-dessus

de X, on peut écrire
∫
〈Σ, dΓX〉 =

∫
〈Γ∗Σ,DX〉 m

=

∫
〈Γ∗Σ, L〉(X) dt =

∫
〈Σ,ΓL〉(X) dt .

Pour que X soit une martingale, il faut et il suffit que pour tout Σ, le membre de
gauche soit une martingale locale; ou encore que pour tout Σ, le processus à variation
finie

∫
〈Σ,ΓL〉(X) dt soit identiquement nul. Cette condition est toujours satisfaite

si le temps passé par X dans l’ensemble U = {ΓL 6= 0} est nul. Réciproquement, si
elle est satisfaite, soit σ un champ de covecteurs borélien, localement borné, tel que
〈σ,ΓL〉 > 0 sur U . En prenant Σ = σ◦X, on obtient

∫
1l{X∈U} dt = 0.
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La troisième situation où les martingales sont faciles à caractériser est le cas où
V est une sous-variété de Rq munie de la connexion induite.

Proposition 3.9. — Soit V une sous-variété d’un espace vectoriel euclidien E,
munie de la connexion induite ; appelons px la projection orthogonale de TxE
sur TxV , et identifions chaque TxE à E. Soit X une semimartingale dans V ;
appelons A la partie à variation finie de la décomposition canonique de X dans E
(c’est le processus à variation finie, adapté, continu et issu de l’origine, tel que X −A
soit une martingale locale dans E).

Pour tout processus Σ de covecteurs sur V , prévisible, localement borné et
au-dessus de X, l’intégrale d’Itô

∫
〈Σ, dΓX〉 est l’intégrale stochastique usuelle∫

Σ ◦ pX (dX) dans E, et sa la partie à variation finie est donc
∫

Σ ◦ pX (dA).

Pour que X soit une martingale dans V , il faut et il suffit qu’il existe un processus
réel croissant, continu, adapté C et un processus prévisible H à valeurs dans E tels
que l’on ait

A =

∫
H dC et Ht ⊥ TXtV .

En langage moins rigoureux mais plus direct, X est une martingale dans V
si et seulement si dAt reste orthogonal dans E au sous-espace TXtV . L’analogie
avec le comportement des géodésiques, caractérisées par l’orthogonalité entre leur
accélération (dans E) et l’espace tangent à V , n’est nullement fortuite !

Démonstration. — Pour plus de précision, nous appellerons i l’injection canonique
de V dans E, ce qui permet de distinguer un point x de V de son image ix dans E,
et le processus X de son image Y = i◦X. Nous noterons ΓV la connexion sur V et
ΓE la connexion plate sur E ; la définition de ΓV est ΓV L = p∗ ΓE i∗ L pour L ∈ TxV .

Si Σ est un processus de covecteurs sur V , prévisible, localement borné et au-
dessus de X, la formule T = Γ∗E (Σ ◦ p) définit un processus T de codiffuseurs sur E,
prévisible, localement borné et au-dessus de Y , tel que

∫
〈i∗T,DX〉 =

∫
〈T,DY 〉 par

la proposition 2.11. Ceci permet d’écrire
∫
〈Σ, dΓ

V
X〉 =

∫
〈Γ∗V Σ,DX〉 =

∫
〈i∗Γ∗E (Σ ◦ pX),DX〉

=

∫
〈Γ∗E (Σ ◦ pX),DY 〉 =

∫
〈Σ ◦ pX , dΓ

E
Y 〉

où les intégrales de la première ligne sont dans V et celles de la seconde dans E.
L’intégrale d’Itô finale est écrite pour la connexion plate ΓE sur E ; c’est donc
l’intégrale usuelle

∫
Σ ◦ pX (dY ), et la première partie de l’énoncé est établie.

Si A peut s’écrire
∫
H dC, où C est croissant continu, et Ht est prévisible dans E

et normal à TXtV , alors pX(H) = 0, et pour tout Σ,
∫

Σ ◦ pX (dA) =

∫
Σ ◦ pX (H dC) =

∫
〈Σ, pX(H)〉 dC = 0 ;

X est donc une martingale pour ΓV .

Réciproquement, si X est une martingale, soient Ai les composantes de A dans
une base de E (coordonnées linéaires!), C =

∑
i

∫
|dAi|, et H un processus prévisible

borné dans E tel que dA = H dC. En identifiant TXtV et T∗XtV au moyen de la
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structure euclidienne, on peut définir un processus prévisible borné dans T∗V au
dessus de X par Σ = p(H) ; puisque X est une martingale,

0 =

∫
Σ ◦ pX (dA) =

∫
〈Σ, pX(H)〉 dC =

∫
‖pX(H)‖2 dC .

Ceci montre que, quitte à modifier H sur un ensemble négligeable pour dC, on a
pX(H) = 0, c’est-à-dire Ht ⊥ TXtV .

La formule d’Itô 3.5 n’a été énoncée que pour les fonctions; elle s’étend immédia-
tement aux codiffuseurs :

Proposition 3.10. — Soient X une semimartingale dans V et Θ un processus
coosculateur prévisible, localement borné, au-dessus de X. On a toujours l’identité

∫
〈Θ,DX〉 =

∫
〈RΘ, dΓX〉+

∫
〈(Θ−Γ∗RΘ),DX〉 .

Lorsque X est une martingale, ceci est la décomposition canonique de

∫
〈Θ,DX〉

en parties martingale et à variation finie.

Démonstration. — La formule se réduit à la trivialité Θ = Γ∗RΘ + (Θ−Γ∗RΘ).
Comme RΓ∗ est l’identité sur les covecteurs, (Θ−Γ∗RΘ) est dans le noyau de R,
et l’intégrale

∫
〈(Θ−Γ∗RΘ),DX〉 est toujours à variation finie d’après 2.10.(v). Si

de plus X est une martingale, l’intégrale d’Itô est une martingale locale réelle, et la
formule ci-dessus cöıncide donc avec la décomposition canonique de

∫
〈Θ,DX〉.

3. — Applications affines; connexion produit

Définition. — Soient ΓV et ΓW deux connexions sur des variétés V et W respecti-
vement. Si x est un point de V , une application φ ∈ C2(V,W ) est affine au point x
si l’on a φ∗x(ΓV L) = ΓW (φ∗xL) pour tout L ∈ TxV , ou encore, de façon équivalente,
φ∗x(Γ∗Wσ) = Γ∗V (φ∗xσ) pour tout σ ∈ T∗φ(x)W . Elle est affine si elle est affine en tout
point x de V .

Il n’existe en général pas d’applications affines non constantes d’une variété dans
une autre. Une importante exception est le cas où V est R ou un intervalle de R :
une courbe à valeurs dans W est une application affine (l’intervalle de définition
étant muni de la connexion plate) si et seulement si c’est une géodésique.

Même dans le cas où V est une sous-variété de W = Rq et où ΓV est la connexion
induite par l’inclusion i et une structure euclidienne sur W , l’application i n’est
en général pas affine. En effet, elle ne transforme pas les géodésiques de V en
mouvements uniformes dans W , alors que, comme nous allons le voir, ce serait
une condition nécessaire (et suffisante) d’affinité.

Plus généralement, si l’on se donne φ et ΓW , il n’existe en général pas de connexion
ΓV rendant φ affine.

Exercice 3.11. — Pour que φ ∈ C2(V,W ) soit affine, il faut et il suffit que l’on ait
HessV (f◦φ) = φ∗(HessW f) pour toute f ∈ C2(W ).

Lemme 3.12. — Soient I un intervalle ouvert de R et γ : I → V une courbe dans
V telle que γ◦M soit une martingale dans V pour toute martingale locale réelle M
à valeurs dans I. La courbe γ est une géodésique.
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Démonstration. — Soit σ un champ de covecteurs sur V ; τ = γ∗Γ∗σ est un champ
de codiffuseurs sur I, que l’on peut écrire τ = a(t) d2t+ b(t) dt·dt, où les fonctions a
et b sur I sont données par a = 〈τ, ∂∂t 〉 et b = 〈τ, ∂2

∂t2 〉. Pour toute martingale locale
M dans I,∫ (

a(M) dM + 1
2 b(M) dbdM,Mce

)
=

∫
〈τ,DM〉 =

∫
〈γ∗Γ∗σ,DM〉

=

∫
〈Γ∗σ,D(γ◦M)〉 =

∫
〈σ, dΓ(γ◦M)〉

est par hypothèse une martingale locale, donc
∫
b(M) dbdM,Mce = 0. En prenant

pour M un mouvement brownien changé de temps de façon à quitter tout compact
de I quand t tend vers l’infini, on obtient

∫
b(M) dt = 0, et, b étant continu, b = 0

sur I. Ceci s’écrit 〈τ, ∂2

∂t2 〉 = 0, ou encore 〈σ,Γγ̈〉 = 0 puisque γ∗( ∂
2

∂t2 ) = γ̈. Comme
σ est arbitraire, Γγ̈ est nul, et γ est une géodésique.

Proposition 3.13. — Pour qu’une application soit affine, il faut et il suffit
qu’elle transforme les géodésiques (respectivement martingales) de V en géodésiques
(respectivement martingales) de W .

Démonstration. — En trois étapes. Dans un premier temps, nous allons vérifier
que les applications affines transforment les martingales en martingales. Soit φ affine.
Si X est une semimartingale dans V , et si Σ est un processus prévisible, localement
borné de covecteurs sur W au-dessus de φ◦X, on a, en utilisant la définition de
l’intégrale d’Itô et la proposition 2.11,∫

〈Σ, dΓ
W

(φ◦X)〉 =

∫
〈Γ∗WΣ,D(φ◦X)〉 =

∫
〈φ∗Γ∗WΣ,DX〉

=

∫
〈Γ∗V φ∗Σ,DX〉 =

∫
〈φ∗Σ, dΓ

V
X〉 ;

si X est une martingale dans V , l’intégrale de droite est une martingale, et l’on en
déduit que φ◦X est une martingale dans W .

Ensuite, nous allons établir que si φ transforme les martingales en martingales,
elle transforme aussi les géodésiques en géodésiques. Soit γ une géodésique de V ,
définie sur un intervalle ouvert I. Comme γ est affine de I dans V , l’étape précédente
montre que γ◦M est une martingale dans V pour toute martingale locale M dans I.
En utilisant l’hypothèse sur φ, on obtient que φ◦γ◦M est une martingale dans W ;
et d’après le lemme 3.12, la courbe φ◦γ est une géodésique de W .

Enfin, si φ transforme les géodésiques en géodésiques, elle est affine. Pour le
montrer, il suffit grâce au lemme 1.2 de vérifier que φ∗xΓV c̈(0) = ΓWφ∗xc̈(0) pour
tout x de V et toute courbe c dans V telle que c(0) = x. Mais il existe une géodésique
γ telle que γ(0) = x et γ̇(0) = ċ(0). Puisque les courbes c et γ ont même vitesse en
t = 0, le lemme 1.2 dit que leurs accélérations c̈(0) et γ̈(0) diffèrent d’un vecteur : il
existe A ∈ TxV tel que c̈(0) = γ̈(0) +A. Comme γ est une géodésique, on a

φ∗xΓV c̈(0) = φ∗xΓV
(
γ̈(0) +A

)
= φ∗xΓV γ̈(0) + φ∗xA = φ∗xA ;

et de même, en utilisant le fait que φ◦γ est une géodésique,

ΓWφ∗xc̈(0) = ΓWφ∗x
(
γ̈(0) +A

)
= ΓWφ∗xγ̈(0) + ΓWφ∗xA

= ΓW (φ◦γ)̈(0) + φ∗xA = φ∗xA .

L’égalité annoncée est ainsi établie.
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Remarque. — En prenant V = W et φ = Id dans cette proposition, on voit qu’une
connexion est caractérisée par ses géodésiques (respectivement ses martingales).

Définition. — Soit W une sous-variété de V ; V est munie d’une connexion Γ.
Appelons i l’injection canonique de W dans V . On dit que la sous-variété W est
totalement géodésique si pour tout vecteur A tangent à W , il existe une géodésique
γ de V telle que γ̇(0) = i∗A et que γ(t) ∈W pour tout t assez voisin de 0.

Exercice. — Décrire toutes les sous-variétés totalement géodésiques de Rd (muni
de la connexion plate).

Proposition 3.14. — Une sous-variété W de V est totalement géodésique si et
seulement si il existe sur W une connexion qui rende affine l’injection canonique
i : W → V . Cette connexion est alors unique.

Démonstration. — Supposons d’abord l’existence d’une connexion ΓW sur W
rendant i affine. Pour A ∈ TW , il existe une courbe γ dans W , géodésique pour ΓW ,
telle que γ̇(0) = A. Comme i est affine, la courbe δ = i◦γ est une géodésique de V
à valeurs dans iW et vérifiant δ̇(0) = i∗A, et W est donc totalement géodésique.

Réciproquement, supposons W totalement géodésique. Une connexion ΓW rend
i affine si et seulement on a i∗xΓWL = Γi∗xL pour tout x ∈ W et tout L ∈ TxW .
Comme i∗x est une injection de TxW dans TixV , l’unicité est évidente, et l’existence
sera assurée à condition que Γi∗xL veuille bien se trouver dans l’espace image
i∗xTxW . Par le lemme 1.2, il suffit de vérifier ceci quand L = c̈(0) où c est une
courbe dans W telle que c(0) = x. Puisque W est totalement géodésique, il existe
une géodésique δ de V , vérifiant δ̇(0) = i∗xċ(0), et de la forme i◦γ pour une courbe
γ dans W . On a donc γ̇(0) = ċ(0), et le lemme 1.2 dit que A = c̈(0) − γ̈(0)
est dans TxW . Pour vérifier que Γi∗xc̈(0) est dans i∗xTxW , il ne reste qu’à écrire
Γi∗xc̈(0) = Γi∗xγ̈(0) + Γi∗xA = Γδ̈(0) + i∗xA = i∗xA.

Proposition 3.15 et définition. — Soient V1 et V2 deux variétés munies de
connexions respectives Γ1 et Γ2. Appelons p1 : V1×V2 → V1 et p2 : V1×V2 → V2 les
projections canoniques. On définit une connexion sur V1×V2, appelée la connexion
produit de Γ1 et Γ2 et notée Γ1×Γ2, par la formule

∀x1 ∈ V1 ∀x2 ∈ V2 ∀L ∈ T(x1,x2)(V1×V2)

(Γ1×Γ2)L = (Γ1p1∗L,Γ2p2∗L) ∈ Tx1V1×Tx2V2 = T(x1,x2)(V1×V2) .

Elle possède les six propriétés suivantes :

(i) les projections p1 et p2 sont des applications affines ;

(ii) si γ = (γ1, γ2) est une courbe dans V1×V2,

(Γ1×Γ2)γ̈(t) =
(
Γ1γ̈1(t),Γ2γ̈2(t)

)
;

(iii) si X est une semimartingale dans V1×V2, de composantes X1 = p1X et
X2 = p2X, et si Σ est un processus prévisible, localement borné de covecteurs au-
dessus de X, de composantes Σ1 et Σ2 (de sorte que Σ = p∗1Σ1 + p∗2Σ2),

∫
〈Σ, dΓ1×Γ2

X〉 =

∫
〈Σ1, dΓ1

X1〉+

∫
〈Σ2, dΓ2

X2〉 :

(iv) les géodésiques de V1×V2 sont les courbes γ = (γ1, γ2) telles que γ1 soit une
géodésique de V1 et γ2 une géodésique de V2 ;



            

49

(v) les martingales dans V1×V2 sont les processus X = (X1, X2) tels que X1 soit
une martingale de V1 et X2 une martingale de V2 ;

(vi) si V1 = V2 (= V ), la diagonale du produit V×V est une sous-variété totalement
géodésique dans V×V muni de la connexion produit ; la connexion dont elle est
munie d’après (3.14) est l’image de la connexion Γ sur V par le difféomorphisme
canonique entre V et la diagonale.

Démonstration. — Il s’agit bien d’une connexion, car si le diffuseur L est un
vecteur, p1∗L et p2∗L en sont aussi, et (Γ1×Γ2)L = (p1∗L, p2∗L) = L.

(i) Pour un vecteur A = (A1, A2) ∈ T(x1,x2)V = Tx1V1 × Tx2V2, on a p1∗A = A1

et p2∗A = A2 ; l’affinité des projections résulte donc immédiatement de la définition
de Γ1×Γ2.

(ii) Puisque γ1 = p1◦γ, γ̈1 = p1∗γ̈ ; de même pour γ2.

(iii) Puisque p1 est affine, on a (Γ1×Γ2)
∗
p∗1σ1 = p∗1Γ1σ1 pour σ1 ∈ T∗V1 ; d’où, en

utilisant 2.11,
∫ 〈

p∗1Σ1, dΓ1×Γ2
X
〉

=

∫ 〈
(Γ1×Γ2)

∗
p∗1Σ1,DX

〉
=

∫
〈p∗1Γ∗1 Σ1,DX〉

=

∫
〈Γ∗1 Σ1,D(p1◦X)〉 =

∫
〈Σ1, dΓ1

X1〉 .

(iv) Une courbe γ est une géodésique si et seulement si Γ1×Γ2γ̈ = 0; par (ii),
cela revient à dire que Γ1γ̈1 et Γ2γ̈2 sont nuls, c’est-à-dire que γ1 et γ2 sont des
géodésiques.

(v) Si X est une martingale dans V1×V2, ses composantes sont des martingales
par (i) et 3.13. Réciproquement, si X1 et X2 sont des martingales, X est une
semimartingale et toutes les intégrales d’Itô

∫
〈Σ, dΓ1×Γ2

X〉 sont des martingales
locales en raison de (iii) ; X est donc une martingale.

(vi) Nous laissons aux auditeurs le soin de vérifier que la diagonale est une
sous-variété de V×V , difféomorphe à V par l’application (x, x) ↔ x. Si γ est
une géodésique de V , (γ, γ) est une géodésique dans V×V par (iv) ; l’injection
canonique de la diagonale (identifiée à V ) dans V×V est donc affine, et la diagonale
est totalement géodésique d’après 3.14.

Exercice. — 1) Contrairement au cas des vecteurs tangents, les images p1∗L et
p2∗L d’un diffuseur osculateur à une variété produit ne caractérisent pas ce diffuseur.

2) Si X et Y sont deux semimartingales réelles, décrire la différence entre le couple
de � diffuseurs � (DX,DY ) ∈ TR×TR et le � diffuseur � D(X,Y ) ∈ T(R×R).

Exercice. — Chacune des propriétés (i) à (v) de la proposition 3.15 caractérise
la connexion produit. De plus, le (iv) peut être ainsi généralisé : une application
φ : W → V1×V2 est affine si et seulement si ses deux composantes p1◦φ et p2◦φ le
sont.
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Chapitre 4

FONCTIONS CONVEXES

ET COMPORTEMENT DES MARTINGALES

C’est en cherchant des preuves

que j’ai trouvé des difficultés.

D. Diderot,

Pensées philosophiques

Les fonctions convexes jouent un rôle central dans l’étude des martingales pour
deux raisons. D’une part, l’existence de fonctions à la fois convexes au voisinage d’un
point et affines en ce point supplée l’absence de fonctions affines sur une variété non
plate, et permet une caractérisation locale des martingales à l’aide des fonctions
convexes ; d’autre part, le comportement global des martingales (convergence à
l’infini, non-confluence, existence quand la valeur finale est donnée) est étroitement
lié à l’existence de fonctions convexes ayant certaines propriétés. Malheureusement,
il ne sera pas toujours possible de travailler uniquement avec des fonctions convexes
de classe C2, et nous devrons dans le théorème 4.19 nous accommoder de fonctions
peu régulières. Afin de faire agir sur les martingales des fonctions convexes non
nécessairement C2, il nous faudra connâıtre la structure de ces fonctions ; pour
éviter de passer trop de temps sur des détails techniques sans grand intérêt pour
les probabilistes, nous serons conduits à admettre des propriétés géométriques des
fonctions convexes.

1. — Fonctions convexes et convergence à l’infini des martingales

Définition. Soit V une variété munie d’une connexion. Une fonction f : V → R
est convexe si, pour toute géodésique γ dans V , f◦γ est une fonction convexe sur
l’intervalle où γ est définie.

Cette définition n’exige aucune régularité de la fonction. On peut démontrer que,
comme dans Rd, toute fonction convexe est en fait continue ; nous donnerons un
énoncé plus précis (mais que nous ne démontrerons pas) en 4.12.

Lorsque V est un ouvert convexe de Rd muni de la connexion plate, cette définition
cöıncide avec la définition usuelle des fonctions convexes de plusieurs variables.

Proposition 4.1. — Soient f une fonction C2 sur V et X une martingale dans V .

a) Pour que f soit convexe, il faut et il suffit que le codiffuseur purement d’ordre
deux Hess f soit positif (voir 1.9).

b) Si tel est le cas, f◦X est une sous-martingale locale.

c) Plus généralement, que f soit convexe ou non,
∫

1l{Hess f(X)>0} d(f◦X) est
toujours une sous-martingale locale.
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Comme c’est déjà le cas dans Rd, il est vrai en toute généralité que f◦X est une
sous-martingale locale pour toute martingale X et toute fonction convexe f , que
f soit C2 ou non. C’est pour le démontrer, en 4.13, qu’il nous faudra connâıtre la
structure d’une fonction convexe générale.

Démonstration de la proposition 4.1. — a) Puisque Hess f = d2f − Γ∗df est
purement d’ordre deux, en utilisant 1.9 on a pour toute géodésique γ

(f◦γ)
′′

= 〈d2f, γ̈〉 = 〈Hess f+Γ∗df, γ̈〉 = 〈Hess f, γ̈〉+ 〈Γ∗df, γ̈〉
= (Q Hess f)(γ̇) + 〈df,Γγ̈〉 = (Q Hess f)(γ̇) .

Si Q Hess f est positif, on a (f◦γ)
′′
(t) > 0 pour toute géodésique γ, et f est donc

convexe.
Réciproquement, si f est convexe, pour A ∈ TV , il existe une géodésique γ telle

que γ̇(0) = A, et l’on a (Q Hess f)(A) = (f◦γ)
′′
(0) > 0, ce qui montre que Q Hess f

est positif.

c) Si f est C2 et si X est une martingale, la formule d’Itô 3.5 entrâıne que la
partie à variation finie de la semimartingale réelle f◦X est

∫
〈Hess f,DX〉. La partie

à variation finie de
∫

1l{Hess f(X)>0} d(f◦X) est donc
∫

1l{Hess f(X)>0} 〈Hess f,DX〉 ;
c’est un processus croissant en raison de 2.10.(v).

Enfin b) est un cas particulier de c).

Exercice. — Soient U un ouvert de Rd, f : U → R une fonction de classe Cp, et
V ⊂ Rd+1 le graphe de f , muni de sa structure de sous-variété de Rd+1 et de la
connexion Γ induite par la structure euclidienne habituelle de Rd+1. La projection
de V sur U est un difféomorphisme entre V et U et une carte globale de V . Montrer
que les symboles de Christoffel de Γ dans cette carte sont

Γkij =
1

1+‖∇f‖2
Dijf Dkf .

Soit f̃ : V → R la projection sur la dernière composante : pour u ∈ U , f̃ envoie le
point

(
u, f(u)

)
∈ V sur f(u) ∈ R. Montrer que la hessienne de f̃ pour Γ est donnée,

toujours dans la même carte, par

Hessij f̃ =
1

1+‖∇f‖2
Dijf .

En déduire que f̃ est convexe (respectivement définie-convexe; voir ci-dessous) sur
V munie de Γ si et seulement si f l’est sur U muni de la connexion plate.

Définition. — Une fonction f , définie sur une variété munie d’une connexion, sera
dite définie-convexe si f est de classe C2 et si le codiffuseur purement d’ordre deux
Hess f est partout défini positif.

Comme l’a montré Kendall bd68ce, la seule existence d’une fonction définie-convexe
et bornée sur une variété implique pour les martingales des propriétés de convergence
analogues à celles que l’on observe dans les ouverts bornés de Rd.

Proposition 4.2. — La variété V étant munie d’une connexion, soient U un
ouvert de V et f : U → R une fonction définie-convexe et bornée.

(i) Si X est une martingale dans U , f◦X est une semimartingale jusqu’à l’infini.
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(ii) Si X est une martingale dans V , X est une semimartingale jusqu’à l’infini sur
l’événement{

ω ∈ Ω : il existe un compact K(ω) ⊂ U et un instant s(ω) > 0

tels que Xt(ω) ∈ K(ω) pour tout t> s(ω)
}
.

(iii) Toute martingale à valeurs dans U est p.s. convergente dans le compactifié
d’Alexandrov U ∪ {∞} de U .

(iv) Toute martingale à valeurs dans un compact de U converge p.s.

Ce critère de Kendall est vraiment précis : même si U est relativement compact
dans V , on ne peut pas remplacer � dans un compact de U � par � dans
U � dans (iv). Si par exemple V est la sphère d’équation x2 + y2 + z2 = 1
dans R3, munie de la connexion induite par la structure euclidienne habituelle
de R3, et si U est l’hémisphère ouvert formé des points de V tels que z < 0, la
fonction z est définie-convexe et bornée sur U (ceci résulte de l’exercice qui suit
la proposition 4.1). Cependant, il existe des martingales à valeurs dans U et qui
ne convergent pas dans V quand t → ∞. La construction d’une telle martingale
est laissée en exercice aux auditeurs. (Indication : chercher une martingale de la
forme (Xt, Yt, Zt) = (cos Θt cos Λt, sin Θt cos Λt, sin Λt), où Θ est un mouvement
brownien réel et Λ un processus déterministe.)

On remarquera que le (iv) de la proposition 4.2 reste vrai même lorsque f n’est
pas supposée bornée; cela se voit en appliquant le (iv) à la variété W , où W est à la
fois un voisinage ouvert du compact considéré, et une partie relativement compacte
de V (de sorte que la restriction de f à W est nécessairement bornée).

Démonstration de la proposition 4.2. — (i) Écrivons la formule d’Itô 3.5 :
f◦X − f◦X0 = M +

∫
〈Hess f,DX〉, où M est une martingale locale. Le membre

de gauche est borné, et la partie à variation finie
∫
〈Hess f,DX〉 est croissante et

positive, donc minorée. Par différence, M est majorée, donc p.s. convergente et
c’est une semimartingale jusqu’à l’infini. Par différence encore, le processus croissant∫
〈Hess f,DX〉 est convergent, c’est donc aussi une semimartingale jusqu’à l’infini.

(ii) Soit (Kn)n∈N une suite de compacts tels que
◦
Kn ↗ U . Il suffit d’établir que

toute martingale X dans V est une semimartingale jusqu’à l’infini sur l’événement
En = {∀t>n Xt(ω) ∈ Kn} ; car X sera alors une semimartingale jusqu’à l’infini
sur la réunion en n des En, or tout compact de U est inclus dans l’un des Kn.

Sur l’événement En, la sous-martingale locale
∫

1l{X∈Kn} d(f◦X) est p.s. bornée,
sa partie martingale est donc p.s. majorée, donc convergente, et son compensateur,
le processus croissant

∫
1l{X∈Kn}〈Hess f,DX〉, p.s. borné, donc convergent à l’infini.

Soit g ∈ C2(V ); n est fixé; nous devons montrer que g◦X est une semimartingale
jusqu’à l’infini sur En. Puisque les codiffuseurs purement d’ordre deux Hess f et
Hess g sont continus, et puisque Hess f est par hypothèse défini positif, il existe une
constante c telle que l’on ait −c Hess f 6 Hess g 6 c Hess f sur Kn (inégalités au
sens de la positivité des codiffuseurs purement d’ordre deux). Écrivons la formule
d’Itô : il existe une martingale locale N telle que g◦X − g◦X0 = N +

∫
〈Hess g,DX〉.

Sur En, la variation totale
∫∞
n
|〈Hess g,DX〉| du processus

∫
〈Hess g,DX〉 est

contrôlée par c
∫∞
n

1l{X∈Kn}〈Hess f,DX〉, qui est p.s. fini comme nous venons de le
voir;

∫
〈Hess g,DX〉 est donc une semimartingale jusqu’à l’infini sur En. Toujours sur

En, le processus g◦X est p.s. borné, ainsi que la martingale locale N par différence;
elle est donc aussi une semimartingale jusqu’à l’infini sur En.
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(iii) Si X est une martingale dans U , pour montrer que X converge presque
sûrement dans U ∪ {∞}, il suffit de vérifier que g◦X converge p.s. pour toute
fonction g ∈ C2(U) à support compact dans U . Sur U , une telle fonction vérifie
globalement −c Hess f 6 Hess g 6 c Hess f pour une constante c ; comme ci-dessus,
on en déduit que

∫
〈Hess g,DX〉 est p.s. convergente. Il ne reste qu’à écrire la formule

d’Itô g◦X−g◦X0 = N+
∫
〈Hess g,DX〉 et à remarquer que, g étant bornée, la partie

martingale N est p.s. bornée, donc p.s. convergente.

(iv) C’est un corollaire de (ii).

Corollaire 4.3. — Dans une variété V munie d’une connexion, tout point a un
voisinage ouvert U tel que toute martingale X dans V soit une semimartingale
jusqu’à l’infini sur l’événement {∃s(ω) ∀t> s(ω) Xt(ω) ∈ U}.
Démonstration. — Pour x ∈ V , soit (vi) une carte locale de domaine D contenant
x et telle que vi(x) = 0 pour tout i. La fonction f =

∑
i (vi)

2
définie sur D est C2,

et vérifie Hessij f(x) = 2δij > 0. Il suffit de choisir un voisinage U de x relativement
compact dans U ′ = D ∩ {Hess f > 0} ∩ {f < 1}, et d’appliquer 4.2.(ii) à U ′.

Corollaire 4.4. — Soit X une martingale dans une variété V munie d’une
connexion. Sur l’événement { lim

t→∞
Xt existe dans V }, X est une semimartingale

jusqu’à l’infini.

Démonstration. — On recouvre V à l’aide d’une famille dénombrable (Uι)ι∈I
d’ouverts qui vérifient la propriété du corollaire 4.3. Si X est une martingale
dans V , c’est une semimartingale jusqu’à l’infini sur chacun des événements
Eι = {∃s(ω) ∀t> s(ω) Xt(ω) ∈ Uι}, donc aussi sur leur union. Or cette union
contient { lim

t→∞
Xt existe dans V }.

Ce résultat a été initialement obtenu par Zheng bd107ce, sans utiliser les fonctions
convexes sur la variété. Une autre méthode est proposée par He, Yan et Zheng bd57ce.
Corollaire 4.5. — Sur une variété V munie d’une connexion, soit θ un champ
de codiffuseurs mesurable et localement borné. Si X est une martingale dans V ,
l’intégrale

∫
〈θ,DX〉 est une semimartingale jusqu’à l’infini (et en particulier elle

converge) sur l’événement { lim
t→∞

Xt existe dans V }.
Démonstration. — Conséquence immédiate de 4.4 et de 2.12.

Un cas particulier de ce corollaire, également dû à Zheng bd107ce, utilise le
langage qui sera introduit juste avant la proposition 4.14 ; il s’énonce ainsi : Si
une martingale X à valeurs dans une variété riemannienne est p.s. convergente, sa
variation quadratique riemannienne totale est p.s. finie.

2. — Caractérisation des martingales par les fonctions convexes

Les martingales locales dans un espace vectoriel sont caractérisées par l’action des
formes linéaires ou affines, qui en font des martingales locales réelles. Sur une variété
munie d’une connexion, il n’y a en général pas de fonctions affines non constantes,
ni même de fonctions convexes non constantes; mais, un point étant donné, il existe
beaucoup de fonctions convexes au voisinage de ce point et affines en ce point (c’est
un exercice facile de vérifier que Hess(hy)(y) = 0 dans le lemme ci-dessous). Ceci
a été mis à profit par Darling bd23ce et bd24ce pour définir les martingales comme les
processus localement transformés en sous-martingales par les fonctions convexes, et
étudier leurs propriétés à partir de cette définition.
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Lemme 4.6. — Soit f ∈ Cp(V ). Pour tout x ∈ V , il existe un ouvert U contenant x
et une fonction h sur U×U , continue, bornée et jouissant des propriétés suivantes :
Pour tout y ∈ U , la fonction hy définie sur U par hy(z) = h(y, z) est convexe
et de classe C2 sur U , et vérifie hy(y) = 0 et d2(hy)(y) = Γdf(y) ; en outre, le
codiffuseur d2(hy)(z) ∈ T∗z V dépend continûment de (y, z) et est à valeurs dans un
compact de T∗V .

Démonstration. — Avant de commencer, remarquons que si ρ : ce0,∞bd → ce0,∞bd
est une fonction qui tend vers zéro à l’origine, il existe une fonction concave
g : bd0,∞bd → bd0,∞bd, nulle en 0, C1 sur ce0,∞bd, et vérifiant g > ρ près de 0 ; on
a en outre pour t non nul et assez proche de 0 l’encadrement 0 6 tg′(t) 6 g(t) qui
résulte de la concavité. La fonction G(t) =

∫ t
0
g(s) ds est C2 sur ce0,∞bd et vérifie

G(0) = G′(0) = 0, G′(t) > ρ(t) et 0 6 tG′′(t) 6 G′(t) pour t proche de 0.
Si G est une telle fonction, la fonction de d variables

φ(u1, ..., ud) = G
(

1
2 (u2

1 + ...+ u2
d)
)

a pour dérivées partielles

Diφ(u1, ..., ud) = uiG
′(...) et Dijφ(u1, ..., ud) = uiujG

′′(...) + δijG
′(...) ;

ces formules montrent que la fonction φ est de classe C2 sur Rd, avec des dérivées
partielles d’ordre un et deux nulles à l’origine.

Revenons à notre variété. Quitte à se restreindre à un voisinage de x, on peut
supposer l’existence d’une carte globale v = (vi)16i6d, dans laquelle Dkf sont les
coefficients de df et Γkij les symboles de Christoffel. Posons

ui(y, z) = vi(z)−vi(y) ; r2(y, z) =
∑

i

(
ui(y, z)

)2
;

h(y, z) = Dkf(y)
[
uk(y, z) + 1

2Γkij(y)ui(y, z)uj(y, z)
]

+G
(

1
2r

2(y, z)
)
,

où G est du type ci-dessus, pour une fonction ρ qui sera précisée plus tard. La
fonction h est continue sur U×U et ses sections hy sont de classe C2 ; il n’est pas
difficile d’expliciter leurs dérivées partielles et leur hessienne :

Dih
y(z) = Dif(y) + Dkf(y)Γkij(y)uj + uiG′( 1

2r
2)

Dijh
y(z) = Dkf(y)Γkij(y) + δijG

′( 1
2r

2) + uiujG′′( 1
2r

2)

Hessij h
y(z) = Dkf(y)

[
Γkij(y)−Γkij(z)−Γ`ij(z)Γk`m(y)um

]

+
[
δij−

∑
k

Γkij(z)uk
]
G′( 1

2r
2) + uiujG′′( 1

2r
2)

(j’ai abrégé ui(y, z) en ui et r2(y, z) en r2). Les deux propriétés hy(y) = 0 et
d2hy(y) = Γ∗df(y) se lisent facilement sur ces expressions, ainsi que la continuité
de (y, z) 7→ d2(hy)(z) ; la propriété de compacité en résulte, quitte à diminuer
un peu U . Il ne reste qu’à établir la convexité de hy. Les d2 fonctions de (y, z)
Hij(y, z) = Dkf(y) bdΓkij(y)−Γkij(z)−Γ`ij(z)Γ

k
`m(y)um(y, z)ce qui apparaissent dans la

hessienne sont continues et nulles sur la diagonale ; quitte à se restreindre à un
voisinage relativement compact de x, il existe une fonction ρ, tendant vers zéro
à l’origine, telle que |Hij(y, z)| 6 (2d)

−1
ρ
(

1
2r

2(y, z)
)

(en effet, sur l’ensemble
{|Hij | > ε}, la fonction 1

2r
2 est minorée par compacité par une quantité δ(ε) > 0).

Choisissons G comme expliqué plus haut, à partir de cette fonction ρ ; on a
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|Hij | 6 (2d)
−1
G′( 1

2r
2) pour r assez petit, donc sur tout U×U en restreignant encore

U si nécessaire. De même, on peut supposer que les quantités
∣∣∑

k Γkij(z)uk
∣∣ sont

bornées par (2d)
−1

. En négligeant le terme uiujG′′( 1
2r

2), qui est de type positif, la
matrice hessienne de hy s’écrit (δij+εij)G

′( 1
2r

2), où chaque coefficient εij est borné
en module par 1/d. Une telle matrice est de type positif, et c’est terminé.

Lemme 4.7. — Tout point de V a un voisinage ouvert U tel que, pour tout processus
X à valeurs dans U , X est une martingale si et seulement si, pour toute fonction
f définie au voisinage de U , de classe C2 et convexe, f◦X est une sous-martingale
locale (réelle et continue).

Démonstration. — Soit w une carte définie au voisinage de x. Pour une constante
c assez grande, les d fonctions vi(y) = wi(y) + c

∑
j

(
wj(y)−wj(x)

)2
sont convexes

au voisinage de x ; comme la matrice jacobienne ∂v/∂w au point x est l’identité,
les vi forment, sur un voisinage de x, une carte locale faite de fonctions convexes.
Sur un voisinage ouvert U ′ de x, le lemme 4.6 a lieu pour chacune des 2d fonctions
f = vi et f = −vi. Choisissons un ouvert U contenant x et relativement compact
dans U ′.

Soit X un processus à valeurs dans U . Par la proposition 4.1, nous savons déjà que
si X est une martingale dans U et g une fonction convexe et C2 au voisinage de U ,
g◦X est une sous-martingale locale ; il reste à montrer que si toutes les fonctions
convexes sur U transforment X en sous-martingale locale, X est une martingale.
Remarquons d’abord que puisque nos coordonnées globales vi sur U sont convexes,
chaque vi◦X est une sous-martingale locale, donc une semimartingale, et X est une
semimartingale. Pour établir que X est bien une martingale, nous allons établir
que, si f est l’une quelconque des 2d fonctions vi et −vi, l’intégrale d’Itô

∫
〈df, dΓX〉

est une sous-martingale locale. En changeant f en −f , on en déduira que c’est en
fait une martingale locale, et l’on sait par la proposition 3.7 que cela suffit pour
que X soit une martingale. La fonction f est donc fixée, ainsi que la fonction h du
lemme 4.6.

Rappelons que h(y, z) est bornée, continue en (y, z), et convexe en z ; chaque
processus h(y,X) est une sous-martingale bornée. Pour chaque s > 0, le processus
t 7→ h(Xs, Xt) est aussi une sous-martingale sur l’intervalle bds,∞bd ; cela peut se
voir en approchant Xs dans U par des variables aléatoires mesurables pour Fs et
ne prenant qu’un nombre fini de valeurs; l’inégalité des sous-martingales passe à la
limite par convergence dominée (tout est borné).

Discrétisons l’axe des temps, en posant tk = k2−q et τ(t) = tk pour t ∈ cetk, tk+1ce.
Le processus Zqt , défini pour t ∈ bdtk, tk+1ce par

Zqt =
∑

`<k

h(Xt` , Xt`+1
) + h(Xtk , Xt) ,

est une sous-martingale (continue), que l’on peut écrire plus agréablement

Zq =

∫
〈d2(hXτ(t)),DXt〉.

Faisons tendre q vers l’infini. Pour t et ω fixés, τ(t) tend vers t, Xτ(t) vers Xt, et
d2(hXτ(t))(Xt) vers d2(hXt)(Xt) (continuité de d2(hy)(z)). Puisque tous les d2(hy)(z)
sont dans un même compact de T∗V , la sous-martingale Zq tend vers

∫
〈d2(hX),DX〉

au sens des semimartingales grâce au corollaire 2.17; cette limite est donc une sous-
martingale locale. Mais puisque d2(hy)(y) = Γ∗df(y), cette sous-martingale locale
n’est autre que

∫
〈Γ∗df,DX〉, c’est à dire l’intégrale d’Itô

∫
〈df, dΓX〉, et c’est fini.
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Théorème 4.8. — La variété V admet un recouvrement dénombrable (Uι)ι∈I
formé d’ouverts relativement compacts possédant la propriété suivante : Pour qu’un
processus X dans V , continu et adapté soit une martingale, il faut et il suffit que,
pour tout rationnel positif s, tout ι ∈ I, et toute fonction f ∈ C2(V ), à support
compact, convexe au voisinage de Uι, en posant T (s, ι) = inf {t> s : Xt /∈ Uι}, le
processus f◦XT (s,ι)ce soit une sous-martingale sur l’intervalle bds,∞bd.

Ce théorème est dû à Darling bd23ce et bd27ce, qui l’énonce de façon différente,
mais équivalente : prenant cette propriété caractéristique comme définition des
martingales, il en déduit que les intégrales d’Itô

∫
〈σ, dΓX〉 sont des martingales

locales; sa définition des intégrales d’Itô diffère d’ailleurs aussi de la nôtre, puisqu’il
les construit comme limites de certaines sommes de Riemann définies à l’aide de
cartes exponentielles.

Démonstration du théorème 4.8. — Choisissons un recouvrement (Uι)ι∈I tel
que chaque Uι ait la propriété du lemme 4.7.

Si X est une martingale, en se restreignant à l’intervalle bds,∞bd et en arrêtant X
à T (s, ι), on obtient une martingale Y (pour la filtration Fs = (Ft )t>s), dont chaque
trajectoire est constante ou contenue dans Uι. Pour toute fonction f dans C2(V ) et
convexe au voisinage de Uι, le processus (f◦Yt)t>s est donc une sous-martingale.

Réciproquement, soit X continu, adapté, et vérifiant la condition de l’énoncé.
Les intervalles stochastiques ceces, T (s, ι)bdbd et bdbd0, T (0, ι)bdbd forment un recouvrement
dénombrable de bdbd0,∞bdbd ; on les ordonne en une suite (Jn)n∈N et on appelle Sn le
début de (J0∪...∪Jn)

c
. Le lemme 4.7 et le choix des Uι entrâınent que chaque XSnce

est une semimartingale ; comme le recouvrement est ouvert, les Sn croissent vers
l’infini et X est aussi une semimartingale. Soient σ un champ de covecteurs et M
l’intégrale d’Itô

∫
〈σ, dΓX〉. Chaque intégrale

∫
1lceces,T (s,ι)bdbd dM étant une martingale

locale, c’est aussi vrai de M ; ainsi, X est une martingale.

Le théorème 4.8, caractérisation des martingales, a un analogue pour les suites de
processus : il s’agit d’un théorème d’Arnaudon et Thalmaier bd11ce qui montrent que,
comme pour les processus scalaires, les topologies de la convergence compacte en
probabilité et des semimartingales cöıncident sur l’ensemble des martingales dans
une variété. Nous allons voir cela tout de suite, juste après deux petits lemmes
préparatoires.

Lemme 4.9. — Soient K un compact de V et U un voisinage de K. Si une
suite (Xn)n∈N de processus continus adaptés dans V converge uniformément sur
les compacts en probabilité vers une limite Y , les temps d’arrêt

T ′n = inf {t : Yt /∈ U et Xn
t ∈ K} et T ′′n = inf {t : Xn

t /∈ U et Yt ∈ K}
tendent vers l’infini en probabilité.

Démonstration. — Par plongement de V dans Rn (ou à l’aide d’une structure
riemannienne), on définit une distance dist sur V , compatible avec la topologie de V ,
et telle que, pour chaque t, la suite des variables aléatoires Snt = sup

s6t
dist(Xn

s , Ys )
tende vers 0 en probabilité quand n tend vers l’infini.

Puisque K est compact, la distance dist(K,U c) n’est pas nulle ; appelons-la a.
Si Ys /∈ U et Xn

s ∈ K, on a dist(Xn
s , Ys ) > a ; d’où

{T ′n 6 t} ⊂ {∃s6t dist(Xn
s , Ys ) > a} ⊂ {Snt > a} ,
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et PbdT ′n6tce → 0 pour chaque t.
L’argument pour T ′′n est exactement le même.

Lemme 4.10. Tout point de V a un voisinage ouvert U jouissant de la propriété
suivante : Si une suite de martingales à valeurs dans U converge, dans U , uni-
formément sur tout compact en probabilité, vers une martingale, la convergence a
lieu pour la topologie des semimartingales.

Démonstration. — Soit (vk)16k6d une carte au voisinage de x, telle que vk(x) = 0
pour tout k.

La fonction u =
∑
k (vk)

2
, qui est définie dans le domaine de la carte, vérifie

Hessij u(x) = 2δij ; comme Hessu est continue, la matrice Hessij u(y) − δij est
positive pour y assez voisin de x. Choisissons un ouvert U relativement compact dans
le domaine de la carte, et tel que Hessij u(y)−δij soit positive sur U ; les coordonnées
vk(y) et les symboles de Christoffel Γkij(y) sont des fonctions bornées sur U , par une
constante c. (Nous rencontrerons d’autres constantes ne dépendant que de la carte;
nous les noterons toutes indistinctement c, par abus de langage.) La fonction u est
convexe sur U , et, pour toute semimartingale X dans U , de coordonnéesXk = vk◦X,
on a 1

2

∑
k bdXk, Xkce 6

∫
〈Hessu,DX〉.

Si X est une martingale dans U , on a d’après 3.7

dXk = dLk − 1
2Γkij(X) dbdLi, Ljce = dLk + dAk ,

où les Lk sont d martingales locales et les Ak sont d processus à variation finie. Le
processus u◦X est une sous-martingale positive bornée ; sa partie à variation finie∫
〈Hessu,DX〉 est minorée par 1

2

∑
k bdXk, Xkce = 1

2

∑
k bdLk, Lkce. En conséquence,

Ebdu◦Xtce > 1
2

∑
k E
[
bdLk, Lkcet

]
, et il existe donc une constante c (la même pour

toutes les martingales X) telle que E
[
bdLk, Lkce∞

]
6 c. Remarquant ensuite que

dAk = − 1
2Γkij(X) dbdLi, Ljce où les Γkij sont bornés, on en tire E

[∫∞
0
|dAk|

]
6 c.

Soit (Xn)n∈N une suite de martingales dans U qui converge u.c.p. dans U vers
une martingale Y ; nous allons établir que les Xn tendent vers Y au sens des
semimartingales. Ce qui précède s’applique aux décompositions canoniques

dXn,k = dLn,k + dAn,k et dY k = dMk + dBk

des coordonnées de Xn et Y . Fixons l’indice k et définissons des semimartingales
réelles Zn par Zn = Xn,k − Y k. Par différence, leurs décompositions canoniques
dZn = dNn + dCn vérifient aussi E

[
bdNn, Nnce∞

]
6 c et E

[∫∞
0
|dCn|

]
6 c ; ces

estimations sont uniformes en n. Faisons maintenant tendre n vers l’infini dans la
formule

(Znt )
2

= (Zn0 )
2

+ 2

∫ t

0

Zns dNn
s + 2

∫ t

0

Zns dCns + bdNn, Nncet .

Les Zn sont bornés et, par hypothèse, tendent vers zéro uniformément sur tout
compact en probabilité. Les deux intégrales par rapport à Nn et Cn aussi, parce
que la variation quadratique de

∫
Zn dNn vaut

∫
(Zn)2 dbdNn, Nnce et la variation

totale de
∫
Zn dCn vaut

∫
|Zn| |dCn|. Par différence, bdNn, Nnce tend vers zéro u.c.p.,

et les martingales Ln,k tendent donc vers Mk en topologie des semimartingales. Ceci
ayant lieu pour chaque k, on en déduit que An,k =

∫
− 1

2Γkij(X
n) dbdLn,i, Ln,jce tend

vers Bk =
∫
− 1

2Γkij(Y ) dbdM i,M jce en variation totale, et que Xn,k tend vers Y k au
sens des semimartingales.
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Théorème 4.11. — Si une suite de martingales dans V converge uniformément
sur tout compact en probabilité, sa limite est une martingale et la convergence a lieu
au sens des semimartingales.

Démonstration. — Soit (Xn)n∈N une suite de martingales dans V , qui converge
vers une limite Y uniformément sur les compacts en probabilité. Pour établir que
Y est une martingale, nous allons utiliser le critère de Darling 4.8. Nous fixons
donc un s, un Uι et une fonction C2, convexe sur un voisinage ouvert U ′′ de Uι ;
en posant T (s, ι) = inf {t>s : Yt /∈ Uι}, nous devons vérifier que f◦Y T (s,ι)ce est une
sous-martingale sur bds,∞bd. Par arrêt à T (s, ι) et restriction à bds,∞bd, on se ramène
au cas où les trajectoires de Y sont toutes dans Uι ou constantes; en conditionnant
par l’événement {T (s, ι) > s} qui est dans Fs, on peut supposer Y à valeurs dans Uι.

Soit U ′ un ouvert tel que Uι ⊂ U ′ ⊂ U ′ ⊂ U ′′. La suite des temps d’arrêt
T ′′n = inf {t : Yt ∈ Uι et Xn

t /∈ U ′} tend vers l’infini en probabilité d’après 4.9 ; par
extraction d’une sous-suite, on peut supposer que la convergence a lieu presque
sûrement, et les temps Rm = infn>m T ′′n tendent donc aussi vers l’infini. Par arrêt à
Rm, on est ramené au cas où tous les Xn sont à valeurs dans U ′. Par 4.8, les f◦Xn

sont pour n > m des sous-martingales locales, uniformément bornées ; la propriété
de sous-martingale passe à la limite, et f◦Y est une sous-martingale.

Sachant maintenant que Y est une martingale, nous allons prouver que f◦Xn

tend vers f◦Y au sens des semimartingales pour toute f de classe C2 et à support
compact ; la proposition 2.15 montrera alors que Xn tend vers Y en topologie des
semimartingales. En écrivant f comme une somme finie, on se ramène au cas où
le support K de f est non vide et inclus dans un ouvert U ayant la propriété du
lemme 4.10.

Il existe des compacts K1, K2 et K3 tels que

K ⊂
◦
K1 ⊂ K1 ⊂

◦
K2 ⊂ K2 ⊂

◦
K3 ⊂ K3 ⊂ U ;

en posant pour s rationnel Ts = inf {t>s : Yt /∈
◦
K2}, on obtient un recouvrement

dénombrable de bdbd0,∞bdbd par les ouverts prévisibles ceces, Tsbdbd, bdbd0, T0bdbd et {Y /∈ K1}.
La proposition 2.4.(ii) dit qu’il suffit établir séparément les convergences
∫

1l{Y /∈K1} d(f◦Xn)→ 0 et

∫
1lceces,Tsbdbd d(f◦Xn)→

∫
1lceces,Tsbdbd d(f◦Y )

au sens des semimartingales. Pour la première, il suffit de remarquer que les
temps d’arrêt Sn = inf {t :

∫
1l{Y /∈K1} d(f◦Xn) 6= 0} sont respectivement minorés

par T ′n = inf {t : Yt /∈ K1 et Xn
t ∈ K}, qui tendent vers l’infini en probabilité

d’après 4.9. Pour la deuxième, s étant fixé, pour établir que Zn =
∫

1lceces,Tsbdbd d(f◦Xn)
tend vers Z =

∫
1lceces,Tsbdbd d(f◦Y ), on se ramène par arrêt à Ts et conditionnement par

un événement de Fs au cas où Y est à valeurs dans K2. On observe, toujours par 4.9,
que les temps d’arrêt T ′′n = inf {t : Xn

t /∈ K3} = inf {t : Xn
t /∈ K3 et Yt ∈ K2}

tendent vers l’infini en probabilité. Il suffira donc de montrer que (Zn)T
′′
n ce tend au

sens des semimartingales vers Z ; en effet, l’erreur commise est une semimartingale
nulle sur bdbd0, T ′′n cece, donc tendant vers zéro pour la topologie des semimartingales.
Mais l’intégrale (Zn)T

′′
n ce ne fait intervenir que le processus arrêté (Xn)T

′′
n ce, qui est

à valeurs dans K3 donc dans U ; on est finalement ainsi ramené au cas où tous les
Xn et X sont dans U , et il ne reste plus qu’à laisser le lemme 4.10 faire le travail.
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3. — Détermination des martingales par leurs valeurs finales

Une propriété fort importante des martingales réelles est la possibilité, pour s 6 t,
d’exprimer Xs à partir de Xt (comme une espérance conditionnelle). Pour étendre
cette propriété aux variétés, nous devrons limiter la taille de la variété (déjà, dans
le cas réel, cette propriété est fausse pour les martingales locales non bornées) et
imposer des contraintes de nature géométrique à la variété, c’est-à-dire en fait à la
connexion. Le résultat principal de cette section est le théorème 4.19, emprunté à
Kendall bd66ce, bd68ce et bd69ce. Pour y parvenir, nous aurons besoin de nous appuyer sur
l’action des fonctions convexes sur les martingales, et sur un critère de tension pour
les suites de martingales. Nous commencerons donc par ces résultats auxiliaires.

Proposition 4.12. — Soit f une fonction convexe sur une variété V de classe C3

au moins.

Elle est continue ; plus précisément, lue dans une carte locale, elle devient
localement lipschitzienne.

Pour x ∈ V et u ∈ TxV , notons δfx(u) la dérivée à droite en 0 de la fonction
convexe d’une variable t 7→ f◦ expx(tu) définie au voisinage de l’origine. La fonction
δfx est positivement homogène et convexe sur l’espace vectoriel TxV , et l’on a
f
(
expx(u)

)
> f(x) + δfx(u) pour tout u dans le domaine de définition de expx.

Nous admettrons cet énoncé de régularité des fonctions convexes ; on peut le
trouver dans bd48ce, sous l’hypothèse que la variété est C∞. La démonstration
proposée dans bd48ce s’étend au cas C3 en utilisant la propoosition 3.3. Elle consiste
essentiellement à vérifier que le réseau des géodésiques est structuré de façon à
permettre, comme dans le cas vectoriel, d’exploiter l’hypothèse de convexité sur
chaque géodésique.

Proposition 4.13. — Soient V une variété de classe C3 au moins, f une fonction
convexe sur V et X une martingale dans V . Le processus réel f◦X est une sous-
martingale locale — et donc en particulier une semimartingale.

Démonstration. — En considérant le supremum essentiel de l’ensemble des temps
d’arrêt tels que f◦X arrêté soit une sous-martingale locale, on se ramène à établir
que V peut être recouverte par une famille dénombrable d’ouverts U tels que, pour
toute martingale Y à valeurs dans U , le processus f◦Y soit une sous-martingale.
Ceci permet de supposer que V est une boule de Rd, que f est globalement
h-lipschitzienne, pour une constante h, et, en prenant U×U inclus dans l’ensemble
D de la proposition 3.3, que tout point de la variété est le centre d’une carte normale
globale.

Pour tout x ∈ V , les vecteurs Di ∈ TxV forment une base de TxV ; pour y ∈ V , le
vecteur exp−1

x (y) ∈ TxV s’écrit donc sous la forme exp−1
x (y) = ei(x, y) Di, pour

des fonctions ei de classe Cp−2 sur V×V (voir 3.3 ; p est bien sûr l’ordre de
diffétentiabilité de V ). Nous noterons eij(x, y) les dérivées partielles ∂ei

∂yj (x, y), où
yj sont les coordonnées au sens usuel de y (c’est-à-dire dans Rd, et non dans la carte
normale ei(x, . )). Appelons Γkij(x, y) les symboles de Christoffel de la connexion Γ
dans la carte normale ei(x, . ) ; on a Γ(x, x) = 0 par 3.2. Quitte à restreindre V
encore un peu, on peut supposer les fonctions Γkij(x, y) uniformément continues et
les fonctions eij(x, y) bornées (par une constante c) sur V×V .
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Pour u ∈ TxV , assez voisin de 0x pour que son exponentielle existe, δfx(u)
est la limite pour t tendant vers zéro de

(
f(expx(tu)−f(x)

)
/t ; comme f est h-

lipschitzienne, |δfx(u)| est majoré par la limite supérieure de (h/t) ‖ expx(tu)−x‖,
où la norme et la différence sont dans Rd. Mais le vecteur (expx(tu)−x)/t tend
dans Rd vers le vecteur de composantes ei

(
x, expx(u)

)
, ce qui donne l’estimation

|δfx(u)| 6 h‖u‖x, où ‖ ‖x est la norme euclidienne sur TxV pour laquelle la base
(Di) est orthonormée.

Soit X une martingale dans V pour la connexion Γ. Pour montrer que f◦X est
une sous-martingale locale, on peut par arrêt supposer que le processus croissant
Ct =

∑
ij

∫ t
0
|dbdXi, Xjces| est borné.

La proposition 3.7 permet d’écrire

ek(x,Xt) = ek(x,Xs) +Nt −Ns − 1
2

∫ t

s

Γkij(x,Xu) d
[
ei(x,Xu), ej(x,Xu)

]

= ek(x,Xs) +Nt −Ns − 1
2

∫ t

s

Γkij(x,Xu) ei`(x,Xu) ejm(x,Xu) dbdX`, Xmceu

où N est une martingale locale dépendant de x et k ; comme tous les autres termes
sont bornés, N aussi, et c’est donc une martingale bornée. Si S et T sont deux temps
d’arrêt tels que S 6 T , on obtient, en remplaçant x par XS (qui est mesurable
pour FS)

Ebdek(XS , XT )|FSce = − 1
2 E
[∫ T
S

(Γkije
i
`e
j
m)(XS , Xt) dbdX`, Xmcet

∣∣FS
]

;

cette formule va bientôt nous servir.
Pour montrer que f◦X est une sous-martingale, il suffit de vérifier que, si S et T

sont deux temps d’arrêt tels que S 6 T , on a Ebdf(XT )ce > Ebdf(XS)ce. Pour ε > 0,
définissons une suite croissante de temps d’arrêt entre S et T par

R0 = S ; Rn+1 = T ∧ inf
{
t > Rn :

∑
ijk

|Γkij(XRn , Xt)| > ε
}
.

Comme les fonctions Γkij sont nulles sur la diagonale et uniformément continues, les
temps Rn croissent vers T , et, f étant bornée (parce que globalement lipschitzienne),
la proposition 4.12 donne

E
[
f(XT )− f(XS)

]
=
∑

n

E
[
f(XRn+1)− f(XRn)

]

>
∑

n

E
[
δfXRn

(
exp−1

XRn
(XRn+1

)
)]

=
∑

n

E
[
E
[
δfXRn

(
exp−1

XRn
(XRn+1

)
)∣∣FRn

]]

>
∑

n

E
[
δfXRn

(
Ebdexp−1

XRn
(XRn+1)|FRnce

)]

(la première minoration vient de δfx 6 f◦ expx−f(x) et la seconde de la convexité
de δfx sur l’espace tangent TxV ). En utilisant l’estimation |δfx(u)| 6 h‖u‖x, on
continue par

E
[
f(XT )− f(XS)

]
> −h

∑

n

E
[∥∥Ebdexp−1

XRn
(XRn+1)|FRnce

∥∥
XRn

]
.
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Dans la base (Di) au point XRn , les coordonnées du vecteur exp−1
XRn

(XRn+1) sont
ei(XRn , XRn+1) ; en conséquence les coordonnées de son espérance conditionnelle
sont Ebdei(XRn , XRn+1

)|FRnce. Notre minoration devient

E
[
f(XT )− f(XS)

]
> −h

∑

n

E
[∑
k

∣∣Ebdek(XRn , XRn+1)|FRnce
∣∣]
.

C’est le moment d’utiliser la formule vue plus haut, pour écrire

Ebdek(XRn , XRn+1)|FRnce = − 1
2 E
[∫ Rn+1

Rn
(Γkije

i
`e
j
m)(XRn , XRn+1) dbdX`, Xmcet

∣∣FRn
]

;
∣∣Ebdek(XRn , XRn+1)|FRnce

∣∣ 6 1
2 d

2ε c2 EbdCRn+1−CRn |FRnce .
En sommant en k et en prenant l’espérance, on en déduit

E
[∑
k

∣∣Ebdek(XRn , XRn+1)|FRnce
∣∣] 6 1

2 d
3ε c2 EbdCRn+1−CRnce ,

puis, en sommant maintenant en n,

E
[
f(XT )− f(XS)

]
> − 1

2 h d
3ε c2 EbdCT−CSce .

Puisque ε est arbitraire, on a Ebdf(XT )− f(XS)ce > 0, et c’est fini.

Nous venons de voir que les fonctions convexes transforment les martingales
dans V en sous-martingales locales. Il est vrai également, mais nous n’en parlerons
pas ici, qu’elles transforment toutes les semimartingales dans V en semimartingales
réelles (voir bd48ce).

Outre l’action des fonctions convexes, il nous faudra un autre outil pour pouvoir
lire les travaux de Kendall. Il s’agit d’un critère de tension pour des suites de
martingales dans une variété riemannienne. Mais auparavant, quelques notions sur
les martingales dans une variété riemannienne nous seront utiles.

Rappelons qu’une structure riemannienne sur une variété V est la donnée d’un
champ g de codiffuseurs purement d’ordre deux, définis positifs, de classe Cp−1. Nous
ne postulons aucune relation entre g et la connexion Γ sur V .1 Il existe toujours des
structures riemanniennes sur une variété donnée; lorsque la variété admet une carte
globale (vi)16i6d, on peut par exemple poser g = δij dv

i·dvj ; dans le cas général,
on peut plonger V dans une variété ayant une carte globale (et donc une structure
riemannienne h) et poser g = φ∗h, où φ désigne le plongement. On peut généraliser
aux variétés riemanniennes la variation quadratique euclidienne des semimartingales
dans Rd :

Définition. Si X est une semimartingale dans une variété riemannienne (V, g), on
appelle variation quadratique riemannienne le processus croissant 2

∫
〈g,DX〉.

Si V est muni d’une carte globale (vi)16i6d, dans laquelle g s’écrit gij dv
i·dvj ,

la variation quadratique riemannienne de X vaut
∫
gij◦X dbdvi◦X, vj◦Xce. En par-

ticulier, lorsque V est un espace vectoriel euclidien (par exemple R), la variation
quadratique riemannienne de X cöıncide avec sa variation quadratique euclidienne.
(C’est à cela que sert le coefficient 2 dans la définition.)

1. En géométrie riemannienne, l’objet fondamental est g, et on montre comment construire une

connexion à partir de g ; ici, la connexion est donnée, et nous utiliserons une structure riemannienne

à titre d’outil technique auxiliaire, comme on utilise une distance sur un espace topologique

métrisable.
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Proposition 4.14. — La variété V étant munie d’une connexion Γ et d’une
structure riemannienne g, soient X une martingale dans V (pour Γ) et A sa
variation quadratique riemannienne.

(i) Si S et T sont deux temps d’arrêt tels que S 6 T , le processus X est constant
sur l’intervalle bdbdS, T cece si et seulement le processus A l’est aussi.

(ii) Sur l’événement {A∞<∞}, le processus X converge, dans le compactifié
d’Alexandrov V ∪ {∞}, vers une limite X∞.

(iii) Définissons des temps d’arrêt par Tt = inf {s : As > t} 6 ∞, une nouvelle
filtration G par Gt = FTt , et un processus Y par Yt = XTt (on pose Yt = X∞
sur {t > A∞}). La variable aléatoire A∞ 6 ∞ est un temps d’arrêt de G, et,
sur l’intervalle bdbd0, A∞bdbd, le processus Y est pour G une martingale dans V . Si
θ est un champ mesurable, localement borné, de codiffuseurs sur V , on a l’égalité∫ t

0
〈θ,DYs〉 =

∫ Tt
0
〈θ,DXs〉 sur bdbd0, A∞bdbd ; en particulier, la variation quadratique

riemannienne de Y est la restriction à bdbd0, A∞bdbd du processus t.

(iv) Si de plus X est à valeurs dans un compact de V , Y est une martingale dans V
sur tout l’intervalle bdbd0,∞bdbd, l’intégrale

∫ t
0
〈θ,DYs〉, définie sur tout cet intervalle,

est constante sur bdbdA∞,∞bdbd, et la variation quadratique riemannienne de Y est le
processus t 7→ t ∧A∞.

Dû à Darling bd26ce, le (ii) est, historiquement, le premier théorème de convergence
des martingales dans les variétés.

Démonstration de la proposition 4.14. — (i) Si une semimartingale X dans
V est constante sur bdbdS, T cece, on a

∫
〈Θ,DX〉 =

∫
〈1lceceS,TceceΘ,DX〉 parce que le

second membre satisfait les propriétés 2.10.(i) et 2.10.(ii) qui caractérisent le premier
membre; en particulier,

∫
〈g,DX〉 est constante sur bdbdS, T cece.

Réciproquement, si une martingale X est constante sur bdbdS, T cece, soit f une
fonction Cp à support compact. Par continuité et compacité, il existe une constante c
telle que l’on ait −cg 6 Hess f 6 cg et −cg 6 df·df 6 cg sur tout le support
de f , donc partout; les deux intégrales

∫
〈Hess f,DX〉 et

∫
〈df·df,DX〉 ont donc une

variation totale nulle sur bdbdS, T cece, et sont constantes sur cet intervalle. Les formules
3.5 et 3.4 permettent d’écrire f◦X = f◦X0 + M +

∫
〈Hess f,DX〉 où M est une

martingale locale telle que 1
2 bdM,Mce =

∫
〈df·df,DX〉, donc constante sur bdbdS, T cece ;

finalement, f◦X est constante sur cet intervalle, et X aussi.

(ii) Si f est une fonction Cp à support compact, le même argument que ci-dessus
montre que f◦X = f◦X0 +M+B, où bdM,Mce∞+

∫∞
0
|dB| 6 cA∞. Sur {A∞ <∞},

la limite (f◦X)∞ existe, et, f étant arbitraire, X∞ existe dans V ∪ {∞}.
(iii) Les temps d’arrêt Tt = inf {s : As > t} sont croissants et continus à droite

en t, donc G est une filtration. Posons St = inf {s : As > t} ; on a St 6 Tt et A
est constant sur bdbdSt, Ttcece. Le processus Y est lui aussi continu à droite, et a pour
limites à gauche Yt− = XSt ; il est continu d’après (i). Pour f ∈ Cp, le processus
f◦Y est pour G une semimartingale continue, et Y est une semimartingale dans V .
L’égalité

∫ t
0
〈θ,DYs〉 =

∫ Tt
0
〈θ,DXs〉 résulte de ce que le membre de droite vérifie

les propriétés 2.10.(i) et 2.10.(ii) qui caractérisent celui de gauche. En particulier,
pour θ = Γ∗σ, on voit que les intégrales d’Itô par rapport à Y proviennent par
changement de temps de celles par rapport à X, et Y est une martingale.

(iv) C’est une conséquence du (iii), en remarquant que, sur {A∞ <∞}, X∞ existe
dans V d’après (ii), et X est une semimartingale jusqu’à l’infini d’après 4.4.
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Comme c’est déjà le cas pour les martingales locales dans Rd, si X est une
martingale dans V pour une certaine filtration, c’est aussi une martingale pour sa
filtration naturelle; cela se vérifie immédiatement sur la définition. En conséquence,
sur l’espace canonique C(R+, V ), muni comme d’habitude de la filtration engendrée
par les coordonnées, le processus canonique est une martingale dans V pour la
loi PX = P◦X−1 de X. (Rappelons que C(R+, V ) est un espace polonais, dont la
topologie est celle de la convergence uniforme sur les compacts de R+.) Le critère de
tension ci-dessous, que je recopie de Kendall bd68ce, étend aux variétés des résultats
bien connus dans le cas vectoriel (voir par exemple Rebolledo bd91ce).
Proposition 4.15. — Soit K un compact d’une variété V munie d’une connexion
et d’une structure riemannienne g. Considérons toutes les martingales X dans V ,
à valeurs dans K, et dont la variation quadratique riemannienne vérifie

2

∫ t

s

〈g,DX〉 6 t− s pour tous s et t tels que s 6 t.

L’ensemble des lois de ces martingales est tendu sur l’espace canonique C(R+, V ).

Démonstration. — On commence par plonger V dans un espace euclidien
Rn. bdLe théorème de Whitney n’est pas ici nécessaire : il suffit de plonger un
voisinage U de K ; or on peut recouvrir U par un nombre fini q d’ouverts, chacun
relativement compact dans le domaine d’une carte, et il est dès lors facile de
plonger U dans Rqd.ce Appelons i : V → Rn un tel plongement. Appelons � bonne
martingale � toute martingale X dans V , à valeurs dans K, et de variation
quadratique riemannienne 2〈g,DXt〉 majorée par dt. Pour vérifier que l’ensemble
des lois des bonnes martingales X est tendu sur C(R+, V ), il suffit de vérifier
que l’ensemble des lois des i◦X est tendu sur C(R+,Rn). À cet effet, nous allons
appliquer le critère 1.4.6 de Stroock et Varadhan bd103ce. Selon ce critère, il suffit
d’établir que pour toute f de classe C∞ et à support compact sur Rn, il existe une
constante C telle que, pour tout u ∈ Rn, le processus f

(
u+(i◦X)

)
+ C t soit une

sous-martingale.
Appelons vk les n coordonnées usuelles sur Rn ; par compacité et continuité,

il existe une constante c telle que, sur K, on ait d(vk◦i)·d(vk◦i) 6 c g et
−c g 6 Hess(vk◦i) 6 c g pour tout k ∈ {1, ..., n}. Pour toute bonne martingale X,
la décomposition canonique vk◦i(X0) +Mk +Bk de vk◦i(X) vérifie

1
2 bdMk,Mkce =

∫
〈d(vk◦i)·d(vk◦i),DX〉 et Bk =

∫
〈Hess(vk◦i),DX〉 ,

donc aussi dbdMk,Mkce 6 c dt et |dBk| 6 c dt. Soit f de classe C∞ et à support
compact dans Rn. Il existe un nombre α < ∞ tel que l’on ait |Dkf(y)| 6 α et
|Dijf(y)| 6 α pour tous i, j et k et pour tout y dans Rn. Si X est une bonne
martingale, la semimartingale

f(u+iX) = f(u+iX0) +

∫
Dkf(u+iX) dMk

+

∫
Dkf(u+iX) dBk + 1

2

∫
Dijf(u+iX) dbdM i,M jce

a pour partie à variation finie R =
∫

Dkf(u+iX) dBk+ 1
2

∫
Dijf(u+iX) dbdM i,M jce,

qui vérifie |dR| 6 nα c dt+ 1
2 n

2α c dt. Il suffit donc de poser C = (n+ 1
2 n

2)α c pour
que f(u+iX) + Ct soit une sous-martingale locale, donc aussi une sous-martingale
(elle est bornée sur tout intervalle bd0, tce).
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Ce critère permettra de construire des processus comme limites en loi de suites
de martingales ; son utilité vient du fait que de telles limites sont nécessairement
des martingales, comme l’affirme la proposition ci-dessous, également empruntée à
Kendall bd68ce.
Proposition 4.16. — Sur l’espace canonique C(R+, V ), l’ensemble des probabilités
qui font du processus canonique une martingale dans V est fermé pour la conver-
gence vague.

En d’autres termes, si une suite (Xn)n∈N de martingales dans V (définies chacune
sur son propre espace probabilisé filtré) converge en loi vers une limite X, alors X
est elle-même une martingale pour sa filtration naturelle. La convergence en loi est
la convergence vague des lois des Xn, l’espace canonique étant muni de sa structure
polonaise.

Démonstration de la proposition 4.16. — Nous utiliserons une distance dist
sur V obtenue par plongement propre de V dans un espace euclidien (ou donnée par
une structure riemannienne ; toutes ces distances sont uniformément équivalentes
sur les compacts de V ).

Soit (Xn)n∈N une suite de martingales dans V qui converge en loi vers une
limite X ; par un argument classique (théorème de Skorokhod, voir par exemple
Dudley bd37ce), on peut supposer que tous les Xn sont définis sur le même espace
probabilisé (mais dont la filtration varie avec n) et que sup

s6t
dist(Xn

s , Xs) tend vers
zéro p.s. pour chaque t.

Pour montrer que X est une martingale (dans sa filtration naturelle), nous allons
appliquer la caractérisation de Darling 4.8; nous avons donc un ouvert relativement
compact U ⊂ V , une fonction C2 et à support compact, convexe au voisinage de U ,
et un instant s ; nous posons T = inf {t > s : Xs /∈ U} et il s’agit de démontrer que
f◦XTce est une sous-martingale sur bds,∞bd.

Gardant s et f fixés, nous allons tout d’abord remplacer U par un ouvert un peu
plus gros. Pour r > 0 assez petit, l’ouvert Ur = {x ∈ V : dist(x, U) < r} vérifie
les mêmes propriétés que U ; les temps d’arrêt Tr = inf {t > s : Xt /∈ Ur} croissent
avec r et la fonction r 7→ Ebdexp(−Tr)ce est décroissante. Nous choisissons pour r un
point de continuité de cette fonction ; ceci entrâıne la continuité à droite presque
sûre Tr = infρ>0 Tr+ρ (la continuité à gauche résulte de la définition de Tr). Nous
démontrerons que le processus f◦XTrce est une sous-martingale, le cas de f◦XTce

s’en déduira par arrêt.

Posons Y = XTrce, Tnr = inf {t > s : Xn
s /∈ Ur} et Y n = (Xn)

TNr ce. Presque
sûrement, Y n tend vers Y uniformément sur tout compact : cela se vérifie ω par ω,
en utilisant la propriété de continuité de Tr et le fait que la trajectoire Xn(ω)
converge vers X(ω) uniformément sur tout compact. Pour s 6 u 6 v, pour tous
u1, ..., uq ∈ bd0, uce et pour toute fonction h continue et bornée sur V q, la sous-
martingale f◦Y n vérifie

E
[
h(Xn

u1
, ..., Xn

uq )f(Y nv )
]
> E

[
h(Xn

u1
, ..., Xn

uq )f(Y nu )
]

;

passant à la limite en n, on en tire par convergence dominée l’inégalité

E
[
h(Xu1 , ..., Xuq )f(Yv)

]
> E

[
h(Xu1 , ..., Xuq )f(Yu)

]

qui montre que f◦Y est une sous-martingale pour la filtration naturelle de X.
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Tous les ingrédients sont en place; nous commençons l’étude de la détermination
des martingales par leurs valeurs finales.

Définition. — Soit V une variété munie d’une connexion. On appellera séparante
sur V toute fonction φ de V×V dans R+, convexe pour la connexion produit, et telle
que, pour tous points x et y de V , on ait φ(x, y) = 0 si x = y et φ(x, y) > 0 si x 6= y.

Une séparante est donc une distance, dans laquelle on a remplacé l’axiome du
triangle par la convexité. C’est cette convexité qui justifie le nom de séparante : si φ
est une séparante et si γ′ et γ′′ sont deux géodésiques, (γ′, γ′′) est une géodésique de
V×V par 3.15, et φ

(
γ′(t), γ′′(t)

)
est une fonction convexe de t ; en d’autres termes,

vues par φ, les géodésiques tendent à se séparer. De même, si X ′ et X ′′ sont deux
martingales dans V , (X ′, X ′′) est une martingale dans V×V par 3.15, et φ(X ′, X ′′)
est une sous-martingale locale par 4.1 si φ est au moins C2, et par 4.13 si V est au
moins C3 ; vues par φ, les martingales aussi tendent à se séparer. Ces propriétés sont
la clé de l’utilisation des séparantes; il est bon de leur donner un numéro :

Lemme 4.17. — Soit φ une séparante sur V . Si γ′ et γ′′ sont deux géodésiques
de V , la fonction t 7→ φ

(
γ′(t), γ′′(t)

)
est convexe.

On suppose maintenant φ de classe C2 ou V de classe C3. Si X ′ et X ′′ sont deux
martingales dans V (pour la même filtration), φ(X ′, X ′′) est une sous-martingale
locale.

Nous allons être conduits à nous intéresser à l’existence d’une séparante sur
une variété donnée. On peut montrer (voir bd45ce p. 52) que, localement, il en
existe toujours. Kendall a montré dans bd67ce que si V est un hémisphère ouvert
(à un nombre quelconque de dimensions) muni de sa connexion riemannienne (les
géodésiques sont les arcs de grands cercles, parcourus à vitesse angulaire constante),
alors V n’a pas de séparante mais tout ouvert relativement compact de V en a
une; et plus généralement que si V est une � boule géodésique régulière � dans une
variété riemannienne, les ouverts relativement compacts de V ont une séparante.
J’avais conjecturé dans bd47ce que si deux points quelconques de V sont toujours liés
par une géodésique et une seule, alors tout ouvert relativement compact de V a une
séparante. Cette conjecture est fausse ; elle est réfutée par un superbe exemple de
Kendall bd70ce.

Dans les deux définitions ci-dessous, l’axe des temps R+ est remplacé par bd0, 1ce ;
les processus X, Xn et Y sont définis pour t ∈ bd0, 1ce seulement et les variables
aléatoires X1, Xn

1 , Y1 sont les valeurs finales de ces processus.

Définition. — On dira que la variété V a la propriété de détermination finale si
pour tout espace filtré

(
Ω,A,P, (Ft )t∈bd0,1ce

)
et toutes martingales X et Y dans V

définies sur cet espace filtré et ayant (p.s.) même valeur finale X1 = Y1, on a l’égalité
entre processus X = Y .

Définition. — On dira que la variété V a la propriété robuste de détermination
finale si pour tout espace filtré

(
Ω,A,P, (Ft )t∈bd0,1ce

)
, pour toute martingale Y dans

V définie sur cet espace filtré, et pour toute suite (Xn)n∈N de martingales dans V
définies sur cet espace filtré, dont les valeurs finales Xn

1 convergent en probabilité
vers Y1, les processus Xn convergent vers Y uniformément en probabilité (et, donc,
par 4.11, au sens des semimartingales).
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La propriété robuste de détermination finale est plus forte que la propriété de
détermination finale (prendre Xn = X pour tout n). J’ignore si elle est strictement
plus forte; mais nous verrons très bientôt (théorème 4.19) que, sous une hypothèse
de convergence des martingales, les deux propriétés sont équivalentes.

Alors que, pour les martingales réelles ou vectorielles, on peut retrouver X0 à
partir de X1 et de F0 seulement, la propriété de détermination finale dans une
variété est un peu plus faible et demande que l’on puisse retrouver X0 à partir de
X1 et de toute la filtration.

Proposition 4.18. — Soit φ une séparante bornée sur V . Si φ est de classe C2

ou si V est de classe C3, V a la propriété de détermination finale.

Démonstration. — Nous avons vu en 4.17 que φ(X,Y ) est une sous-martingale
locale ; elle est en outre positive et bornée par supφ, c’est donc une vraie sous-
martingale. Sa valeur finale φ(X1, Y1) étant nulle, elle est identiquement nulle, et,
φ étant séparante, X = Y .

Le théorème qui suit rassemble en un seul énoncé plusieurs résultats de Kendall
bd66ce, bd68ce et bd69ce.
Théorème 4.19. — La variété V étant au moins de classe C3, les trois conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) tout ouvert relativement compact de V a une séparante ;

(ii) tout ouvert relativement compact de V a la propriété robuste de détermination
finale.

(iii) tout ouvert relativement compact de V a la propriété de détermination finale,
et toute martingale à valeurs dans un compact de V converge à l’infini.

Observer que la première condition est purement géométrique alors que les deux
autres concernent le comportement des martingales.

Remarquer aussi que dans (iii) la propriété de détermination finale est relative
à des martingales indexées par le fermé bd0, 1ce, alors que la convergence à l’infini
fait intervenir des martingales définies sur R+ (ou, par changement de temps, sur
l’intervalle semi-ouvert bd0, 1bd ).

Démonstration du théorème 4.19. — (i)⇒ (ii). Soit U un ouvert relativement
compact de V ; supposant (i), nous allons montrer que U possède la propriété
robuste de détermination finale. Il existe un ouvert relativement compact U ′ tel
que U ⊂ U ′ ⊂ V . L’hypothèse (i) dit que U ′ admet une séparante φ ; elle est
continue sur U ′×U ′ par 4.12, donc bornée sur le compact U×U . Soient Xn et Y
des martingales dans U (indexées par bd0, 1ce et pour une même filtration) telles
que Xn

1 → Y1 en probabilité. Pour chaque n, le processus Zn = φ(Xn, Y ) est
une sous-martingale locale. Les Zn forment une suite uniformément bornée de
sous-martingales positives telles que Zn1 tend vers 0 en probabilité, donc dans L2.
L’inégalité de Doob ‖sup

t
Znt ‖L2 6 2 ‖Zn1 ‖L2 implique que sup

t
Znt tend vers zéro

dans L2.
Pour vérifier que Xn tend vers Y uniformément sur bd0, 1ce en probabilité, il suffit

d’établir que, si f est une fonction Cp sur V , supt |f(Xn
t )−f(Yt)| tend vers zéro

en probabilité. Soit donc ε > 0. Continue et strictement positive sur le compact
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{
(y, z) ∈ U×U : |f(y)−f(z)| > ε

}
, la fonction φ y est minorée par un δ > 0. Ceci

permet d’écrire

P
[

sup
t∈bd0,1ce

∣∣f(Xn
t )−f(Yt)

∣∣ > ε
]
6 P

[
sup

t∈bd0,1ce
φ(Xn

t , Yt) > δ
]

et il ne reste qu’à remarquer que le membre de droite tend vers zéro quand n tend
vers l’infini.

(ii)⇒ (iii). Puisque la propriété robuste entrâıne la propriété non robuste, il suffit
d’établir que si K est un compact de V et X une martingale (dans V ) à valeurs
dans K, la limite X∞ existe. Par compacité, le fermé aléatoire

C =
⋂

t

X(bdt,∞bd )

des points limites de X est presque sûrement non vide ; il s’agit de démontrer que
|C| = 1 p.s. Munissons V d’une distance par plongement propre dans un espace
euclidien ; la notation B(x, r) désignera la boule ouverte de rayon r. Nous allons
envisager deux cas.

1er cas. Pour tous x et y de V tels que x 6= y, il existe r(x, y) > 0 tel que

P
[
C rencontre B

(
x, r(x, y)

)
et B

(
y, r(x, y)

)]
= 0 .

En ce cas, P
[
C×C rencontre B

(
x, r(x, y)

)
×B

(
y, r(x, y)

)]
= 0. Mais les produits

B
(
x, r(x, y)

)
× B

(
y, r(x, y)

)
forment un recouvrement ouvert de K×K privé de la

diagonale ∆; comme cet ensemble est une union dénombrable de compacts, il a un
sous-recouvrement dénombrable, et il existe donc des suites (xn)n∈N et (yn)n∈N dans
K telles que xn 6= yn et

⋃

n

[
B
(
xn, r(xn, yn)

)
×B

(
yn, r(xn, yn)

)]
⊃ (K×K) \∆ .

Puisque P
[
C×C rencontre B

(
xn, r(xn, yn)

)
×B

(
yn, r(xn, yn)

)]
= 0 pour chaque n,

on en déduit P[C×C rencontre (K×K) \∆] = 0 ; donc C×C est inclus dans la
diagonale, et C est un singleton : c’est terminé.

(L’analogie avec la démonstration par Doob de la convergence des martingales
réelles en contrôlant le nombre des montées n’est évidemment pas fortuite ; dans le
cas où V = R, l’existence de r(x, y) pour tous x et y dit exactement que le nombre
de montées de X sur tout intervalle est p.s. fini.)

2 e cas. Il existe deux points distincts x et y tels que, pour tout ε > 0, l’événement

Aε =
{
C rencontre B(x, ε) et B(y, ε)

}

vérifie PbdAεce > 0. Nous allons montrer que dans ce cas, l’hypothèse (ii) est violée ;
comme les deux cas épuisent toutes les possiblités, ceci achèvera la démonstration
de (ii) ⇒ (iii). Fixons ε. La martingale Mt = PbdAε|Ft ce converge vers 1lAε ; il existe
donc un instant s tel que PbdMs>1−ε ce > 0. Introduisons le temps d’arrêt

T = inf {t> s : Xt ∈ B(x, ε)} .
Si l’on avait MT 6 1−ε, on en déduirait Ms = EbdMT |Fsce 6 1−ε, ce qui contredirait
la définition de s ; ainsi l’événement B = {MT>1−ε } n’est pas négligeable. Sur
{T=∞}, on a M∞ = 1lAε = 0, d’où MT = 0; on a donc T <∞ sur B.
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Le processus X ′t = XT+t est une martingale pour la filtration Gt = FT+t et pour
la loi Q = Pbd |Bce. De l’inégalité

QbdAεce =
E
[
PbdAε∩B|FT ce

]

PbdBce =
E
[
1lBPbdAε|FT ce

]

PbdBce =
Ebd1lBMT ce
PbdBce > 1−ε ,

on tire Qbd∃t X ′t∈B(y, ε)ce > 1−ε; le temps d’arrêt T ′ = inf {t : X ′t ∈ B(y, ε)} vérifie
donc QbdT ′ <∞ce > 1−ε, et QbdT ′ < uce > 1−2ε pour un réel u convenable. Pour la
filtration G′t = Gut et la probabilité Q, le processus Yt = X ′ut∧T ′ est une martingale
dans K, vérifiant Y0 ∈ B(x, ε) et QbdY1∈B(y, ε)ce > 1−2ε. Tout ceci, processus,
filtration, probabilité, dépend de ε ; prenant ε = 1/n, nous avons une suite de
martingales Y n dans K, chacune définie sur son propre espace probabilisé filtré, et
telles que, en loi, Y n0 tend vers x et Y n1 vers y quand n tend vers l’infini.

Sur un espace probabilisé convenable, considérons une suite indépendante
(Zn)n∈N de processus ayant respectivement les lois de Y n. Chacun d’eux est
une martingale dans K pour sa filtration naturelle, donc aussi, par grossissement
indépendant, pour la filtration engendrée par tous les Zn. Les variables aléatoires Zn0
(respectivement Zn1 ) convergent en loi vers x (respectivement y) ; ces limites étant
déterministes, les convergences ont lieu en probabilité. Mais il existe une martingale
M telle que M1 = y et M0 6= x, la martingale constante égale à y. La condition (ii)
n’est donc pas satisfaite.

(iii) ⇒ (i). Soit U un ouvert relativement compact de V ; sous l’hypothèse (iii),
nous devons construire une séparante sur U . Pour x et y dans U , posons

φ(x, y) = inf
X et Y martingales

X0=x ; Y0=y

PbdX1 6= Y1ce .

Dans cette formule, l’infimum porte sur tous les (Ω,A,P,F, X, Y ) tels que X et
Y soient pour F des martingales à valeurs dans U , vérifiant X0 = x et Y0 = y.
Nous allons montrer que φ est une séparante sur U . En considérant des martingales
constantes, on voit immédiatement que φ(x, x) = 0. Pour vérifier la convexité,
considérons une géodésique γ dans le produit U×U , définie sur un intervalle
contenant bd0, 1ce ; nous devons établir pour 0 6 λ 6 1 l’inégalité

φ
(
γ(λ)

)
6 (1−λ)φ

(
γ(0)

)
+ λφ

(
γ(1)

)
.

Soit Z0 une martingale dans U×U , issue du point γ(0), et qui réalise à ε près l’inf
dans la définition de γ(0) ; la probabilité pour que Z0

1 soit sur la diagonale ∆ est
φ
(
γ(0)

)
à ε près. De même, soit Z1 une martingale dans U×U , issue de γ(1), telle

que PbdZ1
1 ∈ ∆ce 6 φ

(
γ(1)

)
+ ε. Soit enfin M une martingale continue à valeurs dans

bd0, 1ce, telle que M0 = λ et M1 ∈ {0, 1} ; par exemple, si B est un mouvement
brownien issu de λ et arrêté au premier instant où il atteint {0, 1}, le processus
Mt = Bt/(1−t) convient. Les trois processus Z0, Z1 et M ont été définis en loi ; on
peut les choisir indépendants.

Le processus égal à γ◦M sur l’intervalle bd0, 1ce est une martingale dans U×U ;
sa valeur au temps 1 est γ(0) avec probabilité 1−λ et γ(1) avec probabilité λ. En
le prolongeant sur l’intervalle bd1, 2ce par Z0

t−1 si M1 = 0 et par Z1
t−1 si M1 = 1, on

obtient une martingale continue W dans U×U , issue de γ(λ), indexée par bd0, 2ce,
telle que

PbdW2 ∈ ∆ce 6 (1−λ)
[
φ
(
γ(0)

)
+ ε
]

+ λ
[
φ
(
γ(1)

)
+ ε
]
.

L’existence de ce processus W , et la définition de φ
(
γ(λ)

)
, fournissent, à ε près,

l’inégalité de convexité annoncée.
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Il reste à vérifier que φ ne s’annule que sur la diagonale; c’est ici que nous allons
utiliser l’hypothèse (iii).

Soit (x, y) ∈ U×U tel que φ(x, y) = 0 ; nous voulons montrer que x = y.
Fixons une structure riemannienne g de classe Cp−1 sur V×V et notons dist la
distance associée (g et dist proviennent par exemple d’un plongement propre de
V×V dans Rq). Puisque φ(x, y) = 0, il existe une suite de martingales Zn dans
U×U , chacune avec son propre Ω et sa filtration, telles que Zn0 = (x, y) et que
PbdZn1 ∈ ∆ce → 1. Pour chaque n, soit An la variation quadratique riemannienne
2
∫
〈g,DZn〉 ; les variations totales sont les v. a. An1 , presque sûrement finies. La

proposition 4.14 fournit, par changement de temps à partir de Zn, une martingale
Mn, constante sur bdbdAn1 ,∞bdbd, et de variation quadratique riemannienne t ∧ An1 ; en
outre PbdMn

An1
∈ ∆ce → 1. C’est le moment d’appliquer le critère de tension 4.15 :

puisque toutes les martingales Mn prennent leurs valeurs dans le compact U×U , la
proposition 4.16 permet, quitte à extraire une sous-suite, de supposer que de plus les
Mn sont définies sur un même espace probabilisé (mais pas nécessairement pour la
même filtration!) et convergent vers une limite M , au sens où sup

s6t
dist(Mn

s ,Ms)→ 0
presque sûrement pour chaque t.

Puisque les lois des Mn sont tendues, et puisque les variables aléatoires An1 sont
à valeurs dans le compact bd0,∞ce, donc de lois tendues, les lois des couples (Mn, An1 )
sont tendues elles aussi, et, quitte à extraire encore une sous-suite, on peut supposer
que la suite de variables aléatoires An1 a une limite presque sûre B 6∞. Sur {B < t},
An1 < t pour tout n assez grand, donc Mn

t = Mn
∞ pour tout n assez grand, puis

Mt = M∞ ; ainsi, M est constante sur bdbdB,∞bdbd.
Nous allons maintenant établir que B est presque sûrement finie. Pour tout

z ∈ U×U , appelons hz la fonction dist2(z, . ) ; pour ε > 0 assez petit (fixé dans la
suite), il existe une constante c > 0 telle que, pour tout z dans le compact U×U ,
la minoration c Hesshz > 2 g ait lieu sur toute la boule ouverte B(z, ε). Posons
σns = An1∧s et τns = An1∧ inf {t > s : dist(Mn

s ,M
n
t ) > ε}. En prenant l’espérance

des deux côtés de l’inégalité

τns − σns =

∫ τns

σns

2〈g,DMn
u 〉 6 c

∫ τns

σns

〈Hessh
Mn
σns ,DMn

u 〉 ,
on obtient

Ebdτns −σns ce 6 cE
[∫ τns
σns
〈Hessh

Mn
σns ,DMn

u 〉
]

= cEbdhM
n
σns (Mn

τns
)ce 6 cε2 .

On en déduit Pbdτns > s+cce 6 Pbdτns > σns +cce 6 cε2/c = ε2. Introduisant la variable
aléatoire Sns = sup

t∈bds,s+cce
dist(Mn

s ,M
n
t ), on peut écrire

PbdAn1 > s+c ce 6 PbdAn1 > s+c et Sns < ε ce+ PbdSns > ε ce
6 Pbdτns > s+c ce+ PbdSns > ε ce 6 ε2 + PbdSns > ε ce .

Par ailleurs, lorsque n tend vers l’infini, Sns converge presque sûrement vers
Ss = sups6t6s+c dist(Ms,Mt). L’hypothèse (iii) de convergence des martingales
dans U , appliquée aux deux composantes de M dans U×U , entrâıne que M
converge; donc Ss tend vers zéro quand s tend vers l’infini, et en choisissant s assez
grand, on aura PbdSs > 1

2εce 6 1
2ε. Pour tout n assez grand, on a par conséquent

PbdSns > εce 6 ε ; reportant ceci dans la majoration ci-dessus, on a établi

∀ε assez petit ∃c ∃s ∃n0 ∀n > n0 PbdAn1 > s+cce 6 ε2 + ε .

Il en résulte que B = lim
n
An1 est presque sûrement finie.
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Pour chaque t, sur l’événement {B<t}, on a An1 < t pour n assez grand ;
sur cet événement, Mn

∞ = Mn
t tend en probabilité vers Mt = M∞. Puisque

B est p.s. fini, ceci établit que Mn
∞ converge en probabilité vers M∞, et la

propriété PbdMn
∞ ∈ ∆ce → 1 devient à la limite PbdM∞ ∈ ∆ce = 1. Comme M est

une semimartingale jusqu’à l’infini (corollaire 4.4), on peut par un changement de
temps déterministe ramener∞ en 1, et on a ainsi une martingale N dans U×U telle
que N0 = (x, y) et N1 ∈ ∆. La propriété (iii) de détermination finale, appliquée dans
un voisinage de U , implique x = y.
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Chapitre 5

MOUVEMENTS BROWNIENS

ET APPLICATIONS HARMONIQUES

bd...ce il a découvert la science

de l’harmonie et les rapports

harmoniques.

Jamblique, Vie de Pythagore

Ce court chapitre présente en 5.5 un exemple, très élémentaire mais typique,
d’application des martingales à une question d’analyse dans les variétés ; il s’agit
du comportement des applications harmoniques (ce sont les solutions d’une certaine
équation aux dérivées partielles) d’une variété dans une autre.

1. — Variétés riemanniennes et mouvements browniens

Rappelons qu’une variété riemannienne est une variété équipée d’un champ g de
codiffuseurs purement d’ordre deux, définis positifs. Dans une carte locale (vi)16i6d,
g s’écrit gij dv

i·dvj , où les fonctions gij sont définies dans le domaine de la carte, de
classe Cp−1, et forment en chaque point du domaine une matrice symétrique définie
positive.

Partant d’une variété riemannienne, la première chose que font les géomètres,
c’est la munir d’une connexion (dite connexion canonique, ou encore connexion
de Levi-Civita ; c’est l’unique connexion sans torsion pour laquelle ∇g = 0). Ce
serait indispensable si l’on voulait explorer les propriétés géométriques liées à g,
mais tel n’est pas notre propos, et nous ne le ferons pas : nous nous donnerons sur
V une structure riemannienne g et une connexion Γ sans postuler aucune relation
entre ces deux structures. Comme nous utiliserons très peu la géométrie liée à g,
ceci sera sans conséquence ; mais les auditeurs devront toutefois se rappeler que
les mouvements browniens, fonctions harmoniques, applications harmoniques définis
dans ce chapitre diffèrent un peu de ceux que l’on considère habituellement : pour
retrouver la définition usuelle (qui est la seule raisonnable), il faut se restreindre au
cas où la connexion dont on munit V est la connexion canoniquement associée à g.

Étant donnée une structure riemannienne g sur une variété V , chacun des
espaces tangents TxV est pourvu par la forme quadratique Qg(x) (voir 1.9) d’une
structure d’espace euclidien (espace de Hilbert réel, de dimension finie); ceci permet
d’identifier TxV et son dual T∗xV , et d’identifier TV et T∗V (cette identification
respecte leurs structures de variétés de classe Cp−1). Si f est une fonction sur V , le
vecteur tangent correspondant au covecteur df(x) est appelé gradient de f en x, et
noté ∇f(x). Si A et B sont dans TxV , leur produit scalaire euclidien sera noté 〈A|B〉,
et la norme euclidienne

√
〈A|A〉 de A sera notée ‖A‖. La structure euclidienne de

TxV permet aussi de parler de la trace de toute forme bilinéaire ou quadratique
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sur TxV ; si θ est un codiffuseur en x purement d’ordre deux (c’est-à-dire tel que
Rθ = 0), nous noterons Tr θ la trace de la forme quadratique associée à θ par
la proposition 1.9. Dans une carte locale (vi)16i6d, si l’on note gij les coefficients
de la matrice inverse de la matrice formée par les gij , le produit scalaire s’écrit
〈A|B〉 = gijA

iBj , le gradient ∇f vaut gijDif Dj et la trace de θ = θij dv
i·dvj est

Tr θ = gijθij .

Une convention de notation nous sera utile dans tout ce chapitre : Si U est un
processus, nous noterons

∫
U dt le processus dont la valeur à l’instant t est

∫ t
0
Us ds ;

en d’autres termes, avec les notations de 2.1 et en appelant I l’application identique
de R+ dans lui-même,

∫
U dt n’est autre que

∫
U dI.

Lemme 5.1 et définition. — Soit X une semimartingale à valeurs dans une
variété riemannienne (V, g). Il y a équivalence entre :

(i) pour toute fonction f dans Cp(V ),

bdf◦X, f◦Xce =

∫
‖∇f‖2◦X dt ;

(ii) pour toutes fonctions f et h dans Cp(V ),

bdf◦X,h◦Xce =

∫
〈∇f |∇h〉◦X dt ;

(iii) pour tout processus Θ de codiffuseurs purement d’ordre deux, au-dessus de X,
prévisible et localement borné,

∫
〈Θ, DX〉 = 1

2

∫
Tr Θ dt .

Lorsque ces conditions sont satisfaites, on dit que la semimartingale X est
normale.

Lorsque V est l’espace Rd muni de sa structure riemannienne canonique, une
semimartingale X est normale si et seulement si bdXi, Xjcet = δijt pour tout t. Plus
généralement, si V a une carte globale (vi)16i6d, X est normale si et seulement si
bdvi◦X, vj◦Xce =

∫
gij◦X dt.

Démonstration. — (iii) ⇒ (i) s’obtient en prenant Θ = (df·df)◦X ; (i) ⇒ (ii)
résulte de la formule de polarisation 2 df·dh = d(f+h)·d(f+h)− df·df − dh·dh, et de
la formule analogue pour les crochets de semimartingales.

(ii)⇒ (iii). Si la formule (iii) est vraie pour Θ, elle est aussi vraie pour HΘ, où H
est n’importe quel processus réel, prévisible et localement borné. Cette remarque,
jointe à la linéarité en Θ, permet de se ramener au cas où Θ est nul quand X est
hors d’un compact inclus dans le domaine d’une carte locale. Dans ce cas, il suffit
d’écrire Θ = Θij dv

i·dvj , où les processus Θij sont prévisibles et localement bornés,
et d’appliquer l’hypothèse (ii) à vi et vj .

Exercice. — La variation quadratique riemannienne d’une semimartingale normale
vaut d×t (où d est la dimension) ; si d = 1, la réciproque est vraie : toute
semimartingale de variation quadratique riemannienne t est normale.
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Proposition 5.2 et définition. — Soit V une variété munie d’une structure
riemannienne g et d’une connexion Γ. Si X est une semimartingale dans V , les
deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) X est une martingale (pour Γ) et X est normale (pour g);

(ii) pour toute fonction f ∈ C2(V ), le processus f◦X − f(X0)− 1
2

∫
Tr Hess f◦X dt

est une martingale locale.

Les semimartingales vérifiant ces conditions sont appelées des mouvements
browniens.

Lorsque Γ est la connexion canoniquement associée à g, l’opérateur différentiel
f 7→ Tr Hess f est appelé laplacien sur (V, g), ou opérateur de Laplace-Beltrami
sur (V, g), et traditionnellement noté ∆. Mais dans le cadre moins contraignant
où nous nous plaçons, il est préférable de le laisser sous la forme Tr Hess, pour
rappeler que la connexion est arbitraire, et aussi pour bien mettre en évidence les
rôles de g (via la trace) et de Γ (via la hessienne) dans sa définition. En coordonnées
locales, cet opérateur s’écrit bien sûr gij(Dij−ΓkijDk). C’est un opérateur elliptique,
et la théorie des diffusions, ou un argument d’équations différentielles stochastiques,
permet de démontrer l’existence (sur un espace filtré convenable) et l’unicité en
loi du mouvement brownien issu d’un point donné, mais avec une très importante
restriction : le temps d’arrêt prévisible ζ où le processus quitte tout compact de
V peut être fini, et le mouvement brownien n’est défini que sur l’intervalle bdbd0, ζbdbd
(penser par exemple au cas où V est un ouvert strict de Rd).

Démonstration de la proposition 5.2. — (i) ⇒ (ii). Puisque X est une
martingale, l’intégrale d’Itô

∫
〈df, dΓX〉 est une martingale locale, et la formule

d’Itô 3.5 s’écrit

f◦X − f(X0) = martingale locale +

∫
〈Hess f,DX〉 .

Puisque X est normale, 5.1.(iii) donne

∫
〈Hess f,DX〉 = 1

2

∫
Tr Hess f◦X dt, d’où (ii).

(ii) ⇒ (i). Pour toute fonction f ,

Tr Hess(f2) = Tr
(
2f Hess f + 2 df ·df

)
= 2 f Tr Hess f + 2 ‖∇f‖2 ;

on en tire

f2◦X − f2(X0) = martingale locale +

∫
(f Tr Hess f)◦X dt+

∫
‖∇f‖2◦X dt .

Mais par ailleurs

f2◦X − f2(X0) = 2

∫
(f◦X) d(f◦X) + bdf◦X, f◦Xce

= martingale locale +

∫
(f◦X)(Tr Hess f◦X) dt+ bdf◦X, f◦Xce ;

comparant ces deux formules, on obtient l’égalité entre processus croissants∫
‖∇f‖2◦X dt = bdf◦X, f◦Xce

qui montre que X est normale. L’égalité 5.1.(iii) fournit∫
〈Hess f,DX〉 = 1

2

∫
Tr Hess f◦X dt ,

et X est une martingale d’après 3.6.
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2. — Applications harmoniques

Définition. — Soient (V, g,Γ) une variété munie d’une structure riemannienne
et d’une connexion, et (W,Γ) une variété munie d’une connexion. Une application
h ∈ C2(V,W ) est harmonique si l’on a

Tr bdh∗Hess fce = Tr Hess(f◦h)

pour toute f ∈ C2(W ), où le symbole Hess désigne la hessienne sur W pour la
connexion Γ, Tr et Hess provenant de g et Γ.

En comparant cette formule avec 3.11, on voit que toute application affine de
(V,Γ) dans (W,Γ) est harmonique (pour n’importe quelle g), mais la réciproque est
fausse (sauf si V est unidimensionnelle). Alors qu’il n’existe en général pas, même
localement, d’application affine non constante de V dans W , il n’en va pas de même
pour les applications harmoniques : si l’on se fixe un point x dans V , un point y
dans W et une application linéaire φ de TxV dans TyW , il existe toujours au moins
une (et souvent une infinité d’) application harmonique h définie au voisinage de x,
telle que h(x) = y et que h∗x = φ.

Le cas qui suscite le plus d’intérêt de la part des géomètres est celui où V et W
sont toutes deux riemanniennes, et munies de leurs connexions canoniques ; les
applications harmoniques sont alors, localement, les extrémales d’une certaine
fonctionnelle d’énergie.

Exercice. — En coordonnées locales (vi sur V , wα sur W ), et en posant
hα = wα◦h, l’équation des applications harmoniques est

gij
(
Dijh

α − Γkij Dkh
α + Γγαβ◦h Dih

α Djh
β
)

= 0 ;

remarquer le terme non-linéaire lié à la connexion Γ. Lorsque W est la droite R
pourvue de la connexion plate, Γγαβ = 0, ce terme non-linéaire disparâıt, et h est
harmonique si et seulement si Tr Hessh = 0. Vérifier directement cette propriété sur
la définition de l’harmonicité, sans passer en coordonnées.

Proposition 5.3. — Soient V une variété munie d’une structure riemannienne g
et d’une connexion Γ, et W une variété munie d’une connexion Γ. Une application
h ∈ C2(V,W ) est harmonique si et seulement si, pour tout mouvement brownien X
dans V , défini sur un intervalle stochastique prévisible bdbd0, ζbdbd, la semimartingale
h◦X est une martingale sur bdbd0, ζbdbd.
Remarque. — Nous n’avons pas rigoureusement introduit les notions de semimar-
tingales, intégrales stochastiques, martingales, définies seulement sur un intervalle
prévisible bdbd0, ζbdbd (la démonstration de 2.10 est déjà bien assez pénible comme ça!) ;
mais toute la théorie s’étend sans difficulté à cette situation. Pour éviter d’avoir à
tout réécrire, le plus simple est de ramener le cas ζ quelconque au cas ζ ≡ ∞ par
un changement de temps. Pour référence ultérieure, en voici un énoncé formel (nous
admettrons ce résultat de théorie générale des processus).

Lemme 5.4. — Sur un espace filtré
(
Ω,A,P, (Ft )t>0

)
, soit ζ un temps d’arrêt

prévisible strictement positif. Il existe un processus croissant (adapté) continu A, à
valeurs dans bd0,∞ce, fini et strictement croissant sur bdbd0, ζbdbd, issu de 0 et tel que
lim
t↑↑ζ

At =∞.
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Bien entendu, les mouvements browniens ne sont pas stables par changement de
temps, et, pour utiliser ce lemme, il faudra travailler simultanément dans les deux
échelles de temps : l’échelle � vraie � , dans laquelle sont définis les semimartingales
normales et les mouvements browniens, et une échelle � fictive � , dans laquelle le
temps d’explosion ζ est repoussé à l’infini. Nous verrons un exemple de multiples
allers-retours entre ces deux échelles dans la démonstration de 5.5.

Démonstration de la proposition 5.3. — Remarquons tout d’abord que si X
est un mouvement brownien dans V , défini sur bdbd0, ζbdbd, et si f est une fonction C2

sur W , en posant Y = h◦X, on a toujours sur bdbd0, ζbdbd
1
2

∫
Tr(h∗Hess f)◦X dt =

∫
〈h∗Hess f, DX〉 =

∫
〈Hess f, DY 〉 ,

où la première égalité n’est autre que 5.1.(iii) et la seconde vient de 2.11.

Si maintenant h est harmonique, et si X est un brownien dans V avec temps
d’explosion ζ, soit f ∈ C2(W ). La semimartingale f◦Y = (f◦h)◦X sur bdbd0, ζbdbd a
pour partie à variation finie

1
2

∫
Tr Hess(f◦h)◦X dt = 1

2

∫
Tr(h∗Hess f)◦X dt =

∫
〈Hess f, DY 〉 ;

prenant la différence avec f◦Y et appliquant la formule d’Itô 3.5, on voit que
l’intégrale d’Itô

∫
〈df, dΓY 〉 est une martingale locale, et Y est une martingale sur

bdbd0, ζbdbd par la proposition 3.6.

Réciproquement, si h transforme les mouvements browniens en martingales,
soient x un point de V et X un mouvement brownien issu de x, défini sur bdbd0, ζbdbd.
Pour toute fonction f ∈ C2(W ),

1
2

∫
Tr(h∗Hess f)◦X dt =

∫
〈Hess f, DY 〉

est sur bdbd0, ζbdbd la partie à variation finie de la semimartingale f◦Y , c’est-à-dire de
(f◦h)◦X, d’où

1
2

∫
Tr(h∗Hess f)◦X dt = 1

2

∫
Tr Hess(f◦h)◦X dt sur bdbd0, ζbdbd .

En posant g = Tr
(
h∗Hess f −Hess(f◦h)

)
, ceci devient

∫
g◦X dt = 0 sur bdbd0, ζbdbd.

Pour presque tout ω, on a donc
∫ t

0
g(Xs) ds = 0 pour tout t assez petit. Fixant

un tel ω et dérivant en t = 0, on obtient par continuité g(x) = 0 ; comme x est
arbitraire, h est harmonique.

Voici un exemple de résultat non probabiliste obtenu à l’aide de la théorie des
martingales dans les variétés. C’est un théorème de Kendall bd65ce et bd66ce, qui montre
comment une hypothèse de nature potentialiste (toutes les fonctions harmoniques
bornées sur V sont constantes) a des conséquences sur les applications harmoniques
de V dans une autre variété.

Théorème 5.5. — Soit V une variété pourvue d’une structure riemannienne g et
d’une connexion Γ. On suppose que les fonctions u : V → R harmoniques (c’est à
dire vérifiant Tr Hessu = 0) et bornées sont constantes.

Soit W une variété munie d’une connexion Γ. On suppose que pour tout y ∈W,
il existe une fonction C2 et convexe φ : W → bd0, 1ce telle que {φ= 0} = {y}. On
suppose aussi que toutes les martingales à valeurs dans W convergent p.s.

Toute application harmonique de V dans W est constante.



        

76

Remarques. — a) En taxant de potentialiste l’hypothèse de constance des fonctions
harmoniques bornées sur V , j’exagère un peu. En effet, ce qui sera utilisé dans la
démonstration, c’est que toutes les fonctions réelles bornées qui transforment les
mouvements browniens sur V en martingales (appelons ces fonctions � finement
harmoniques � ) sont constantes, qu’elles soient ou non C2. Cela est en réalité sans
conséquence, car il est vrai que ces fonctions sont automatiquement Cp. Mais,
si l’auditeur ne désire pas admettre ce résultat, le plus simple est sans doute
de remplacer simplement � harmoniques � par � finement harmoniques � dans
l’hypothèse sur V , qui devient alors de nature probabiliste, et en apparence plus
forte, bien qu’en fait équivalente.

b) De même, et pour la même raison, on peut renforcer la conclusion, en y
remplaçant � application harmonique � par � application finement harmonique � ,
c’est-à-dire application non nécessairement C2, mais transformant les mouvements
browniens en martingales. Comme dans le cas des fonctions réelles, on n’a en réalité
rien gagné, car les applications finement harmoniques sont Cp, et la proposition 5.3
entrâıne alors qu’elles sont harmoniques. Ce théorème de régularité des applications
finement harmoniques est dû à Kendall bd71ce ; pour une démonstration entièrement
probabiliste, voir aussi Arnaudon, Li et Thalmaier bd10ce.

c) L’hypothèse selon laquelle chaque point de W est l’unique minimum d’une
fonction convexe bornée est toujours localement réalisée : dans une variété avec
connexion, tout point a un voisinage ouvert W ayant cette propriété. Cette
hypothèse est une façon d’exiger que la variété W ne soit pas trop grande ; par
exemple, Kendall établit dans bd67ce que cette condition est satisfaite lorsque W est
un ouvert relativement compact dans un hémisphère de dimension d, mais ne l’est
pas si W est un hémisphère ouvert de dimension d. Plus généralement, il établit
que dans une variété riemannienne pourvue de sa connexion canonique, toute boule
B(x, r) ne rencontrant pas le cut-locus de x et sur laquelle toutes les courbures
sectionnelles κ vérifient κr < 1

2π, remplit cette condition d’existence de fonctions
convexes. C’est le cas, par exemple, de tout ouvert W relativement compact dans
une variété de Cartan-Hadamard.

Il est clair que cette hypothèse est toujours vérifiée si W admet une séparante
bornée ψ (poser alors φ(z) = ψ(y, z)) ; on peut se demander si la réciproque est
vraie.

d) Enfin, la seconde hypothèse sur W , la convergence des martingales, est presque
une conséquence de la première : selon la proposition 4.2.(iv), la convergence des
martingales a lieu dès qu’il existe une fonction définie-convexe sur une variété dans
laquelle W est relativement compacte.

Démonstration du théorème 5.5. — Soit h une application harmonique de V
dans W .

À tout point x de V , on peut associer un mouvement brownien X à valeurs
dans V , issu de x, défini jusqu’à son temps d’explosion ζ ; la loi du couple (ζ,X) ne
dépend que de x. Le processus M = h◦X est défini sur l’intervalle bdbd0, ζbdbd et est une
martingale dans W sur cet intervalle. L’hypothèse de convergence des martingales
dans W permet d’affirmer que la limite Mζ = lim

t↑↑ζ
Mt existe p.s. (il suffit de renvoyer

ζ à l’infini à l’aide du lemme 5.4).
Si l’on fixe un borélien A de W , la probabilité PbdMζ ∈Ace ne dépend que de la

loi de (ζ,X) ; c’est donc une fonction de x, que nous noterons uA(x).
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Si T est un temps d’arrêt tel que T < ζ, la propriété forte de Markov pour la
diffusion X donne uA◦XT = PbdMζ ∈A|FT ce. Ceci entrâıne que EbduA◦XT ce = uA(x),
donc uA◦X est une martingale locale sur bdbd0, ζbdbd (rappelons qu’un processus adapté
N sur bdbd0,∞bdbd est une martingale si EbdNSce est constante lorsque S décrit les temps
d’arrêt bornés ; on se ramène à ce critère par le changement de temps 5.4). En
conséquence, la fonction uA est harmonique; l’hypothèse faite sur V entrâıne qu’elle
est constante.

Ceci a deux conséquences. D’abord, la loi de Mζ ne dépend pas de x ; ensuite,
pour T < ζ, PbdMζ ∈A|FT ce = PbdMζ ∈Ace ; en prenant une suite de temps d’arrêt qui
annonce ζ, on obtient à la limite 1lA◦Mζ = PbdMζ ∈Ace, et la variable aléatoire Mζ

est déterministe. Il existe donc un point y de W tel que Mζ = y p.s. ; et cet y ne
dépend pas de x.

Nous savons qu’il existe sur W une fonction φ convexe, C2, bornée, nulle au
point y et strictement positive sur W \{y}. Le processus φ◦M est d’après 4.1.b) une
sous-martingale locale positive sur bdbd0, ζbdbd, de limite Mζ = φ(y) = 0. Le changement
de temps du lemme 5.4 le transforme en une sous-martingale bornée, positive et de
limite nulle, donc identiquement nulle. Sa valeur initiale, φ

(
h(x)

)
est zéro ; comme

φ ne s’annule qu’en y, on en tire h(x) = y, et h est constante.
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Séminaire de Probabilités XXXII, Lecture Notes in Mathematics 1686, Springer, 1998.

bd12ce M. Arnaudon & A. Thalmaier. Complete lifts of connections and stochastic Jacobi fields.

J. Math. Pures et Appliquées 77, 283–315, 1998.



    

79

bd13ce Y. Belopolskaya & Y. Dalecky. Stochastic Equations and Differential Geometry. Kluwer

Academic Publisher, 1990.
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Rn et des martingales dans les variétés. Séminaire de Probabilités XVII, Lecture Notes in

Mathematics 986, Springer, 1983.

bd58ce S.W. He & W.A. Zheng. Remarques sur la convergence des martingales dans les variétés.
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Lecture Notes in Mathematics 921, Springer, 1982.
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bd83ce P. A. Meyer. Qu’est-ce qu’une différentielle d’ordre n? Exposition. Math. 7, 249–264, 1989.

bd84ce J.R. Norris. A complete differential formalism for stochastic calculus in manifolds. Séminaire
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