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Une construction de paires duales dans les algébres de Lie réelles.

0. Introduction.

Deux sous-algébres a et b d’une algébre de Lie semi-simple g forment une paire duale si
- a et b sont réductives dans g et si
- le centralisateur Z;(a) de a dans g est égal & b et vice-versa.
Les sous-algebres a et b sont alors appelées sous-algebres de Howe.
La classification des paires duales d’une algébre de Lie complexe sous une certaine condition
d’irréductibilité a été obtenue par Hubert Rubenthaler (|[Ru 1]). Il a montré que dans la
plupart des cas I'une au moins des algébres a et b est ce qu’on appelle une sous-algébre C-
admissible. Les sous-algeébres C-admissibles et plus généralement admissibles sont associées
a certains espaces préhomogénes de type parabolique correspondant & des parties I' bien
précises d'une base W du systéme de racines de g par rapport a une sous-algebre de Cartan.
Autrement dit, dans le cas complexe, les sous-algebres de Howe sont essentiellement classifiées
par des diagrammes de Dynkin a poids (la convention étant d’encercler les racines de W\ T').

Dans cet article nous abordons le probléme de la classification des paires duales dans les
algebres de Lie simples réelles en proposant une construction des sous-algébres “admissibles”
qui fournit la liste de toutes les paires duales (ag,bg) d’'une algébre de Lie simple réelle
gr telles que ag soit déployée et telle que la complexifiée a de ag est une sous-algebre C-
admissible de la complexifiée g de gg. Les paires duales que nous obtenons sont classifiées
par des diagrammes de Satake a poids.

Dans les paragraphes 1 et 2 sont introduites les notations et rappelés des résultats néces-
saires a la construction des sous-algébres admissibles.

Dans le paragraphe 3, on construit une classe de sous-algebres dites admissibles d’une
algébre de Lie simple réelle gg. Ces algébres admissibles qui sont toujours déployées sont
classifiées par des diagrammes de Satake a poids qui constituent la table 1 a la fin de 'article.

Le résultat principal du paragraphe 4 est que parmi les sous-algebres admissibles du
paragraphe précédent, celles qui sont C-admissibles sont toujours des sous-algebres de Howe,
autrement dit des membres de paires duales. Les paires duales obtenues constituent la table
2 en fin d’article .

Si A est un systéme de racines fini, irréductible et réduit, Bermann et Moody (|BM]),
puis Benkart et Zelmanov (|BZ|) ont introduit la notion d’algébre de Lie graduée par A.
Nous montrons dans le paragraphe 5 que nos constructions fournissent naturellement des
A-graduations de gg ot A est le systéme de racines de la sous-algébre de Howe déployée
construite précédemment.

1. Préliminaires.
Soient g une algebre de Lie complexe simple et gr une forme réelle de g.

Définition 1.1. Une sous-algébre de Lie | de l’algebre g est scindée suivant gr si [N gr



est une forme réelle de I.
Le résultat suivant est bien connu.

Proposition 1.2. Soit o la conjugaison de g associée a gr. La sous-algébre | est
scindée suivant gr si et seulement si o stabilise 1.

On considére la décomposition de Cartan de grg  gr = € @ p associée a une forme réelle
compacte u = £ @ ip.

Soient a, un sous-espace vectoriel abélien maximal dans p et j une sous-algebre abélienne
maximale dans gg contenant a,. On a alors j = ag@ a, avec jNE€=aget jNp = a,.

La complexifiée h de j est une sous algébre de Cartan de g.

Soit R (respectivement X) le systéme de racines de la paire (g. h) (respectivement (gg. ap)).
I existe une base ¥ de R adaptée a a,. Cela signifie que 'ordre induit sur R par la base ¥
est compatible avec I'ordre induit sur X par la base II de X obtenue en prenant les restrictions
non nulles a a, des éléments de W. Si nous notons p 'opération de restriction, I = p(¥)\ {0}
et toute restriction non nulle d’une racine positive de R est une racine positive de .

L’ensemble des racines de R s’annulant sur a, est noté Ry et Wy est I'ensemble Ry N W
(ce sont les racines “noires” des diagrammes de Satake de gg).

Soit I' une partie de la base ¥. Nous imposerons a I' les conditions suivantes:
UogCTetT=ptpl)NWw
En d’autres termes et si 'on adopte les conventions utilisées dans les diagrammes de Satake,
[' contient les racines noires et I' est stable par fléchage.

Nous noterons E I’ensemble des restrictions non nulles des racines de I', c’est-a-dire

E = p(I')\ {0}.

Les notations et conventions utilisées dans ce qui suit ont été empruntées a H. Rubenthaler
notamment ([Rul]).

On note hr Uorthogonal de I dans h. Le centralisateur I de hr dans g est une algébre
réductive de centre hp.

On désigne par Hr 'unique élément de h vérifiant le systéme d’équations:

a(Hr) =0 Ya el
{a(Hp):2 Vae W\ T

Remarque 1.3. L’¢lément Hrp appartient a la sous-algebre réelle de b,
> RH, =ia; @ ay.

acv¥

Pour p € Z, on pose d,(I') = {X € g, [Hr, X| = 2pX}.



Les sous-espaces d,(I") définissent une Z-graduation de g appelée graduation de type
parabolique, et la représentation de [ = do(T") dans d;(T") sera notée (I, d;(T")).

Nous noterons ;(I") I'ensemble des racines a de R s’écrivant @ = v+ < I' > avec
v € U\TI', < I' > désignant une combinaison linéaire d’éléments de I'. On a alors de maniére

évidente d;(I') = Z g%

acQ (F)

Nous noterons w;(FE) l'ensemble des racines A de E s’écrivant A = v+ < FE > avec

v €I\ E. On pose di(F) = Z gr”. Nous désignerons par ag I'ensemble des éléments
Aewr(E)
de a, qui annulent toutes les racines de F et par Z(ag) le centralisateur de ap dans gg.

On rappelle le résultat suivant:

Proposition 1.4. (voir par exemple [Ru2|) La représentation (I, d1(T')) est irréductible
si et seulement si card(¥ \ ') = 1.

Soient G le groupe adjoint de g et Lp le centralisateur de Hr dans le groupe G. Nous
noterons (Lr, d;(I")) la représentation de Lr dans d;(I") dont la dérivée est la représentation

(Ir, dy(T))-
Théoréme 1.5. |Vi| L’espace (Lr,d,(I")) est un espace préhomogéne.

Ce type d’espace préhomogéne est appelé préhomogéne de type parabolique. Rappelons
que les espaces préhomogeénes de ce type sont classifiés par leurs diagrammes obtenus en
encerclant tout simplement sur le diagramme de Dynkin de g les racines de ¥ \ I

Théoréme 1.6. |Ru2| Supposons (Lr,d;(T")) irréductible. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

(i) (Lr,di(T)) est régulier
(ii) Hr est I’élément semi-simple d’un sla-triplet, (Y, Hp, X) oY € d_y(I") et X € dy(T).

2. Formes réelles des espaces préhomogénes.
Soit (Lr,d;(T")) un espace préhomogene de type parabolique.

Définition 2.1. On appelle forme réelle de la représentation (Ip, d1(T")) la donnée d’un
forme réelle Irg de la sous-algebre Iy et d’une forme réelle di(I')g du sous-espace dy(I") telle
que [Irg, di(D)g] C di(D)g.

Théoréme 2.2. (|[Rul| Th. 4.3. p.12) Les notations ayant été fixées dans ce qui précéde,
la représentation (Z(ag),d1(E)) est une forme réelle de (I, d,(I)).

Théoréme 2.3. (|[Rul| Th. 5.3. p.27) Si g est simple et si card(V\T') =1 alors toutes
les formes réelles (a conjugaison par Lr pres) des représentations (Ip,d1(T')) proviennent,

a I’ exception de l’espace préhomogéne associé au diagramme C'3 , des formes



réelles de g par le processus du théoréme 2.2.

Proposition 2.4. L’élément Hy est dans a,.

Considérons 'application de R dans h*, définie par

ar—a’:Hw— (aoo)(H)
Cette application est semi-linéaire et le résultat suivant est bien connu:

Rappel 2.5. Pour tout a € R, o est une racine et g¢*° = og®. La coracine Hyo de o
est cH,.

Lemme 2.6. [ est scindée suivant gg.

Démonstration: On sait que [p = h @ g<'>. La conjugaison o stabilise h par définition.
11 suffit de montrer que o stabilise g<!'> soit encore que pour toute racine a €< I' >, la
racine o e< ' >.

Soit une racine a €< ' >.
-Sia€e Wy, ona o’ =—aeta’ e< > ([Wal] p.23).

-Sia € U\V¥y, ona a’ = [+ < ¥y > les deux racines «a et 3 ayant la méme restriction
a ap. La stabilité de I" par flechage et le fait que I' contienne W, permettent de conclure que
a” e<T > (|Wal| p.23).

- Si @ n’est pas une racine simple, a s’écrit « = Y m;a; n; entier. On a alors
a; €l
a’ = > n;;”. On en conclut, d’aprés ce qui précede, que a” €< I' >. La conjugaison o
a; €D

stabilise g<I>

et [p est scindée suivant gg.

Posons [r N gg = Irg; la sous-algebre I est la complexifiée de [pp.
Lemme 2.7. Le centre de Irp est une forme réelle de hr.

Démonstration: Notons hrp ce centre. Montrons que la complexifiée de hry est le centre
de Iy, donc est égal a br.
De maniére évidente tout élément de frp + ihrr commute avec tout élément de [p.
Réciproquement, soit H € hr, H = Hy + iHy ou Hy,Hy € j. Soit X € Ipp [H, X] =
|Hy, X] + i[H2, X] = 0; puisque [Hy, X|, [H2, X] € gr, on en déduit que ces crochets sont
nuls et que Hy, Hy sont éléments du centre de [rp.

Lemme 2.8. L’élément Hr est dans hrg.



Démonstration: Puisque Hr € br, écrivons Hr = H; + iHy ou H; € bhrg. Pour tout
Y € di(E), on a [Hy,Y] = 2Y = [Hy,Y] + i[H,,Y]. Les éléments 2Y, et [H;,Y]j = 1,2
sont dans gg, on en déduit que pour tout Y € di(FE), [Hs, Y] = 0. Notamment, pour tout
A€ ll\ Eona [Hy X,| = MHy)X, = 0. Puisque Hy € hr par définition, on en déduit
que pour tout A € II, A(Hy) = 0 et donc que H, est nul. Par conséquent Hr est dans Brg;
c’est-a-dire que Hr € (iay @ a,) N gr = a,. Ceci termine la démonstration de la proposition
24.

Remarque 2.9. L’involution de Cartan 6 transforme Hr en —Hr.

3. Sous-algébres admissibles.

Soit I" une partie de V. Les racines de W \ I sont notées 71, ..., Vn.
La partie I' est identifié¢e & un sous-graphe de Dynkin dans lequel on ne considére que les
sommets associés aux éléments de U et les arétes qui les joignent. Il est alors possible de
parler des composantes connexes d’une telle partie.

Pour 7; € W\ I, nous noterons V¥, la composante connexe de I' U {7;} contenant ~;.
On définit:

Fi = \Il% \ {f}/z}? hz = Z(CHOM gi = hz S¥ Z gaa bFi - {H € hﬂa(H) - O,VOé € FZ}

acev; ae<y; >
Soit H; I'unique élément de by, vérifiant v;(H;) = 2. On pose: Ip, = Z,,(H;) = do(I';) et

d(Ty) ={X €gi, (H;, X) =2X} = Y g°

a€vy+<Ti>

i

Nous imposerons dans ce qui suit la condition supplémentaire suivante: les racines de
U\ I" sont non fléchées dans le diagramme de Satake de gg.

Proposition 3.1. g; est scindée suivant gg.
Nous noterons g;g = g; N gr-

Lemme 3.2. La sous-algébre g; est stable sous o si et seulement si pour tout a € ¥,
on aa’ e<V¥; >,

Démonstration: On sait que g; = h; @ Z g°.
aE<T;>

Si g, est stable sous o alors pour tout a €< ¥; >, og® = g*° C g;. Par conséquent,
a? €< \I]z > .

Réciproquement, soit o €< W; > a s’écrit a = Y ngfl ngentier et a” = > ngl.
peY; peY;
Si pour tout 3 € ¥;, on a 37 €< U, > alors a” €< ¥; > et g* = g% C g;.



Par ailleurs, puisque h; = Z CH,, que pour tout o €< V¥; > oH, = H,o et

ag<V;>
a’ €< W¥; > onaocH, €h; et la sous-algébre de Cartan h; de g, est stable sous o.

Lemme 3.3. Pour tout a € ¥;, on a o’ e< V; >.

Démonstration: Considérons une racine o € V,.
Sia€eRyNY,, alors a” = —a €< ¥; >.
Sia e VU, \ (RyNY,;), deux éventualités se présentent:
- Soit «v est non fléchée et on a a” = o + > nja; oil les n; sont des entiers positifs et les o
des racines “noires”(voir la démonstration du lemme 2.6.). Le support dans le diagramme de
Dynkin de la racine a” est connexe. Puisque a € ¥; toute partie connexe du diagramme ne
contenant que « et des racines “noires” (qui sont par convention des éléments de I'), est par
construction incluse dans ¥;, d’ott a? €< ¥, >.
- Soit «a est fléchée (et a € W\I'). Ona a” = v+ > nja; ot les n; sont des entiers positifs et
les a; des racines “noires”. Les racines a et v ont méme restriction a a,; en d’autres termes,
a et 7 sont lices par une fleche (voir la démonstration du lemme 2.6.). Si I'on sélectionne
dans la liste des formes réelles des algébres de Lie simples de dimension finie ([Wa| p.53)
celles contenant des racines fléchées et tenant compte de notre exigence de n’encercler que
des racines blanches non fléchées, si I’on élimine de cette liste les paraboliques maximaux
(une seule racine encerclée), le résultat étant dans ce cas-1a acquis par le th. 2.3.; il reste a
examiner les formes D,, 1, Dy, 111 et Eg r (dans la notation de [Wal).

«

lp <n—2
v
(a5} Oéll alk
Qp—2
a
Iy <n—3

v
e agq Qg Qn—2
Q v

Dans les trois cas a et 7 sont dans la méme composante connexe et on conclut comme
précédemment.

O

Proposition 3.4. La décomposition g;r = €N gig @ p N gig €St une décomposition de
Cartan de gig.



Remarque 3.5. La sous algebre g est égale a tNg;r pNgig st et seulement si l'unique
prolongement C-linéaire a g, 0, de linvolution de Cartan de gr stabilise g;.

On notera p; = p N gp et €& =N gip.

Lemme 3.6. L’unique prolongement C-linéaire a g, 0, de Uinvolution de Cartan de or
stabilise g;.

Démonstration: On sait d’apreés la démonstration du lemme 3.4. que o stabilise b;. Pour
tout a € ¥, H, € iu (ot u est la forme réelle compacte u = € @ ip). Soit 7, la conjugaison
par rapport a u, on a 7(H,) = —H, et par conséquent la conjugaison 7 stabilise h;. Puisque
0 = o, 0 stabilise b;.

Prouvons que pour tout v €< ¥; >, on a é(g"*) C gi-

Soient X, € g” et H € b;. [H, 0X,] = é[éﬁ X,] = (yo0)(H).0X,. Puisque 0 est
involutive, 6.X, est non nul si X, # 0, donc o 0 est une racine.

Prouvons que si a € W;, alors a o 0 e< v, >.

On peut écrire a0 = (a”™)?, or a” = —a (puisque 7 est la conjugaison associée a la

forme compacte u) et —a% €< ¥; >.

O

Pour achever la démonstration de la proposition 3.4., il reste & montrer que la forme de
Killing Bir de g;p est définie strictement positive (resp. négative) sur p; (resp. ;).

Puisque la sous-algebre g; est simple la forme de Killing B; de g; est colinéaire a la
restriction Blg;, il existe une constante ¢; telle que B; = ¢;B|g;.

Soit a € W;, H, €b;, Bi(H,, Hy) > 0et B(H,, H,) > 0. Par conséquent ¢; > 0. Puisque
B;|gix = Bir et que B est définie positive sur p et définie négative sur €, la prposition 3.4 est
démontrée.

Proposition 3.7. La sous-algébre a,, = bh; N p; est abélienne mazimale dans p;.
Les inclusions suivantes montrent que h; Np; = a, N p;.

hiNp; ChiNgrNp; ChNgrNp; CTjNp; CapNp;.

Réciproquement, a, Np; ChNgrNp=hNg;NgrNp Ch; Np;.

La sous-algebre a,, = a, N p; est évidemment abélienne dans p;.

De la méme maniére on montre que h; N ¢ = az N €. Sil'on note ay; ce sous-espace,
puisque b; est scindée suivant gg, on a:

hig = b Ngr = ag; @ ap,

7



Lemme 3.8. Si l'on désigne par apiL "orthogonal dans a, de la sous-algébre a,, rela-
tivement a la forme de Killing Br de ggr, on a |[g;, apf] = 0.

Soit X €g;, X =h+ Z X, avec h € b;.
ac<V;>

Puisque h; commute avec a,, il suffit de prouver que Vo € ¥;, [X,, apiL] =0.

Soient a € Clpz.l et a e< ¥ >, [a, X,] = ala)X, = cBi(a, Hy) X, ou B; est la forme de
Killing de g;, ¢ est un réel strictement positif et H, la coracine de a dans h;. Puisque
H, est élément de iay; ® ap,, on peut poser H, = iH, + Hy (H, € ay, Hy € ap;). On a
Bi(a, H,) = iB;(a, H1)+ Bi(a, Hy). Or, B;(a, Hy) = 0 par définition de ay,*, et B;(a, H;) = 0
car BZ(EH‘pL> = 0.

Démonstration de la proposition 3.7.

Puisque a,, Nay,, = = {0}, on a a, = a,, @ a,,=. Soit X € p; tel que [X, a,,] = 0. D’apres
le lemme 3.8. on sait que [X, upiL] = 0 et on en déduit que [X,a,] = 0. Puisque a, est
maximale dans p, X € a,, et puisque X € p;, on a X € a, et par conséquent a,, est
maximale dans p;.

|

Proposition 3.9. Soit ¥; le systéme de racines de la paire (g;, ap;). La base V; de
(gir, bs) est adaptée a ay,, et le diagramme de Satake de gig est la restriction du diagramme
de Satake de gg, obtenue en prenant la composante connexe contenant la racine 7; (au sens
précédemment défini) de la partie T' U {~;}.

Il est évident que si a € ¥; et si aja, = 0 alors ala,, = 0. II suffit de prouver que pour
tout a € ¥;, ala,, =0 = ala, = 0.

Soit @ € W; tel que ala,, = 0 et soit H € ay,~. Ona a(H) = cBi(H, H,) ou ¢ est
une constante strictement positive et H, est la coracine de o dans b;.
Puisque H,, € iag;®ay,, posons H, = iH;+H,. Onaalors a(H) = ciB;(H, Hy)+cB;i(H, Hs).
Puisque a(H), B;(H, Hy), B;(H, Hs) sont réels, on en déduit que B;(H, H;) est nul. Puisque
H € a,* et Hy € a,,, on a B;(H, Hy) = 0 et par conséquent a(H) = 0.

Nous définissons £; = p(I';) \ {0}, ag, = {a € ap;, A(a) = 0,V € E;}



Proposition 3.10.
(i) Ip, est scindée suivant gip et Ip, N gig = Zg,, (H;).
(ii) br, est scindée suivant g;p, br, N gix = ag, = Z(Ir, N gir) €t H; € ag,.

(ii) dy (D)) N gig = dv(E;) et dy(D) = di(E;) + idy ().

Ces résultats découlent immédiatement de la prop.3.9., du paragraphe 2 et du cor.3.2.3.(|[Rul]).

Définition 3.11. ([Ru2|) Le couple(V,T") est dit admissible si et seulement si pour tout
i, (Ir,,d1(I;)) est un espace préhomogéne régulier. Le couple (V,T") est dit C-admissible si
pour tout i, (Ip,,d1(I;)) est un espace préhomogéne irréductible régulier commutatif.

Nous supposerons dans ce qui suit que le couple(V,I') est admissible c’est-a-
dire qu’il existe X; € d,(I';) et Y; € d_i([';) tels que (Y;, H;, X;) soit un sl,-triplet
(voir th. 1.6.).

Les éléments H;, i = 1,...,n forment une base de hr, 'orthogonal de I" dans b ([Ru2]).

Proposition 3.12. [l existe X; € di(E;) et Y; € d_1(E;) tels que (Y;, H;, X;) soit un
slo-triplet.

Démonstration: 11 existe X; € di(F;) qui est élément de 'orbite ouverte complexe de
G; = exp ad g; dans dy(I';). Un tel élément peut étre complété en un sly-triplet (Y, H;, X;)
avec Y € d_1(I';). On pose Y = Y; + Ys avec Y; € d_1(F;). 1l est facile de montrer que
(Y1, H;, X;) est un sly-triplet.

Soit gr la sous-algébre complexe simple engendrée par les slo-triplets (Y;, H;, X;),
1 =1,...,n choisis comme dans la proposition 3.12. précédente.

Soit Ar la sous-algebre réelle engendrée par les slo-triplets (Y, H;, X;),i=1...,n.

Remarque 3.13. La sous-algébre réelle Ar est liée au choix des éléments X; dans d; (F;)
(voir I'exemple 4.7.).

Proposition 3.14. La sous-algébre gr est scindée suivant gr et gr N gr = Ar.
La sous-algeébre réelle Ar est simple et c’est une forme déployée de gr.

Démonstration: Les éléments Y;, H;, X; sont dans gg, par conséquent gr est stable sous
o et gr N gr est une forme réelle de gr.

Par déﬁnition, Ar C grNgr et Ar @ iAr C gr.

Soit X un élément de gr, on a X = Z(ak +iby)adZ;, ocadZ; ,o...0adZ;,(Z;) ol pour

keK
tout [, Z;, est un un éléments des slo-triplets. Par conséquent, X € Ar @ iAr et Ar est une

forme réelle de gr incluse dans gg. Donc gr N gr = Ar.



La sous-algebre réelle Ar est simple comme forme réelle de I’algébre simple gr.

Montrons a présent que Ar est déployée dans gr.
Le systéme de racines de la paire (gr, hr) est noté Rr. IL’ensemble Rr est inclus dans
I’ensemble des racines de R restreintes a hr.
Considérons une base de Chevalley de gr ((X_n. Ha, Xo))aer, (|[Bou8| p.84).

L’ensemble ur = Z RiH, + Z Ri(Xo + X_4) + Z R(X, — X _,) est une forme réelle

a€ERP a€ERr a€Rr
compacte de gr (|He|] Th.6.3 p.156).
Si I’on note 7 la conjugaison de gr associée a ur, on a m(H,) = —H, pour tout o € Rr.

Il existe un automorphisme d’algebre de Lie ¢ tel que la forme réelle compacte ¢ur de gr est
invariante sous or, conjugaison de gr relative a Ar et restriction de o.

L’automorphisme d’algébre de Lie N = opm est autoadjoint pour la forme hermitienne B,
définie sur gr par B (X,Y) = —Bp(X,mY). N est diagonalisable et ses valeurs propres
sont des réels non nuls. Pour tout réel ¢, 'automorphisme (N?)! est défini et 'on montre
que automorphisme ¢ = (N?)'/* convient. (|[He|] Th.6.3. p.156)

Par conséquent, A = € @ pr ou € = Ar N oup et pr = Apr Nigur et on obtient ainsi une
décomposition de Cartan de Ar.

Par définition, H; € Ar Vi € {1,...,n}. Les éléments H; sont les coracines d'une base
du systéme Rp par conséquent pour tout i, H; € Z RH, et H; € wur.
a€ERp

Puisque ¢(H;) = H; (car N*(H;) = H;), on a H; € ¢(iur) = id(ur). On en déduit que
H; € i¢(ur) N Ar. En conclusion, Vi, H; € pr.

Soit ap. la sous-algebre abélienne maximale dans pr contenant les H;. Soit jr une sous-
algébre maximale de Ar contenant a,p, sa complexifiée est une sous-algebre de Cartan de
gr de méme dimension sur C que hr, soit de dimension n. Puisque la dimension sur R de
app > N, jr = app et Ap est déployée dans gr.

La liste de ces formes réelles constitue la table 1.

4. Etude du cas C-admissible.

Dans ce paragraphe nous supposerons que le couple (U, I") est C-admissible (voir déf.
3.11.) et vérifie les conditions énoncées dans les parties 1 et 3 & savoir: ' contient les
racines noires et les racines de ¥ \ I' ne sont pas fléchées.

Définition 4.1. Soit g une algébre de Lie réductive. Un couple (a,b) de sous-algébres
de g est appelé paire duale si :
1) les sous-algeébres a et b sont réductives dans g.
2) le centralisateur de a dans g est b et vice-versa.
Nous dirons alors que a (resp. b) est une sous-algébre de Howe de g.

Nous rappelons le résultat essentiel suivant:
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Théoréme 4.2. ([Ru3] Th 4.1. p.27) Soit (V,T") un couple C-admissible et gr la
sous-algébre C-admissible correspondante, alors gr est une sous-algebre de Howe de g.

Remarque 4.3. Si le couple (U, I") est C-admissible, alors il existe X; € di(F;) tel
que (0(X;), H;, X;) soit un slo-triplet (6 désignant 'involution de Cartan de gg associée a la
forme réelle compacte u) (|[Bo-Rul).

Lemme 4.4. La décomposition Ar =8N Ar @ pNAr est une décomposition de Cartan
de l’algébre Ar.

Démonstration : La sous-algébre Ar est de maniére évidente stabilisée par 6 I'involution
de Cartan de gr associée a la décomposition ggr = €@ p.
Il suffit donc de prouver que la forme de Killing By, de gr, est définie positive (resp. définie
négative) sur €N Ar (resp. sur p N Ar.
L’algeébre gr est simple, par conséquent il existe une constante c telle que By, = cBjg., ou
Bg. désigne la restriction a gr de la forme de Killing de g.
L’élément Hr gradue g. Si 'on considére une base constituée de vecteurs choisis dans les
espaces propres d,(I'), la matrice dans cette base de (adHy)? est diagonale et tous les éléments
diagonaux sont des entiers pairs positifs non tous nuls. On en déduit que B(Hr, Hr) =
Tr(adHr)? > 0.
Par ailleurs, on sait que pour tout « € R «(Hr) € R (puisque Hr € ap) et que Rp est
constitué de racines restreintes. Par conséquent, la matrice de (aaal)2 relativement a une
base de gr est diagonale, les éléments diagonaux sont des réels positifs non tous nuls et
Bg.(Hr, Hr) > 0. On en conclut que ¢ > 0.
Puisque Bjg. < 0 sur € et Bjg. > 0 sur p, on a le résultat attendu.

O

Théoréme 4.5. Si le couple (V,T") est C-admissible, la sous-algébre Ar est une sous-
algébre de Howe de [’algebre gg.

Lemme 4.6. Si le couple de sous-algébres (a, b) est une paire duale et si la sous-algébre
a est scindée suivant gg, alors b est scindée suivant gr et le couple de sous-algébres de gg,
(aNggr,bNgr) est une paire duale de lalgébre gg.

Démonstration : Posons ag = a N gg. Il suffit de prouver que o stabilise b.
Soit b € b, pour tout a € a, [a,0b] = g|oa,b] = 0 puisque o stabilise a.
Notons br le centre de ag. La sous-algébre b est la complexifiée de bg.
Si X,Y € bg, pour tout a € ag, [X +iY,a| = [X,a] +i[Y,a] =0 dou X +iY €b.
Soit Z € b, Z = X +1iY avec X,Y € ggr. Pour tout a € ag, [Z,a] = [X,a] +i[Y,a| = 0.
Chacun des crochets étant dans ggr, on en déduit que X,Y € bg.
D’apreés ce qui précéde, on a bg = b N ggr. La symétrie de a et b dans la paire duale permet
de conclure.

|

La démonstration du théoréme découle du fait que gr est une sous-algébre de Howe et
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que Ar est scindée suivant gg.

Ces résultats permettent d’établir une liste de paires duales réelles (ag, br) dont le premier
membre est une algébre simple réelle (table 2). Il faut noter cependant que la sous-algébre
br = Zg,(ar) dépend du choiz des X; dans les différentes orbites ouvertes de Lry dans
di(E)g. Un choiz différent n'affecte pas la classe d’isomorphisme de ag mais peut induire
un changement de la classe d’isomorphisme de bg comme le montre [’exemple suivant.

Exemple 4.7. On considére 'algébre de Lie symplectique réelle sp(n, R) des matrices

A X
de type (2n,2n) de la forme (Y ia

(n,n) et X et Y des matrices symétriques. La complexifiée de cette algébre est Ialgébre
symplectique complexe sp(n, C).

Considérons la sous-algébre de cartan h constituée des matrices diagonales de sp(n, C)

Le systéme de racines de la paire (g, h) est de type C,, et une base de ce systéme est constituée
des racines ¥ = {ay, ..., a,} ol a; associe a la matrice diag(A1, ..., A, —A1, ..., —A,) le réel
Ai—Ap1sil <i<n—1etleréel 2\, si i =n.

La sous-algébre réelle j des matrices diagonales de sp(n, R) est une sous-algébre de Cartan.
C’est une forme réelle de b et sp(n, R) est une forme déployée de sp(n,C).

) ou A est une matrice réelle quelconque de type

Considérons la matrice Hy = diag(1,...,1,—1,...,—1). L’élément H, est 'unique solu-
tion dans b du systéme d’équations :

Odn(H()):2

L’¢lément Hy est dans j et induit dans sp(n,C) (resp. sp(n,R)) une Z-graduation courte

(c’est-a-dire que seuls les espaces d’indice —1,0 et 1 sont non nuls). On posera ¥\ I' = {a,,}.

Le centralisateur [p (resp. Irg) de Hp dans sp(n,C) (resp. sp(n,R)), est 'ensemble des

A 0

0 —tA

L’espace di(I") (resp. di(F)) est 'ensemble des matrices complexes (resp. réelles) de la forme
0 X
0 0

L’espace d_1(T') (resp. d_1(FE)) est Pensemble des matrices complexes (resp. réelles) de la

matrices complexes (resp. réelles) de la forme
ou X est une matrice symétrique.

0 0 . .
forme (Y 0 ou Y est une matrice symétrique.

A 0
0 *'A!
A 0 0 X
0 tat )T o o
d1(I") se réduit a laction de GL(n,C) sur I'espace des matrices symétriques complexes et

_ t
Ad(g).a = (8 AX —OAX A

Le groupe Lr n’a qu’un nombre fini d’orbites dans d;(I") caractérisées par le rang de la forme
quadratique associée a la matrice symétrique X et en particulier, il existe une orbite ouverte

Le groupe Lr des matrices complexes de la forme (A inversible), a pour algébre

de Lie [. Posons g = ) L’action adjointe de Lr sur I’espace
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X . . . . X
) ou X est symétrique inversible. Si pour =z = (0 )

0 O 0 O
0 0 .
x-1 0 alors (y, Hy, x) est un sly-triplet.

L’espace (Lr,d;(I")) est donc un espace préhomogeéne de type parabolique irréductible,
régulier et commutatif.
La représentation (Irg, di(E)) est une forme réelle de la représentation (I, d;(T')).

constituée des matrices (

élément de l'orbite ouverte nous posons y = (

L’action adjointe du groupe Lrp des matrices g = 61 . /?1) (A inversible réelle) sur
t
di(E) est donnée par : Ad(g).x = 8 A)g A

Les orbites ouvertes de Lrr dans dy(F) sont donc classifiées par la signature des formes

quadratiques non dégénérées associées aux matrices symétriques de rang n. Les n + 1 ma-
. 0 1 1 0

trices de la forme (O Sq) out0<p<n,p+qg=n,etl,, = < 6’ _]q) I, (vesp. 1)

désignant la matrice identité de rang p (resp. q), sont des représentants de chacune de ces

orbites.

Considérons le sly-triplet x = 0 Iy ), Hy, y= ( 0 O>. La sous-algébre C-admissible

0 O I, 0

complexe gr ~ sl(2, C) engendrée par ce slo-triplet est une sous-algebre de Howe de sp(n, C).
La sous-algebre réelle Ar engendrée par ce méme slo-triplet est une forme déployée de gr;
c’est une sous-algébre de Howe de sp(n, R) isomorphe a s[(2,R). Le second membre de la
paire duale ainsi obtenue (a savoir le centralisateur dans gg de Ar) est 'ensemble des ma-

. A .
trices réelles de la forme 0 _9 4 ) ou A vérifie Al + I}, A = 0. On en conclut que ce
second membre est isomorphe & so0(p, ) et ces algebres lorsque p décrit {0, ..., [n/2]} ne sont

pas isomorphes.

Calcul du second membre de la paire duale

A Texception des cas répertoriés ci-dessous, dans chacune des formes réelles (Irg, di(FE))
des représentations des espaces préhomogeénes réguliers correspondant a un couple (W, T)
C-admissible, les sous-algébres g, de gr (@ = 1,...,k), construites par le procédé de
la proposition 3.1. et dont les diagrammes de Satake sont obtenus par le procédé de la
proposition 3.9., sont telles que pour i = 1,...,k — 1, g,p est de type Ay, 1 (Uentier p > 1
ne dépendant que de gg) et la sous-algébre gy est de type A, By, C,, D,, ou Ex.
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Cas 1

Cas 2

Cas 3

Soient (Y1, Hy, Xy) ..., (Yk, Hi, Xi) les slo-triplets réels choisis conformément a la propo-
sition 3.12. La sous-algébre de gr engendrée par ces slo-triplets est une forme réelle déployée

de la sous-algebre C-admissible complexe et ¢’est une sous-algébre de Howe. On sait que [rp
k
est réductive, que son centre est @ RH; et que le deuxiéme membre de la paire duale est le
i=1
centralisateur dans Irp (la sous-algebre dérivée semi-simple de Irg) de X + ... + Xj.
La sous-algebre [, est réductive de centre RH; et nous noterons Ir,;, sa partie semi-simple.

k
On a Irp = > Ip,p et cette somme n’est pas directe.
i=1
Proposition 4.8. A l’exception des cas 1, 2, 3 précédents, le second membre de la paire
duale construite par le procédé du théoréme 4.5. est isomorphe au centralisateur dans lphg

de Xk
Démonstration : Notons br ce second membre.

La démonstration est triviale dans le cas ot p = 1, on a alors Ipp isomorphe a I}, et
puisque 'action de [rg sur X; se réduit a celle de [, pour tout 7 = 1,...,k, on en déduit
que pour tout g de Ipp,

9. X1+ -+ Xa] = g, X

et g € bg si et seulement si g € 2,/ _(Xp).

Pour p > 2, nous distinguerons le type A, des autres types.

Dans le cas A,, tout élément g de [pjp s'éerit g = g1 + ... + gry1 avec g; € gl(p — 1,R)
et gi + gir1 € Irig
9, X1+ .+ Xi] = [g1+ 92, Xal +. .+ [gr+ Grv1, Xi] = (1 X1 = X1g2) +. .+ (96 Xk — Xk Grt1)
avec pour tout i, X; € M(p — 1,R) et ¢;X; — X;g;41 € d1(F;). On rappelle que I’élément
X; est générique dans 'une des deux orbites ouvertes de la représentation (Ip;r, d1(F;)). La
somme étant directe on en déduit que g € by si et seulement si pour tout 7, ¢; X; — X;g;:.1 =0
soit encore pour tout i, g; = X; giy1 X, L.
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Soit 1; l'isomorphisme d’algébre de Lie de gl(p — 1,R) dans lui-méme défini par ¢;(g;) =
X;9; X, P pouri =2,....k D’aprés ce qui précéde on a :

Z[F&(Xl + .o+ Xy) = {(91,-- -, grs1) OU gx + gry1 € er;R(Xk) et gio1 = ¥i(gi)}- On en
déduit que la sous-algebre bg est isomorphe a 2, (Xy).

Dans les autres cas, tout élément g de I}y s'écrit :
g = g1+ ...+ gr avec pour tout i € {1,....k — 1} g+ gix1 € Irig et gr € Irip et
9. X1+ .+ Xp] = [g1+ g2, Xa] + . 4 gk + Gry1, Xi) = (1 Xa — Xug2) + ..+ (Gr—1 X1 —
Xy—19k) + [gr, Xi]
On a alors g € bg si et seulement si pour tout i € {1,....,k — 1} ¢ = X; gi1 Xi™' et
9r € Zi, (Xi).
En considérant le méme isomorphisme d’algébre de Lie v; de gl(p — 1,R) dans lui-méme,
d’aprés ce qui précede on a :
Z[F&(Xl +..+ X)) ={(g1,---,9x) OU g} € er;R(Xk) et gi 1 = ¥i(g:)}. On en déduit que
la sous-algébre bg est isomorphe a 2, _(X}).

4.9. Etude des cas exceptionnels.

On remarquera que les cas “exceptionnels” 2 et 3, se déduisent du cas 1 en utilisant
Iargument de la premiére partie de la démonstration de la proposition 4.8. Etudions donc
le cas 1.

Le cas déployé :

Nous avons gir =~ 50(5,5), gor =~ 50(5,5) et I =~ 50(4,4) (de type D,). On peut identifier
[rg & 50(4,4) de sorte que la représentation de [p sur di(F;) soit la représentation naturelle
de so(4,4).

Soit X; un élément générique de di(FE;). Le centralisateur de X; dans so(4,4) s’identifie
alors & 50(3,4) et bg en est une sous-algébre. Or cette sous-algébre by est une forme réelle
de G5 (voir pour les calculs dans le cas complexe [Ru 3| p.32). Supposons la compacte. La
dimension de by serait alors 14. La sous-algébre compacte maximale incluse dans so(3,4)
est 50(3) X s0(4) dont la dimension est 9. Par conséquent bgr est une forme déployée de Gs.

Dans le cas :

la sous-algebre by est compacte car bg C 50(8).

La table 2 en fin d’article donnant la liste des paires duales obtenues par le procédé de
la proposition 4.8., a été établie a partir de la table p. 153 (|[FG).
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5- A-graduation de ’algébre réelle.

Dans ce paragraphe nous montrons que dans les paires duales (ag, br) de gr que nous
venons de construire, ’algébre ar est la sous-algebre déployée d'une Yp-graduation de gg,
au sens de Bermann-Moody (|B-M]). Rappelons la définition d’une algébre de Lie graduée
par un systéme de racines fini.

Soit m une algébre de Lie sur un corps de caractéristique nulle. Soient A un systéme de

racines fini, irréductible, réduit et () le réseau entier engendré par A.

Définition 5.1. (|[BM]) On dit que l’algébre m est graduée par A si

(i) m admet une Q-graduation, m = @ V,, ou V, # {0} si et seulement si o« € AU {0}.
aEé

(i) L’algébre simple déployée m dont le systeme de racines est A est réalz'sée comme une

sous algebre de m et vérifie relatwement a une sous-algebre de Cartan f) de m la condition

m C V., pour tout o € AU{0}, ou m désigne l’espace radiciel associé a a. L’algébre m est
appelée sous-algébre déployée de la A-graduation.

(#ii) Pour tout h €, adwh agit scalairement sur V,, avec la valeur propre a(h).

(iv) L’algébre m est engendrée par les espaces V,, pour a € A.

Proposition 5.2. ([Ner| Prop.3.1.1.) Le systéme de racines Rr de la sous-algébre com-
plexe C-admissible gr gradue l’algébre complexe g.
Si Q désigne le réseau entier engendré par Ry, les sous-espaces Ug de la Rp-graduation sont
définis par:
Pour tout @ € Rpr U{0}, Us = P ¢g* = {X € g, [H;,X]| = a(H;))X pour tout

a|h[‘=a
ie{l,...,n}}
Uz = {0} sinon.

Nous rappelons (lemme 4.2.) que la décomposition Ap = €N Apr @ p N A est une

décomposition de Cartan de la sous-algeébre Ar, que le sous-espace ar = >, RH; est un sous-
i=1
espace vectoriel abélien maximal dans p N Ar contenant les éléments H; et que hr = ar Diar.

Nous noterons Y le systéme de racines de (Ar, ar). L’application 7 de hr* dans ar* qui a
toute forme linéaire associe sa restriction a ar est bijective et p(Rr) = Xr. Nous adopterons
la méme notation pour désigner une racine de Rr et sa restriction & ar soit a.

Proposition 5.3. Le systéme de racines Yr gradue [’algébre réelle gr et Ar est la sous-
algebre déployée associée a cette graduation.

Pour tout a € @ nous poserons:
Va ={X € gg,[H;, X| = @(H;)X, pour tout i € {1,...,n} = UzNgg sia € XrU{0} et
Vz = {0} sinon.
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Lemme 5.4. Pour tout @ € Q, le sous-espace Uy est scindé suivant gg.
Remarque 5.5. Le sous-espace Us = h @ g='> = I est scindé suivant gg (lemme 2.5.)

Remarque 5.6. Si la racine a est “noire” (o € Ry) alors par définition ala, = 0 d’ou

alhr = 0 et par conséquent si @ € X, Uz = &P g%
a€R\Ro,a|hr=a

Démonstration du lemme 5.4.: Prouvons que pour tout @ € Rr, cUz C Ug. 1l suffit pour
cela de prouver que pour tout o € R\ Ry, onac|hr = a7|hr.
-Sia e ¥, onaa’ =L+ njo; ot n; entier et a; € Ry N Y. Si v est non fléchée, on a
B = a, si a est fléchée on a ala, = Bla, . Dans tous les cas a|hr = a“|br.
- Si o n'est pas simple alors o = > nja; ou les n; sont des entiers de méme signe et les a;
des racines simples. On a a” = > n;a;7. D’ou la conclusion.

Par conséquent Uz N gr = V5 est une forme réelle de Us.

Démonstration de la proposition:
- Par définition des espaces Vi, @ € @, g admet une Q-graduation.
- Pour tout @ € ¥p U {0}, Ap® = {X € Ar, [a, X] = @(a)X, pour tout a € ar} C V.
- Puisque ar est une sous-algebre de Cartan de Ar, pour tout a € ar, adg, (@) agit scalairement
sur Vg avec la valeur propre a(a).
Il reste a prouver que ggr est engendrée par les espaces V, @ € Y. Il suffit de prouver que
V5 est engendré par les espaces Vg, @ € Xr.

Soit X un élément de V5 , X s’écrit comme une somme finie d’éléments de la forme
Wk = [Zk, [Zk—la [ .. [Zg, Zl] .. } ol pour tout ] S {1, ceey k?}, Zj = 7} + Sj S V@ N> Z.VOT].,
Oé_j € EF.
On en déduit que Wy = X + 1Y% ot X et Y, appartiennent a la sous-algébre engendrée par
les V5, @ € Xp. Puisque W, € gg, on a Y, = 0 d’ou le résultat.
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Table 1 : Formes réelles des représentations (Ir,d;(I"))

Dans le cadre figure le diagramme de Dynkin associé a la représentation complexe
(Ir, d1(T")) ainsi que le type de 'algébre admissible et la mention de I’éventuelle C-admissibilité
du couple (¥, T).

Suivent les diagrammes de Satake des différentes formes réelles de (Ir, d;(I')).

Type A, La sous-algébre admissible est de type Ay (¥,T) est C-admissible
n>1
p=1
a1 ap aap Qkp an n+1l=(k+1)p
Type B, La sous-algébre admissible est de type By (¥, T) est C-admissible si p =1
n > 2
p=1
a1 ap Qkp an 2k+1)p<2n+1
kp<Il<mn
[e3] ap Qkp oy Qn
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TypeChrp

TypeCn,1

TypeChn,2

L’algébre admissible est de type By

Qp

Qp

Qp

Qp

L’algébre admissible est de type Cr41

Qp

Qp

Qp

19

(¥,T') est C-admissible

Qn

Qn

Qn

Qn

p pair

(2k+ 1)p < 2n

20<n—2

n pair

(k+1)p=n

n pair



TypeDn,1

Qp

Qp

Qp

Qp

Qp

Qp

La sous-algébre admissible est de type By

20

(¥,T) est C-admissible sip =1

Qnp—2

Qn_1 n>4
kp+2<n

Qan (2k+1)p<2n

Qp—1

Qn

Qn—1

QAn

kp <l<n-2

Qn—1

Qn

Qn

p et n sont pairs

Qn—1

Qn

P pair, n impair
kp<n-—3



Type Dy 2

TypeEs

La

sous-algébre admissible est de type Ci41 (¥,I') est C-admissible

Qp

Qp

Qp

La sous-algébre admissible est de type A

21

Qp—1 p = 2, p pair
n=(k+1)p
Qn
Qn—2
Qp
Qp—1
Qn—2
Qpn
Qn—1
Akp Qn—2

La sous-algébre admissible est de type A1



La sous-algébre admissible est de type Ag 4. La sous-algébre admissible est de type Go

(¥, T) est C-admissible (¥,T) est C-admissible

Type E7

La sous-algébre admissible est de type A; 2. La sous-algébre admissible est de type A1
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La sous-algébre admissible est de type A; 4. La sous-algébre admissible est de type Az

La sous-algébre admissible est de type A; 6. La sous-algébre admissible est de type A;
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La sous-algébre admissible est de type A; 8. La sous-algébre admissible est de type Bs
(¥, T) est C-admissible

La sous-algébre admissible est de type G2 10. La sous-algébre admissible est de type Ga
(¥, T') est C-admissible
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11. La sous-algébre admissible est de type C3 12. La sous-algébre admissible est de type Fy
(¥,T) est C-admissible

Type Eg

1. La sous-algébre admissible est de type A; 2. La sous-algébre admissible est de type A1
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La sous-algébre admissible est de type A; 4. La sous-algébre admissible est de type Az

La sous-algébre admissible est de type A; 6. La sous-algébre admissible est de type A;
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La sous-algébre admissible est de type B2 8. La sous-algébre admissible est de type Go
(¥,T) est C-admisssible

La sous-algébre admissible est de type G2 10. La sous-algébre admissible est de type Fy
(¥, T) est C-admisssible
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Type F4

La sous-algébre admissible est de type A 2. La sous-algébre admissible est de type A;

La sous-algébre admissible est de type A1 4. La sous-algébre admissible est de type G2
(¥,T') est C-admissible

Type G2

La sous-algébre admissible est de type A;
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Table 2 : Liste des paires duales dont le premier membre est une forme
déployée d’une sous-algébre C-admissible.

Type A,
n>1
p=>1
a1 ap Qgp Qn n+1=(k+1)p
Paire duale : (sl(k,R),sl(p — 1,R)
p pair
n+1=(k+1)p
ai ap Qp Qan
Paire duale : sl(k,R), sl(p, H))
Qi
Qp
Qgp—1
Paires duales : (sl(2,R), su(r, q)) r+q=p r=0,...,p
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Type B,

0<Ii<m
m > 2
a1 ag k41 Qptm k>1
Paires duales :
Sik>2 1>2 (so(k,k+1),s0(l —1,2m —1+1)) ou (so(k, k+1),s0(l,2m — 1))
=1 (so(k,k+1),s0(1,2m — 1)) ou (sok, k+1),s0(2m))
=0 (so(k,k+ 1),s0(2m))
Sik=1 On remplacera dans les paires duales précédentes le premier membre par s{(2, R).
Type C,,
p=>2
k>0
Qi Qp QAkp Q(k+1)p
Paires duales : Si k>1 (sp(k+ 1,R),s0(r, q)) r+q=rp r=0,...,p
Si k=0 On remplacera dans les paires duales précédentes le premier membre par s[(2,R)
p pair
p=2
k>0
g ap Qkp Qn
Paires duales : Si k>1 (sp(k+1,R),s0"(p))
Si k=0 (s1(2,R),s0*(p))

30



Type D,

k>1
Ap+m—1

k+m>4

m > 2
ai ag QAgtm
Si k>2 (so(k,k+ 1),s0(m —1,m)) ou (so(k,k+1),s0(m,m — 1))
Si k=1 On remplacera dans les paires duales précédentes le premier membre par s[(2, R)

Qktm—1 1<k
0<Ii<m-—2
(a3} ap Qpig Qg k+m>4
Paires duales :
Si k>2 1>2 (so(k,k+1),s0(l —1,2m — 1)) ou (so(k,k+1),s0(l,2m — 1 — 1))
=1 (so(k,k + 1),s0(1,2m — 2)) ou (so(k,k+ 1),s0(2m — 1))
=0 (so(k, k+1),s0(2m — 1))
Si k=1 On remplacera dans les paires duales précédentes le premier membre par s((2, R)
Aptm—1 1<k<k4+m-—2
k+m>4
Q] g Ak4+m

Paires duales :
Si k>2 (so(k,k +1),s0(m —2,m + 1)) ou (Bk,s0(m — 1,m))
Si k=1 On remplacera dans les paires duales précédentes le premier membre par s((2, R)
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A(k+1)p

p=2
p pair
a1 Qp QXkp X(k+1)p—1
k>0
Paires duales :
Sik>1 (sp(k + 1,R), sp(p/2,R))
Si k=0 On remplacera dans la paire duale précédente le premier membre par s[(2, R)
(k+1)p
p>2
p pair
Qi Qp Qkp Q(k+1)p—1
k>0
Paires duales :
Si k>1 (sp(k + 1), R), su(r, g, H)) r+qg=p r=0,...,p
Si k=0 On remplacera dans les paires duales précédentes le premier membre par s((2, R)

Remarque: Dans les tableaux qui suivent, les formes réelles des algébres complexes de
type Fj et G sont caractérisées par leur indice de Cartan mentionné entre parenthéses (voir

[He| p.354).

Type Eg

Paire duale :

(s1(3,R), G2(2)) (sl(3,R), G2(—14))

Paire duale :

Paires duales :
((G2(2),51(2,R)) (G2(2),su(r,q)) r+q=3 r=0,...,3

Paire duale :
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Type Er

Paire duale :
(s1(2,R), Fu(4))

Paire duale :
(G2(2),5p(3,R))

Paire duale :
(sp(3,R), G2(2))

Type Eg

Paire duale :

(G2(2), F1(4))

Paires duales
(s1(2,R), F4(—52))
(s1(2,R), F4(—20))

Paires duales :
(G2(2), su(r, ¢, H))

Paire duale :
(sp(3,R), G2(—14))

Paires duales :
(G2(2), Fu(—52))
(G2(2), Fu(—20))
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Paire duale : Paire duale :
(Fu(4),G2(2)) (Fu(4), G2(—14))

Type Fy

Paires duales :
(G2(2),s0(7, q)) r+q=3
r=20,...,3
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