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Algebres de Lie semi-simples graduées par un systéme de racines
et sous-algébres C-admissibles

Josiane Nervi

Introduction.

Cet article a pour objectif d’établir le lien entre les algebres de Lie semi-simples
graduées par un systéme fini de racines telles que les définissent S. Berman et R.
Moody [BM] (définition reprise par G. Benkart, E. Zelmanov [BZ] et E. Neher
[Ne]) et la notion de sous-algébre C-admissible développée par H. Rubenthaler et
qui joue un réle important dans la classification des paires duales. ([Rul], [Ru2],
[Ru3))

Les deux premiers paragraphes sont destinés a fixer les notations et rappeler les
définitions et les résultats nécessaires a la lecture des démonstrations.

Le paragraphe 3 établit ’équivalence entre les algebres de Lie semi-simples graduées
par un systeme de racines et qui vérifient une condition supplémentaire d’irréducti-
bilité de certaines représentations liées a la graduation et les algébres de Lie con-
tenant une sous-algébre C-admissible. Cela nous permet de classifier ces algebres
graduées.

Comme corollaire on obtient que dans ce cas, 1’algebre déployée associée a la
graduation est son propre bi-commutant.

Le paragraphe 4 étudie le cas des algébres semi-simples graduées par un systéme
de racines simplement lacé.

Enfin le paragraphe 5 étudie le cas général sans la condition d’irréductibilité du
paragraphe 3. Nous y établissons la classification compléte des algebres de Lie
semi-simples graduées par un systéeme de racines.

FEnglish introduction 'The purpose of this paper is to establish a link between
semi-simple Lie algebras graded by finite root systems as defined by S. Berman
and R. Moody [BM] (see also the paper by G. Benkart and E. Zelmanov [BZ]
and the paper by E. Neher [Ne]) and the notion of C-admissible sub-algebra
introduced by H. Rubenthaler, which plays an important role in the classification
of reductive dual pairs.([Rul], [Ru2], [Ru3])

In the first and second paragrahs we indicate the notations and recall the defini-
tions and results which will be needed in our proofs.

The third paragraph shows the equivalence between semi-simple Lie algebras
graded by finite root systems and which, additionally, verify an irreducibility
condition for some representations coming from the grading, and Lie algebras
containing a C-admissible sub-algebra. This allows a complete classification of
these graded Lie algebras.

As a corollary in that case, one obtains the fact that the split algebra associated
to the graduation is equal to its double commutant.

In the paragraph 4, we study the case of semi-simple Lie algebras graded by a
simply laced root system.

Finally in the paragraph 5 the general case is studied without the irreducibility
condition which was used in paragraph 3. We give the full classification of all
semi-simple Lie algebras graded by finite root systems.
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1. Algébres A-graduées.

Soient g une algebre de Lie sur C et A un systéme de racines fini, irréductible et

o
réduit de rang [ > 1. Soit @) le réseau entier engendré par A.

Définition 1.1. [BM] [BZ] [Ne] L’algébre g est graduée par A ou g est A-
graduée st
(i) g admet une C?)-gmduation
9:69 Va
ocECOQ
dans laquelle Vo, # {0} si et seulement si « € AU {0}.

(ii) L’algébre simple déployée El dont le systeme de racines est A est réalisée
comme une sous-algébre de g et vérifie relativement a une sous-algébre de Cartan
?) de %, la condition %a C Vo pour tout « € AU{0} .

La notation %a désigne Uespace radiciel de dimension 1 associé a a si o # 0
et %0 = ?].

(iii) Pour tout h de f;, adg(h) agit scalairement sur V,, avec la valeur propre a(h).

(iv) g est engendrée par les V,, a € A.
o]
L’algébre @ est appelé sous-algébre déployée associée a ’algébre A-graduée g.

Remarque 1.2. Si g est A-graduée alors

g= 2> VoD X2 [Va, Vol

a€A a€A
Démonstration . 1l suffit de vérifier que Vo C > [Va, Vool
a€A
L’algebre g est engendrée par les V,, pour a € A par conséquent, tout élément
de Vp s’écrit comme une somme d’éléments de la forme [Xq,, ... [Xas, Xoy] - -]

ol Xy, € Vy,.

0
Un tel élément non nul appartient & Vo, a,+--+a, (€n vertu de la @-graduation)
et la somme des racines oy + - -+ o appartient & AU {0}. Quitte & regrouper
tous les éléments appartenant a un méme sous-espace V,,, puisque la somme des

sous-espaces V,, a € 52, est directe, ces éléments sont dans V. La somme des
racines ay + --- + a est nulle. On en déduit que a; + -+ ax_1 = —ay est
une racine de A et que chacun des éléments [Xo,, ... [Xa,, Xa,]---] appartient
A Vs, Voarl

O

Remarque 1.3. Si g est A-graduée alors g est parfaite (g = [g,g]) et on a
[
[h, Vo] =V, pour tout a € A.

4]
En effet, Voo € A il existe h € b tel que «a(h) # 0 et tout élément de V,

o
peut s’écrire X, = Lh)[h, Xo], par conséquent,[h, V,] =V, € [g, g]-

o
La démonstration de la remarque 1.2. prouve V; € [g, g].



Remarque 1.4. La définition originelle de Bermann et Moody incluait le fait
que A soit simplement lacé. Par contre Benkart, Zelmanov et Neher, comme nous
le faisons s’affranchissent de cette contrainte. Nous reviendrons dans la derniére
partie (§ 4) sur le cas ot A est simplement lacé lorsque g est semi-simple.

2. Les espaces préhomogeénes de type parabolique

Ces espaces ont notamment été étudiés par H. Rubenthaler dont nous emprun-
tons les notations ([Rul]). Nous rappelons brievement dans ce qui suit quelques
résultats utiles.

2.1. Structure des sous-algébres paraboliques des algébres de Lie semi-
simples complexes. Lien avec les Z-graduations.

Soit g une algebre de Lie semi-simple complexe, h une sous-algébre de Cartan de
g et R le systéme de racines de la paire (g, h).
Si @ € R, nous désignerons par H, 'unique élément de [g~*, g*] (ol g* est
I’espace radiciel de dimension 1 associé a ) tel que a(H,) = 2. C’est la coracine
de a.
L’ensemble ¥ étant une base de R, nous désignerons par R* (resp. R~) I’ensemble
des racines positives (resp. négatives) relativement & ¥. Si 6 est une partie de
¥, nous désignerons par < # > ’ensemble des racines combinaisons linéaires
d’éléments de 0, par < @ >1 (resp. < 6 >7) ’ensemble des racines positives
(resp. négatives) de < 0 >.
Soit hy 'orthogonal de # dans h

o = {H € b, a(IT) = 0}

Le centralisateur [y de hy dans g est

[9 :Zg(b9): h@ Z ga

aE<i>

On remarquera que h = hy P Y. CH,.
ael

L’algebre [4 est une algebre réductive de centre g et [[ = [[y, [y] est une algébre

de Lie semi-simple dont h(0) = > CH, est une sous-algébre de Cartan. Les
o€l

restrictions des éléments de 6 a f(0) forment une base de la paire ([}, h(s)).

On définit les algebres nilpotentes n;’ = > g

agR+—<o>+

et de maniére analogue ny .

L’algeébre pp = [ + nj est une sous-algébre parabolique standard de g.

On définit ensuite 1’élément Hy de b par les équations
a(Hg) =0 Va € 0
a(Hg) =2 YaeT\O

L’élément Hy est dans hy.

Pour p € Z, on pose dp(6) = {X € g, [Hy, X] = 2pX}.

On a alors :



8= ZE:de(@) [di(6),d;(0)] C diy;(0) Vi, jeZ

lp=do(0) nf=3di(0) ny =3 di(0)

Les sous-espaces dp(6) définissent une Z-graduation de g appelée graduation de
type parabolique, et la représentation de [5 dans chacun des espaces d,(f) sera

notée ([, dp(9)).

Proposition 2.1.1.  La représentation (lg, d1(6)) est irréductible si et seule-
ment si card (¥ \ 0) = 1 ( c’est -a-dire si pp est mazimale). (voir par exemple

[Rul] ou [Ru2], lemme 2.3.3.).

Nous adopterons la convention graphique de H. Rubenthaler qui consiste a encer-
cler sur le graphe de Dynkin de ¥ tous les éléments de ¥ \ 6.
Exemple:

e

Les représentations (g, d1(f)) se décomposent alors de la maniére suivante. Toute
partie de W est identifiée & un sous-graphe de Dynkin dans lequel on ne considére
que les sommets associés aux éléments de W et les arétes qui les joignent. Il est
alors possible de parler des composantes connexes d’une telle partie.

Si @ € ¥\ f nous noterons ¥, la composante connexe de § U {a} contenant «.

On définit :

ga:\lloc_{a} bo = E CH’y ga =ha @ Z g"
YEY o YELT L >

ny = > g di(0.) = di(0) N
VE<T>T—<B>T

Si Hg_ est 1’élément de h, vérifiant
a(Hp,) =2 et y(He,)=0 Vyed,
on a alors :

dl(ga) = {X € n;—aa [Ht?aaX] = 2X}

Proposition 2.1.2. ([Rul] prop. 1.2.2.)

(i) L’algébre g, est une algébre de Lie simple dont le graphe de Dynkin est U,
et

go =1y + g, +nf

(ii) L’algébre pgo = lo, + njﬂ est une sous-algébre parabolique mazimale de g,,.

(iii) Soit g =g1 D g2 P ... P - gn la décomposition de g en idéauz simples et soit
R=R1PR2® - -®R, la décomposition correspondante de R. Soit I l’ensemble
des indices i tels que R; N (¥ \ 0) = (. On a dlors

[02@&'@ E o,

i€l aeWw\f



la somme des ly_ n’étant pas directe en général.

(iv) On a di(0) = € di(0a) et chaque d1(0,) est [g-stable et irréductible sous
ae¥—0
Uaction de lg_, et donc a fortiori sous celle de [.

(v) Les éléments Hy_ (o € ¥\ 0) forment une base de hg.

Soient G le groupe adjoint de g, Ly le centralisateur de Hy dans G. Le groupe
Ly est aussi le sous-groupe analytique de G ayant [y pour algebre de Lie.

Nous noterons (Lg, d1(6)) la représentation de Ly dans di(6) dont la dérivée est
la représentation (g, d1(0)).

Théoréme 2.1.3. ([Vi]) Le groupe Ly n’a qu’un nombre fini d’orbites dans
d1(0). En particulier, il existe une orbite Zariski-ouverte, ¢’est-a-dire que (Lg, d1(0))
est un espace préhomogéne (de type parabolique).

Définition 2.1.4. ([SK]) L’espace préhomogéne (Lg,d1(0)) est dit régulier
sil existe un élément x de 'orbite ouverte et un invariant relatif f tel que le
Hessien de f en @ soit non nul. Cette condition est encore équivalente lorsque le
groupe est réductif, ce qui est le cas ici, au fait que les sous-groupes d’isotropie
génériques soient réductifs.

2.2. Lien avec les sls-triplets. Classification des espaces préhomogénes
irréductibles réguliers de type parabolique.

Proposition 2.2.1. ([Ko]) Nous supposerons que Hy est I’élément semi-
simple d’un sla-triplet, c’est-a-dire qu’il existe X € di(0) et Y € d_1(0) tels
que [Y,X] = Hy.

(i) L’orbite ouverte de (Lg, d1(0)) est l'ensemble des & € d1(0) tels qu’il existe un
sly-triplet de la forme (y, Hg, x). Ces éléments sont appelés éléments génériques.

(ii) (La),d1(0)) est un espace préhomogéne régulier.

Proposition 2.2.2. ([Ru 1]) Supposons (Lg,d1(0)) irréductible. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes.

(i) (Lg,d1(8)) est régulier.
(ii) Hy est l’élément semi-simple d’un sly-triplet.
Cette proposition permet notamment d’établir la liste des espaces préhomogeénes

irréductibles réguliers de type parabolique qui est reproduite dans la table 1 a
la fin de ’article.

Remarque 2.2.3. ([Rul], th. 2.4.) Si ng* est une algébre commutative
alors di(f) = ngt et I'espace préhomogeéne irréductible de type parabolique est
dit commutatif. Ces espaces sont obtenus en imposant & ['unique racine o € ¥\ ¢
de figurer avec un coefficient 1 dans la décomposition de la plus grande racine de

RT.

La liste des espaces préhomogeénes irréductibles commutatifs est reproduite dans
la table 2 en fin d’article.



2.3. Construction des sous-algébres admissibles.

Rappelons pour commencer la définition des sous-algebres admissibles et C-
admissibles introduites par H. Rubenthaler dans [Ru2].

Soit (lg, d1(f) un espace préhomogene de type parabolique dans une algébre de
Lie semi-simple g.

Notons R I’ensemble des restrictions non nulles des éléments de R & hy, la re-
striction & hy d’une racine a étant notée @.

Pour a € R, on définit

Vo= (X €a.[H.X]=a(H)X, VH € ho}.

Proposition 2.3.1.
Va € R, Va = Z gﬁ

B=a
etsi  aeWU\O dalors Vg =di(0).

La deuxiéme égalité est immeédiate si ’'on remarque que

di(0.)= > ¢

peQ(ba)

ol Q(fy) est 'ensemble des racines de la forme  f=a+4d, §e<b, >.

Définition 2.3.2.  Le couple (U, 0) est dit admissible si et seulement si pour
tout « € U\ 0, (lo,,d1(0x)) est un espace préhomogéne régulier, c’est-a-dire s’il
eriste X_5 € V_g, Xg € Vg tels que (X_g, Hy,, X7) soit un sla-triplet.

Définition 2.3.3.  Le couple (¥, 0) est dit C-admissible si et seulement si pour
tout o € U\0O, (lo,,di(0s)) est un espace préhomogéne irréductible régulier
commutatif.

Théoréme 2.3.4. ([Ru3] th. 3.3.)  Sile couple (¥,0) est admissible, la famille
des sla-triplets (X_g, Hy,, X5) pour o € U\ 0 engendre une sous algébre sim-
ple go dans g, dite sous-algébre admissible associée au couple (¥, 0).

Si de plus (¥,0) est C-admissible, alors l’ensemble R des racines restreintes a
he, est le systéme de racines de la paire (g, ho) et go est appelée la sous-algébre
C-admissible associée au couple (¥, 0).

Remarque 2.3.5.  La classification des parties admissibles (respectivement C-
admissibles) dans les algébres de Lie simples a été établie & partir de la table 1
(resp. table 2).

La liste des sous-algébres C-admissibles est celle de la table 3.

Dans la premiere colonne de cette table est dessiné le diagramme de Dynkin
associé au couple(¥, f) et dans la deuxieme colonne est mentionné le type de la
sous-algeébre C-admissible gg.

On remarquera que cette table ne mentionne pas le cas trivial § = (§, c’est-a-dire
g = 9.



3. A-graduations et sous-algébres C-admissibles.

3.1. Partie directe: A-graduation associée & une sous-algébre C-admissible.

Soit g une algebre de Lie simple complexe, h une sous- algebre de Cartan de g.
soit ¥ une base du systéeme R de la paire (g, h) et 6 une partie de ¥ telle que le
couple (¥, 6) est C-admissible.

L’algébre gg est la sous-algébre simple C-admissible associée & ce couple (Théoréme
2.3.4.) et R I’ensemble des racines restreintes a hy le systéme de racines de la

paire (go, he).
Nous noterons W les restrictions des éléments de ¥\ 6 & hy et on pose

V={7,.. ., %}

Proposition 3.1.1.  L’algébre g est R-graduée et gy est Ualgébre déployée as-
sociée a cette R-graduation.

[ J—
Démonstration. Soit ) le réseau de racines engendré par R.
[
Soit @we Q
Si @eRU{0} ,on définit
Ve= > @ ={Xe€gVHE [H X]=all)X}
YyeERU{0}F=2
Sinon, on pose V= {0}.

La sous-algebre gq est une algebre simple déployée dont le systeme de racines est

R.

L’espace radiciel g¢® associé a la racine @ est par définition inclus dans Vi.
Par ailleurs, Vo n’est autre que le centralisateur dans g de by, soit lg, et g) = hg
est inclus dans V4.

Par définition, pour tout H € hg, adyH agit scalairement sur Vg avec la valeur
propre a(H).

4]
g est @-graduée, en effet:

s= P o= P Po)=P=
aEé

a€RU{0} aeRU{0} =&

_ 4]
Soient @, # € Q.
Si @ (ou §) n’est pas une racine restreinte et n’est pas nulle, alors

[Vir, V3] = {0} C Vg5

Si@, € RU{0} alors

Ve Vel =1>_ ¢, o= > gt C D g =V
Y=a x=p F=a+p

A={(7,A),7+XeR}

Il reste & montrer que g est engendrée par les Vg, @ € R.

Puisque g=Vy&® @ V& il suffit de prouver que V4 est engendré par les V.
TER



OnalVp=had > g*et h= > CH,.
aE<h> €W
H, étant la coracine de o, il existe X, € g* et X_o € g~ telsque (X_qo, Ha, Xa)

est un slp-triplet.

Or, g*C V& et g=® C V_g, par conséquent H, € [Vz, V_57].

Si a € @ alors il existe une racine de ¥ \ 6 que nous noterons v; telle que «
appartienne a 6; la composante connexe de 6 U {~;} contenant ~;.

Il existe des racines 1, . .., Ok dans 6; telles que a+ 51+ -+ 8k, P14+ -+ +7i,
ainsi que «a + 1 + - -+ Bx + 7; sont des racines, leurs supports dans ¥ étant
connexes [Bou6] (§1 cor. 3 prop. 19 p. 160).

Exemple de configuration:

—eo—o0o oo (—o—0o 000 (—0o—0o—0—0—0—(—0—0—0o—0o o

7 72 & B P23
On aalors — gtfrt 4ty C o gmhm =P € Ve

et [goc+ﬁl+~..+ﬁk+%’g—ﬁl—...—ﬁk—%] — goz C [VVUV—V,]: d’ont le résultat at-
tendu.

Si « € <6>% alors a est la somme de racines de #. On peut écrire cette
somme de sorte que toutes les sommes partielles soient des racines ([Bou6] §1
prop.19 p.159).

a=a1+-4a, a;e€f Vie{l,....l} a1+--+a;€R Vje{l,... I}
etona  g*=[g"[g*"...[g**,8"]...] ol chacun des espaces g*iest engen-
dré par les Vg, d’aprées ce qui précede.

On traite le cas a € < # >~ de maniére analogue.

O
3.2. Partie réciproque.
Soit g une algebre de Lie complexe simple de dimension finie.
Soit A un systéeme de racines irréductible, réduit, de rang [ > 1.
4]
Nous noterons B = {’;1, .. ,’yon} une base de A et @ le réseau entier de racines

associé a A.
Nous supposerons que g est A-graduée (au sens ol l’entendent S. Berman et
R. Moody c’est-a-dire au sens de la définition 1.1.) et les sous-espaces de cette

o
graduation seront notés V&. Soit g la sous-algebre déployée associée.

Soit f; une sous-algebre de Cartan de El telle que A est le systéme de racines de
la paire (a, ?))

Soit h une sous-algebre de Cartan de g contenant ?) Nous noterons R le systeme
de racines de la paire (g, h) et p 'application de R dans le dual de ?) qui a o

4]
associe sa restriction a f.

o
Proposition 3.2.1. Désignons par Hy lunique élément de b vérifiant la
condition '?Z'(HO)ZQ Vie{l,...,n}.



Posons d, ={X € g,[Ho, X] =2pX}.

Ona g=& etVpeZd,= P Vo .
pEZ o o ﬁ
BEAB(Ho)=2p
Remarque 3.2.2. L’élément Hy est défini de maniére unique par ce systéme
0*
d’équations puisque B est une base de fj et Hy est 1’élément semi-simple du
4]
sly-triplet dit principal dans @. Il définit de ce fait une Z-graduation de g.
Pour tout & € A U {0}, &(Ho) est un entier pair.

n
. 0 o o N . ~
En effet, si @ n’est pas nul on a @ = ) n; v; ol les n; sont des entiers de méme
=1

K3
n

signe et &(Ho) =25 n;.
i=1
On sait par ailleurs que Hy = ) H& . ([Bou8] lemme 2 p. 132)
aeA+
L’assertion de la proposition 3.2.1. concernant la structure des espaces d, néces-
site un lemme simple.

Lemme 3.2.3. Pour tout & € AU {0}, on a:
o
(i) Ve={Xe€g, VHEY [ X]=a(H)X}
(ii) V& = @ ¢
o(8)=a
[
(1) L’inclusion directe est évidente puisque pour tout H € h adgH agit scalaire-

ment sur V& avec la valeur propre &(H).

Réciproquement, soit X € g tel que [H,X] = &(H)X VH € ?)
Puisque g= @ Vs, écrivons X =) X, o Xo € V.
Seavioy i o7
Pour tout H € b [H,X] = &(H) Y X, = Z%(H)XE.
B B

]
La décomposition étant directe et les § tous distincts, il existe un unique
4]

BeAU{0} vérifiant

4] 4]
Xo #0 et pour tout H € h [(H) &(H); par conséquent X € V.
/@ (a3

(i1) SoitXEV&, X géerit X = > Xg, Xgeg®.
peRuU{0}

o
Pour tout H € h, [H, X]= &(H) Y. X =) B(H)Xs. Lasomme étant directe,
B B

o]
on a pour chaque § Xz =0 ou B(H) = &(H) VH €h.
L’inclusion réciproque est immédiate.

Terminons la démonstration de la proposition en montrant que
pour p € Z, ) VE:dp

o

B(Ho)=2p
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0

Si B(Hg) = 2p, alors VE CA{X,[Ho, X] = 2pX}.
Réciproquement, si X vérifie [Ho, X] = 2pX X sécrit X = ZO:XE, XE € VE
B
on a alors [Hy, X] = Z;%(HO)XE = QpXO:XE.
B B
La somme étant directe, on en déduit que XE =0ou E(Ho) = 2p.

La proposition est ainsi démontrée.

Remarque 3.2.4.

dp = @ g’ya 7 € R
Y(Ho)=2p

do =V et deo

4]
Vo est par définition le centralisateur de ) mais aussi celui de Hyp.

dl :iielv’yol.

Considérons la sous-algébre p = > d,. Elle est h-stable puisque h C do.

p20
Il existe donc une partie P de R, close, et telle que p = h @ gl ou g’ désigne
la somme directe des espaces radiciels g* pour « € P ([Bou8] Prop.2 p.86).

Proposition 3.2.5.  La sous-algébre p est une sous-algébre parabolique de g.

Il suffit de montrer que P U (—P) = R ([Bou8] Prop.11 p.91).

Soit a une racine, si g* C p alors par définition «a est dans P.
Sinon, il existe un entier p < 0 tel que g% C dp. On a alors g~ C p et
a € (—P).

O

Nous pouvons affirmer qu’il existe une base ¥ de R pour laquelle RT C P et
une partie § de ¥ telle que P =Rt U< 0> ([Bou8] def.2 p.91).

Remarque 3.2.6. <f#>=Pn(-P).
Lemme 3.2.7. 0 ={a €W, a(H) =0}

Démonstration Sia €6 alors «,—a € P.
Par conséquent il existe p > 0 tel que g% C d, c’est-a-dire tel que
a(Ho) =2p > 0.
Puisque (—a) € P ona —a(Hp) >0, et donc p=0.
Réciproquement, soit a une racine de la base ¥ telle que «a(Hg) = 0. Les
espaces g% et g~® sont inclus dans dg; par conséquent « € PN (—P) =< 0 >
et puisque « est simple, a € 6.
O
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0*
Nous rappelons que p est I’application de R dans i qui a la racine «a associe sa
4]

restriction a b.

Dans tout ce qui suit nous supposerons que le systeme de racines A est distinct

4]
de R et que par conséquent g est distincte de g et que la partie § est non vide .
On a alors

Proposition 3.2.8.  L’application p est une surjection de Rt sur At U{0}.

Démonstration. Soit o € RT il existe p > 0 tel que g* C d,,.
Soit X eg® X = > XE, XZ’ € VE (prop 3.2.1.)
B(Ha)=2p

0o

4]
On remarquera que tous les 3 sont dans A* U {0} puisque B(Ho) >0
] 4]
Pour tout H € h, ona [H,X]|= a(H) ZXE = Zﬁ(H)XE puisque adH agit
o

scalairement sur Ve avec la valeur propre §(H).
8

Si p(a) #0, lasomme étant directe et les é tous distincts, il existe un unique
%EA tel que Xo £0 et p(a):é

En conclusion, p(a)ﬁ e AT U{0} et g* C V(o).

Remarquons d’abord que la restriction de toute racine de 8 est nulle. Soit a € 8,

si p(a) # 0 alors p(a) est une racine positive et s’écrit  p(a) = Y. n; Vi
n;>0

Par conséquent, a(Hg) =25 n; =0 et tous les n; sont nuls.

., 0 + o _ 8
Soit a € AT ona g CV.= P ¢°.
p(ﬁ):oc

Puisque a # {0} il existe 3 tel que p(f) = a.

On remarquera que 3 n’est pas unique en général et que § est une racine positive.
L’unicité est évidente dans le cas trivial ¢ = () et I'on a Rt = A*T.

O
Proposition 3.2.9.  L’application p est une surjection de ¥\ 6 sur B.
Nous démontrerons au préalable les lemmes qui suivent.
Lemme 3.2.10. 0={a e ¥, p(a)=0}.
Soit €V, si p(a)=0alors a(Hy) =0 et a€f. (Lemme 3.2.7.)
La réciproque a été démontrée dans ce qui précede.
O
Lemme 3.2.11. Toute racine de B a un antécédent dans ¥\ 0.
Soit v; € B, il existe o € R* tel que pla) = ;.
Nous écrirons a= > mgagp+ Y. njo;. D’aprés le lemme précédent on a:

o eW\6 o€l
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pla) = > mygp(ag) = ’?Z . Puisque oy € ¥\ 6, p(ag) est une racine non
QkE\Il\e
nulle (lemme 3.2.10), positive et s’écrit

n
plag) = pjk ';j ou les pjk sont des entiers positifs non tous nuls .
=1
[ [ 0
Ona pla) =X me(Cpv) = (2 mepi®) v = i
k J ik

B est une base et les my, pjk sont des entiers positifs. On a donc
V_] 752 vk mkpjk =0 (1)
Somepi* =1 (2)
E

De (2), on déduit I’existence d’un unique entier ko tel que my, = p;*° = 1.
Si k+# ko, onamgp” =0.

ko

n
Par conséquent, si j #i ona mg,pi* =p;Fo=0 et plag,) = > p;*e ’;j =
:1

J
4]
Vi-
On remarquera que ’antécédent de ';Z', ag, , n'est pas unique et dépend de

’antécédent a choisi en début de démonstration.
O

Considérons 'unique élément Hy de h qui vérifie:
a(Hg) =0 Yaed
a(Hg) =2 Ya e ¥\
et la Z-graduation qui lui est associée avec les notations rappelées dans §2.

On a notamment
do(0) = Zg(Hg) = h+9<*> =V

di(0)= P g ou AQ={yeR,y=a+ <, >, YVaec ¥\}.
YEQ
Cette notation signifiant que la racine 4 est somme de la racine a et d’une

combinaison linéaire d’éléments de 6,,.

Lemme 3.2.12. dy =di(0) et Ho=Hp

Nous rappelons que dy = @ g"'= P Vo et Vo = P g7
~y(Ho)=2 ° Vi Vi " o
vi€B p(Y)=7i

Montrons que dy C di(f)

Soit v € R telle que ~(Hg) = 2. On en déduit que p(y) € AT ety € R*. La
racine v s’écrit alors

Y= > mia;+ Y mjo;  n;,m; étant des entiers positifs ou nuls et
aiE\If\e aJEG
v(Ho) = > nip(ei)(Ho).
aiE\Il\Q
Vi, p(a;) € At puisque o; € ¥ — 0 et p(a;)(Ho) = ani';k(Ho) =2 nt
k k

les ng? étant des entiers positifs non tous nuls.
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Puisque v(Hg) = 2, il existe i unique tel que p(a;) #0 et >.ng! =1, et par
&

conséquent il existe k tel que p(oy) = e € B.
On en déduit v = a4+ <0 > et dy C di(6).
Réciproquement, montrons que si une racine v est dans Q, alors y(Hp) = 2.
Supposons que vy € Q et y(Hg) =2p, p>2 c’est-a-dire que

g" Cdi(6)Ndy, p>2.
Il existe o€ W\6 vérifiant: y=a+ <0 > et p(y) =pla) = Yo+ ~+’yj-P .
Les 'y?j ne sont pas nécessairement tous distincts dans B et on peut écrire cette

somme de sorte que toutes les sommes partielles soient des racines de A.

Considérons : g = Vo) @ Vo @® Vi

[
L’espace g est une sous-algébre de g puisque les V& forment une @-graduation
de g et A étant réduit, on a [V,(y), Vyy)] = 0.

La sous-algebre g est graduée par 1’élément semi-simple

h = H’Y‘Zl +"'+’Y$p = H/’('Y)

4]
C’est la coracine dans h de 72'1 4+ 4 ’y?y.
Nous savons ([Ko]) que I’ensemble des éléments X de V() pour lesquels il existe
Y dans V_,¢) tel que (Y, h, X) soit un sly-triplet constitue 'orbite ouverte de
la représentation[Vy, V()] ol Vo désigne le sous-groupe analytique du groupe
adjoint G de g et dont I’algebre de Lie est V.
or(7)

Puisque par hypothése, @ C Vjy(v), cette orbite contient naturellement 1’élément

p(v)
Xp(y) de El tel que (X_ (), h, Xy(y)) est le sly-triplet usuel dont h est

I’élément semi-simple.

Xy(y) est donc générique et 'on a:

[Vo, Xo] = Vi)

On peut écrire: X,y = [XW?,, ey [XW(:2 , X’Y?l] ...] avec Xv?j C ch:j.
Chacun des Vvo = P g* étant inclus dans d; (), on écrira

R PWICSE

X’YOYIZX)\J' ot Aj=ax,+<0> a; €V\0 et p(aAj):p()\j):’y?'j.

Par conséquent X,y s’écrit comme une somme de termes de la forme

[X)\p: BN [X)\za X)\l] e ] = XO!AP+"'+OCA1 +<6>

Tous ces éléments sont de toute évidence dans d,(f) p > 2 et donc,
g’ C Vp(v) = [VOJXp(W)] C [Vo’dp(g)] C dp(g) p>2.
Ceci est en contradiction avec le fait que g7 soit par définition dans d;(6).

En conclusion, il n’existe pas dans d; () d’éléments qui ne soit pas dans d;.
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Ona di(f)=dy et Yae ¥\0 a(Hy) =2.

Donc Hy vérifie : a(Hy) =0 Ya €6 et a(Hy) =2 YVae ¥ —40.
On en déduit Hy = Hy et p(a) € B. Ceci termine la démonstration de la
proposition 3.2.9.

O

Proposition 3.2.13.  Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) L’application p est une bijection de ¥\ 0 sur B.
4]
(ii) b= he.
(iii) Vi e {1,...,n}, la représentation (Vj, qu) est irréductible.

La premiére équivalence est évidente lorsque que l'on a rappelé que p est une
surjection de W\ @ sur B, que card(¥ \ 0) = dim by, card(B) = dim% et que
% est un sous-espace de hy.
Prouvons que (i) < (iii).
Si p est bijective, alors, pour tout ’(y)l € B, il existe une unique racine
a; € T\ telle que pla;) = ';Z et on a Vvol = dy(fa,) en empruntant les
notations explicitées précédemment.
Les représentations (lg, d1(0o;)) = (Vo, Vvol) étant irréductibles, 'implication di-
recte est démontrée.
Réciproquement, supposons que p n’est pas injective.
Il existe alors ’?Z €B, aj,az € ¥\ telles que, p(ar)=p(az) = '?Z
On a di(fq,) ®di(fa,) C Vvoz' Puisque les sous-espaces di(fay) et di(0q,)
sont [g- stables, (Vp, Vvoz) n’est pas irréductible.

O

Proposition 3.2.14. Si g est A-graduée et si pour tout i € {1,...,n}, la
4]
représentation (VO,VWO) est irréductible, la sous-algébre @ est la sous-algébre

C-admissible associée a la partie 0 = p=1({0}) N .

Précisons au préalable quelques notations.

4]
Pour tout ¢ € {1,...,n} = est 'unique racine de ¥\ 6 dont la restriction a f
est ’?Z
Notons ¥; la composante connexe de 6 U {v;} qui contient 7; et posons

0; = ¥ \ {n}

hi= Y CH. gi=ho » g

ae¥; ae<¥;>

Par définition g; est une sous-algebre de g dont h; est une sous-algebre de Cartan,
et U; est une base du systéme de racines de la paire (g, b;).

Lemme 3.2.15.  L’unique élément H; de b; vérifiant ~;(H;) =2 et
a(H;)) =0 Vae b, est H’$ .

Montrons que H’;/) est dans b;.
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o o o

— i oi ¥i
Par définition H’;/) € [& ,% ], par hypothese % C V’;/) =di(6;)
et di(6;) = > g*

a=vy;+<0;>

; o~ Vi o7: [
Par conséquent [8 ,8 J]ChNg ChNg = h;.
4]
On a par définition %(Hvo’) =2 et YVaeb; a(Hvo ) = 0 puisque Hvo’ € hetle
lemme 3.2.15. est démontré.
O

L’élément H’$ gradue g; et H’$ est aussi I’élément semi-simple du sls-triplet usuel

i
(X_WO,HWO,X’%) avec XW? E% C d1(6;).

Par conséquent, ’espace préhomogene (do(6;),d1(6;)) est régulier pour tout ¢ et
le couple (¥, 0) est admissible.

Par ailleurs, supposons qu’il existe un entier p > 2 tel que d,(6;) # {0}, cela
signifie qu’il existe une racine dans R; qui s’écrit a = pv;+ < 0; >
o
et pla) =pp(vi) =pv p>2.
Puisque p(a) est une racine du systéme réduit A, il est clair que notre hypothése

est absurde.
Ainsi, n;: se réduit & dy(6;) et espace préhomogene irréductible de type
parabolique (do(6;),d1(6;)) est commutatif (Remarque 2.2.4.). Le couple (¥, )
est C-admissible ( Définition 2.3.4.). Ceci termine la démonstration de la propo-
sition 3.2.14.

O

On notera ([Ru3]) que % est engendrée par la famille des sls-triplets (X o H’$ ,

Les résultats obtenus précédemment sont résumés dans le théoreme suivant.

Théoréme 3.2.16
Soit g une algebre de Lie simple complexe de dimension finie |
h une sous-algébre de Cartan de g,
R le systéme de racines de la paire ( g,h),
Soit A un systéme de racines fini, irréductible et réduit de rang n > 1, dont une

base est {31,...,vn}-
4] 4]
Soit @ une algébre simple déployée contenant une sous algébre de Cartan b telle
o ©
que A soit le systeme de racines de la paire (8,h).
o
On note @ le réseau entier associé a A.
Les assertions sutvantes sont équivalentes

(i) Il existe une base ¥ de R et une partie ¢ de ¥ telles que:
- Le couple (¥, 0) est C-admissible.

4]
- L’algébre by est l'orthogonal de 8 dans h et% est la sous-algébre C-admussible de
g, associée au couple (¥, 0).

Xz)-
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4]
(ii)  L’algébre g est A-graduée (au sens de la définition 1.1.) et si pour = Q,

.. ., 0 ° - 4
Vo désigne le sous-espace associé a o dans la QQ-graduation de g, les représenta-
o

tions (Vo, V’$ ) sont irréductibles pour tout i€ {1,...,n}.

Corollaire 3.2.17.  La classification des algébres de Lie simples graduées par
un systéme de racines fini, irréductible, réduit dont une base est {’;1, .. ,’yon} et
telles que les représentations (Vj, V’;/) ) sont irréductibles, est donnée par la table

des sous-algébres C-admissibles (voir la table 3 a la fin de Uarticle).

Nous rappellerons ([Ru3] def. 1.1.1.) qu’ un couple (a,b) de sous-algébres
réductives d’une algebre de Lie g réductive est une paire duale si le centralisateur
de a dans g est b, et vice-versa. Nous dirons alors que a (respectivement b) est
une sous-algebre de Howe.

H. Rubenthaler a établi ([Ru3] th. 4.1.) que si (¥, 8) est un couple C-admissible
et go la sous-algebre C-admissible correspondante, alors gg est une sous-algebre
de Howe.

Ces rappels impliquent le corollaire qui suit.

Corollaire 3.2.18.  La sous-algébre déployée d’une algébre de Lie semi-simple
A-graduée telles que les représentations (Vj, V’$) sont wrréductibles pour tout

i€ {l,...,n}, est une sous-algébre de Howe.

L’exemple ci-dessous montre la nécessité de I’hypotheése d’irréductibilité des représen-
tations  (V, V’;/)) pour que lalgebre déployée associée a la A-graduation soit

C-admissible et pour que p soit une bijection de ¥\ § sur B.

Exemple 3.2.19. Dans cet exemple nous construirons dans une algebre de
Lie Bs-graduée ol la sous-algébre C-admissible associée a la Ba-graduation par
le procédé précédemment décrit est distincte de la sous-algebre déployée associée
cette By-graduation.

Dans sl(4, C) nous considérons la sous-algebre de Cartan des matrices diagonales

A 0
. S A4+ A =0,
0 A4

Le systéme de racines
A1 0
R:{Oxiyjlgi,jSZIZ';éj} ol Qg5 - '_>)\i_)\j est
0 A

de type As.

L’espace radiciel associé & la racine «; ; est le sous-espace g®7 = CFEj ;.

Nous poserons o = a1, = as3,¥ = az4. L'ensemble ¥ = {a,3,7)} est
une base de R.

La plus grande racine relativement & ¥ est w=a+4+ 47 = a1 4.

Nous noterons (Ya, ;, Ha; ;; Xa, ;) le sla-triplet usuel associé a la racine oy ;.

Considérons la sous-algebre de g notée El et engendrée par les sly-triplets (Y, Hg, Xg)
et (Yo+Y, Ho+H, Xo+X,).
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4]
De simples calculs montrent que @ est la sous-algebre des matrices de la forme

a ¢ —d €
¢ —a+f b d
—d’ b’ a—f ¢
e d’ d —a
[
La sous-algebre f des matrices de la forme

a 0

_a+f _
a—f =Ha
0 —a

o
est une sous-algébre de Cartan de g de dimension 2 incluse dans b.
0

Si nous notons p I’application qui & une racine de R associe sa restriction & f, on
o o 0 .o
a pla) =p(y) = ol a(Hay)=2a—f et p(B) =05 ot B(Has)=—2a+2f
o 4] 4]
L’ensemble des racines positives est p(RY) = {ooz, 8, o+ 3,2 o+ B} et A est un
o
systéeme de type By de base B = {gy,ﬁ}
Les espaces radiciels associées aux racines positives sont les suivants.
ot
g =C(E12+E34) Cg*dg?
B
4]
g =¢°
atp
= (B4 — E13) C g™t @ gt
2644
% ats — goc+ﬁ+7.

Qo

Soit 52 le réseau entier associé a A. Soit % € C?) Nous poserons
Ve = P g si v eAU{0}.
p(\)=&,AeRU{0}
V% = {0} sinon.

On obtient la configuration suivante:

Vo Vo V, o . o
o G+B 2348
V o VQ Vo Vo ]
- 8 G4
Vo o Voo Vo Vo
—a-4 -8 o
V o o V ° ] V ] VO
—2a-p —a—4 -

On vérifie aisément que g est Bgs-graduée. La partie § de ¥ définie par la Bs-
graduation ( lemme 3.2.10.) est vide. Le couple ainsi formé est C-admissible
et la sous-algebre C-admissible associée est g elle-méme qui contient strictement

o

g. On remarquera que conformément a la proposition 3.2.13. la représentation
(Va, V&) n’est pas irréductible et que conformément aux résultats du paragraphe
suivant, By n’est pas simplement lacé.
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Le résultat suivant nous sera utile dans la partie 4.

Remarque 3.2.20. La restriction W de w, la plus grande racine de R, est la
plus grande racine de A.

Le systéme de racines A est ici ordonné par le choix de la base B, puis R est
ordonné relativement a la base ¥ choisi par le procédé décrit aprés la proposition

3.2.5.

Démonstration ~ Montrons que si dans R ona « > f§ alors p(a) > p(5)
La notation o > (3 signifie que a s’écrit

a=p0+ Zk: m;d; ou pour tout j, m; est un entier positif et d; une racine
simple . =
On a alors p(a) = p(f) + Zk: m;p(d;). On sait que p(d;) est une racine
positive de A, par conséquenizlp(a) > p(8).
On en déduit que pour toute racine & de R, p(w) > p(a) et puisque p est une

surjection de R+ dans AT U{0}, p(w)=0u
O
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4. Cas des systémes simplement lacés.

Nous montrerons dans cette partie que si le systéeme de racines A est simple-
ment lacé, c’est-a-dire de type A; | > 2, D, | > 4, Es, F7, ou Fg, alors
la condition d’irréductibilité des représentations (Vp, V’? ) est automatiquement
vérifiée.

Proposition 4.1.  Si A est un systéme de racines réduit, irréductible, sim-

plement lacé, alors Uapplication p est une injection de ¥\ 6 dans B (et par
conséquent une bijection au vu de la proposition 3.2.9.).

En premier lieu, nous introduirons la notion de racines f#-connectées dans le
systeme de racines R de ’algébre g, ¥ en étant une base, et nous démontrerons
deux lemmes.

Définition 4.2.  Deuz racines simples a et 3 de W\6 sont -connectées dans
VU 5%l existe dans le diagramme de Dynkin de ¥, un chemin connerxe reliant ces
deux racines et ne contenant que des éléments de 0.

Exemple:

o—o—o0o—(—0o—0—0—(—o—0—(»
. FE!

Lemme 4.3.  Si deux racines « et 8 de W\ sont O-connectées dans ¥, alors

pla) # p(B) et (p(a),p(B)) #0.

Cette derniere condition dit que le produit scalaire dans A de ces deux racines
est non nul, ou encore que p(a) et p(B) sont connectés dans A.

Il existe d1,...,d; dans 8 telles que la somme

e=a+di+ -+ +p8

est une racine.
Puisque p est une application de Rt sur AT U{0}, p(e) = p(a)+p(B) est une
racine positive de A.

Les restrictions a f; des éléments de W\ @ étant des racines simples de A (propo-
sition 3.2.9.) et A étant réduit, on conclut que p(a) et p(B) sont distinctes,
que leur somme n’est pas nulle et que le produit scalaire (p(a), p(5)) est stricte-
ment négatif ([Bou6]).

La réciproque de ce lemme est naturellement fausse mais nous pouvons énoncer
la remarque suivante:

Remarque 4.4.  Soient « et § deux racines de W\ 4.
Si (p(a), p(B)) # 0 alors il existe deux racines de ¥\ 0, o' et [, f-connectées
dans ¥ et vérifiant p(a) = p(a’) et p(5) = p(F').

On peut écrire les équivalences suivantes puisque p(a) et p(8) sont des racines
simples.

or(e) op(B)
(p(a),p(B)) #0 & pla)+p(B)ed < [8 .8 ]#0.
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Supposons qu’aucun couple d’antécédents de p(a) et p(f) respectivement ne
soit constitué d’éléments #-connectés dans V.

Notons p~'({p()}) = {a1,as,...ar} et p~'({p(B)}) = {51, P2, ..., B;}.

on() k

g CVyey =Y di(0a,)
i=1

op(ﬁ)

g C Vo) = Zdl(‘gﬁz)

Sia; et B ne sont pas f-connectées dans ¥ on a [d1(fa,),d1(65,)] = 0.

or(e) op(B)
Par conséquent, [8 ,8 ]=0 et (p(a),p(f)) =0, d’ou le résultat.

O
Démonstration de la proposition 4.1.
Supposons qu’il existe deux racines simples a et 5 dans W\ 8§ telles que
pla) = p(B) = Y ot 7 est un élément de B.
Remarque 4.5. Les racines « et § ne sont pas f-connectées dans ¥ (lemme

4.3)
Dans ces conditions, puisque la décomposition dans ¥ de la plus grande racine

4]
w de R contient a et § le coefficient de ¥ dans la plus grande racine @ de A est
supérieur ou égal a 2. Si A est de type A; [ > 2 cette assertion est trivialement

fausse car @ :';1+~~~—|—'y°n.
Nous supposerons désormais que A est de type D; | > 4, Eg, E7 ou Eg, on
peut donc affirmer que card(¥) > card(B) > 4.

Il existe entre a et G dans le diagramme de Dynkin de ¥ au moins un chemin
connexe de type A;, B;, C; ou Fy4, etl’on peut supposer quitte a choisir une

. . . Y . .
autre paire le long de ce chemin et une autre racine ¥ que toutes les restrictions
des racines de ¥\ 6 autres que a et 8 sur ce chemin sont distinctes deux & deux

4]
et dinstinctes de 7. La remarque 4.5. justifie I’existence d’au moins une racine
o . . . , N e
7 dans B, un chemin et une paire de racines dans R répondant a ces conditions.

Notons aq,...,ar (k> 1) ces racines intermédiaires, éléments de ¥\ . Nous
supposerons que « et a1 sont f-connectées ainsi que 5 et ag et «a;_1 et a;.
Exemple de disposition

e—o—o0o (00— (—0—0—0(—0o—0o—¢ (H—e—0—(
o aq s agz o [

La somme € des racines simples le long de ce chemin est une racine de R ([Bou6]

§1. cor.3. p.160)

4]
o) = 25 +plar) + -+ pla) € A
et les p(a;) Vje{l,...,k} sont tous distincts dans B.
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La liste des racines positives dans un systéme de type D; [ >4 ou B} 1 =6, 7
ou 8 ([Bou6] planches annexes) donne lieu & la remarque suivante.

Remarque Toute racine 1 de A dont I’écriture dans une base donnée B ne com-

porte que des coefficients 0 ou 1 et un seul coefficient 2 est telle que le coefficient

2 est relatif & I'unique racine de la base B connectée sur le diagramme de Dynkin

a trois racines de B exactement, elles-mémes affectées du coefficient 1 dans la
0

décomposition de 7. La racine ¥ est nécessairement cette unique racine et on a

k> 3.
Nous avons (%,p(al)) #0, (%,p(ak)) # 0 avec p(a1) # p(ag) (lemme 4.3.).

Il existe donc un entier j €{2,...,k— 1} tel que (’(;, p(a;)) # 0 (Remarque).
Au vu des hypotheéses et du lemme 4.3. on a encore:

(plaj),plej-1)) #0 et (p(e), plaj41)) #0 .
Les racines p(aj_1) et p(aj41) étant distinctes dans B, cette configuration est

impossible puisque seule la racine ’(; vérifie une telle propriété.

On en conclut que deux racines de W\ # ne peuvent se restreindre sur une
méme racine de B et que p est une bijection de ¥\ # sur B.

Par conséquent toutes les représentations (Vp, Vvoz) sont irréductibles (prop.3.2.13.)

et gest la sous-algebre C-admissible associée au couple (¥,0) ou 6 = p~1({0})N V.
O

Corollaire 4.6.  La classification des algebres simples complexes graduées par
un systéme de racines fini, irréductible réduit, simplement lacé est établie a partir
de la classification précédente (corollaire 3.2.17.) en éliminant de la liste établie
dans la table 3, les algébres donnant lieu a une sous-algébre C-admissible de
type By, Ci(l > 2), Fy, Ga. On remarquera que figurent dans cette liste les espaces
préhomogeénes irréductibles commutatifs réguliers correspondant a des algébres
Aj-graduées. On obtient:

Ay graduée par Ay, n>k>1 et n+ 1 multiple de k + 1.

B, Cy, D, graduées par A;

BTL ®_. ............. —o o
Crn oaeeeieinn — e
DTL 1 ®_. ............. o—o—0o—o
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5. Le cas général.
5.1. Partie directe.

Soit g une algébre de Lie semi-simple complexe de dimension finie graduée par un systéme
de racines A fini, irréductible, réduit.

Soient E( la sous-algébre simple déployée de g dont A est le systéme de racines et h une

sous-algébre de Cartan de E(

Nous noterons B = {7, ... 7, } une base de A.

Soient h une sous-algébre de Cartan de g contenant fh et R le systéme de racines de
(g, R).

o* o
Nous noterons p 'application de R dans fj qui associe & la racine « sa restriction a .

Nous avons établi (§ 3) qu’il existe une base ¥ de R et une partie § de ¥ vérifiant:
0= {ac V. p(a) =0}
- p est une surjection de Rt sur A* U {0} (I'ordre définissant R* étant induit par W)

- p est une surjection de W\ § sur B.

Soit hy ={H € h,a(H) =0 Ya € 0}, hy contient f;
Nous noterons 71, ..., les éléments de ¥ \ 4

Soit W; la composante connexe dans W de la partie 6 U {v;} qui contient ;. Nous

rappelons les notations déja utilisées en posant 6, = W; \ {v;}, h; = >, CH, et
acv;

g =bh,+ > g“ L’ensemble U; est une base du systéme de racines noté < ¥; > de
a€E<T;
(gi, ). -
Nous désignons par H; I'unique élément de h; vérifiant
vi(H;) = 2 et a(H;) = 0 pour tout o dans 6.

Les sous-espaces d,(6;) = {X € g;,[H;, X] = 2pX}, p € Z définissent une Z-graduation
de g; et on a:

do(6;) =h: €D > 9% et di(0i)= > g%

aE<h;> a=~;+<0;>

Proposition 5.1.1. Soient v un élément de B et 1, ... .Yy les racines de W\ 6 dont la

restriction a by est ’Oy



La coracine de % dans b est H% = Hi + ...+ H, ou pour tout j € {1,...,q}, H; est
Punique élément de b; vérifiant v;(H;) =2 et a(H;) = 0 pour tout o € 6);.
Démonstration : Nous avons établi (lemme 3.2.3.) que le sous-espace de la A-graduation

g
Ve est égal & @Pd;(0;). Nous savons également (lemme 4.3.) que si deux racines de R sont
7=1

-connectées dans W (déf. 4.2.) alors leurs restrictions a b sont distinctes. Nous en déduisons
que les racines 71, ..., 7, ne sont pas f-connectées deux a deux, que les bases Wy,..., ¥, des
sous-algebres gy, ..., g, sont disjointes et que la somme g; + ... + g, est directe.

Par définition de I’élément H% on a

o 0

o~

Hel§ 281C V.5 ) € [Dda(ty), Da(0))] € X do(6) ¢ D

i=1 i=1 =1

Par conséquent, on peut écrire H% =hi+...4+h, ot hj €bh; pour tout j € {1,...,¢}.

° q
Soit k€ {1,...,qh, w(Hy) =7 (Hy) = 2 et w(Hy) = 2 wlhy).
]:

Pour tout j, I'élément h; s’écrit h; = > yoHa, ya € C.
o€V

Sik#j ona (v a)=0ouencore y(Hy) =0 pour tout @ € U; et ~4(h;) = 0.

On déduit des deux expressions de ’yk(H%) que ~i(hg) = 2.

De maniére analogue on montre que si a € 0, alors oz(H%) = a(hr) =0 car HhC bh.

Par conséquent, hy est I’élément Hj, précédemment défini.

O

Corollaire 5.1.2 Si la partie 0 est vide, c’est-a-dire si p est une surjection de R sur
AT alors

)

H%:H% +...+H,
ou H,, est la coracine dans by de la racine simple ;.
La démonstration est immeédiate puisque f; se réduit a la droite vectorielle engendrée par

H, et que v;(H,,) = 2.

Proposition 5.1.3. Les représentations (do(6;),d1(6;)) pour i € {1,...,q} sont des
espaces préhomogenes irréductibles réguliers commutatifs et on peut choisir les générateurs

d’une algeébre C-admissible gy (associée a (V,0)) de sorte que E( C gy

Démonstration : Soit % un élément de B.



- Si f; est la restriction & f d’une unique racine v; de ¥\ # on a H% = H;. 1l existe un

0

oY o—%
élément X% dans g et un élément X_% dans g tels que (X_%, H%,X%) est un sly-triplet.

On a H% = H,; € dy(9,), X% € V% = di(0;) et X_% € V_% = d_1(6;). On remarquera
que (do(0;),d1(8;)) est un espace préhomogene irréductible régulier (prop. 2.2.2.).

- Si % est la restriction a b des racines simples y1,...,7, de U\ 4 alors
H% =H, +...4+ H, (prop.5.1.1.)

Comme précédemment, H% est I’élément semi-simple d’un sly-triplet (X_%, H%, Xg,)-

Puisque
X% € ‘/% - d1(91) @ ce @ d1(9q)
X_% € V_% - d_1(01) @ @ d_1(9q)
on a
Xe=Xi+...+X,, Xo=Yi+..+Y
et

Hy = [Xo, X o] = [X0, Vil 4+ ...+ [X,, 1)

La somme g; + ...+ g, étant directe, on en déduit que pour tout 57 € {1... ¢}
H; =[X,,Y]].

Jr =7

Par conséquent, (Y;, Hj, X;) est un sly-triplet et 1'espace (do(6;),d1(0;)) est un espace
préhomogeéne irréductible régulier.

Puisque I'application p est une surjection de ¥\ 8 sur B, le couple (¥, 8) est admissible
(déf. 2.3.3.).

Considérons la sous-algébre simple gy de g engendrée par les sly-triplets ainsi définis.
C’est, par définition, la sous-algébre admissible associée au couple (¥,8) dont une sous-
algébre de Cartan est hy.

0

. o o7
Par construction, pour tout y&€ B, X% € go, par conséquent g C go. De méme, on

0

montre queE( ’ C g¢. Puisque tous les générateurs (X_%, H_%,X_%) deE( sont dans gg, on a
gC gs.
Montrons que le couple (¥, ) est C-admissible (déf. 2.3.3.).



Soit +; une racine simple de ¥\ §. Supposons qu’il existe un entier p > 2 tel que 'espace
d,(0;) # {0}. 1l existe dans < W, >, une racine o qui s’écrit @ = py;+ < 6; >. Mais
alors p(a) = pp(7;) et ceci contredit ’hypothése que A est réduit. Par conséquent I'espace
(do(6;),d1(8;)) est commutatif pour tout j € {1,...,[}.

Proposition 5.1.4. Soit g une algébre de Lie simple complexe de dimension finie.
Sotent A un systéme de racines fini, irréductible, réduit graduant g etgol la sous-algebre simple
déployée associée.

Le systéme A gradue la sous-algebre C-admissible gy contenantﬁ et définte par le procédé de
la prop. 5.1.3.

Nous rappelons que R le systéme de racines de (gg, hy) est ’ensemble des restrictions non
nulles & hy des racines de R.

L’ensemble ¥ des restrictions non nulles des racines de ¥ est une base de R induisant
un ensemble de racines positives R et les H;, pour j € {l,...,l} forment une base de hj.

Nous noterons p 'application de R dans hs™ qui associe a une racine « sa restrlctlon a
o*x

hs et pg 'application de R dans h qui associe a une racine @ de (gg, hy) sa restriction a f)

L’application p est une bijection de W\ sur W et p = pgop est une application surjective

de ¥\ 6 sur B (prop. 3.2.9.).
Lemme 5.1.5. Pour toute racine @ de R , pe(@) # 0.

Démonstration : Soit ¥ € W, il existe une racine v unique dans ¥\ 6 telle que p(y) = 7.
On a pg(7) = (po 0 p)(7) = p(7) € B.

Soit @ € ﬁi on écrit @ = > n;y; ou les n; sont des entiers positifs non nuls et les
€Il 1}
7: des racines de W vérifiant pg(7;) # 0, on a donc py(@) = > nipe(F) # 0.
€I}
O

Lemme 5.1.6. L’application py est une surjection de RY sur A*

Démonstration : Soit @ € ﬁ_l—, il existe une racine a € R telle que @ = p(a), par
conséquent pg(@) = (pg o p)(a) = p(a) € At (lemme 5.1.5).

Soit ae At il existe une racine a € R* telle que pla) =& (prop. 3.2.8.).

o}

Posons @ = p(a), @ # 0 et on a py(@) = a.

Démonstration de la proposition:



Zi

Soit & € Q le réseau de racines de A.

Si ae A+ U {0}, mnous poserons Vi = P g ou gy™ désigne I'espace radiciel de
pe(@)=4&

dimension 1 dans gy associée a la racine @ et ot g¢° = hy. Sinon nous poserons Vo = {0}.

Il est évident que Vo = by (lemme 5.1.6.).
- L’algebre gy est ()-graduée par construction des Vo, aeq.

-Sih €bh, adg,h agit scalairement sur V> avec la valeur propre o (h) de maniére triviale.

- Pour tout o€ A I’espace gO( C Vs . En effet, puisque E( C gg tout élément X.o de E(
s'écrit Xo = H + S Xz avec H € by, Xz € go°.
aEeR

Qo

Pour tout A Ef;, [h, Xo] = a(h) Xz =a (h)Xs. Doti, H =0 et pour tout h Ef;
aerR
a(h) =a (h) cest-a-dire py(@) = a.

- L’algebre gy est engendrée par les Vi, aE A.

Il suffit de prouver que Vg est engendré par les Vo, a€ A. Ceci est trivialement vrai
puisque Vi = hy est engendré par les g4%, @ € R avec gy° C Vio(@ ot pg(@) € A (lemme
5.1.5.).

Proposition 5.1.7. Soit g une algébre de Lie simple complexe de dimension finie graduée
par un systeme de racines A fint, irréductible et réduit.
Soient E( la sous-algébre simple déployée dont A est un systéme de racines et gy la sous-
algebre C-admissible de g contenant E(, constuite par le procédé de la prop. 5.1.3. et elle-
méme graduée par A d’aprés la proposition 5.1.4.
La sous-algebre C-admaissible de 'algébre gy contenant gol et constuite par le procédé de la
prop. 5.1.3. est gy elle-méme.

Puisque gy est A-graduée, il existe une base U de R et une partie I' de U telles que le
couple (¥, T') est admissible et I' = {&@ € W, pg(@) = 0} (th. 3.2.16.).

Le lemme 5.1.5. prouve que I' est vide, donc la sous-algébre admissible de gy associée a
I' est gy elle-méme.

O

Définition 5.1.8. Soit g une algebre de Lie simple complexe de dimension finie graduée
par un systéeme de racines A fini, irréductible et réduit. Nous dirons que A est mazximal
relativement a g si la sous-algébre C-admussible constuite par le procédé de la prop.5.1.3. est
g elle-méme.



Remarque 5.1.9. Cela signifie en d’autres termes que la partie 6 des racines de la base

U dont la restriction & h est nulle est vide.

Proposition 5.1.10. Soit g une algébre de Lie simple complexe de dimension finie.
Sotent Ay un systéme de racines fini, irréductible et réduit graduant g et gy et la sous-algébre
déployée associée a A;.

Soit Ay un systéme de racines fini, irréductible et réduit graduant g, et mazimal relativement
¢ 9.
Le systéme de racines Ay gradue g.

Démonstration : Nous noterons g, la sous-algébre déployée de g; associée & A, et b;
une sous-algébre de Cartan de ’algébre g; pour : = 1,2. On a h, C h; C bh.

— . [¢] .
Nous noterons @ une racine de /Ay et a une racine de A,.

Il existe une base ¥; de A; et une base ¥ de R telles que les applications de R* (resp.
A;T) dans Ay U{0} (resp. Ayt) quia o (resp.@) associe sa restriction & h; (resp.a b,) sont
surjectives (prop. 3.2.8. et lemme 5.1.5.).

Nous noterons Vi (@ € R) et V5 les espaces de la Aj-graduation de g.

Soit & un élément de Q) le réseau de A,. Posons Vo = P Vi si ac Ay U {0} et
alha=&

Ve = {0} sinon.
On a Ve=TVgcarsia # 0 alors alh, 756 (lemme 5.1.5.).

- Les sous-espaces Vs forment une @)-graduation de maniére évidente.
- Pour tout i € B, adgh agit scalairement sur Vs avec la valeur propre o (h).

- L’espace VB est engendré par les Vs, a€ A,. En effet VS = V5 et l'espace V5 est
engendré par les V5, @ € A;.

Puisque pour tout @ € Ay, Vz C Vg, avecalh; € Az, on a le résultat attendu.

Théoréme 5.1.11. Soit g une algébre de Lie simple complexe de dimension finie.
Soit A un systéme de racines fini, irréductible et réduit.
Les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) A gradue g
(11) Il existe un couple (V,0) C-admissible dans le systéme de racines R de g tel que A gradue
la sous-algebre C-admissible gy associée au couple (V,0) et A est mazimal relativement a la
sous-algebre gg.

Démonstration : La premiére implication est une conséquence de la proposition 5.1.7.



Réciproquement, puisque le systéme de racines R de gy gradue g, (prop. 3.1.1.), il suffit
d’appliquer la proposition 5.1.10.

O

Remarque 5.1.12. D’aprés le théoréme précédent et au vu des résultats obtenus dans
le § 3, la classification des algébres de Lie simples graduées par un systéme de racines fini
irréductible et réduit est ramenée a la recherche des graduations maximales . La liste de ces
graduations sera établie au paragraphe 5.3.

5.2. Etude des cas.

Dans cette partie nous donnerons la liste des systémes de racines finis, irréductibles,
réduits, maximaux graduant une algébre de Lie simple complexe de dimension finie donnée.

Soit g une algébre de Lie simple complexe de dimension finie et A un systéme de racines
graduant g et maximal relativement & g.

Soit B = {7,,...,7,} une base de A.

Dans le systéme de racines R de g, nous considérerons une base ¥ = {~;,...,7}, con-
struite par le procédé de la prop. 5.1.3.

Nous pourrons supposer que I’application de restriction p n’est pas une bijection de ¥ sur
B, c’est-a-dire que les représentations (Vg, V%) pour ¢ € {1,...,n} ne sont pas irréductibles
et que par conséquent la sous-algébre E( est distincte de g. Nous dirons dans ce cas que la
A-graduation est non triviale.

Pour tout 7 € {1,...,n}, nous noterons W' I’ensemble des racines simples de R dont la
restriction & h est la racine simple %2 On obtient ainsi une partition de la base ¥ puisque
par hypothése la partie € est vide et 'application p est une surjection de ¥ sur B.

Si U = {v;,...,7,} on sait que les racines 7;; sont deux a deux orthogonales.

s bl . N .
Si 'on note (X_%.] , H%.] ) X%.J) un sly-triplet associé a la racine ;;, on a

H%,; =H,, +...+H,, (cor. 5.1.2.) et I'élément X; =X, +...+X,, € V%z puisque
Vo = @@ g la partie § de ¥ étant vide.
T L}

o
07;

On sait (prop. 5.1.3.) que l'on peut choisir les éléments X,  de sorte que X; € g
J

Pour tout h €, I'élément adyh agit scalairement sur X; avec la valeur propre ’Oyz-(h),
d’oit

Viok € {1,...,n}, [Hy X =3(H; )X,



Lemme 5.2.1. Soient a et 3 deux racines simples ayant la méme restriction ’OyZ dans
B alors

(1) (a,3) = 0.

(11) Siv est une racine simple telle que (v, a) # 0 alors il existe une racine simple p vérifiant

(, ) # 0 et p(y) = plp). St (v,8) =0 alors u est distincte de 5.
(11i) Pour tout couple (i,k) d’entiers distincts de {1,...,n} le nombre a(H% ) est indépen-
k

dant du choiz de o dans V.

Démonstration : (i) Le systéme de racines A étant réduit la premiére assertion est
immeédiate.

(17) Supposons que la racine 4 a pour restriction la racine simple ’Oyk (en d’autres termes
v € UF); puisque (y,a) #0on a k #1.

On peut écrire compte tenu des remarques précédentes

H%‘:HQ+H5+ > Hy

AU\ {a,5}
Xi=Xo+ X5+ > Xi
A€Ti\{a,B}
Ho=H4 X
EEUR\{v}

[Hy  Xi] = %,(Hy )Xi = [Hy, Xi+ > [He, Xi) = a(Hy) XaHBUH)Xs+ 30 A(H,) X0+

E€TF\{v} A€T\{a,3}
(> alH))Xo+( > B(He))Xp+ 3 MHe )Xo
EETF\{~} EETF\{v} A

Si B(H.,) # 0 on pourra poser y =~

Si B(H,) = (7,8) = 0 alors Y. B(Hg) # 0 et puisque pour tout £ € Wk \ {~},
EEUF\{~}

B(Hg) <0, il existe £ € UF\ {v} tel que B(H;) < 0 c’est-a -dire tel que (£,3) # 0 et on
posera u = £. Par construction u € W, c’est-a-dire que p(u) = p(7).
(1i7) Par définition X; = > X,.
acli

[Hy X = ¥ a(H;

a€Wi )Xa - %(H%k)XZ

k

Par conséquent pour tout o € W', a(H% )= ’OyZ(H% ).
k k

Dans un premier temps nous examinerons le cas des algébres simples A;, B, C; (I > 2),

Dl (l Z 4)7 F47 GQ-



Pour simplifier les notations, nous poserons H' = qul‘ pour tout 7 € {1,...,n}.

Nous supposerons que %1 est la restriction de la racine simple v; (la numérotation des
racines étant celle de Bourbaki (GAL chap. 4.5.6.). Par conséquent on a H* = > H,.
acPl
Puisque (y1,72) # 0 les racines v; et v, ont des restrictions distinctes et nous noterons
’OyQ la restriction de la racine 42. On posera H*> = > H,.
acWw?

Corollaire 5.2.2.
(1) Les algébres Ay, By, G2, C3 n'admettent aucune A-graduation mazimale non triviale.
(ii) Si As et Bs admettent une A-graduation mazimale non triviale alors on a
Ul = {v,73} et U = {v,}. Celte éventuelle graduation de Az (resp. Bs) ne peut étre que

de type By (resp. G3). Le cas As correspond & Uunique automorphisme de diagramme non
trivial de As.

Nous verrons au paragraphe 5.3. que de telles graduations existent effectivement.

Démonstration : La premiére assertion, pour ce qui concerne Ay, By et (5, est une
conséquence immédiate du lemme 5.2.1.

Pour les algebres Az, Bz et C3 , on a nécessairement (lemme 5.2.1.) W' = {y;,73}
\Iﬂ = {72}7 H2 = H’VQ et 71(H2) = 73(]_[2)‘

Cette derniére condition est évidemment fausse dans le cas de Cs.

Convention graphique: Nous relierons par une fleche sur le diagramme de Dynkin
deux racines de ¥ ayant la méme restriction. On obtient alors les diagrammes suivants :

e o—e >» o e
Y1 Y2 RE] Y1 Y2 RE] Y1 Y2 RE]

Dans les cas de Az et Bs, si une telle graduation existe, la matrice de Cartan du systéme
de racines graduant 1’algebre est donnée par les (H') 1,7 € {1,2} . On obtient pour

As la matrice (_21 _22

Cartan respectives de By et (3.

qui sont les matrices de

) et pour Bs la matrice _21 9

Nous supposerons désormais que [ > 4. Les notations adoptées precédemment justifient
alors la remarque suivante.

Remarque 5.2.3. Pour tout a € ¥!, o(H?) = —1.



Lemme 5.2.4.

(i) Dans les cas ot g est de type A, B;,C;, Fy st W' ={y} alors pour tout j € {1,...,1},
p {p(v))H) N ={vy;} et la A-graduation est triviale.

(ii) Dans le cas ou g est de type D;, si W' ={vy,} alors

- soit [’éventuelle graduation est triviale

- soit pour tout j € {1,....1 =2} pT'({p(1;)}) N ¥ ={y} et p(n-1) = p(n).

On verra au paragraphe 5.3. que ce dernier cas correspond effectivement a une gradua-
tion.

Démonstration :

(1) Notons jo le plus petit indice tel que p~'({p(7;,)}) N ¥ contient plus de deux
racines. Cela signifie qu’il existe un entier k > jo + 2 tel que p(vx) = p(75,)-

On a évidemment 2 < 59 <1 — 2 et ’application du lemme 5.2.1. nous donne

p(Vio—1) = p(ve41) ou p(vj-1) = p(7k-1). La partie p=' ({p(7j,-1)}) N ¥ contiendrait
alors plus de deux racines, ce qui est contradictoire avec le choix de jq.

(12) Dans le cas de D;, le méme raisonnement reste valable pour j € {1,...,[—2} et
cela réserve la possibilité d’avoir p(y,—1) = p(7). On obtient alors le diagramme suivant :

O

Lemme 5.2.5. Dans les cas o Ualgebre g est de type Ay, Bi,Ci (I > 4) ou Fy et si on
suppose que la A-graduation est maximale non triviale, on a nécessairement W' = {~,v}.

Démonstration : Supposons qu’il existe j € {3,...,] — 1} tel que ~; € ¥! on a alors
{Vj-1,7j41} C¥? et ~;(H?) < —2. Ceci est impossible (rem. 5.2.3.).

On en déduit la
Remarque 5.2.6. Dans les cas de A, B;,C; (1 >4) ona y(H')=—1.

Lemme 5.2.7.  Les algebres B;,Ci (I > 4) et Fy n'admettent pas de A-graduation
mazimale non triviale.

Démonstration : Dans tous les cas, on a nécessairement ~,_; € U2,

Pour Byon a y_;(H') < =2 et v(H')=—1.



Pour C; on a y(H?*) < —2 et v (H?) = —1. Ceci est en contradiction avec le lemme
5.2.1. (ii).

Pour Fy, p(y1) = p(va) implique p(v2) = p(73) et ceci est impossible (lemme 5.2.1.

(4))-

Proposition 5.2.8.

- L’algebre Ay, n’admet pas de A-graduation mazimale non triviale.
- St Ualgebre Agpry admel une A-graduation mazimale non triviale, celle-ci est de type Cppq
et ce cas correspond a l'unique automorphisme de diagramme non trivial de Agpyq.

Nous démontrerons au préalable que si on désigne par [H'Tl] la partie entiére de HTI ol

[ >4 alors dans A;ona p~'({p(7;)}) N ¥ = {v;,y—j41} pour tout j € {1,...,[HL]}.

La démonstration se fait par récurrence sur j.

L’assertion est vérifiée pour 7 = 1 (lemme 5.2.5.). Soit un entier j € {1,..., [H'Tl] — 1},
supposons que pour tout entier k < j ona p~'({p(7x)})N¥ = {Y, Vi—k+1 }; par conséquent
p(vit1) = p(yi=;) ou p(vij+1) = p(Yi—j+2) (lemme5.2.1. (i1)). Cette derniére égalité est exclue

par ’hypothése de récurrence.

Sil =2p la récurrence conduit & p(7,) = p(v,+1) et ceci est impossible puisque

(Vps Ypt1) # 0 (lemme 5.2.1. (7)).

Sil=2p+1 alors, onobtient p~'({p(v;)}) NV = {v;,7—j+1} pour tout j € {1,...,p}
et p'({p(7p41}) N = {7,141} et le diagramme associé est le suivant :

SN\

1 Tp+1 V2p+1

Si une telle graduation existe alors les coefficients de la matrice de Cartan du systéme
graduant sont donnés par les v;(H') pour 1,7 € {1,...,p}, et on obtient :

2 -1 0
- .

. =1
0 -2 2

La matrice de Cartan obtenue est de type C,41 et le diagramme de Dynkin du systéme
correspondant est:



oo o - o—e<_® )

Proposition 5.2.9.

(i) St Di(l > 5) admet une A-graduation mazimale non triviale, alors nécessairement

pour tout 5 € {1,...,1 =2}, p7 ' {p(y;))H) N¥ = {v;}, p(n) = p(yi—1), et la graduation
éventuelle est de type Bi_1. Ce cas correspond a 'unique automorphisme de diagramme non
trivial de Dy (1 > 5).

(i1) Si Dy admet une A-graduation mazimale non triviale, alors celle-ci est de type Bs ou
Gy et les diagrammes correspondants sont ceux des seuls automorphismes de diagramme non

triviauzr de Dy.

Démonstration : Comme dans le cas A;, on montre que si W' £ {y,} alors p(y1) =
p(vi—1) ou p(y1) = p(y). Le “ou” n’étant pas exclusif.

Sil>5alors p(y1) # p(v3) et donc y(H') = —1. On note ¥* = p~'({p(73)}) N .

Supposons que p(y1) = p(vi—1) alors p(v2) = p(vi—2) (lemme 5.2.1. (7)) et p(y) =
p(71) ou p(y1) = p(v3). Le “ou” est ici exclusif puisque W' ne contient pas 7s.

- SiTon a p(m) = p(y) # plya) alors y(H') = —1 et v_2(H') = —2. Ceci est
impossible (lemme 5.2.1.(717)).

- Silon a p(v) = p(y3) # p(71) alors p(y1-3) = p(y3) puisque 4,_3 n’est pas dans W
Mais alors v2( H?) = —1 4,_9(H?) = —2. Ceci est en contradiction avec le lemme 5.2.1.(77).

On traiterait de maniére analogue le cas p(y1) = p(v).

En conclusion , si [ > 5pour tout 7 € {1,....1—2}, p7*({p(v;)}) N ¥ = {v;},
p(v) = p(71-1) et le diagramme correspondant est le suivant :

Yi—1

Y1 Y21-2 Yi

Les coefficients de la matrice de Cartan du systéme graduant sont donnés par les ~;(H?),
i,k € {l,...,n} et on obtient :



Le systéme A est de type B;_; et le diagramme de Dynkin correspondant est le suivant:

p(71) p(n-2)

(1i) Le cas de Dy :

- Si U = {71,793}, ¥? = {12}, ¥? = {v4} le diagramme correspondant est le suivant:

/ Y3
Y1 Y2
Y4

La matrice de Cartan donné par les v;(H*) caractérise un systéme de type Bs.

Les autres cas tels que deux racines seulement ont méme restriction donnent lieu au
méme résultat.

- Si Ut = {v,73,74}, U2 = {72 }; le diagramme correspondant est le suivant:
/ RE

Y4

La matrice de Cartan associée au systéme de relations donné par les vz ( H') est la matrice

de Cartan de (7, <_21 _23)

Etude des algébres de type E
Proposition 5.2.10.

(i) Les algebres E; et Es n’admettent aucune A-graduation mazimale non triviale.
(i1) Si Eg admet une A-graduation mazimale non triviale, alors nécessairement

U= {76} 7 ({p(33)}) N = {33,795}, p7 ({p(12)) N0 = {72} et
p ({p(v)}) N = {v4}. (La numérotation adoptée est celle de Bourbaki). Ceci correspond

a "unique automorphisme de diagramme non trivial de Fg.
Démonstration :

- Si U = {~,} alors pour tout je€{3,...,{},1=6,7,8 on a
p *{p(v)H N (P \ {72}) = {7;}. La démonstration est analogue a celle donnée pour le cas
A; (lemme 5.2.4. (7).



Montrons qu’alors p~'({p(72)}) N ¥ = {~2}. Supposons qu’il existe j € {3,5,...,1},
[=6,7,8 tel que p(7;) = p(72) (1). Sij # 3 (1) implique p(v;-1) = p(7a) ou p(vj41) = p(74)
Ceci est en contradiction avec le résultat précédent. Si p(vs) = p(72) alors p(v1) = p(74)
(lemme 5.2.1. (i)). Ceci contre-dit I'hypothese W' = {~,}.

- Les racines v; et 7, ont des restrictions distinctes, on aurait sinon p(vs) = p(7a).

- Si ! contient plus de deux racines alors W' = {v;,7;}. La démonstration est analogue
a celle donnée pour le cas A; (lemme 5.2.5.).

Examinons désormais cas par cas.

- Pour FE; : p(y1) = p(y7) implique p(v3) = p(y6) (lemme 5.2.1. (¢)) implique
p(71) = p(7s) (on applique lemme 5.2.1. (1) et le fait que W' = {v;,77}). Ceci est impossible.

- Pour Es : p(y1) = p(rs) implique p(7s) = p(y7) implique p(74) = p(76) implique
p(r2) =plys) (1)

oy

p(r2) =plyr) (2)

(1) donne y4(H?*) = —2 car p(vs # p(7v7)) et v(H?) = —1. Ceci est impossible (lemme
5.2.1. (417)).

(2) implique p(vs) = p(74) = p(11). Ceci est impossible puisque W' = {v;, s}

VY =N

® ® I ® ® ® ®
7 -7

- Pour Es : On a nécessairement p(v3) = p(75) p ' ({p(74)}) N ¥ = {44} puisque
Ut ={y,76}. et p~ ({p(12)}) N ¥ = {0}
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5.3. Partie réciproque.

Proposition 5.3.1. Soz'tgol la sous-algébre simple de Ualgébre g engendrée par les
sly-triplets (Y;, H', X;) pour 1€ {1,...,n)} précédemment définis et 6 la sous-algebre de
Cartan de E( engendrée par les H;.

Nous noterons A le systéme de racines de (E(, f;) et R le systéme de racines de (g,h).
L’application p associe a toute racine de R sa restriction a f;

Si p(R) CA alors A gradue Ualgébre g.

Démonstration :

Nous savons que p(¥) = {91,...,7,} est une base de A et que la matrice de Cartan de

A est donnée par les relations ’;k (H) 1 <k,i<n.

Par construction A C p(R), par conséquent, ’hypothése implique qu’aucune racine de
ok
R ne se restreint & 0 dans b .

- . . . o o
Soit () le réseau de racines de A. Soit a € (; nous poserons :

Vo = h
Vo = D g siacA
p(v)=2
Vo = {0 sinon
- Les espaces Vs forment une @-graduation de g. On a notamment g = P Vo puisque

aeAU{0}
pour tout 7y € R, p(7) € A et g¥ € V(.

- La sous-algébre f est incluse dans Vy = §.

. o . oYi . . . ,

- Soit v;€ B, par construction g est le sous-espace vectoriel de dimension 1 engendré
0
07

par X; = >  X,, onadoncg C ‘/,$

a€,p(a)=";

., © o I . , . . o (o} o
Soit a € A, a peut s’écrire sous forme d’une somme de racines simples a=v;, +...+ 7,
de sorte que toutes les sommes partielles sont des racines de A.



On a donc Eo'a = [E(wp...[ﬁ%,ﬁm]...] C Ve,

[
Vip Vi

- Pour tout i €l ady(h) agit scalairement sur Vo avec la valeur propre o (h) par con-
struction de V.

- L’algebre g est engendrée par les espaces Vs pour o€ A.

En effet, pour tout v € ¥ on a H, € [g77,9"] C [V_,y), V,y] par construction et
p(v) #0 d’ot la conclusion.

O

Proposition 5.3.2.  Tous les cas mis en évidence précédemment (propositions 5.2.8.
5.2.9. et 5.2.10.) correspondent effectivement & des A-graduations. Plus précisément Ag,iq
est gradu€ par Cppy, Dy (1 > 4) est gradué par Bi_y, Bs et Dy sont gradués par Gy et Eg
est gradué par Fy.

Ce sont les seules graduations d’algébres de Lie simples qui sont mazimales non triviales.

Pour I'étude des différents cas, on consultera la liste des racines positives des systémes
de racines irréductibles et réduits. [Boub planches annexes].

- Agpy1 est graduée par Cpyg.

U={y,..c,vp1) B=1{7, 71}

H = H, + pr+2—¢ 1<:<p
On rappelle que { X; = X, +X,, .,
Vo= p(i) = p(Y2p42-i)

HP = H’Vp-l-l Xp+1 = X’Vp-}-l Vp+1= p(f)/p-l-l)

Montrons que p(Ry) C Aj.

Soit a € Ry.

-Si a= Y w 1<i<ji<p41 alorspla)= ¥ 5, € A,
i<k<j i<k<y

S a= > e p+1<i<i<2p+1 alors p(a) = > v, €Ay,
1<k<j 2p+2—5<k<2p+2—j

-5t a= > v 1 <i<p+l <j<2p+1. Nousnoterons M = mazx(i,2p+2—j)
i<h<

m = min(i,2p+2—7)

Onaalors p(@) = 3 7,42 X Y%+7m €4+
m<k<M M<k<p



La proposition précédente nous donne le résultat.

- Dy (1 <4) est gradué par Bj_;.

V={y,.,n} B={3, b
H = H, 1<i<i-2
0 1l H = Hy , + H,,
n rappelle que 5 = o(7) l<i<i—2
Yier = plu) = p(n)
Soit o € Ry
csioa= Y p 1<i<j<I—1 alors pla)= Y 7, €A,

i<k<j

sioa= Y et 1<i<j<Ii=2 alos pla)= Y Y +v €A
i<k<j 1<k<y

“sia= Y 42 Y mAmatml<i<ji<li-—lalos pla)= Y 9+
i<h<; i<k<i-2 i<h<j
2 Y Mty €A+
G<k<I—2

- B; (et par conséquent Dy) est gradué par Gs.

o = Hm + H%
H* = H,,
Nous poserons o
o= em) = pls)
2= p(n)

On obtient p(R4) = {71,271 + 725271 + V2. 371 + 72,371 + 72} = A

- F¢ est gradué par Fj.

o = Hm + H%
H* = HWQ
= Hvs + H%
H* = H%;
Nous poserons ’071 _ p(71) = p(76)
Y2 = p(72)
Y3 = plw) = plrs)
Yo = p(ya)

Le systéme de racines A ainsi obtenu est de type Fj associé au diagramme de Dynkin

suivant:



Nous nous conformerons a la convention d’écriture de [Bou6|. La racine de Eg qui s’écrit

a=ay +by,+cys+dys+eys+ fre seranotée a ¢ d e f.
b
La racine de Fy qui s’écrit&:m%—l—n’oh—l—p%g)—l—q%l seranotée m n p q.
Sia=a ¢ d e f alors play=b d c+e a+f.
b

Il suffit alors de vérifier que p(R4+) C Ay en consultant les listes respectives des racines
positives de Fg et Fj.
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TABLE 1: Espaces préhomogeénes irréductibles réguliers de type parabolique

1) A2TL+1 [ S ._®_. ......... o—eo
aq Q41 Xan 41
2) B oe 6o o=y n>2 3k<2n+1
aq L Qn
3) Chb o --v--. — (@ — €< n >3, 6k<2n
g [0 %:773 Qp
4) Cn *—@ - 0—O0—@---- - 0—& ) n23
a1 [e7%)
5) Dyo—0 - oo 0 0—o—0—o >4 3k<2n
(647 .
6) DZmO—O .......................... o—eo—o (- Z 2
[ ]

7) EG o—o—?—o—o 8) EG o—o—0—0—o

1) B ._._T_._._. 12)  Er oo e e

13) Bt e—eo—e—e 14) e e o o o
) I

15)  Er e o e e O
!

16) Bs o—o—9o o o o o 17) Fs oo o o o o o

18) ES *—0——

20) Eg o—eo—o—0o—0o—(H—e 21) Eg o—eo—o—o—0o—0—(

24) Iy —e»—(»

25) Gy =
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Table 2: Espaces préhomogénes commutatifs

g 0y = [£g, Lg] régularité
An 00— 0-0—a Ap_1 x A,_p régulier si n=2p-1
Q1 Clp Qp
B, e o o s Bn_1 régulier
Cr o @ cvereninnnnns o— oo An_1 régulier
DTL 1 (O R o—o—o0o—o DTL —1 I'égulier
Dpno eo— @ civivinan.n. oo Ap_1 1ég. sin pair
Fs ._._T_._@ Ds non régulier
[ J

E7 oo —o—o—eo—@ FEs régulier

Table 3: Sous-algébres C-admissibles.

Le type de la sous-algébre C-admissible qui figure accolé a chacun des diagrammes
de cette table est aussi le type du systéme de racines A graduant [’algebre.

Type Ap:n=(k+1)p—1,k>1,n>1,p>1.

0 - 0—()—0 - O—(—@ —(—eo - --0o—e Ap
(3} ap CYQP Olkp Qp



Type Bj:

n> k.

(D oo (e ()@ w e o @ P By
ay Qg Qn
Type Ch:

n=((k+1p k>0p>1.

0 ()@ ()@ o—(—e
aq Qyp Q2p Akp
Type D,:
n>k+2.
O— - O—F—e - -0—o—0 By
Q1 (0783
n=(k+ 1)p, p pair, p > 1.
60 06— ()0 - O—()—@ - o—(—e
aq Qyp Qap Akp
Type Ejs:
O—eo—o—0—( A2
I
0—044?*._. Gz
®
Type E7
O—Q—I—.—._® A1
O—CE—eo—0—0—0 G2
I
O—eo—0—0—(—0 Cs

Cr41

Cr+1
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—0
o —O—0
O—e— .|

Type Fjy:

(=8 —e Ga
O—=G

G

Iy
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