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Résumé :

Cette communication concerne l’identification d’obstacles dans un domaine acoustique tridimensionnel borné.
L’approche présentée repose sur deux ingrédients essentiels. Le premier est lutilisation d’une méthode
d’équations intégrales rapide fondée sur la fast multipole method, grdce a laquelle il est possible d’aborder ce
type de probléme d’inversion sur des configurations tridimensionnelles bornées de longueurs caractéristiques re-
lativement grandes par rapport a la longueur d’onde acoustique. Le second est le gradient topologique de la
fonction coiit associée au probleme inverse, permettant de déterminer les zones du domaine acoustique dans les-
quelles 'introduction virtuelle d’un obstacle infinitésimal induit une diminution de la fonction coiit. Cela permet
de guider le choix de conditions initiales pour la mise en ceuvre ultérieure d’un algorithme d’inversion reposant
sur I’optimisation de la fonction cotit. Ces deux aspects sont présentés et illustrés sur un exemple numérique.

Abstract :

This communication addresses the identification of rigid scatterers in a three-dimensional acoustic medium of
finite size. The methodology is based on two main concepts. The first is a boundary element formulation of the
relevant acoustic boundary value problems which is accelerated by means of the Fast Multipole Method, and
thereby applicable to acoustic domains of relatively large size compared to the acoustic wavelength. The second
is the topological gradient of the cost function associated with the inverse problem, whose computation allows to
outline regions in the acoustic medium where the virtual introduction of an infinitesimal rigid scatterer induces
a decrease of the cost function, thereby allowing a better-informed choice of initial conditions for a subsequent
optimization-based inversion algorithm. Both concepts are presented and demonstrated on a numerical example.

Mots-clefs :

Probleme de diffraction inverse, Equations intégrales de frontiere, Gradient topologique,
Fast Multipole Method

1 Introduction

On considere un milieu acoustique occupant le domaine borné '™, satisfaisant aux équations
de I’acoustique linéaire. Un obstacle rigide inconnu B, de frontiere I""™ (ou un ensemble de
tels obstacles) est immergé dans 2¥™. On définit aussi le domaine sain (i.e. sans obstacle) €2 tel
que Q™ = Q \ BY™. Le déplacement normal u,, est imposé sur une partie Sy de la frontiere S
de €2. Le champ de pression acoustique p a I’intérieur de Q2™ vérifie alors les équations :

(A +k?)p™ =0 dans Q'™

Pl = pw?u, sur Sy
p?rrlai — 0 sur erai (1)
p' = sur Sp=2S5\ Sy
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ol k = w/c est le nombre d’onde et p la masse volumique. Selon 1’usage, le facteur temporel
e~ ™! est omis dans 1’écriture de toutes les grandeurs acoustiques.

Le probléme inverse consiste 2 identifier I'emplacement et la forme de B (ou ceux de
[v1a), Pour cela on suppose que 1’on dispose de données aux limites surabondantes : les valeurs,
notées p°®, prises par p"™ sur une partie S°® C Sy de la frontiere externe sont supposées
connues. Pour une configuration donnée B¢ d’obstacle rigide (simple ou multiple), c¢’est-a-dire
une hypothese sur cet obstacle, on note p¢ le champ de pression solution du probléme direct,
défini par les équations (1) dans lesquelles '™, TV et p*™ sont remplacés par ¢ = Q\ B¢,
I" et p°. L’obstacle BY™ est alors recherché a travers la minimisation d’une fonction cofit I

définie ici par :

vrai

1
j(chun) — 5/Sb |pc _pobs |2 dr (2)

2 Gradient topologique

Présentation. La résolution du probléme inverse par minimisation de ¢ fait appel a une
procédure itérative, dont le résultat est susceptible de dépendre fortement du choix des condi-
tions initiales (nombre d’obstacles, emplacements et formes initiales). Ce choix peut étre facilité
par le calcul d’un champ scalaire, appelé gradient topologique de la fonction ¢, dont les zones
négatives correspondent a la tendance a la décroissance de la fonction colt sous I’effet de I'in-
troduction d’un obstacle infinitésimal. Ce concept a initialement été introduit dans le contexte
de I’optimisation topologique de structures [1].

Soit B.(x°) = x° 4+ £ un petit obstacle sphérique de taille ¢ > 0, de frontiere I'. et
contenant le point x° € ) (£ désignant la boule unité). Pour le domaine 2°* = Q \ B, on
cherche a évaluer le comportement asymptotique de _# (2%, u,,) pour une valeur infinitésimale
de e. Des travaux antérieurs [2, 3] ayant établi que

I (D un) — F(Qu,) =0()
le gradient topologique de _# (2, u,,) est la fonction .7 (x°) telle que :
S un) = F(Qup) +° | B T (x°) + o) 3)

Afin d’évaluer .7 (x°), il est donc nécessaire de calculer ¢ (Q°,u,) et donc de résoudre le
probléeme (1) dans lequel B¥™® est remplacé par B.(x°), dont la solution est notée p°. Il est utile
d’introduire la décomposition p* = p° + p en une partie diffractée p°® et une partie incidente p
solution du probleme acoustique associé au domaine sain :

(A+k)p=0 dans Q
Pn = pw’u,  sur Sy 4)
p=20 sur Sp

Il est alors naturel de supposer que le champ p° s’annule lorsque € tend vers zéro :

lim | p°(x) |= 0 (5)

e—0
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ce qui permet de développer _Z (Q2°, u,,) selon j* :

1
f(QEaun) — 5/ |pa _pobs |2 dr
Sobs
1

=3 /Sobs” p =™ P+ Re((p = p™)5") + of| (%) )] T

= S @)+ ;5 [ RelG= )+ ol 7 ) ©
Gobs

Une méthode élégante et efficace pour calculer le terme |, gos Re((p — p°)p°)dI repose sur
I’utilisation d’un champ adjoint.

Calcul par un champs adjoint. Soit p le champ solution pour le domaine sain €2 soumis
a un déplacement imposé ,, sur une partie de sa frontiere (voir équation (4)). De la troisieme
formule de Green on peut tirer une identité de réciprocité pour les champs p et p° sur le domaine
(2%, qui prend en compte les égalités sur la frontiere, p° = p = 0 sur Sp, p; = —ﬁi sur I',,
p5 = 0etp, = pwty, sur Sy :

/ (Pp,; + P°p)n; I’ = —/ ﬁsprmnidF (7)
e SN
En particulier, si u,, est choisi selon

. p%(p—p(’bs), surSobs
" 0, surSy\ 5o

(8)

I’équation (6) prend la forme

T I'e

€

a partir de laquelle le gradient topologique .7 (x°) peut étre déduit du comportement asympto-
tique de p° sur I'. (voir [3] pour les développements). On obtient, tous calculs faits :

T (x°) = Re [(pAijp,; — K*pp)(x°)] (10)

ou le tenseur A dépend de la nature (rigide ou pénétrable) de 1’obstacle (A;; = 3;;/2 pour
un obstacle rigide). Calculer le gradient topologique nécessite alors uniquement de résoudre le
probleéme direct et le probleme adjoint sur le domaine sain. Ce que nous proposons de faire par
la méthode des équations intégrales de frontiere accélérée.

3 Fast Multipole Method

Une formulation intégrale équivalente au probleme direct repose sur 1’identité

)+ [

[ ) Gixymy)ar, - / W Gxy)dl, =0 (D)

S

(ou G(x,y) = exp(ik |y — x|) /(47 |y — x|) est la solution fondamentale pour un milieu infini de
I’équation de Helmholtz), qui donne une équation intégrale pour x € S U T (avec ¢(x) = 1/2)

3
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et une représentation intégrale de p°(x) pour x € Q (avec ¢(x) = 1). Apres discrétisation,
I’équation intégrale conduit a un systeme lin€aire dont la matrice est pleine et complexe. La
rapidité de résolution de ce systeme par un solveur itératif dépend essentiellement du produit
matrice-vecteur. Cette opération est a priori de complexité O(N?), rédhibitoire pour les situa-
tions a grand nombre N d’inconnues nodales. La Fast Multipole Method (FMM), initialement
proposée par Greengard et Rohklin [4], permet d’accélérer cette phase cruciale du calcul et a
été mise en ceuvre dans ce travail.

Principe. Le principe de la FMM en acoustique linéaire est brievement décrit pour une
intégrale générique du type |, s G(x,y)p(y)dl',, celles contenant les dérivées de G se déduisant
de ce cas. La FMM repose sur deux identités. La premiere est une forme particuliere du théoreme
d’addition de Gegenbauer, en reconnaissant dans G la fonction sphérique de Hankel de premiere
espece et d’ordre zéro :

ik T+T,|

Tl am 2D @ Dk IR (b o) Pfeos(r ) (12)
° 1=0

ou j, est une fonction sphérique de Bessel de premiere espece, hél) est une fonction sphérique
de Hankel de premiere espece et P, est un polyndme de Legendre. La deuxieme identité est le
développement en ondes planes du produit j,Fp :

(=)’

Jolk e Pu(cos(r,x,)) = - L ¢HSE) P (cos(s, 1,))ds (13)

Les deux identités (12) et (13) sont en pratiques utilisées sous une forme approchée : la série
(12) est tronquée a un ordre ¢ < L et I'intégrale sur la sphere unité . dans (13) est remplacée
par une formule de quadrature a points s, et poids w,. En posant r = x —¢; — ¢y — y et
r, = ¢; — ¢, on obtient

/ G, y)p(y)dl, = > w,e™SeX-CTy  (s)) / e HSY=Clp(y)dl, (14)
S » S

avec
L

ik s 2+ )i
Tpr,(s) = = lz:; Thg (k |ro|) Pe(cos(s,r,))

L’efficacité de la FMM résulte alors d’une utilisation « astucieuse » de cette formule.

Algorithme FMM. LaFMM procede alors selon les étapes suivantes :

(i) Discrétisation (usuelle) de S, I" et p© par éléments de frontiere ;
(i1) Découpage de I’espace en cellules cubiques organisées en arborescence récursive (oct-
tree), avec plusieurs niveaux de découpage par dichotomie ;
(iii)) Montée. Pour toutes les cellules feuilles, puis en remontant 1’arborescence pour toutes les
cellules par changement de centre, calculer le terme, dit moment multipole, f e e~k (Sp,y—C2) p(y)dI‘y,
ou ¢y désigne le centre de la cellule.
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(iv) Descente. Partant de la racine, parcourir 1’arbre pour calculer, dans chaque cellule de
centre ¢, le terme 17 sp f e~ (Sp.y—C2) (y)dFy pour les cellules de centre ¢, de po-
sitions et de tailles telles que le rapport /7, soit d’une part toujours inférieur a une limite
donnée (afin d’assurée la précision de la méthode) et d’autre part le plus proche possible
de cette limite pour la rapidité du calcul.

(v) Pour chaque cellule feuille, finir I’évaluation de (14) et calculer par une procédure séparée
les interactions proches non traitées a 1’aide de (14).

4 Résultats numériques

On a choisit, comme exemple d’illustration de la méthode, la détection d’une cavité sphérique,
de rayon r = 0, 4d et de centre ¢ = (2d, 4d, 4d), incluse dans un cube centré en (0, 0, 0) de coté
8d. Les deux surfaces sont maillées par des éléments triangulaires a trois noeuds tels qu’il y ai
5 noeuds pour une longueur d. On effectue 6 expériences. Pour chacune, on pose une source, de
longueur d’onde 3d et recouvrant 10 éléments, sur une face du cube ; partout ailleurs la vitesse
normale est imposée a zéro. On fait une expérience par face. A I’intérieur du cube le gradient
topologique .7 (x°) est calculé sur une grille de 47 x 47 x 47 noeuds.

On observe la somme des contributions de chaque expérience sur deux plans perpendicu-
laires passant par le centre de la sphere (qui est représentée par un cercle blanc).

T — 255. 4763
\ {
1056512 N b 50. 25816
i
\

8403799 0 % 7. 350917
-157,5108 -54.96
230, 9837 182, 5691

-
304, 4566 L 270,178
377,929 % = i N ~357.7873

N
524, e o

136. 3806 -

(=

-533. 0054

-620. 6145

FIG. 1 — Somme des gradients topologique .7 (x°) dans les plans a) z = 4d et b) x = 2d

On peut imaginer une autre utilisation de ce résultat en considérant comme discriminants
les cas ou le gradient topologique prend une valeur positive pour au moins une expérience.
En prenant pour chaque expérience la partie négative du gradient topologique, on construit le
champ obtenu en calculant en chaque point le produit de ces parties négatives. Pour I’exemple
considéré ici, le champ ainsi obtenu est représenté en figure 2, et donne des indications en bon
accord avec le défaut recherché.

5 conclusion

L’exemple numérique précédent nous montre que, bien qu’aucun résultat mathématique ne
I’affirme, le champ de gradient topologique permet d’espérer localiser des obstacles. Peu précise
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a) b)

FIG. 2 — Produit des gradients topologique .7 (x°) dans les plans a) z = 4d etb) z = 2d

mais économique en temps de calcul cette méthode devrait en particulier permettre d’initialiser
des algorithmes de minimisation de la fonction cofit.
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