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RÉSUMÉ. On s’intéresse à la dynamique d’un disque élastique en glissement stationnaire par
rapport à un solide rigide. Il a été démontré pour le disque en rotation uniforme et pour un
coefficient de frottement donné que l’équilibre glissant est instable. L’étude numérique de la
stabilité se traduit par la résolution d’un problème aux valeurs propres généralisées. L’objet
de cette communication est de présenter une méthode permettant d’évaluer la sensibilité de la
valeur propre par rapport à la géométrie de la surface de contact et de définir un algorithme
permettant de trouver la surface de contact optimale afin de stabiliser un mode précis. La
méthode de calcul de la sensibilité est illustrée sur un exemple simple afin de la valider. Ce
travail s’inscrit à long terme dans une optique de réduction du phénomène de crissement des
freins à disque.

ABSTRACT. This communication deals with the steady-state sliding of a rotating elastic disk on
a rigid body. Previous investigations have shown that, if the friction coefficient is constant,
the sliding equilibrium is unstable. The numerical study of stability is based on a generalized
eigenvalue problem. This work aims at adjusting the shape of the contact surface so as to
preclude the occurrence of the unstable eigenmodes. Towards this goal, a methodology for
computing the sensitivity of a given eigenvalue of that problem with respect to the shape of
the contact surface, based on Lagrangian differentiation with respect to shape parameters,
is proposed and validated on a numerical example. This work is expected to ultimately help
reducing disk brake squeal via an optimal design of the contact surface.

MOTS-CLÉS : Stabilité dynamique, frottement, optimisation.

KEYWORDS: Dynamical stability, friction, optimization.
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1. Contexte et hypothèses

On considère un disque élastique
�

en rotation autour de son axe de révolution. Ce

disque est en contact frottant avec un solide indéformable fixe sur une surface ✁✄✂ (frot-

tement de Coulomb et coefficient de frottement ☎ constant). On s’intéresse ici à l’évo-

lution d’une perturbation lorsque l’on est proche de l’équilibre stationnaire. Les équa-

tions du contact unilatéral frottant sont telles que l’on ne peut se permettre de consi-

dérer une perturbation quelconque, le caractère non différentiable de ses équations

rendant la linéarisation impossible. On choisit donc une perturbation qui conserve la

condition de non décollement et on ne tient pas compte du phénomène d’adhérence.

Dans ces conditions, la perturbation ✆✝ , dite glissante, du déplacement
✝

est définie

par ✝✟✞✠✝☛✡✌☞ ✆✝ avec ✆✝✎✍✏✞✠✑ sur ✁ ✡✂ ( ✝☛✡ déplacement à l’équilibre, ✁ ✡✂ zone de

contact à l’équilibre). Le contact frottant devient bilatéral avec glissement imposé :✒ ✞ ☎✎✓✕✔✌✖✘✗ ✔✙✗ avec ✔ la vitesse de glissement et ✓ la réaction normale de contact.

On choisit d’étudier la stabilité de l’équilibre par la méthode de linéarisation en né-

gligeant l’effet du frottement plan (étudié numériquement). On a alors ✆✒ ✞ ☎ ✆✓✕✚ avec✚ ✞✜✛ ✖✢✗ ✛ ✗ , ✛ étant la vitesse du disque à l’équilibre (orthoradiale ici).

2. Equation de la dynamique du disque et instabilité glissante

En écrivant les équations de la dynamique du disque et en négligeant les termes

convectifs [MOIR00], ✣✤✆✝✦✥ ✆✓★✧ est régi par le problème variationnel suivante :✩✪✪✪✫ ✪✪✪✬
✭✯✮✱✰ ✆✝✦✲ ✳✴✳✶✵ ✝✸✷✤✹✻✺✼☞ ✭✯✮✱✽ ✣✾✆✝ ✧✻✿❁❀❂✿ ✽ ✣ ✝✸✷ ✧ ✹✻✺❄❃ ✭✯❅❇❆ ✆✓❈✣❊❉ ☞ ☎✸✚❋✧ ✵ ✝●✷✾✹ ✁ ✞❍✑✘✥❏■✎✝●✷✭✘❅❇❆ ✆✝✸✍ ✓ ✷❑✹ ✁ ✞❍✑✘✥▲■ ✓ ✷ (1)

Poser ✆✝ ✣◆▼ ✥ ✚❋✧ ✞ ✆✝✸❖ ✣❊▼✸✧✻P❘◗✯❙✦✣❁❚✢✚❋✧ et ✆✓❯✣❊▼ ✥ ✚❋✧ ✞ ✆✓ ❖ ✣◆▼✎✧✻P❱◗✯❙✦✣❲❚✘✚❋✧ , conduit alors au pro-

blème aux valeurs propres généralisé :✩✪✪✪✫ ✪✪✪✬ ❚●❳
✭ ✮ ✰ ✆✝ ❖ ✵ ✝✸✷✾✹✻✺❯☞ ✭ ✮ ✽ ✣✤✆✝ ❖ ✧✻✿❁❀❨✿ ✽ ✣ ✝✸✷ ✧ ✹❩✺❬❃ ✭ ❅ ❆ ✆✓ ❖ ✣◆❉ ☞ ☎✸✚❋✧ ✵ ✝✸✷❘✹ ✁ ✞❍✑✘✥▲■✸✝✸✷✭✯❅ ❆ ✆✝ ❖❪❭ ✓ ✷✤✹ ✁ ✞❫✑✘✥▲■ ✓ ✷ (2)

qui gouverne les modes d’instabilité dynamique du régime glissant. Une écriture plus

compacte du problème [2] est :❚ ❳✾❴ ✣ ✝❵✥❋✝ ✷ ✧ ☞✼❛ ✣ ✝❵✥❋✝ ✷ ✧ ☞ ❀❜✣❁✓ ✥❋✝ ✷ ✍ ✧ ☞ ❀❜✣ ✝✎✍✎✥ ✓ ✷ ✧ ☞❞❝ ✣❊✓ ✥❋✝ ✷✳ ✧ ✞❍✑✘✥▲■ ✣ ✝ ✷ ✥ ✓ ✷ ✧ (3)

ayant utilisé les notations simplifiées ✝ et ✓ pour ✆✝ ❖ et ✆✓ ❖ , et avec❴ ✣ ✝❵✥❋✝ ✷ ✧ ✞ ✭ ✮ ✰ ✝❵✵ ✝ ✷ ✹❩✺ ❛ ✣ ✝❵✥❋✝ ✷ ✧ ✞ ✭ ✮✕❡ ✝ ✿❲❀❨✿ ❡ ✝ ✷ ✹❩✺
❀❢✣❊✓ ✥✶✝ ✷ ✍ ✧ ✞❣❃ ✭✘❅ ❆ ✓ ✝ ✷ ✍ ✹ ✁ ❝ ✣❁✓ ✥❋✝ ✷✳ ✧ ✞✏❃ ✭✻❅ ❆ ☎✎✓ ✝ ✷✳ ✹ ✁
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3. Problème d’optimisation

L’évolution de la structure suivant tout mode solution de [3] est

Re ✣ ✝ ✣❊▼✸✧❋❤❥✐ ✳ ✧ ✞ ❤ Re ❦ ✐✤❧ ✳♥♠Re ✣ ✝ ✣◆▼✸✧✶✧✘♦❘♣rq❘✣ Im ✣❲❚●✧❋✚❋✧ ❃ Im ✣ ✝ ✣◆▼✎✧❋✧✢q❋s✉t✈✣ Im ✣❁❚✸✧▲✚❋✧❏✇
On note que si Re ✣❁❚✸✧②① ✑ , alors le mode est instable. L’objectif poursuivi ici est

d’éviter la déstabilisation d’un mode choisi en modifiant la géométrie de la zone de

contact ✁✈✂ . La stratégie de calcul est de déterminer cette zone par un algorithme de

minimisation de la fonction coût③ ✣❁✁④✂⑤✧ ✞⑦⑥ Re ✣❲❚✢⑧❪✣❁✁✈✂❪✧✶✧ ✞ ❚●⑧❪✣❁✁④✂⑤✧ ☞⑩⑨❚✢⑧❪✣❁✁✈✂❪✧❶
étant fixé. Pour cela, la surface plane ajustable ✁ ✂ est décrite à l’aide d’une transfor-

mation géométrique ❷ telle que ▼ ✞ ❷❸✣❊❹ ✥❊❺ ✧ dépendant de paramètres géométriques❺
. Il s’agit de chercher

❺
, et donc ✁ ✂ , qui minimise la fonction coût ❻❼✣ ❺ ✧ ✞ ③ ✣❁✁ ✂ ✣ ❺ ✧✶✧ .

Pour gagner en efficacité, on se place dans l’optique de l’utilisation d’une méthode

d’optimisation employant le gradient de ❻❼✣ ❺ ✧ . Le développpement qui suit a pour ob-

jet de proposer une procédure d’evaluation numériquement peu coûteuse des dérivées❻ ✲ ❽✾❾❿✞ ❚✢⑧ ✲ ❽✾❾✌☞ ⑨❚✢⑧ ✲ ❽✾❾ (dans la suite, on utilisera la notation abrégée ➀✣④✧ pour ✣➁✧ ✲ ❽✾❾ ).
Afin de calculer ➀❚ ⑧ , on effectue une dérivation par rapport à

❺☛➂
de l’équation [3] :✣❁❚●❳✤✧❪➃ ❴ ✣ ✝✦✥✶✝●✷ ✧ ☞ ❚●❳ ➀❴ ✣ ✝❵✥❋✝✸✷ ✧ ☞ ➀❛ ✣ ✝✦✥✶✝●✷ ✧ ☞ ➀❀➄✣❁✓ ✥❋✝✸✷✍ ✧ ☞ ➀❀➁✣ ✝✎✍✎✥ ✓ ✷ ✧ ☞ ➀❝ ✣❁✓ ✥❋✝✸✷✳ ✧ ✞✜✑

(4)

Le calcul de ➀❴ , ➀❛ , ➀❀ et ➀❝ necessite la dérivation d’intégrales de volume et de surface.

Or la singularité de certains intégrands sur le bord de la surface de contact conduit à

utiliser des formules de dérivation lagrangienne, en analogie avec les procédures de

calcul de taux de restitution d’énergie de type « ➅ ❃❫➆
» en mécanique linéaire de

la rupture. On est donc amené à introduire, compte tenu du caractère bilinéaire par

rapport aux champs des composantes du problème variationnel [3], les expressions

suivantes : ➀❴ ✣ ✝✦✥✶✝ ✷ ✧ ✞ ❴ ✣ ➀✝✈✥✶✝ ✷ ✧ ☞ ❴ ✣ ✝❵✥ ➀✝ ✷ ✧ ☞ ❴➈➇ ✣ ✝✦✥✶✝ ✷ ✧➀❛ ✣ ✝✦✥✶✝●✷ ✧ ✞❍❛ ✣ ➀✝✦✥❋✝✸✷ ✧ ☞❄❛ ✣ ✝✦✥ ➀✝●✷ ✧ ☞❄❛ ➇ ✣ ✝❵✥❋✝✸✷ ✧➀❀❜✣❁✓ ✥❋✝✸✷✍ ✧ ✞ ❀❜✣ ➀✓ ✥✶✝●✷✍ ✧ ☞ ❀❜✣❁✓ ✥ ➀✝✸✷✍ ✧ ☞ ❀ ➇ ✣❊✓ ✥✶✝●✷✍ ✧➀❝ ✣❊✓ ✥✶✝●✷✳ ✧ ✞❍❝ ✣ ➀✓ ✥✶✝●✷✳ ✧ ☞❈❝ ✣❁✓ ✥ ➀✝✸✷✳ ✧ ☞❈❝ ➇ ✣❊✓ ✥❋✝✸✷✳ ✧
dans lesquelles ❴ ➇ ✣ ✝✦✥✶✝ ✷ ✧ , ❛ ➇ ✣ ✝❵✥❋✝ ✷ ✧ , ❀ ➇ ✣❊✓ ✥✶✝ ✷ ✍ ✧ et

❝ ➇ ✣❊✓ ✥✶✝ ✷✳ ✧ correspondent aux va-

leurs prises par les dérivées lagrangiennes des intégrales correspondantes à dérivée
lagrangiennes des champs nulles :

❴➈➇ ✣ ✝✦✥✶✝ ✷ ✧ ✞ ✭✯✮ ✰ ✝✦✵ ✝ ✷ div
➆❇➂❥✹✻✺

❛ ➇ ✣ ✝✦✥✶✝●✷ ✧ ✞ ✭ ✮ ✣ ❡ ✝ ✿❲❀❨✿ ❡ ✝✸✷ ✧ div ➆ ➂ ❃ ✣ ❡ ✝ ❡ ➆ ➂ ✧✘✿❁❀❨✿ ❡ ✝●✷➁❃ ❡ ✝ ✿❲❀❨✿✶✣ ❡ ✝●✷ ❡ ➆ ➂ ✧ ✹❩✺
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❀ ➇ ✣❁✓ ✥❋✝✸✷✍ ✧ ✞❣❃ ✭ ❅ ❆ ✓ ✝✸✷✍ div

❅ ➆ ➂ ✹ ✁
❝ ➇ ✣❊✓ ✥✶✝●✷✳ ✧ ✞❣❃ ✭✻❅ ❆ ☎✎✓ ✝✸✷✳ div

❅ ➆ ➂ ✹ ✁ ✵
➆❥➂ ✣◆❹ ✥❁❺ ✧ ✞ ❷ ✲ ❽ ❾ ✣◆❹ ✥❁❺ ✧ désignant le champ de vitesse de transformation associé à ❷ .

On notera que

✰
est constant et que ➀✚ ✞ ➀❉ ✞➉✑ . En remarquant que ✣ ➀✝ ✷ ✥ ➀✓ ✷ ✧ est un

champ test admissible, on obtient :

✣❲❚✢❳❑✧✶➃ ❴ ✣ ✝❵✥❋✝✸✷ ✧ ☞ ❚✢❳❩✣ ❴ ✣ ➀✝✈✥✶✝●✷ ✧ ☞ ❴ ➇ ✣ ✝❵✥❋✝✸✷ ✧❋✧ ☞➊❛ ✣ ➀✝❵✥❋✝✸✷ ✧ ☞➊❛ ➇ ✣ ✝❵✥❋✝✸✷ ✧ ☞ ❀❢✣ ➀✓ ✥✶✝●✷✍ ✧☞ ❀ ➇ ✣❊✓ ✥✶✝●✷✍ ✧ ☞ ❀❜✣ ➀✝ ✍ ✥ ✓ ✷ ✧ ☞ ❀ ➇ ✣ ✝ ✍ ✥ ✓ ✷ ✧ ☞❄❝ ✣ ➀✓ ✥❋✝✸✷✳ ✧ ☞❄❝ ➇ ✣❁✓ ✥❋✝✸✷✳ ✧ ✞❫✑
(5)

Afin d’éliminer les termes contenant ✣ ➀✝✦✥ ➀✓➋✧ de [5], on considère le problème aux

valeurs propres suivant, problème adjoint au problème [3] :❚✢❳ ❴ ✣ ✛✸✥❋✛❩✷ ✧ ☞❈❛ ✣ ✛✸✥❋✛❩✷ ✧ ☞ ❀❜✣ ✛❇✍✎✥❪➌✌✷ ✧ ☞ ❀❜✣ ➌➍✥❋✛❩✷✍ ✧ ☞❄❝ ✣ ✛❥✳♥✥⑤➌✌✷ ✧ ✞❍✑✘✥▲■ ✣ ✛r✷r✥❪➌✌✷ ✧ (6)

Les choix de fonction-test ✣ ✝ ✷ ✥ ✓ ✷ ✧ ✞ ✣ ✛✸✥❪➌ ✧ dans [5] et ✣ ✛ ✷ ✥⑤➌ ✷ ✧ ✞ ✣ ➀✝❵✥ ➀✓★✧ dans [6]

permettent, par combinaison des deux égalités obtenues, d’éliminer ✣ ➀✝❵✥ ➀✓★✧ et d’obte-

nir directement l’expression de la dérivée de la valeur propre :

➀❚ ✞✏❃ ❚ ❳ ❴ ➇ ✣ ✝❵✥❋✛ ✧ ☞❈❛ ➇ ✣ ✝✦✥✶✛ ✧ ☞ ❀ ➇ ✣❊✓ ✥❋✛❇✍ ✧ ☞❬❝ ➇ ✣❊✓ ✥✶✛❥✳ ✧⑥ ❚ ❴ ✣ ✝✦✥✶✛ ✧ (7)

L’évaluation pratique de [7] a pu être simplifiée en remarquant que, si ➅➍➎➏✣ ✝ ✧ dé-

signe le taux de restitution de l’énergie en régime quasistatique pour le champ
✝

asso-

cié à une fissure fictive dont le front est le bord de la surface de contact, alors❛ ➇ ✣ ✝✦✥✶✝ ✧ ✞❣❃❜⑥ ➅ ➎ ✣ ✝ ✧
Compte tenu par ailleurs du caractère bilinéaire en ✣ ✝❵✥❋✛ ✧ de ❛ ➇ ✣ ✝✦✥✶✛ ✧ , on obtient❛ ➇ ✣ ✝❵✥❋✛ ✧ ✞➑➐⑥❜➒ ➅➓➎r✣ ✝➔❃➋✛ ✧ ❃ ➅➓➎➏✣ ✝②☞❯✛ ✧❋→
L’intérêt pratique de cette remarque réside dans la possibilité d’évaluer la contribution❛ ➇ ✣ ✝❵✥❋✛ ✧ à [7] au moyen d’un opérateur de calcul de taux de restitution d’énergie,

une possibilité offerte par exemple par CAST3M. Un traitement similaire n’étant pas

disponible pour ❴ ➇ ✣ ✝❵✥❋✛ ✧ , le calcul de ce terme a été programmé directement. La

procédure mise en œuvre consiste alors à calculer les modes ✝ et ✛ dans MATLAB,

puis évaluer ➀❚ par [7] au moyen d’un post-traitement des champs ✣ ✝✦✥✶✛ ✧ , cette fois

dans l’environnement CAST3M afin d’utiliser l’opérateur donnant ➅ ➎ .
Ainsi, le calcul de ❚●⑧ ✲ ❽✾❾ pour tous les paramètres ❺ ➂ permet d’évaluer le gradient❡ ❽ ❻❼✣ ❺ ✧ de ❻❼✣ ❺ ✧ . L’optimisation de ❻❼✣ ❺ ✧ sera réalisée à l’aide d’une procédure du

optimization toolbox de MATLAB, à laquelle l’information

❡ ❽ ❻➣✣ ❺ ✧ est transmise.
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Figure 1. Configuration géométrique de l’exemple.

4. Exemple

La méthode n’ayant pas encore été appliquée au mécanisme industriel, un exemple

simple de validation est présenté ici. On considère, sous l’hypothèse des déformations

planes, un solide élastique rectangulaire en contact frottant glissant sur ✁✄✂ ✞ ✁④✂▲↔➏↕❜✁④✂➛➙
(Figure 1), avec pour conditions aux limites ✝ ✗ ❅ ↔ ✞✏✝ ✗ ❅ ➙ (condition de périodicité),✝ ✗ ❅❥➜ ✞➑✑ . Les caractéristiques du matériau sont : ➝ ✞⑩⑥✯✵➟➞ ➐ ✑✘➠✶➠ Pa, ➡ ✞➢✑✘✵ ➤ ,

✰ ✞➥❥➦ ✑r✑ kg/m ➧ et ☎ ✞ ➐ . La surface de contact est paramétrée par le seul paramètre ➨ .

Le premier mode instable est le mode 3.

Afin de valider la démarche, on calcule en fonction de ➨ la valeur propre ❚ ➧ as-

sociée au mode 3 et la dérivée ❚ ✲ ➩ donnée par [7]. Il est alors possible de vérifier la

cohérence du résultat en comparant la dérivée calculée par [7] avec la dérivée numé-

rique de ❚✦✣❊➨✄✧ (Figures 2 à 5). Les résultats font apparaître une bonne concordance

entre les dérivées analytique et numérique. On remarque cependant que cette dernière

présente des oscillations, vraisemblablement dues au fait que dans la procédure de dé-

rivation numérique les valeurs de ❚✈✣❁➨❵✧ et ❚✈✣❁➨ ☞❞➫ ➨❵✧ sont obtenues sur des maillages

différents.
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Figure 2. Re ✣❁❚✸✧ en fonction d’ ➨
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Figure 3. Im ✣❲❚●✧ en fonction d’ ➨



Optimisation de surface 5

0.1 0.2 0.3
-4e+05

-2e+05

0

2e+05

4e+05

Dérivée analytique

Dérivée numérique

Figure 4. Re ✣ ✹ ❚✸✖ ✹ ➨✄✧ en fonction d’ ➨
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Figure 5. Im ✣ ✹ ❚✎✖ ✹ ➨✄✧ en fonction d’ ➨
5. Conclusion et perspectives

A ce stade de l’étude, une procédure à base de dérivation lagrangienne permettant

le calcul de la dérivée d’une valeur propre du problème de perturbation glissante as-

socié à un solide en rotation a été formulée et validé. Les étapes suivantes consistent à

intégrer cette procédure à l’algorithme d’optimisation, puis à traiter le cas industriel.

Les premiers résultats de l’algorithme d’optimisation proposé seront présentés à partir

du modèle numérique élément fini d’un mécanisme simplifié de frein à disque. On

montrera le contour optimal de la surface défini par les paramètres
❺

optimaux.

A terme, les résultats de la méthode permettront de suggérer une nouvelle géo-

métrie des garnitures du frein, pour laquelle il faudra alors vérifier par des mesures

acoustiques qu’il y a effectivement disparition de la fréquence associée au mode opti-

misé. Par ailleurs, pour ce qui concerne la simulation numérique, on pourra chercher

à vérifier que la géométrie optimale obtenue par l’algorithme proposé ici conduit éga-

lement à la stabilisation de la solution dynamique du problème non linéaire.
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