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Résumé— Une nouvelle approche d’identification des sys- Identifier un modéle a partir de données réelles devient dif-
témes d'ordre non entiers est présentée dans cet articleficile lorsque I'ordre non entier est introduit. Pour un mo-

L'idee de base est d'étendre la methode de l'identification pa- yae entier, une fois I'ordre maximal du systéme a identifier
ramétriqgue des moindres carrés récursifs au cas de systémes_, | X d el N imisés di
a dérivée non entiéres. Le modele considéré est de type ARXXS: €S parametres du modele peuvent etres optimises direc-
généralisé dont les ordres de dérivation sont distribués danstement, alors, que lidentification des systemes d'ordre frac-

un intervalle réel fixé. La matrice de régression est compo- tionnaire nécessite le choix du nombre d’opérateurs non en-

see de 'ensemble de dérivations non entieres de I'équationtiers, la puissance non entiére de chaque opérateur et les co-
différentielle généralisée a un instant donné. Une évaluation fficients des opérateurs.

comparative en simulation par des exemples numérigues on ; . ; A e 4 A
monE[)rés clairement la quaIiFt)é de I’identifi?:ation en u'glisant b"ﬂs'e“rs modeleg et plusieurs mgthodes ont ete Proposes,
cet approche par rapport aux résultats obtenus en utilisant la VOir [2]. Dans plusieurs cas de systémes dont les parametres
méthode des moindres carrés linéaires non récursifs. L'utili- varient dans le temps, ou dans le cas de systemes de com-
sation des variables instrumentales a permis d’améliorer la mandes ou il faut prendre des décisions en ligne comme dans
convergence asymptotique de I'algorithme des moindres car-|3 commande adaptative, il est nécessaire, voir obligatoire
rés récursifs. d’estimer les paramétres du modéle en temps réel ou en méme
Mots-clés— Identification recursive, systémes d'ordre non temps que I'acquisition de données entrées-sorties. Pour cela,
entier. des méthodes récursives ont été utilisées avec des systémes
ordinaires linéaires ou non linéaire [6].
l. INTRODUCTION (;et article présente une extensiqn de la méthode d'identifica-
tion des moindres carrés récursifs aux systemes d’'ordre non

L'automatique consiste en I'étude des systemes réels degntiers en utilisant la structure ARX généralisée.
différents disciplines scientifiques (electronique, mécanique,’article est organisé comme suit : la section 1l présente une
thermique, biologie, chimie...), en vue de I'analyse, de la pré- méthode de simulation des systémes d’ordre non entiers ba-
diction, de la surveillance, de la commande, et de 'optimi- sée sur la discrétisation de I'’équation différentielle généra-
sation. La condition nécessaire pour cela est I'obtention d’'unlisée. Une extension de la I'algorithme des moindres carrés
modele mathématique du systeme réel. Un systeme est un olrécursifs pour l'identification des systémes a dérivée non en-
jet dans le-quel des variables de différents types interagissentiére est dévioppée dans la section lll. En fin, afin de valider
et produisent des signaux observables. Lorsque le modéle dies performances de la méthode proposée, et de comparer les
systéme n’est pas connu, il est nécessaire de procéder a sagsultats obtenus par cet approche avec celles obtenus par la
identification. méthode des moindres carrés linéaires présentée dans [1], des
Lidentification a pour objet la détermination, généeralement a exemples numériques de I'identification par modeéles non en-
partir de mesures physiques, des parametres numériques d’utiers a partir de données issues de la simulation d’un modéle
modéle, de telle sorte que dans le domaine de fonctionnemena dérivée non entiére est présentés dans la section IV.
pour lequel il a été établi, ce modéle présente un comporte-
ment aussi proche que possible de celui du systéme réel. Il. SIMULATION DE SYSTEMES D ORDRE NON ENTIER
L'analyse d’'une large catégorie de processus physiques tel
que le bruit électronique [10], les réseaux de télécommu-Considérons I'équation différentielle généralisée donnée par
néication [9], 'hydrolique [4], la mécanique des fluides [8], I'équation suivante
la polarisation électrode-électrolyte [3], montre que les tra-
cés de Bode de ces systémes sont caractérisés par une pente L M
d’ordre non entier et par un comportement temporel régit par D adiy(t) = bd™u(t) 1)
des équations différentielles d’ordre non entier. Ce type de i=0 j=0
processus est connu comme systéme d’ordre non entier ou
systéme fractionnaire. L'utilisation des modéles entiers n'estavecn,,,ny,, € R, i € [0,L], j € [0, M].
donc pas convenable pour I'identification de ce type de sys-
temes. Alors, une nouvelle catégorie de modeles appelés moka simulation du systéme décrit par (1) est basée sur la
déles d’ordre non entier, basés sur le concept de la différendiscrétisation de cette équation en utilisant la définition de
tiation non entiere a été développée [2], [5], [1]. Grunwald-Letnikov, voir [5]. Pout = Nh (N : entier) nous
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avons Introduisons la matrice de régression définie par I'équation
i (10), alors, I'équation (12) peut étre réécrite sous la forme :
Ty = 5 D R -H @) o
k=0 y(t,0) = 0T p(t) + €' (1) (13)
N oi t
. )z . cpp . . iz el(t) = Le# (14)
La solution de I'équation différentielle (1) discrétisée pour L

t eut étre donnée par I'équation suivante : . .
>0p P q représente le nouveau terme de bruit.

Le vecteur de paramétrésdans I'équation (13) est supposé

k(Ma; _
y(t) = Zl 0 & Zk (D Gyt~ ) inconnu. Lidentification considérée ici consiste en la déter-
Zl 0 T mination de ce vecteur en utilisant un ensemble de données
Z by, Z (—1)k (v P Vu(t — k) entrées/sorties. Pour cela, sile caractére de bruit n’est pas spé-
 Em=0 BT 24k=0 (3) cifié, on peux considérer le modele de prédiction donnée par
Zz 0 T I'équation suivante :
une forme linéaire de I'équation (3) peut étre donnée par : (t, é) = éT¢(t) (15)
L'estimation de nouveaux paramétres devant s'éffectuer sous
ZalYl Z b Unn ( 4 la contrainte>"-_, aj = 1 (relation 5), un jeu d'écriture tel
queap =1— 21:1 al permet d’exprimer une estimation de
avec la sortie du modele linéairement et sans contrainte par rapport
. au nouveau vecteur de parameétres donné par :
_ar
4= " 0SI<S LY a=1 (5) b, = (@), ..ay, b, .. 007" (16)
=0 h™al =0 .
soit
= =, <m< N ~
mTSL §(t) = —Yo(t Z ~Yo(t)+ > VUi (1)
=1 m=0
t an
Yi(t) =Y (-1 ()y(t — k) (7)  ou, sous sa forme matricielle :
k=1 s .
t 9(t,0,) = —Yo(t) + 07 ¢:(1) (18)
Un(t) =Y (=1)F G yu(t — k) (8) avec
k=0
o ] , c(0) = [=Y1()+Yo(t), .., =YL () + Yo (2), Uo(2), ..., Une ()T
L'équation (4) présente une forme linéaire de la sortie du ¢r(t) = [FNOFTo() L(O+%o(8), To(®) J\(41(9;]
systeme par rapport aux nouveaux parametres : Le principe général de I'estimation paramétrique par la mé-
0 = (a), .., , )T ) thode des moindres carrés récursifs dans le cas de sytémes a
= (g, ---@, 0p, -5 Opp dérivée non entiére considérés ici est donné par le schéma de
définissant une matrice de régression par la figure (1)
b= [=Yo(t), ..., =YL.(t), Up(t), ..., Unr (£)]" (10) Disturbance

Alors, I'équation (4) peut étre donnée sous sa forme matri-
cielle par I'équation suivante :

T
y(t,0) = 60" o(t) (11)
/ yt
Il1. ESTIMATION PARAMETRIQUE RECURSIVE DU pem o
MODELE NON ENTIER DISCRET Predictor
~ . , , . ~ 1
A. Méthode des moindre carrés récursifs o,(t)

Le modéle typique considére ici est de type ARX généralisé ki 1 schéma de principe de 'estimation récursive par MCR
donné par I'équation différentielle suivante :
I , Le probléme de I'estimation se formalise maintenant par la
Z azd™iy(t) = Z byd™ u(t) + e(t) (12) recherche d'un vecteur de paraméitreminimisant un critére
’ ’ quadratique donné par I'equation suivante :

t
avecng;,my, € R, i €[0,L], j€[0,M], ete(t) repré- Z — (k. ,)]2 (20)
sente un bruit stochastique. =0

H-\)—‘
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La solution de ce probleme au sens des moindres carréfans le cas de systemes dont les parametres varient lentement

donne :
O, =1>_ dr(k)or (B)] 1D (k) y(k) + Yo(k)]  (21)
k=0 k=0

Pour notre objectif ici, il est important d’exprimer (21) sous
forme récursive.

Soit .
F(t) =Y ér(k)or (k)] (22)
k=0
alors
F7Ht) = F7 1t —1) + ¢, (t)¢) (1) (23)

I'équation (21) peut étre réécrite sous la forme :

0. (t) = F(t)([i br(B) [y (k) +Yo (k)] +r () (5 (8) + Yo (2))]
k=0

(24)
Mais, nous avons
S () ly(k) + Yo(k)] = Pt = 1)0,(t — 1)
k=0
— [P - 00T )t — 1) @5)

Substituant (25) dans (24), on aura

0,(t) = 0,(t=1)=F (1), (t)¢f(t)9r(t—1)+F(t)¢r(y(t)(H;o(t))
26
I'équation (26) peut étre réécrite sous la forme suivante :

0. (t) = ér(t—1)+F(t)¢r(t)[(y(t)+Yo(t))—¢?(t>ér(t—(21;])
a partir de I'équation (23) on aura
F(t) = [F7'(t = 1)+ o (t)ey (1)

introduisons le lemmea de 'inversion matricielle :

(28)

(A+ BCD)™' =A"!' -~ A7'B(C™' + DA™'B)"'DA™!

avecA = F~Y(t—1),B=¢.(t),C =1,D = ¢L,on a(jrga)
6:(t) = 0r(t = 1) + TR (-
(07 (t — 1), (1) — Yo(t))] (30)
F(t)=F(t—1)— F(t—1)¢r (1)L (1) F(t—1)

I4+¢T () F(t—1)¢-(2)

avec le temps, il est important de donner plus d’importance
aux nouvelles données. Un approche pour cela est de modifier
le critére quadratique de minimisation en utilisant un facteur
d’oubli A

t
> Ny (k) — gk, 6,)?

k=0

J(6,) =+

; (32)

avecO < A < 1.
L'algorithme des moindres carrés récursifs avec facteur d’ou-
bli aura la forme donnée par I'équation suivante :

6r(t) = 6:(t = 1) + sriraEm () -

(BT (t — 1) (t) — Yo(t))] (33)

F(t—1)¢r(t)¢?(t)F(t—1)}
T OF =1, (1)

Les coefficientsy; (I = 1,2, ...L) se déduisent par la résolu-
tion du systéme linéaire suivaniy(étant fixé a 1)

F(t) = 3[F(t-1) -

(a] — 1)h~ et ayh a2 ayh el
abh~Mal (ah, — 1)h a2 abh~™al y
alp h~ el ay a2 (af, — 1)h~"aL

ay —ajh™"a0

ag | | —ajhmee

ar, —ap h~ "0

Les coefficients,,(m = 0,1, ..., M) s’expriment alors par :

L
b = by, Y agh™m (34)
=0

Analyse du biais de I'estimation

Supposant que les données E/S de l'identification sont géné-
rées par un systéme décrit par (12). La forme régressive de cet
équation peut étre donnée par :

y(t,0:) = =Yo(t) + 07 ¢r(t) +€'(2) (35)
en substituant cet équation dans (21), on aura, voir [6]

b= 0+ [ D2 6 (RST (] D2 6, (R (R)] (36)
k=0 k=0

avect, le vecteur de paramétres du systéme réel.
La relation (36) révéle que I'estimation est asymptotiquement
biaisée. La cause principale de ce biais provient de la corré-

L'équation (30) présente l'algorithme récursif des moindres |ation entre le signat’(t) et le signaly(¢) qui est contenu
carrés, dans le-quel nous avons introduit une nouvelle com-yans |a matrice de régressign. L'estimation est non biai-

position de la matrice de regressipn définie par (19) avec
une nouvelle formulation du vecteur de parameftedonné
par (16).

sée seulement dans le cased(t) et ¢,.(t) sont non corrélées
(E[e'(t)pr(t)] = 0). Cela est vrai dans les deux cas suivants :
- €/ (t) est un bruit blanc.

Pour que l'algorithme des moindres carrés récursifs soit exac- pentrée u(t) est indépendante def(¢) etng, = 0 (i =
tement équivalent a I'algorithme non récursif des moindres 0,1,..., L), donce, (t) contient seulement les termes relatives

carrés, il faut que I'algorithme commence par la premiéere es-

timation obtenue a l'instant = dim¢(t) [7]. En pratique
l'algorithme commence a l'instamt= 0 avec :

1
=-1,0<d<<1

F(0) =5

(1)

aux mesures de I'entrée d’excitation.

Afin de résoudre ce probléme, on remplace le vecteur d’ob-
servationg,.(t) dans I'équation (21) par un autre vecteur non
corrélé avec le bruit’(t). Une telle méthode est appelée mé-
thode des variables instrumentales [6] et [7].
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B. Méthode des variables instrumentales récursives utilisant une entrée d’excitation SBPA avec un pas d’échan-

Le principe général de cette méthode consiste en la construct'llonnaQEh = 0.5sec

tion d’un nouveau vecteur d'observatigncomposé des don- d d .
nées non corrélées avec le bruit, de tel sorte que le vecteur deslo(dt)l'Sy(t) + 5(@)0'0,@@) +y(t) = 100u(t) +e(t) (44)
paramétre$,. vérifie le systéme d’équation suivant :

oue(t) est un bruit blanc.

. Deux cas peuvent étres présentés ici :

> &®)y(k) = §(k,0,)] =0 (37)

k=0 k=0 A. Cas de données non bruitées(t( est supposé nul)
Trois modeles différents de type ARX a dérivées générali-
sées peuvent étres sélectionnés pour l'identification du sys-

teme considéré en utilisant I'algorithme des moindres carrés
. récursifs (MCR)

0, = 1> &k)or ()] & (k) [y(k) + Yo(k)]  (38)
k=0

k=0

Sachant quej(k,6,) est donné par I'équation (18) et si
dim(§&,) = dim(¥,.), alors, (37) donne :

A.1 Le modéle a identifier a la méme structure que celle du
systéme simulé (systeme réel) :
Par analogie au développement de la section (l1l.A), la forme

récursive de ( 38) sera donnée par : J J
az () y(8) + ar ()" y(t) + y(t) = bou(t)  (45)

0,(t) = 6,(t = 1) + TS (-

Les parametres inconus sont les coefficiéhtsa,, as]. L'al-

(07 (t = 1) (t) = Yo(t))] (39)  gorithme de MCR est initialisé comme suit :
— F(t=1)¢r(t), () F(t—1) 1 N
Ft)=F—1) - =5 ri—e.o F(0) = I, 6,(0) =1[0,0,0],A = 0.95

0.001

Genéralement, le vecteur de régressipnest compose de | 3 figure (2) présente I'évolution avec le temps des para-
données issus de la simulation d'un modele auxiliaire dontmetres estimés en utilisant la méthode des MCR. Elle montre

la dynamique est proche de celle du systeme a identifier.  pjen |a rapidité de convergence de I'algorithme vers les para-
Un modéle possible dans notre cas ici est donné par I'équationatres réels.

suivante : Les équations (46) et (47) donnent les résultats de I'identifica-
I , tion obtenus par la méthode des MCR et ceux obtenus par la
Z aidmeiytV (t) = Z I;jdnbj u(t)) (40) méthode des moindres carrés linéaires (MCL) respectivement
=0
d d
10.000(£)1'5y(t)+5.000(%)0'5y(t) +y(t) = 100.000u(t)
ou, les coefficients;, b; sont les parametres estimés a l'ins- (46)
tantt — 1. d d
La sortie de ce systeme peut étre exprimée par (voir section 10. 045(dt) y(t) +5. 022(dt) y(t) +y(t) = 99'9001&(:7))
(NLA) : _ o
1V (4 ) )= —YIV(t) + 0T¢ (t) (41) Ces résultats montrent la qualité de I'estimation par la mé-
o 0 mer thode des MCR par rapport a ce ceux obtenus par la méthode
avec des MCL ; les parametres identifiés par MCR sont pratique-

v v v v ment identiques a ceux du systéeme réel.
gr(t) = [_Yl (t) + YO (t)’ ) _YL (t) + YO (t)»

Uo (t)a s Un (t)]T (42) 120

blo(t)

V) =D (DG (- k)1 =0,... L (43)

IV. EXEMPLES D' APPLICATIONS

as()

L'objectif de ce paragraphe est de valider les techniques de
l'identification par modele non entier et de comparer les résul-
tats obtenus avec celle obtenus avec la méthode des moindre
carrés non-récursifs. Le modele considéré est un ARX géné-

a2(t)

Estimated parameters with RLS

-20

ralisé dont les coefficients sont supposés inconnus, les ordres 0 2 O e % 10

Time

de dérivations non entieres sont supposées distribués dans

l'intervalle [0,2]. Les mesures sont construites a partir de 100 Fig. 2. Evolution des parametres estimés du modeéle (45) avec
paires E/S issus de la simulation d’un systéme régi par 'équa- MCR (données non bruitées)

tion différentielle généralisée donnée par I'équation (44) en
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A.2 La structure du modele a identifier contient celle du Afin de valider les modéles obtenus par I'identification précé-

systeme réel dente, les figures (3) et (4) illustrent les performances tempo-
relles et fréquentielles de 'identification en utisant la méthode
des MCR et les figures (5) et (6) illustrent celle obtenues par
MCL. La superposition des réponses indicielles et des dia-
grammes de Bode du systéeme identifié par MCR et celle du

Considérons le modéle ARX généralisé donné par I'équation
suivante :

d 1.8 d 1.5 d 1
a4(%) y(t) + ag(@) y(t) + az(ﬁ) y() + systéme simulé montre la qualité de I'estimation par cette ap-
d . o5 d roche par rapport a celle obtenue par MCL.
a1 () 2y () + y(t) = bou(t) + by () Cu(t)  (g) PO PATTERP P

Les parametres a identifier sont les coefficiétisb, , a1,
as, as, as). L'algorithme est initialisé comme suit : o

1
©0.01

—-— - Real system
Identified model

F(0) I, 0.(0) =[0,0,0,0,0,0],\ = 0.95

Les equations (49) et (50) donnent les résultats de I'identifi-
cation en utlisant les MCR et MCL respectivement

Step responses
»
5]

w
S

i 1.8 i 1.5 i 1 10t
o.ooo(dt) y(t) + 10.000(dt) y(t) +0.000(dt) y(t) + 0 | | | |
5.000(%)0'594(75) + y(t) = 100.000u(t) + 0.000(%)0-%(1&) (49) Time )

Fig. 3. Réponse indicielle du modéle (51) identifié par MCR
et du systeme réel (44)

—0.259(1)1-%(15) + 9.894(i)1-5y(t) - 0.003(g)1y(t) +

dt dt dt
d d
4.837(%)0'531(15) +y(t) = 97.766u(t) — 1.555(%)0-%(15) (50) e

Ces résultats montrent clairement que le modéle obtenu par
la méthode des MCR est identique a celui du systeme a
identifier, ce qui est n’est pas exactement le cas avec le modéle -60
obtenu avec les MCL.

Magnetude (db)

A.3 Les ordres de dérivation du systéeme a identifier sont
différents de ceux du systeme réel

Phase (deg.)

Le modele proposé ici est un ARX généralisé dont les ordres
de dérivation sont arbitrairement distribués dans l'intervalle
[0, 2] et différents de ceux du systéme a identifier,

frequency (rd/s)

d d d Fig. 4. Diagramme de Bode du modeéle (51)identifié par MCR
as(5)" Py () + as(2)" 'y () + az( )"y () + et du systeme reel (44)
dt dt dt
d 0.4 _
al(%) y(t) +y(t) = bou(t)  (51) B. Cas de données bruitées
Lalgorithme est initialisé comme suit : L_’(_)bje_ctif de cet e>\<emp|e est _de valide_r_ la techniq}ue d’'iden-
tification par modéle non entier en utilisant la méthode des
F(0) I, 6,(0) = [0,0,0,0,0], A = 0.95 moindres carrés récursifs et la methode des variable instru

mentales récursives lorsque les données d'identification sont
bruitées par un bruit blanc. Le systeme a identifier est donné
ar I'équation différentielle (44). Le signatét) est un bruit
lanc de variance? = 0.32 et de moyenne nulle.
d d d Le modeéle sur lequel porte I'identification est un modéle non
4.838(—)"Cy(t) + 6.108(—) "y (t) +2.491(—)*Cy(t) + entier de type (45). L'algorithme est initialisé comme suit :

= 0.01

les équations (52) et (53) présentent les résultats de l'identifi-
cation obtenus par les méthodes MCR et MCL respectivemen

dt dt dt
d 1 .
2.869(£)0'4y(t) +y(t) = 108.155u(t) (52) F(0) = goop s 00(0) = [0,0,0], A = 0.96

Les figures (7) et (8) présentent I'évolution de I'estimation
d e d i, d o6 en utilisant la méthode des moindres carrés récursifs (MCR)
4.892(—) " y(t) +6.251(—) "y (t) + 2.393( )™y (t) + et celle des variables instrumentales récursives (VIR) respec-
d tivement. Les équations (54), (55) et (56) présentent les ré-
3038(@)0'42/(75) +y(t) = 108.155u(t) (53) syltats de I'identification en utilsant la méthode des MCR, la
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Fig. 5. Réponse indicielle du systéme (51) identifié par MCL

et du systeme réel (44) Fig. 7. Evolution des paramétres estimés du modéle (45) avec

MCR (données bruitées).
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Fig. 6. Diagramme de Bode du systeme (51) identifié par

MCL et du systéme réel (44) Fig. 8. Evolution des paramétres estimés du modéle (45) avec

VIR (données bruitées).

méthode VIR et celle des MCL respectivement. simulation numérique d’un modéle typique nous a montré les

Lensemble des résultats obtenus montre que la methode degerformances caractéristiques de cette méthode par rapport
moindres carrés récursifs est moins sensible au bruit en comy celle obtenues en utilisant la méthode des moindres carrés
paraison avec la méthode des MCL. Lintroduction des va- jingaires non-récursifs. Ces performances sont considérable-
riables instrumentales a amélioré la rapidité de convergencgnent améliorées en introduisant des variables instrumentales

de l'algorithme et la précision de I'estimation. avec un modele auxiliaires non entier.
d d e
10.128(—) By (t) +5.115(—)*Sy(t) + y(t) = 100.480u(t) REFERENCES
dt dt (54) [1] Olivier Cois. Systémes linéaires non entiers et identification par modéle
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10. L5 ) )05 — 100. [2] Oustaloup A. et al. Représentation et identification par modéle non
0 080(dt) y(t)+5 076(dt) y(®) +y(t) 00.092u(t) entier. LAVOISIER 2005.
(55) [3] SunH. and Onaral B. A unified approach to represent metal electrode

interface.lEEE Trans. Biomed. Engvol. BME-31, 1984.

[4] Black R. P. Hurst H. E. and Sinaika Y. M. Long term storage in
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entier. Ph. D. Thesis1998.
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de dimension réduite et de suivre I'évolution des paramétres

dans le cas des systemes variants dans le temps, I'analyse par

9.937(%)1-5;/(15) + 4.954(%)05;/@) +y(t) = 98.299u(t)

V. CONCLUSION



