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Abstract

In this work we give a thorough study of Hurwitz stacks and associated Hurwitz moduli spaces,
both in Galois and non Galois case. We compare our construction to those proposed by Harris-Mumford,
Abramovich-Corti-Vistoli and Mochizuki-Wewers. We apply our results to revisit some classical exam-
ples, particularly the stacks of stable curves equipped with an arbitrary level-structure, and the stack
of tamely ramified cyclic covers. In a second part we exhibit some tautological bundles and cohomology
classes naturally living on Hurwitz stacks, and give some universal relations, in particular a higher
analogue of the Riemann-Hurwitz formula, between these classes. Applications are given to the stack
of cyclic covers of the projective line, with special attention to Cornalba-Harris type relations and to

Hyperelliptic Hodge integrals.

Subject class: 14D15,14D20,14D22,14H30. Mots clés: algebraic stack, covering of curves, formal defor-

mation, group action, moduli of curves.
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1. Introduction.

L’objectif de ce travail est I’étude systématique des champs de revétements modérément ramifiés
entre courbes algébriques. Rappelons que classiquement [35], par espace de Hurwitz, on entend la
variété algébrique H, 4 paramétrant les revétements 7 : C — P! de degré d de la droite projective,
par une courbe lisse de genre g, et définis sur un corps algébriquement clos k. Modéré signifie que
Iordre du groupe de monodromie, c’est-a-dire le groupe de Galois de la cloture galoisienne, a un
ordre premier a la caractéristique p de k, si p > 0. Ces espaces (ou mieux les champs associés Hg q), et
leurs compactifications naturelles Fg’d et ﬁg’d, jouent un role significatif dans de nombreuses questions.
Citons comme exemples du coté arithmétique, la formulation géométrique du probleme de Galois inverse
par Fried [32], Fried-Vélklein [34], mais aussi la généralisation des tours modulaires suggérée par Fried
[33]. Du coté géométrique les récents et profonds développements autour de I’étude asymptotique des
nombres de Hurwitz, en d’autres termes la théorie de Gromov-Witten sur P!, développée par Okounkov-
Pandharipande [59], Graber-Vakil [38], et Ekedahl-Lando-Shapiro-Vainshtein [27] ont une expression
en termes de champs de Hurwitz. Signalons aussi ’étude parallele a certains égards de l'espace des
modules des courbes avec structure de spin (dans un sens généralisé¢) par Jarvis [43], [44], et Jarvis-
Kimura [45]. Un point de vue différent, celui des applications stables de Kontsevich C' — P! [49], [53],
s’est imposé comme une approche alternative pour aborder ce genre de questions, du moins lorsque la
base est rigide. Il n’est pas utilisé dans notre travail.

Les champs de Hurwitz seront essentiellement vus comme correspondances entre espaces de modules
de courbes. C’est cette position qui a été la motivation principale pour entreprendre le présent travail.
On notera que la construction des espaces modulaires de Hurwitz a été abordée a plusieurs reprises
dans la littérature, mais sous des angles particuliers, le plus souvent pour les revétements de base P!,
et avec un traitement partiel ou imparfait de la compactification stable marquée. On se reportera au
rapport de Debes [16], ou & Wewers [68], [69].

Notre objectif est d’abord de proposer une construction uniforme, puis ensuite une étude détaillée
des champs Hg 1.4, en corollaire des espaces de modules Hy p, 4, classifiant les revétements 7 : €' — D
définis sur un corps algébriquement clos k, de degré d, d'une courbe de genre h par une courbe de genre
g, la ramification étant supposée modérée. Si h = 0, c’est la situation du début; si d = 1, Hy 40 = M,.
On observera qu’en général H, j 4 n’est pas connexe, mais posséde la propriété que les composantes
connexes sont irréductibles; propriété partagée avec tout champ localement noethérien et normal. On
sépare de maniere grossiere ces composantes en fixant le type de la ramification, appelé la donnée de
Hurwitz, ou la donnée de ramification, et notée ¢ dans le texte (section 2.2). L’espace de Hurwitz Hy j, ¢
qui en découle n’est en général pas connexe. Le nombre de composantes connexes (ou irréductibles) est
le nombre de Nielsen (Définition 2.4). La contribution principale du présent travail est la construction,
puis I’étude, de la compactification naturelle par adjonction des revétements stables, ﬁgﬁ@ de Hgpe.
A ce stade les choses sont plus subtiles, du fait que plusieurs choix naturels sont possibles, marquage
ou pas par le diviseur de ramification.

Il doit étre noté que des constructions partielles de ’espace de Hurwitz sont présentes dans la

littérature, d’abord par Fulton [35] dans le cas des revétements simples de la droite projective, puis
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dans une logique différente par Fried [32]. On notera cependant que l’espace modulaire considéré par
Fried, et qui concerne la base P!, n’est pas identique au notre, bien que directement lié; le champ
de Hurwitz est le champ quotient de celui de Fried par PGL(1). La comparaison entre ces deux
constructions, la construction de Fried et la présente construction, est analysée par Debes [16], voir
aussi Emsalem [29],[30]. Une approche plus systématique de la construction du schéma de Hurwitz,
ainsi que d’une compactification naturelle par adjonction des revétements admissibles, a sa source dans
le travail de Harris-Mumford [42], et dans les raffinements proposés par Mochizuki [55], Wewers [68]
[69].

Les champs de Hurwitz sont, comme on va le voir, d'une extréme souplesse, du fait qu’il est possi-
ble de jouer avec les parametres: groupe, donnée de ramification et marquage. Le champ H, ¢ (resp.
Hy.c.e) est du fait de sa définition, la source d'un morphisme naturel et important (le discriminant):
(C — D) (D,({Q;}), qui associe & un revétement sa base marquée par les points de branchement,
définissant, si r est le nombre de points de branchement, un morphisme H, ¢ — My . Plus impor-
tant est le fait que ce morphisme se prolonge en ﬁg,h,g — ﬂh,r, c’est a dire aux compactifications
stables. On observera qu’un revétement stable est essentiellement stable marqué par les points de
ramification, avec une subtilité liée a la coalescence éventuelle des points de ramification d’indice deux.
De cette maniere les champs (espaces) de Hurwitz apparaissent comme des revétements (ramifiés) de
My, (vesp. My, ), lespace des modules des courbes de genre h avec r points marqués. On notera
que ces espaces contiennent comme cas particuliers les espaces modulaires de courbes avec structure de
niveau (§ 8). C’est de maniere simplifiée, un point de vue finalement assez fructueux, exploité dans [3],
de voir un revétement comme la donnée d’une sorte de structure de niveau (non abélien) sur la base,
et réciproquement.

La construction de la compactification stable du champ de Hurwitz, modelée sur celle ﬂh,r pour
My, -, est le sujet de la section 6. L’idée, somme toute banale, revient a ajouter a H, p, ¢ les revétements
dits ”stables”, qui doivent étre distingués des revétements admissibles introduits dans Harris-Mumford
[40], [42], et des applications stables de Kontsevich [49]. Contrairement aux applications stables, un
revétement stable est un objet qui, dans le cadre des revétements, provient par spécialisation d’un
revétement entre courbes lisses, ou d’une autre maniere est tel que le revétement générique dans sa
déformation universelle est un revétement entre courbes lisses, i.e. qui est lissifiable. Un point du bord
est représenté, dans le cas galoisien, par une courbe stable marquée par les points de ramification, ce
qui interdit & ceux-ci a se localiser en des points doubles, cela joint a une condition de stabilité de
I’action du groupe de Galois G du revétement. On notera que les points doubles qui peuvent avoir un
stabilisateur non trivial, alors cyclique, ne sont pas considérés comme des points de ramification, par
contre ils interviennent dans la déformation universelle de C' — D (voir la section 5 pour des détails).
Il y a une définition alternative au concept de stabilité, qui revient a ignorer le marquage par le diviseur
de ramification. En effet les points de ramification ne sont pas mobiles, ils sont assignés par I'action du
groupe de Galois. Bien que sans importance pour les espaces de modules, les deux définitions peuvent
conduire & des champs distincts (voir §6.4). On notera qu’un modele de cette construction était déja

visible dans la compactification des revétements doubles utilisée par Beauville [7].
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Dans le cas non galoisien, un revétement stable sera défini (section 6) comme un revétement qui
étale-localement admet une cloture galoisienne (voir section 6.5). Ces uniformisations galoisiennes
locales doivent satisfaire & une condition de cohérence. Un revétement stable est admissible, mais
la réciproque n’est pas vraie : les champs correspondants different. Le champ de Hurwitz est de
maniére précise la normalisation (désingularisation) du champ de Harris-Mumford. On doit noter qu’on
arrive essentiellement au méme résultat en enrichissant un revétement admissible d’une log-structure,
construction étudiée par Mochizuki [55], et Wewers [68]. Cette construction differe légerement de
la notre. C’est d’ailleurs une vertu essentielle des champs de Hurwitz, ou de ceux qui en dérivent,
que de proposer des compactifications lisses aux divers problemes de modules posés par les revétements
modérément ramifiés. Cela sera vérifié pour le champ My(G) des structures de niveau G sur les courbes
lisses de genre g (g > 2), i.e. des G-revétements principaux de base une courbe lisse de genre g. Nous
décrirons (section 8) une compactification lisse My (G) de My(G), a la différence de Deligne-Mumford
[20], mais par contre non représentable, méme si le niveau domine le niveau abélien (n),n > 3. Les
objets de ce champ seront les G-revétements principaux dégénérés stables. Un objectif similaire au
noétre a été atteint, cependant par des méthodes et points de vue différents, par Abramovich-Vistoli
et leurs coauteurs [1], [2], [3]. Les objets qu’ils décrivent sous le vocable de ”balanced twisted stable
maps”, constituent les points d’'un champ de Deligne-Mumford lisse et propre, et qui n’est pas autre

chose que le champ (quotient) (§6.4) :

My o(BG) = [ Hoce//2(G)
3

la somme étant sur les données de Hurwitz, et Z(G) étant le centre de G. Le point de vue des revétements
adopté ici rend les constructions tres naturelles. Cela s’applique a I'extension G-équivariante des théories
topologiques des champs par Turaev, Jarvis at al (voir [45],[46]).

Décrivons brievement le contenu du présent travail. Dans le paragraphe 2, on introduit les
définitions de base, donnée de Hurwitz, ou de ramification, ou d’holonomie autour des points de branche-
ment, et les opérations naturelles supportées par ces données, comme la restriction et 'induction. La
description topologique de I'espace de Hurwitz est présentée, pour clarification, et conduit a la définition
du nombre de Nielsen, introduit par Fried [32]. Dans le paragraphe 3, nous étudions les familles de
courbes lisses munies de 'action d’un groupe fini, & donnée de Hurwitz fixée, de maniere équivalente
les familles de G-revétements galoisiens.

Le résultat principal de cette section est un théoréme d’inversion de la formule bien connue de
Chevalley-Weil (Théoreme 3.1). On montre que la donnée de Hurwitz est totalement déterminée par
la connaissance des représentations de G dans les espaces H°(C, wg?m), en fait par un nombre fini
d’entre elles. Dans le paragraphe 4, on étudie de la méme maniere les familles G-équivariantes de
courbes stables marquées. L’inversion des relations de Chevalley-Weil est I'outil combinatoire crucial
pour analyser le probleme de la collision des points de ramification, phénomeéne qui peut intervenir
dans certains cas, et qui correspond & la présence de points doubles & isotropie diédrale (Théoreme
4.1). L’objectif principal du paragraphe 4 est de clarifier le comportement des points de ramification

par spécialisation et déformation. On montre en particulier qu'une G-courbe stable est essentiellement
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marquée par les points de ramification, la seule complication venant éventuellement des points de
ramification d’indice deux.

Dans le paragraphe 5, nous étudions la déformation verselle d’un revétement galoisien modérément
ramifié 7 : ¢ — D de diviseur de branchement B. Dans le cas lisse il est bien connu que les
déformations d’un revétement correspondent bijectivement a celles de la base équipée du diviseur de
branchement. Dans le cas stable, le résultat essentiel (théoreme 5.2), décrit I’écart entre d’une part la
déformation verselle équivariante de C', et d’autre part la déformation verselle de la base D marquée
par les points de branchement.

Dans le paragraphe 6, on construit les champs (espaces) de Hurwitz et leurs compactifications
stables. On montre, et cette remarque peut avoir une certaine utilité, que la projectivité des espaces
nghé peut s’obtenir par preuve similaire a celle donnée par Gieseker et Mumford pour la projectivité
de M,. Cette approche permet en fait d’obtenir de maniere uniforme la projectivité des M ,,, par une
preuve qui réduit essentiellement tout au cas de Mg. La raison est bien str le fait que les points marqués
sont implicites dans une action, ce sont les points de branchements, ou de ramification. Le théoreme
6.2 compare notre construction et celle de Harris-Mumford. On montre d’abord, dans le cas galoisien,
puis dans le cas des revétements non galoisiens, que le champ de Hurwitz (ou I’espace modulaire de
Hurwitz) étudié dans le présent travail, est la désingularisation de celui, non normal, introduit dans
[42].

Dans le paragraphe 7 on étudie la combinatoire du bord, qui se résume a la version équivariante de
la description habituelle du bord de ﬂgyn. Un role clé est joué dans cette section par la théorie de Bass
[6] des revétements de graphes ; voir en particulier le théoréme 7.2. Dans le paragraphe 8, on applique
en guise de test, la construction des espaces de Hurwitz a la description modulaire du bord des espaces
de modules de courbes avec structure de niveau G, abélien ou non. Rappelons que la construction
usuelle de la compactification M ,(G), qui proceéde de maniére indirecte, (voir Deligne-Mumford [21]),
ne conduit pas & une description modulaire précise des points du bord. Ici, ils apparaissent comme
des revétements principaux stablement dégénérés, de groupe G. C’est aussi le point de vue récent
développé par Abramovich-Vistoli [2]. On retrouve et on clarifie quelques résultats de Boggi-Pikaart
[13], Oort-van Geemen [36].

Dans les paragraphes 9 et 10, on introduit les classes ”tautologiques” qui vivent dans le groupe
de Chow d’un champ de Hurwitz, particulierement dans le cas du champ classifiant les revétements
cycliques (voir aussi [5]). On met en évidence quelques relations universelles entre ces éléments, de
maniere analoque au travail de Jarvis sur les courbes a spin [43]. Ces relations contiennent les relations
de Cornalba-Harris dans le cas hyperelliptique. On observe que la relation de Riemann-Hurwitz s’étend
a un ordre supérieur, sous la forme d’un relation simple entre classes kappa. Comme application on
calcule certaines intégrales de Hodge sur le champ des courbes hyperelliptiques suggérées par le travail
de A. Bene [10].

Les conventions et notations seront rappelées si nécessaire en début de chaque section. Les résultats
du présent travail ont été annoncés en partie, et sous une forme restreinte, dans la note [11]. Tls
s’appuient occasionnellement (§ 6 & § 8) sur la these du second auteur (voir [61]).

Nous remercions les organisateurs de la semaine thématique ” Théorie de galois et espaces de mod-

ules” au CIRM en Mars 04 durant laquelle plusieurs exposés furent consacrés aux espaces de Hurwitz.



2. Classification des revétements.

Dans ce paragraphe, les définitions de base concernant les revétements sont introduites. Nous

définissons et étudions les invariants fondamentaux, donnée de Hurwitz, représentations de Hurwitz.

2.1. Actions de groupes et revétements.

Fixons tout d’abord quelques notations et conventions communes a la totalité de l'article, puis
celles particuliéres & ce paragraphe. Soit un corps k algébriquement clos, de caractéristique arbitraire.
Une courbe, du moins lorsqu’il sera fait allusion a un corps de définition, aura toujours pour sens, une
courbe projective réduite, connexe, définie sur k. On se limitera dans la totalité de ce paragraphe,
ainsi que dans le suivant, a des courbes non singulieres. Notons cependant que dans la définition qui
suit, comme dans d’autres, cette restriction est inutile. Dans les paragraphes ultérieurs (§ 4 & § 8), une
courbe sera de maniere plus générale une courbe singuliere connexe, avec pour seules singularités des
points doubles ordinaires, donc selon une terminologie bien établie, une courbe nodale ou préstable. le
genre d’une telle courbe est g(C') = p,(C). Les définitions correspondantes, sous ces hypotheses, seront

rappelées et précisées dans le paragraphe 4 et les paragraphes ultérieurs.
2.1.1. G-revétements

Fixons un groupe fini G. On supposera, et cela de maniere permanente que si la caractéristique
d’un corps k est p > 0, alors p ne divise pas 'ordre de G. De maniere plus générale, dans les manip-
ulations de familles, on supposera que l'ordre de G est inversible dans les faisceaux structuraux des
schémas considérés. Dit d’une autre maniere, les actions du groupe G seront modérément ramifiées.
Nous retenons par ailleurs les conventions suivantes concernant le groupe G. Le groupe des caracteres
(multiplicatifs), Hom (G, k*) sera noté G. Nous noterons Irrep (G) ensemble des représentations (ou
caracteres) irréductibles de GG, une méme lettre désignant en général une représentation V', ou bien sans
précision supplémentaire son caractere xy : G — k. On notera respectivement Aut(G) et Out(G) le
groupe des automorphismes de G, respectivement des automorphismes extérieurs. Pour s € G, [[s]]
désignera la classe de conjugaison de s.

L’objet fondamental étudié dans de ce travail est une courbe C, munie d’'une action du groupe
G, action signifiant toujours une action fidele. Celle-ci est donc décrite par un morphisme injectif
¢ : G — Aut(C). On désignera alors par (C, ¢) la donnée de C' munie de action définie par ¢, lorsqu’il
sera utile de préciser celle-ci. La définition suivante d’équivalence, pour les courbes munies d’une action
de G, est celle qui prévaut dans tout ce travail. On notera cependant, et cela justifie qu’elles soient
mises en évidence, qu’il y a des variantes a cette définition, que nous allons rappeler, voir aussi par

exemple, Fried [32], Debes [16], et aussi la section 6.
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Définition 2.1. Soient deux actions (C, ¢) et (C',¢') de G sur des courbes C' et C'. Ces actions sont
dites G-équivalentes, en abrégé, équivalentes, s’il existe un G-isomorphisme f : C — C’, c’est a dire un

isomorphisme tel que pour tout x € C' et tout s € G, on ait f(¢(s)).x = ¢'(s).f(z).

Dans la suite on omettra le plus souvent la lettre ¢ et on parlera pour simplifier d’'une G-courbe;
Paction sera alors notée de maniere abrégée (s, x) — sz. Notons que les courbes munies d’une action de
G que nous auront a considérer vérifierons en général la condition que le groupe des automorphismes
Aut (C) est fini; on pourrait remplacer cette hypothese par la finitude de Aut(C), groupe des auto-
morphismes G-équivariants. C’est le cas par exemple si C est lisse de genre g > 2, ou plus généralement
si C est stable de genre g > 2 (section 3, et [20], [53]). Dans ce paragraphe on se limite de maniere
exclusive a la considération de courbes lisses; les résultats seront étendus au paragraphe suivant aux
courbes nodales stables. Sous les hypotheses en vigueur, il est bien connu que la courbe quotient C/G
est définie; nous parlerons du morphisme quotient 7 : C' — C/G comme étant le revétement (galoisien)
de groupe G défini par (C, G).

De maniere plus générale, un revétement w : C' — D, C' et D étant deux courbes lisses connexes,
est un morphisme fini et génériquement étale. L’hypothese faite sur le cardinal de G, a savoir que si
la caractéristique de k est p > 0, alors p ne divise pas |G| a pour traduction que le revétement associé
est modérément ramifié. En fait le revétement 7 : C' — C/G associé a (C, Q) est, en utilisant une
terminologie répandue, un G-revétement, ce qui signifie qu’on inclut a la donnée de 7w : C' — D, 'action
de G sur C, ou ce qui revient au méme, on fixe une identification G = Aut ().

Dans cette situation, donc pour un revétement galoisien modérément ramifié, rappelons qu’un point
de ramification est un point (fermé) x € C tel que si G, est le stabilisateur, alors G, # 1. L’orbite
d’un tel point sera souvent appelée une orbite singuliere; on parlera aussi par opposition d’orbites
régulieres. Notons que si z est un point de ramification le stabilisateur G, est cyclique, d’ordre e(z)
I'indice de ramification. Les points images dans C'/G des points de ramification sont appelés les points
de branchement. Ces définitions s’étendent comme il est bien connu au cas non galoisien. Finalement
la relation de Riemann-Hurwitz pour un revétement non nécessairement galoisien 7 : C' — D de degré
d est

29(C) 2 = d(29(D) =2) + Y (e(@) — 1)

zeC

2.1.2. Classification des revétements

La classification des couples (C,G), ou ce qui revient au méme du G-revétement correspondant
7m: C — C/G, introduite ci-dessus, ne doit pas étre confondue avec ce que I'on entend usuellement par
la classification des revétements [17], [32] [55], [67], [68].

A titre de comparaison avec la définition initiale, et pour utilisation ultérieure, rappelons que
deux revétements, galoisiens ou non, m : C — D et @’ : C/ — D’ sont dits équivalents, s’il existe des

isomorphismes f: C 5 C' et h: D 5 D’ tels que 7’ f = hm, soit un diagramme commutatif
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D h D'

Naturellement si f : (C,G) = (C',G) est une G-équivalence, donc si les G-revétements associés
sont G-équivalents, ils sont alors équivalents. La G-équivalence exige en plus que l'isomorphisme f soit
un G-isomorphisme. On notera aussi que pour les revétements de base fixée D, on peut aussi choisir
comme relation d’équivalence, la relation d’équivalence G-stricte (resp. stricte). Cela revient & imposer
h =1 dans la définition de dessus.

Dans le cas galoisien, donc pour des G-revétements, on a notre disposition deux maniéres distinctes
d’identifier deux revétements, selon que ’on exige que f soit G-équivariant, c’est dire la G-équivalence,
ou pas. Cela correspond classiquement a la distinction entre les courbes modulaires Xo(N) et X;(N).
Notons que si la base est fixée, égale & P! (le schéma de Hurwitz classique), la définition de I’équivalence
retenue par Fried [32], Fulton [35] , est I’équivalence stricte (ou rigide), pour laquelle deux revétements
m:C — Pet ' :C" — P! sont équivalents, si et seulement si il existe un isomorphisme équivariant
f:C =5 C"avec 7' f = m; c’est & dire avec les notations de dessus, h = 1.

Le cas général des revétements non galoisien sera traité dans un paragraphe ultérieur (Chap 6, §
6.5). Posons cependant le principe de classification. La classification des revétements non galoisiens est
celle donnée par un diagramme (2.1). Dans le Chap. 6, elle sera ramenée au cas galoisien par passage
a la cloture galoisienne.

Dans le reste de ce paragraphe, les revétements seront galoisiens, mieux des G-revétements,

I’équivalence sera la G-équivalence.



2.2. Donnée de Hurwitz.

Dans cette partie, une courbe est une courbe projective connexe, lisse et définie sur k, corps

algébriquement clos. On désigne par G un groupe fini d’ordre premier a la caractéristique de k.
2.2.1. Donnée de Hurwitz: Définition

Soit donc C' une courbe munie d’une action, effective rappelons le, du groupe fini G. Si x € C est
un point de ramification, c’est a dire a isotropie non triviale G, # 1, il en découle une représentation

naturelle

M,
M2

du groupe cyclique G, dans I'espace cotangent en x (et en dualisant dans l'espace tangent). Le caracteére

Xa : Go — GL( ) =k*

Xz de G, est primitif, c’est & dire d’ordre e, = |G.|. Ceci nous amene a considérer I'ensemble des
couples (H,x), ou H est un sous-groupe cyclique et x un caractére primitif de H. Introduisons la
définition suivante: nous dirons que les couples (H,x) et (H',x’) sont conjugués, nous écrirons alors
(H,x) ~ (H',x"), ¢'ll existe s € G tel que

H' =sHs ‘et \'(sts™') = x(t) pour t € H.

Ou encore x’ = ®x. Il est manifeste que si y = sz alors (G, xy) ~ (Gz, Xz). Ceci permet de définir le G-
type d’'une orbite singuliére, disons 'orbite de z, comme étant la classe de conjugaison de (G, Xz ), notée
dans la suite [G, x]. Ainsi nous parlerons d’une orbite de type [H, x]. D’une maniére plus précise,
nous dirons qu'un point fixe x est d’holonomie (H,x) si G, = H et x, = x. Décomposons ’ensemble
des points de ramification F' en une réunion d’orbites (les orbites singulieres ) F' = Fy U--- U Fp, et
notons [H;, x| le type de F;. La définition suivante est sous une forme ou une autre classique [32], [50],
[65]:

Définition 2.2. La donnée de Hurwitz (ou de ramification) de I'action de G sur C' désigne I'ensemble

{[H:, xi]} des types distincts on non, des orbites singulieres comptées avec multiplicité.

Il s’avere parfois commode de spécifier seulement les types distints [H;, x;], 1 < ¢ < ¢, et de préciser
dans ce cas la multiplicité de [H;, x;]. Pour une formulation plus précise formons le groupe abélien libre
suivant:

Ri(G) = @ ZIH, ] (2:2)

[H,x]
la somme directe étant indexée par les classes de conjugaison de couples [H,x], ou rappelons le, H
parcourt les sous groupes cycliques de G et x : H — k* les caractéres non nécessairement primitifs de
H. Ainsi une donnée de ramification est un élément § de R4 (G) qui a ses coordonnées positives. On
peut donc écrire une telle donnée £ = > b;[H;, x;], avec pour tout i, b; > 1); 'entier b = > b; est le

degré de €. 1l est clair que la donnée de Hurwitz ne dépend que de la classe d’équivalence de (C, G).

2.2.2. Opérations sur les données de Hurwitz
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Il y a plusieurs opérations naturelles sur l'ensemble R, (G) données de Hurwitz. La premieére est
I'induction. Soit J < G un sous-groupe, alors toute donnée relative a J définit de maniere évidente une
donnée de G, soit une application Ind§ : Ry (J) — R4 (G):

§=_ bi[Hi,xilu— &= bilHi, xila (2.3)
I'indice précisant le groupe dans lequel la classe de conjugaison est prise. Si Jp,J> sont deux sous-
groupes de G et &1, &> des données relatives a ces deux sous-groupes, on peut ainsi effectuer I'opération
d’induction Ind§ (&1) + Ind§ (&) conduisant & un élément de R, (G).

Il y a deux autres opérations naturelles concernant les données de ramification qui seront utilisées
dans la suite, la restriction et le passage au quotient. Soit J < G un sous groupe; on définit le morphisme
de restriction, Res§ : R, (G) — R4 (J) par

ResG([H,x]) = > [JNgHg ™', x? |sngrg-1] (2.4)

J\G/H

1

ol la sommation porte sur les classes doubles mod. (J, H), et x9 désigne le caractere x9(s) = x(g~"sg).

Si maintenant J = G /k on définit le morphisme de corestriction Cores§ : R (G) — R (J) par

CoresG([H, x]) = [H/H N K, xS HNK]| (2.5)

L’interprétation de ces deux opérations, au niveau des actions, est expliquée dans 1’énoncé ci-
dessous, dont la preuve élémentaire est omise. L’indice 1 signifie qu’on prend la projection sur le sous
groupe >y Z[H, x].

Proposition 2.3. Soit ¢ la donnée de Hurwitz de I’action de G sur C; alors i) Res§ (€)1 est la donnée
associée a la restriction de ’action a J.

ii) Cores§ (€)1 est la donnée associée a I'action de J = G /k sur la courbe C/K.

(.
Pour utilisation ultérieure, notons qu’il existe une action évidente de Out (G) sur Ry (G), définie

par

OlH, x] = [0(H),x 0] (2.6)
Si on considere l'action de G tordue au moyen de 6, alors () n’est autre que la donnée de ramification
de cette action.

Notons pour finir que le groupe I' = Gal@ /Q agit lui aussi de maniere naturelle sur le groupe R (G)
selon la regle o[H, x] = [H,0.x]. On peut d’une autre maniere interpréter la donnée o(§) comme celle
associée a l'action de G sur la courbe C'? = C ®y, k tordue au moyen de o. Il peut étre utile de signaler
une autre maniere de décrire une donnée de ramification, par exemple voir (Fried [32], Serre [65]).
Supposons avoir fixé une racine de 'unité ¢ € k d’ordre n = CardG, ¢ € k. Si x est un caractere
primitif du sous groupe cyclique H, et si Card H = e, il lui correspond un unique générateur s de H
tel que x(s) = ¢™¢. Si s’ correspond de la méme maniere & (H', '), alors (H,x) = (H',x') équivaut
a s’ est conjugué & s. De cette maniere la donnée de Hurwitz devient une somme formelle de classes
de conjugaison > by [[s]]. On notera que le stabilisateur de [H, x] < [[s]], pour Iaction adjointe de
G,est le commutant C(s) = Cg(H) de s (de H) dans G.

On va étendre le formalisme du G-type aux diviseurs G-invariants. Soit D = Zle x; un diviseur
invariant par G, tel que si ¢ # j, x; # x; . Alors D est une somme d’orbites deux a deux distinctes ,
et si [Hy, Xa| sont les G - types de ces orbites, on appellera I'élément ) [Ha, Xa] le G-type de D. On
prolonge la définition en disant qu’une orbite réguliere est de type [1] (holonomie locale triviale).
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Définition 2.4. Soit une action de G sur la courbe C' (lisse ou nodale). On dit que I’action est marquée
par b+r orbites, dont r réguliéres, si on a fait le choix de b+r orbites, contenant les b orbites singuliéres,

augmentées de r orbites réguliéres, les orbites étant indexées Oy, - -+, Opyy.

Le cas non indexé peut étre considéré de la méme maniere. Il est commode pour la suite d’étendre
aux courbes marquées dans le sens précédent, la donnée de Hurwitz qui est attachée a une action de G,
en ajoutant a la donnée initialement définie le terme r[1]. On voit alors facilement que I’énoncé (2.4)

reste valable, I'indice 1 (c’est a dire la restriction H # 1) étant maintenant supprimé.

2.3. Nombre de Nielsen

Dans cette section k = C. Une courbe est identifiée a une surface de Riemann compacte et connexe.
2.8.1. Classification topologique

On s’intéresse a la classification équivariante des actions de groupes finis sur les courbes (G-
revétements), mais maintenant sous le seul aspect topologique. On fixe une surface C°° compacte
orientée C, de genre g > 2, munie d’une action du groupe fini G; on suppose que l'action de G respecte
Porientation. Nous pouvons reformuler dans le cadre topologique (C°°) essentiel de la section 2.3.
La premiere observation est que la donnée de Hurwitz, définie algébriquement, est en fait un invariant
topologique de I'action de G sur la surface C'. En effet, soit z € C un point fixe de stabilisateur Gx = H;
alors il en découle une représentation linéaire réelle de degré deux dans ’espace tangent réel T, de C en
x. La représentation complexifiée T, ® C est alors somme directe de deux représentations conjuguées
de degré un. On choisit celle parmi les deux dont la direction & est telle que la R-base (Re(&), Im(§)
fournit 'orientation de T,. Alors le caractere local x, de la section 2.2 est retrouvé comme celui qui
décrit I'action de H sur la droite de direction &, soit pour s € H, s§ = x.(s)&.

La définition de 1’équivalence de deux G-revétements (Définition 2.1) prend maintenant la forme
suivante. Soit deux surfaces C' et C' munies d’une action (fidele) de G.

Les surfaces sont G-équivalentes (en bref équivalentes), s’il existe un difféomorphisme G-équivariant
et préservant lorientation f : C' = C’. La encore cette relation ne doit pas étre confondue avec la
relation d’équivalence des revétements, dans la situation présente, le revétement quotient C — C/G.
Comme dans le cadre algébrique, la relation d’équivalence coincide avec 1’équivalence au sens des G-
revétements. Ceci étant, il est de nouveau clair que deux actions équivalentes de G sur des surfaces
C et C’ ont des données de Hurwitz identiques. Il est aussi immédiat que la donnée de Hurwitz étant
fixée, ainsi que le genre de C, alors le genre de D = C/G est de fait déterminé; c’est une conséquence
directe de la formule de Riemann - Hurwitz.

Notre objectif maintenant est d’identifier les classes d’équivalences , en d’autres termes les types
topologiques, d’actions de G, groupe fixé, sur les surfaces de genre g (g > 2, fixé); on fixe en plus de g,

le genre ¢’ de la surface quotient C'/G. La procédure pour conduire cette classification est la suivante.
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On fixe tout d’abord une surface B, et § C B un ensemble fini de points (distincts). On suppose

en outre avoir fixé une partition = U--- U B de B en t - parties. On pose
Dif f*(B,B8) = {h € Dif f*(B), h(B;) = Bi (i =1,---,1)}

il est connu que le groupe Dif fT(B) agit transitivement sur les parties finies numérotées de cardinal
fixé, le choix de [ est donc sans importance. On suppose enfin avoir fixé une donnée de Hurwitz
€ = ' bi[Hi, xi], les classes [H;, ;] étant deux & deux distinctes. On fait alors I'hypothése que

Card 8; = b;. Fixons enfin un point de base x € U = B — 3, et posons 7 = m1 (U, ).

Définition 2.5. Un marquage d’une action de G sur C consiste en le choix d’'un morphisme C*,
¢ : C — B qui identifie B avec la surface quotient C'/G, et qui en plus est tel qu’une orbite singuliére

est du type [H;, ;] si et seulement si c’est une fibre ¢=1(b) avec b € 3;.

Une équivalence entre deux actions marquées (C, @), (C’, ¢’') est par une définition identique &
(2.1) donnée par un difféomorphisme G-équivariant f : C' = C’ tel que ¢’ o f = ¢ (équivalence stricte).
Il est clair que Dif fT(B,3) agit transitivement sur I'ensemble des classes de marquages de 'action
donnée de G sur C, mais pas simplement transitivement en général, du fait de 'existence possible
d’automorphismes de la base B. On associe comme d’habitude & une action marquée par ¢ : C' — B
un morphisme de monodromie de 7 dans le groupe des permutations de la fibre ¢~ (x), qui correspond

a une action & droite de 7 sur ¢~!(%). Supposons les points de cette fibre numérotés

d)_l(*) = (*17' ’ "*n)

C’est un fait bien connu que le groupe de monodromie, c’est a dire I'image de ™ — Sy-1(,), s’identifie
grace a la numérotation des points de la fibre avec le commutant de G dans le groupe des permutations
Spn = S¢-1(x). De cette construction découle un morphisme surjectif 14 : 7 — G qui a conjugaison
pres ne dépend pas de la numérotation des points de ¢~!(x). Rappelons la définition explicite de ce
morphisme; on choisit x; € ¢~1(x). L’image par ¢, d'un lacet o basé en x s’obtient en relevant dans

¢~ 1(U), a en & d’origine *;. Alors
Ye((a) =0 € G <= a(l) =o0(*1) (2.7)

Si on fait le choix d’ un autre point de base ' € U, et si [ est un chemin de U qui joint x & «', alors
l'isomorphisme I, : m (U, %) — 71 (U, ') conduit & la relation & conjugaison pres 1, = 1/;;5 ol,.

Dans la suite la surjection caractéristique 14 sera comprise a conjugaison pres dans G, et modulo
un changement éventuel du point de base. Le fait suivant qui fait abstraction de la donnée de Hurwitz
est essentiellement le contenu du résultat élémentaire et bien connu sur la classification topologique des

revétements !:

1 Deux revétements étales de degré 1, T : C—Den:C — D, de base fixée D, sont topologiquement équivalents si
et seulement si les actions de monodromie, (b, ¢/ T (D, *) — Sn sont conjuguées (voir par exemple [35], Proposition 1.2).

Le groupe Aut (7T) est le commutant dans Sn de ’action de monodromie.
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Lemme 2.6. la correspondance (C, ¢) — 1), établit une bijection entre d’une part les classes d’actions

marquées de G sur C, et d’autre part les classes de conjugaison de surjections m — G.

(I

2.3.2. Nombre de Nielsen

Pour poursuivre la classification topologique, fixons une présentation de m = 71 (U) (présentation
canonique):

m=(A1, -, AgB1,- . Bgivw /[ A Bilmew=1)
j=lg’
Le morphisme 14 est déterminé par les images a;, b; et o des générateurs A;, Bj, et ;. Pour abréger
nous noterons (a, b, o) cette donnée; c’est essentiellement la description du revétement au sens de Fried
[32]. On a donc
G=(abao / ] lapblor---o=1) (2.8)
J=1-g'

Le lien entre la donnée du (2¢’ + b)-uple (a,b, o) et la donnée de Hurwitz £ est le suivant. Soient
Cq,---,C, les classes de conjugaison distinctes définies par o1, ---,0p; on suppose que la multiplicité
de C; dans cette liste est b;. Alors la donnée de Hurwitz dans son interprétation au moyen de classes
de conjugaison (§2.2 ) est décrite comme étant & = >_, b;[C;]. D’une autre maniére, on peut voir la
donnée des r classes distinctes comme un ensemble de r couleurs; le lacet 0; = 14(7;) étant de couleur
i ssi 0; € C;. En conséquence le point de branchement @); appartient & [; ssi 0; = 14(7;) est de
couleur 7. Dans la suite nous noterons Hom g(m, G) I’ensemble des surjections ¢ : m — G qui satisfont

aux conditions ci-dessus, dictées par la donnée de ramification, donc en résumé:

Qj € B <= Y(v;) € C; (2.9)

La classification topologique des actions de G sur les surfaces de genre g, & donnée fixée, s’obtient a
ce stade par la construction classique suivante. Soit une action de G sur C; on choisit un marquage
(Définition 2.4) ¢ : C'— B, ce qui produit une surjection ¢4 € Homg(m, G), définie & conjugaison pres
(Lemme 2.6). Soit maintenant le mapping class group My 3, qui est, rappelons-le, le sous groupe de
Out (), composé des automorphismes extérieurs qui permutent les classes de conjugaison des lacets

(v;) (j=1,---,b). Il y a un morphisme naturel
Dif f*(B,B) — Out(r)

qui factorise par M ;. Un résultat fondamental de Nielsen décrit I'image de ce morphisme, qui
s’identifie & I’ensemble des automorphismes de 7 qui permutent les classes de conjugaison des (v;) a
I'intérieur de chaque partie §; (i = 1,---,r). Sion considere la surjection canonique My ; — S, I'image
ci-dessus est le groupe noté dans la suite M/, ... ;) image réciproque du sous-groupe Sp, X -+ X Sp, .

Il en résulte donc une action de My 4, ... ) sur Homg(7w, G)/G. Le résultat suivant est bien connu:
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Proposition 2.7. Fixons une donnée de Hurwitz. Les classes topologiques d’actions de G sur les

surfaces de genre g a donnée fixée, sont en correspondance bijective avec les ”classes doubles”

Mg/ (b, \ (Hom g(m, G) /G) (2.10)

Preuve: La preuve est claire. Il suffit d’éliminer le marquage, ce qui compte tenu du lemme 2.6

revient a effectuer le quotient de Hom g(7, G)/G par I'action décrite ci-dessus de My, ... 5,)- -

EXEMPLE 2.1 Examinons ce que donne la correspondance ci-dessus dans le cas g’ = 0 (revétements
de la sphere). On a dans ce cas B = S?, et le mapping class group est ici le groupe My} image du
groupe des tresses a b brins B(b). Le groupe 7 est dans ce cas le groupe libre de rang b — 1 décrit par

la présentation usuelle

(e / [[w=1 (2.11)

Une surjection ¢ € Hom g(m, G) est déterminée par le 7 - uple g = (01, -+, 0p) avec o; = P(y;) (1 <i <
b), ces générateurs étant soumis a la relation [[ o; = 1. Noter que G est engendré par leso; (i = 1,---,b).

L’action par conjugaison sur les surjections devient dans cette description la conjugaison diagonale

o gog Tt = (gorgt, - gopg ™) (2.12)

Si on fixe une donnée de Hurwitz, la restriction qui en découle, c’est a dire, la couleur assignée aux
points de branchement est: Q; € §; <= o0; € C;. L’action de M, sur Homg(m, G)/G se déduit de

I’action standard du groupe des tresses de la sphere, elle est en particulier engendrée par les opérations
Si(a) = (o1, - 701—1701‘01‘4-10;1,01‘,0@‘4-2, cop) (1< <) (2.13)

La condition (2.9) exige de se limiter & laction du sous-groupe des tresses partiellement colorées
B(by,---,by), image réciproque de Sp, X --- X Sy, par la surjection canonique B(b) — Sp. ¢
Dans le cas général, on est conduit & considérer ’ensemble Ni (&) des classes de Nielsen relatives a

une donnée de Hurwitz ¢ fixée. La définition est la suivante [16],[32]:
Ni(¢) ={(a,b,0)} € GQQIH’/ modulo conjugaison}

les éléments (a, b, o) étant soumis aux conditions explicitées ci-dessus, & savoir:

i) 119, [as, bilor oy = 1

i) G = (a,b,0)

i) Q; € fi <=0, € C;

En conclusion I'ensemble quotient My (p, ...,y \INi () est le classifiant pour les types topologiques
d’actions de G sur les surfaces de genre g, avec une donnée de Hurwitz fixée £; c’est un ensemble fini,

ce qui conduit a poser [25]:
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Définition 2.8. Fixons une donnée de Hurwitz £. Le nombre de Nielsen h(§) est défini comme étant
le nombre de types topologiques distincts d’actions de G sur les surfaces de genres g, avec une donnée

de Hurwitz fixée égale a &, soit
h(§) = CardMy 4, ... ,) \Homg(7, G)/G (2.14)

Le fait le plus important pour la suite est que le nombre de Nielsen? a une signification géométrique
précise, il représente le nombre de composantes connexes, ou irréductibles, de I’espace des modules des
revétements, espace qui sera construit dans les sections 5 et 6. Pour le prouver, il faut resituer la
classification des revétements dans son contexte analytique, la théorie de Teichmiiller [24], [25]. La
discussion qui suit est succinte, pour plus de détails nous renvoyons aux références précédentes.

On fixe une surface de référence ¥, de genre g (g > 2), ainsi qu'une action fidele du groupe fini G
sur 3,. Le couple (3,,G) définit donc ce qu’on peut appeler pour abréger, un type topologique. Soit
Conf(X4) 'ensemble des structures conformes sur X,. le groupe Dif f*(X,) agit naturellement sur
Conf(Xy), et si Dif fo(X,) désigne la composante connexe de ’élément neutre du groupe Dif f+(3,),

donc le sous-groupe des difféomorphismes homotopes (ou isotopes) & l'identité, le quotient

Ty = Conf(Xy)/Dif fo(Eg)

est une des formes de I'espace de Teichmiiller [24]. En suivant la construction de Earle (loc.cit), on est
amené a considerer I’ensemble des points fixes de G dans Conf(X,). Soit Zy(G) le centralisateur de
G dans Dif fo(X,). On peut montrer que, N(G) étant le normalisateur de G dans Dif f+(3,), on a
Conf(X,)¢ = N(G) N Dif fo(2,). L'espace de Teichmiiller équivariant, c’est & dire celui qui classifie
les actions & type topologique fixé est T, ¢ = Conf(2,)%/Zo(G)

On montre sous ces conditions le résultat de fondamental suivant loc.cit3:

Théoréme 2.9. T, ¢ est une sous variété fermée et contractile de T,,. En fait T, g est difféomorphe
a R69' =642 (e résultat donne immédiatement le résultat énoncé au dessus, & savoir que lespace de
Teichmiiller équivariant, classifiant les actions de G sur les surfaces (de Teichmiiller) de genre g a type
topologique fixé est connexe; par suite I’espace modulaire classifiant les actions a type topologique fixé,
étant un quotient du précédent, est donc aussi connexe. En conclusion, si on fixe seulement la donnée

de Hurwitz &, 'espace modulaire a exactement h(§) composantes connexes.

|

REMARQUE 2.2 La définition 2.8 du nombre de Nielsen h(§) montre immédiatement que dans

le cas g’ = 0, et le groupe G étant supposé abélien, alors h(§) = 1. La détermination du nombre de

2 Ce nombre ne doit pas étre confondu avec le nombre de Hurwitz [59], qui est hg,G,§ = #Homﬂ(ﬁ, G)/G La formule
de sommation de Burnside donne hvaaE = Z[ﬂ,] m, la sommation portant sur les classes d’équivalence (strictes) de

G-revétements de donnée de ramification fixée, d’une courbe de genre g/ fixée, ainsi que les points de branchement ﬁ

3 Une partie de ce résultat est redémontrée dans la note de Natazon: ” The topological structure of the space of holomorphic

morphisms of Riemann surfaces”, Comm. of the Moscow Math. Soc.
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Nielsen est, dans le cas général, une question connue comme difficile, conduisant & étudier I’action d’un
groupe de tresses sur des uplets d’éléments de G; [32],[41] [67]. On sait cependant que h(§) = 1 dans
plusieurs situations utiles [25], [32], [35], [67]. Le cas le plus simple, et par ailleurs bien connu, est celui
des revétements simples de degré n de P, avec r-points de branchement [35]. Le résultat est étendu
dans [41] & une base de genre ¢’ arbitraire, sous I’hypothése le nombre de points de branchement soit
tel que b > 2n. Il est immédiat que la cloture galoisienne d’un tel revétement a pour groupe de Galois
Sy, la donnée de ramification étant £ = r(classe de conjugaison des transpositions). On peut prouver
que le nombre de Nielsen est encore égal & un, dans le cas ou la ramification est simple sauf au plus en
une ou deux fibres, base P! (Wajnryb [67]).

Un autre cas pour lequel la détermination de nombre de Nielsen est aisée, et par ailleurs classique,
et celui des structures de niveau abélien n > 3 [20]. Cela signifie que G = Z/nZ)%', et £ = (). Alors
(voir paragraphe 8), h est dans ce cas U'indice [G Loy (Z/nZ) : Spag (Z/nZ)).

0

Supposons maintenant G = Z/nZ et £ # 0 . La surjection ¢ : 1 — G est dans ce cas déterminée
par les seules images des lacets d’homologie, du fait que les classes de conjugaison sont réduites a un
seul élément; donc la donnée de Hurwitz détermine les éléments oy, - - -, 0}, ceux-ci étant soumis a la
seule relation .- - -0, = 1. Ne subsiste alors que la condition G = (a, b, 0), soit pged (a;, by, 07,n) = 1.

Le résultat qui suit est bien connu, il remonte & Nielsen. Un résultat plus général sur le type

topologique dans le cas d’'un groupe abélien est aussi disponible (Edmonds [25], theorem 3.1)

Proposition 2.10. Si G est cyclique, pour toute donnée de Hurwitz £ # 0, on a h(§) = 1; en d’autres

termes il y a un seul type topologique, et I’espace modulaire correspondant est connexe.

(.

Soit par exemple le cas n = 3, et r = g + 2. La donnée de ramification s’identifie a une partition
(non ordonnée) de [1, g+2] en deux parties A1, Az, selon que le caractere local est o — j, ou j2 (52 = 1).
On a |[A1] +2|A2] =0 (mod 3), soit [A1] = |A2| (mod 3). Le nombre de types topologiques, c’est a

dire de composantes connexes de ’espace de Hurwitz est donc
1 g+2
;o (")
2l=g—1 (mod 3)

3. Familles de G-courbes lisses.

Les notations et conventions de la section 2 sont conservées. Dans cette section on s’intéresse de

maniére essentielle a la géométrie de I'action de G dans une famille de courbes lisses, puis nodales.
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3.1. Géométrie du diviseur de branchement

3.1.1. Diviseurs de points fixes

La situation générique est la suivante: soit m : C — S une famille de courbes, qu’on suppose
tout d’abord lisse, et avec des fibres de genre g > 2 (restriction superficielle): le morphisme 7 est
donc projectif, lisse, a fibres connexes. On supposera en général la base S est connexe. Il est alors
bien connu que le foncteur en groupes Autc g : T +— Autr(C xg T') défini sur la catégorie des S-
schémas, est représentable, en fait représenté par un S-schéma fini et non ramifié Aut g(C) [20]. Fixons
la convention suivante: une action de G sur C'//S est un morphisme injectif de G dans le groupe des
sections de Autg(C). Notons alors que si 0 # 1 est un S-automorphisme de C, 'automorphisme o
induit sur une quelconque fibre Cs, est distinct de I'identité, comme il découle de la propriété de non
ramification. Nous allons tout d’abord rassembler quelques propriétés élémentaires des sous-schémas
de points fixes. Rappelons que CardG est inversible dans Og. Comme les stabilisateurs des points dans
les fibres géométriques sont cycliques, les sous-schémas de points fixes non vides sont ceux relatifs aux

sous-groupes cycliques. Notons le fait facile suivant

Proposition 3.1. Pour tout sous-groupe cyclique H C G, le sous-schéma des points fixes CH de H

est un diviseur de Cartier relatif, étale sur S.

Preuve: C’est la version relative, pour la propriété étale, du fait bien connu que lorsqu’un groupe
réductif opére sur une variété lisse sur un corps, le sous schéma des points fixes est lisse. Dit d’une
autre maniére, si P est un point fixe de H, d’image s € S, on peut alors linéariser (formellement)
laction de H en P, donc identifier I'anneau local complété Op & O,[[T]], I'action d’'un générateur o
de H étant o(T) = (T, pour une racine de I'unité convenable ¢. Alors I'équation de CH en Pest
o(T)—T =((—1)T = 0. Le résultat est donc visible.

(I

Supposons un instant que S = Spec(k), avec k algébriquement clos. Si P € C est un point de

ramification, donc qui a un stabilisateur H # 1, rappelons (2.2) qu’on attache alors & H un caracteére

primitif xp de H.

Lemme 3.2. Soit un sous-groupe H C G stabilisateur d’un point d’une fibre géométrique Cs,, il est
alors le stabilisateur d’un point pour toute fibre géométrique Cs.

Soit {Hy,---,Hg} la liste des sous-groupes cycliques de G qui sont les stabilisateurs des points dans
une fibre géométrique Cj, alors cette liste est indépendante de s, de méme que le nombre de points de

Cs ayant pour stabilisateur H;.

Preuve: 1l résulte immédiatement de la proposition 3.1 que pour un sous-groupe H de G, le fait
d’avoir un point fixe dans une fibre géométrique Cs entraine que H a un point fixe dans chaque fibre
géométrique. De plus le cardinal de CH | qui est le degré de C| est constant sur les fibres géométriques.
Soit {H1, -+, H,} la liste des sous-groupes H, tels que CH £ (), c’est & dire CH # () pour tout s. Posons

Ai(s) = {z € Cs tel que H; est le stabilisateur de =}
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et r;(s) = Card (A;(s)). Définissons aussi r}(s) = CardCHi — r,(s), c’est & dire le nombre de points
dont le stabilisateur contient strictement H;. Par la proposition 3.1, la fonction r; + 7} est constante.
Pour prouver que r; est constante, supposons d’abord H; maximal dans la famille {H;}; dans ce cas la
conclusion est claire. Si tel n’est plus le cas pour Hj;, et si la conclusion est admise pour tout sous-groupe
Hj tel que H; G Hj, 'égalité r} = Ziji;Hj rj, montre que r; est constante, et donc aussi ;.

|

Fixons de nouveau une fibre géométrique Cs,, et soit { Py, - -, P} la liste des points de Cs, qui ont

0?
pour stabilisateur H = H;; le nombre [ de ces points est par le Lemme 3.2 indépendant de la fibre, ce

qui donne un sens & la définition. On note x; (1 < j <) le caractere de H attaché a P;.

Lemme 3.3. L’ensemble {x1, -, x:} constitué de | caractéres (distincts ou non) de H, c’est a dire

comptés avec multiplicité, est indépendant de la fibre.

Preuve: Soient H; ; H; deux sous-groupes de la liste du lemme 3.2. Le schéma des points fixes
CHi est un sous-schéma fermé de CHi, et il est étale sur S, par la proposition 3.1. L’injection de C'*i

dans CH: est étale finie sur Sx, et donc ouverte et fermée. Si on pose

Zy=cH— |} ¢ (3.1)

il est clair que Z; est fini étale sur S, de degré relatif [. Considérons sur Z; le faisceau inversible
L; = QlC/S ® Ogz,; L; est un (Og,, H;) module et m,(L;) est un (Og, H;)- module localement libre de
rang [. Il admet une décomposition en facteurs isotypiques m.(L;) = @Xe A, BEx ® 1y, 1, désignant la
représentation de degré un de caractere y, le module F; étant localement libre. Le nombre de fois que
x apparait dans la liste {x;} de I’énoncé est égal au rang de E,; la connexité de S entraine le résultat.
(I

Il est tres utile dans les manipulations de familles de courbes de pouvoir disposer de la famille
quotient. Le résultat bien connu, et par ailleurs élémentaire du fait de 'hypothese de réductivité,

suivant résume les propriétés essentielles de cette opération:

Proposition 3.4. Soit 7 : C — S une courbe propre et lisse de base S. Soit une action de G sur
C/S. Alors la courbe quotient B = C/G existe, et le morphisme © factorise en 7 : C — B —
S, le morphisme f:C — B étant fini plat de rang n; de plus la formation de B commute aux change-

ments de bases. En particulier, au niveau des fibres on a Bs = C5/G (s € 5).

(I

Une autre construction importante pour la suite est celle du diviseur de ramification (resp. le
diviseur de branchement). Fixons comme ci-dessus une action de G sur la courbe C'/S. Dans la liste
du Lemme 3.2, des sous-groupes de G qui sont des stabilisateurs de points dans les fibres géométriques,
choisissons dans chaque classe de conjugaison un élément, et notons de nouveau {H,---, H,} cette
liste. Formons pour chaque indice i le sous schéma Z; (Lemme 3.3) formé des points de stabilisateur
exactement H;. Rappelons que Z; est fini et é tale sur S. Soit N; = Ng(H;), le normalisateur de H;
dans G, et N; = N; /H;. Le groupe N, opere librement sur Z;, de sorte que D; = Z; /W,— est fini étale
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sur S. Alors D; C B est un diviseur de cartier relatif de B dont les points fermés correspondent aux
orbites singuliéres de points de C' avec isotropie H;. Cette remarque élémentaire sera souvent utilisée.

En conclusion, on observe que la donnée de ramification est invariante par déformation.
3.1.2. Ramification et branchement

Nous appelerons le diviseur de cartier relatif D = >°¢ | D; de B/S le diviseur de branchement
réduit relatif, de C'/S. Le degré de D, qui est étale sur S, est le nombre d’orbites singuliéres contenues
dans chaque fibre, donc le nombre de points de branchement. Rappelons que le diviseur de branchement
B(m), qui ne doit pas étre confondu avec D, est I'image directe B(w) = 7. (R) du diviseur de ramification.
Ce dernier étant défini par R = Div(Qq,p), donc tel que O(R) = Qf,,g ® 7 (Q,5) " Notant plus
généralement, et pour utilisation ultérieure, Fy = CH le diviseur de Cartier relatif des points fixes du
sous-groupe cyclique H, et Ay la composante de Fy formée des points de stabilisateur exactement H,

on a ’expression classique du diviseur de ramification R :
Re =Y @(H)Fu = ) (|H|-1)Ag (3.2)
H#1 H#1

¢ désignant le fonction d’Euler. Il est facile de relier le diviseur de branchement B(w) aux diviseurs D;
définis au dessus. En effet, partant de 'expression de dessus R =3, o(|H |YCH | et prenant I'image

par 7 de cette relation dans D, on obtient :

5 =Y (161~ 1) o (5.

=1

On peut raffiner la décomposition de D en invoquant le type d’une orbite singuliere. La donnée
de Hurwitz étant &, et notant [Hy, x1], ..., [Hk, Xx] les classes deux & deux distinctes qui apparaissent

dans &, soit £ = Ele bi[H;, xi], (b; > 0), on a la décomposition suivante:

Proposition 3.5. Le diviseur de branchement B(w), ou de branchement réduit D(r), se décompose
en une somme D(w) = Ele T, de diviseurs deux a deux disjoints, et deg (T, ) = b,. Les points de D,,

sont les images des fibres singuliéres de type [Hy, Xal-

Preuve: Fixons I'un des sous-groupes H € {H,}, et considérons les différents caracteres primitifs
X1, Xm tels que la classe de (H,x;) apparaisse dans la donnée . Notons que (H',x') = (H,x)
équivaut (voir 2.2) a lexistence de t € N = Ng(H) tel que x'(s) = x(t~'st), pour tout s € H.
Par réciprocité de Frobenius cela est aussi équivalent & Ind¥(x) = Ind¥(X’). La représentation
Ind%(x) désigne la représentation obtenue par induction de H a N de la représentation de degré un
de caractere x. Soit Z le sous schéma étale sur S associé a H comme dans le Lemme 3.3. Le faisceau
conormal A de Z dans C' coincide avec Qf, /s ® Oyz. 1l est inversible et muni d’une action de N = N/H.
L’image directe m,(N) est alors un faisceau muni d’une action de N. On peut ainsi le décomposer en
facteurs isotypiques

nWN) = @ Lo

velrrep (N)
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oll dans cette somme directe, v parcourt les représentations irréductibles de N, et £, est un module
localement libre. Sur les composantes connexes de 7(Z), qui sont disjointes deux & deux, le rang de
chacun de ces faisceaux est constant et de cela découle que la représentation 7, (N), est constante le

long des fibres y € w(Z). Cela prouve le résultat.

|

REMARQUE 3.1 Soit [H, x] une classe de conjugaison, et notons A(g,y) (resp. Ay y)) le diviseur
de C, lieu des points fixes”d’holonomie” exactement (H,x) (resp. un conjugué). Soit C(H,x) le
stabilisateur de (H, x) pour l'action adjointe de G. On a C(H, x) = Cg(H) le commutant de H dans

Cg(H)
H

G. On note que agit librement sur A ), de quotient la composante Bg,,) de B(m) (voir

preuve de la Proposition 3.4). Par ailleurs notons la décomposition en une somme disjointe

Ay = Z eA(my) (3.4)
geG/Cq(H)

¢

3.2. Inversion de la formule de Chevalley - Weil

Soit comme dans la section précédente, une courbe lisse C' définie sur le corps k, de genre g > 2,
munie d’une action de G de donnée de Hurwitz £. Le faisceau canonique we = Q¢ est un G-faisceau
inversible, en particulier les espaces vectoriels H(C, w%m) sont naturellement des représentations de G,
appelées dans la suite les représentations de Hurwitz associées a la G-courbe C, et notées Hurw,,(C),

ou Hurw,, s’il n’y a pas de doute sur C.
3.2.1. Formule de Chevalley-Weil

Il y a une connexion étroite entre la structure de ces représentations et la donnée de Hurwitz;
pour l'essentiel elle est donnée par le théoreme de Chevalley - Weil, que nous allons rappeler. Le
résultat principal de cette section (Théoréme 3.6) est une réciproque & ce théoréeme. Noter que Mor-
rison et Pinkham ont étudié en détail la représentation H°(C,w¢); ils en donnent en particulier une
caractérisation lorsque G est cyclique [56]. Rappelons tout d’abord la formule de Chevalley-Weil sous
la forme donnée par Ellingsrud et Lonsted [28] (voir aussi [56] pour le cas cyclique). Soit £ un (O, G)
module inversible; la trace de Lefschetz de £ est I’élément de Panneau des représentations R(G) donné

par:
1

La(L) = (-1)'[H(C, L] (3:5)
i=0
ol si v est un kG-module, [v] désigne sa classe dans R(G). Lorsque l'action de G est libre, on a la

formule bien connue Lg (L) = C’;(r‘ﬁ)G [k[G]).

Indiquons brievement comment s’obtient la formule dans le cas général. Soit 7 : C' — B le quotient

par G. On considere la décomposition du (Op, G)-faisceau 7.(L) en facteurs isotypiques

(L) = @ E,®@v
veQ@
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avec B, = 7¢(L®v"), faisceau localement libre de rang dim (v). La relation La(L) = Y, cav X(Ey)[v]
montre que pour obtenir la trace de Lefschetz, il suffit d’expliciter x(E,), du fait du théoreme de
Riemann-Roch qui donne x(FE,) = deg(E,) + dim (v)(1 — ¢').

Notons {y1,--,y,} les points de branchements de 7. Il est clair que le conoyau Q(L,v) du mor-
phisme canonique 7*(E,) — L®uv" a pour support les points de branchement. De plus on a visiblement

en fixant un point x; € 7~ 1(y;) de stabilisateur H;:

QL v)y, = P QLv).=IndF (QL,0)s,)
m(z)=yi
En particulier, si CardH; = ¢; on a dim Q(L,v),, = +dim Q(L,v)y,. Pour décrire le kH;-module
Q(L,v),, on peut noter que si v; € R(H;) est la représentation de degré un de H; dans la fibre L(z;),
ona (LRvY),, = O, ®vY(v;). Le caractere y; de la représentation cotangente au point fixe z; de H;

étant primitif, il vient dans R(H;) une décomposition

[ V’L |H Zm'LZXz

Pour expliciter la contribution de Q(L,v);,, on est ramené & calculer la dimension du conoyau de
ei—l

(X ® Omi)Hi ®0y,; O; = X:®0O,,, qui est e;—1. On en tire immédiatement dim Q(L,v),, = Y177 (e;—
l)m;;, d’ou le degré de E,

r e—1

deg EU _ dlm deg Z Z

i=1 [=1

e,fl

m (3.6)

Cette relation fournit ’essentiel du contenu numérique de la formule de Chevalley-Weil.

EXEMPLE 3.2  (Revétements simples de P') Pour éclairer la relation (3.6), soit le cas d’un
revétement ”simple” 7 : C — P!, simple signifiant que le groupe de Galois est le groupe symétrique
G = S, et la donnée de ramification est r(12), ou par (12) on désigne la classe de conjugaison des
transpositions. Un calcul facile conduit pour £ = Q¢ a

deg(B,) = &(1)(5 -2) — 76((12))

et vu que deg (E,) = x.(1), on trouve x(£,) = (§—1) xo(1) =% Xx»((12)). Notons que par les relations
d’orthogonalités des caracteres, onay s Xv((12))x0(1) = 0, ce qui assure la consistance des relations
de dessus avec le genre donné par la relation de Riemann-Hurwitz go = dim H°(C, Q¢) = 1+nl(5 — 1)

¢

Spécialisons maintenant la relation (3.6), pour utilisation ultérieure, dans le cas G cyclique (d’ordre
n) et L = w%m. Fixons un générateur o de G, et soit y la représentation de degré un de G donnée
par x(o) = €, ol € désigne une racine primitive n-ieme de I'unité fixée. Le stabilisateur H; est alors

Pus N ’ P nk; . .
engendré par o<, et le caractere local x; est donné par x(oe ) = €= pour un certain entier k;, avec

0 < k; < e;et (ki e;) = 1. Soit n; défini par n;k; =1 (mod e;), alors la restriction de x' & H; coincide

!
avec x;".
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Avec le choix £ = w@ (m > 1), les représentations introduites ci-dessus sont v; = x, et si v = x!,

la multiplicité de x? dans la restriction & H; de v (1;) est

_JO sim—In;#j (mode;)

Mg = { 1 sim—In; =7 (mod e;) (3.7)
Adoptons pour la suite la notation suivante: si (z) désigne la partie fractionnaire de z € R, ((x)) =
1 — (—2) Soit ¢’ le genre de B; alors avec v = x! et en notant dans ce cas F au lieu de F,,, la relation

(3.6) se spécialise en
m(2g — 2) i m — In;
W) =" g -3 (1- () (3.)
et tenant compte de la formule de Riemann - Roch

(B = @m - 1)~ 1)+ mr =Y (<M>+T) (3.9)

€; €;
i=1 * *

On obtient en particulier, si m = 1, que la multiplicité 1; de x! dans H°(C,w¢) est

g si 1=0
= g/_1+r_zz:1(<lm_—1>+i) s l=1,--n—1 (3.10)

€ €

Les formules (3.9) et (3.10) forment le contenu de ce qu’on appelle, semble t-il usuellement, les (ou la)

formules de Chevalley-Weil.
3.2.2. Inversion des relations de Chevalley- Weil

Inverser les relations de Chevalley-Weil revient & montrer que la connaissance des représentations de
Hurwitz H°(C, wg’m), en fait d’un nombre fini d’entre elles, permet de retrouver la donnée de Hurwitz.
L’utilité d’une telle observation s’explique par le fait que les représentations de Hurwitz se comportent
”bien” dans des familles. De maniere précise, le résultat, qui a notre connaissance ne semble pas avoir

été remarqué, est:

Théoreme 3.6. Soit une action du groupe fini G sur la courbe projective lisse C/k. On suppose
Paction modérée, donc que n = CardG est inversible dans k. Les kG-modules H°(C,w&™)(m > 1)
déterminent de maniére unique la donnée de Hurwitz de I'action (un nombre fini d’entre eux en fait

suffisent).

Preuve: La preuve consiste a faire I’étude d’un point de vue combinatoire de ’action du groupe
G. Elle découle plus précisément de I'utilisation itérée de la formule d’inversion de Mobius appliquée a

I’ensemble ordonné des sous-groupes cycliques de G. On procede par étapes:
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Lemme 3.7. Supposons tout d’abord le groupe G cyclique d’ordre n. Soit Nj le nombre d’orbites avec
n/k éléments. Alors les nombres Ny, (k > 1, k|n) sont totalement déterminés par les représentations de

Hurwitz.

Preuve: Soient e; < --- < e, les ordres des stabilisateurs des orbites singulieres rangés dans 1’ordre

croissant. Du fait de 3.10, la multiplicité de la représentation triviale dans H(C, wg’m) est donnée par

g sim=1
3¢ —3+r sim=2

Pour m > 3, le résultat est, en tenant compte de r = Ny + N3 + - --

5(g’1)+3ri(<i)+%) =5(g—1)+3r—(2Ny+ N3+ --+)

=1

= 5(9/*1)4»27"7]\[2

expression qui visiblement détermine N,. Supposons maintenant connaitre inductivement No, - - -, Ni_1
avec k > 3. La multiplicité de la représentation triviale dans le kG-module H(C, wgﬂ) est, par la
relation (3.9),

@) -1+ kD= 3 (5 B

€; €;
i=1 * *

<<_k+1 k+1

=@k+1)(g - D+ (k+r— Y Ny +—)+2Nk+Nk+1+---

2<d<k

d ) d
ce qui permet de déduire la valeur de Ny.
(I
Revenons maintenant au cas général. Si H est un sous groupe cyclique de G de cardinal h, on
notera pour tout diviseur k de h, Ni(H) le nombre de H-orbites & % éléments. Le lemme 3.3 appliqué
a la restriction de I’action & H, montre que le cardinal Card (C*) = Nj(H) de I'ensemble des points
de C fixés par H est déterminé par la seule connaissance des représentations de Hurwitz. Notons Agy

I'ensemble des points de C' dont le stabilisateur est exactement H. On a alors (3.1)

Ap=ct— | ] c¥ (3.11)

KHGK

Une orbite singuliere qui contient un point de stabilisateur H coupe Ap en 8 = [Ng(H) : H] points.

La technique usuelle d’inversion de Md6bius, conduit a:

Lemme 3.8. Considérons des opérations du groupe G sur les courbes lisses C7 et Cy. On suppose
que pour tout m > 1 on a un isomorphisme de kG-modules HO(C’l,wgiﬂ) = HO(CQ,W%:L). Alors un
sous-groupe cyclique H de G est le stabilisateur d’un point de C si et seulement si H est le stabilisateur

d’un point de Cs.

Preuve: On utilise implicitement un argument bien connu, souvent appelé le Lemme de Brauer

([65], p 67), qui rappelons le, dit que si X, Y sont deux ensembles finis munis d’une action du groupe fini
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G, alors les représentations par permutations de G définies par X et Y sont équivalentes si et seulement
si pour tout sous-groupe cyclique H de G on a Card X = CardY #. 1l découle tout d’abord du lemme

3.7, que si H est un sous-groupe cyclique de G, alors Card C{f = CardC!. Posons si i = 1,2
fi(H) = CardC} et g;(H) = CardA;(H)

de sorte que f1(H) = fo(H) pour tout sous-groupe cyclique H de G. L’ensemble C des sous-groupes
cycliques de G étant ordonné par l'inclusion, on peut définir la fonction de Mobius correspondante
ue : C x C — {0,£1}. Si u représente la fonction de Mobius usuelle, on a pour H,K € C, H C
K, pue(H,K) = p([K : H]). De (3.11) on tire immédiatement I’égalité

fiH)= 3 gi(K) (3.12)
KHCK
La relation d’inversion de Mobius conduit de suite a la relation g;(H) = > ycx ba(H, K) fi(K).

Comme fi; = f9, on a bien g; = go, ce qui est en substance le résultat annoncé.

(I
Preuve du théoréme 3.1: On suppose avoir pour tout m > 1 un isomorphisme de kG - modules:

H°(Cy,wi) = H(Ca,w,). 11 s'agit de prouver que les données de Hurwitz {&;} (i = 1,2) attachées &
C et Cy sont identiques, c’est-a-dire que la multiplicité dans & et £; d’une quelconque classe [H, x],
est la méme. La premiere observation, qui découle du lemme 3.2, est qu'un sous-groupe cyclique H
stabilise un point de C si et seulement si il stabilise un point de Cs. 11 faut donc maintenant prouver,
en travaillant avec C' = C7 ou (5, que la classe de conjugaison de H étant fixée, on peut extraire des
représentations de Hurwitz de C' la multiplicité d’une classe (H;, x;), avec H; conjugué a H. Ces classes
sont en bijection avec les N (H )-orbites dans Ag, oit Ng(H) est comme déja indiqué le normalisateur
de H, et rappelons le Ay = {z € C,G, = H}. On est ainsi ramené par restriction de l'action & H, au

cas G = H cyclique. Ceci étant, notons
2<e <---<e, <n=CardCG (3.13)

les ordres des stabilisateurs des orbites singulieres, et Hy, - - -, H, ces stabilisateurs. Extraire la donnée
de Hurwitz revient & expliciter pour chaque H;, Uentier v;,1 < v; < e;, (v4,€;) = 1. La multiplicité du

caractere x! dans la représentation Hurw,, étant connue (noter que les entiers g’ et r sont déterminés),

> (e )

i=1

on peut supposer que ’expression

est déterminée pour tout m > 1, et tout {. En particulier si m = n, ’expression Z:Zl <leﬁ) est déterminée

pour tout /. Ainsi 'expression

(- -
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peut donc étre considérée comme acquise pour tout m > 1 et tout I. Sim = an — 1 (a > 1), cette
derniere expression vaut
,
lVi + 1 lVi 1
G G A 3.14
S (e 5 .14

g+l
e

mais pour tout g € Z, (=) — % — 2 = —1sie|g+1, 0sinon. On obtient ainsi que I'expression (3.14)
compte le nombre d’indices i € [1,7], tels que ly; = —1  (mod e;). Pour terminer la preuve, notons que
si n = CardG = p est premier, la conclusion est claire, car alors Hy = --- = H, = G , et le nombre
des v; tels que v; = ¢ (mod p) pour tout ¢ premier & p. Si maintenant n est quelconque, on peut
raisonner par induction croissante sur 'ordre des sous-groupes, et supposer que la donnée relative a
tout sous-groupe strict H ;Ct G est déterminée. Si Ag # 0, la preuve est terminée; dans le cas contraire,

il faut pouvoir compter pour tout ¢ premier a n, le nombre des {v;} égaux a g pour lesquels e; = n.

Supposons que la liste (3.14) soit telle que

e1< - <e<eqgr=-=e.=n (0<t<r)
Alors connaissant les entiers vy, - - -, 14, et pout tout I premier & n le nombre d’indices ¢ € [1, 7] tels que
lvi = —1 (mod e;), on peut finalement obtenir la totalité de la donnée de Hurwitz, ce qui démontre

le théoréme.
(I

Il est maintenant clair que si C'/S est une courbe (lisse) sur une base connexe, munie d’une action de
G, alors la donnée de Hurwitz de I'action de G le long des fibres géométriques est constante. Cela découle
immédiatement du théoreme 3.1 joint au résultat suivant, qui est une extension au cas équivariant du
résultat classique qui établit que sous les hypotheses du présent énoncé, la caractéristique d’Euler-

Poincaré x (L) est constante. De maniere précise:

Proposition 3.9. Sous les hypothéses ci-dessus, soit L un (O¢, Q) faisceau localement libre de rang
fini. La trace de Lefschetz Lg(Ls) est constante de long des fibres géométriques. En particulier la

représentation H%(Cs, (wo/s)s) est indépendante de s € S.

|

4. Familles de G-courbes stables.

Dans cette section on étend les résultats de la section 3 aux familles de courbes préstables. On
introduit la stabilité de ’action d’un groupe fini GG, sur une courbe préstable, et on propose la définition

des revetements galoisiens stables, respectivement stables marqués.
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4.1. Actions stables, revétements stables

4.1.1. Courbes stables et stables marquées

Les définitions générales en ce qui concerne les courbes préstables et stables marquées sont dans
[40], [53], ou dans les articles de Deligne-Mumford [20], et Knudsen [48]. Nous suivrons essentiellement
la terminologie de Manin ([53], Chap.5), en particulier nous utiliserons la terminologie préstable, comme
équivalente a celle de courbe nodale ou semi-stable. Les restrictions sur les caractéristiques des corps

résiduels sont identiques a celles des sections précédentes.

Définition 4.1. 1) Une courbe préstable, de base un schéma S, est un morphisme propre et plat
7w : C — S dont les fibres géométriques sont des courbes nodales connexes (voir §2.1). Si S est connexe,
le genre (arithmétique) d’une fibre est constant, c’est le genre de la courbe.

2) Une courbe préstable est dite stable si les fibres géométriques {C;}sont des courbes stables dans le

sens de Deligne-Mumford, donc si le groupe des automorphismes Aut (Cy) est fini.

On sait que la stabilité pour une courbe définie sur un corps algébriquement clos, de genre g > 2,
équivaut a propriété suivante : Si E est une composante non singuliere rationnelle de C, alors E
rencontre les autres composantes en au moins trois points. Usuellement cette condition s’exprime de
maniere particulierement agréable sur le graphe dual classiquement attaché a C; cela sera rappelé dans
la suite (§7.1). Du fait que pour une courbe préstable le morphisme 7 : C' — S est un morphisme

localement d’intersection complete, le faisceau dualisant relatif, défini par ([46], §1)

woys = det(Qps) (4.1)

est localement libre de rang un. On sait que sa formation est compatible avec les changements de base.
Dans loc.cit. il est prouvé que la courbe préstable 7 : €' — S est stable si et seulement si we,g est
relativement ample. La définition (4.1) se généralise, comme il est bien connu, a la considération de

courbes stables marquées (Harris-Morrison [40], Knudsen [48], Manin [53], Wewers [67]):

Définition 4.2. Soit m : C' — S une courbe préstable de base S. Soit B C C un diviseur de Cartier
relatif de degré d > 1. i) On dit que B définit un marquage de C/S, ou que C/S est marquée par B,
si B est étale sur S, et si de plus le support de B est contenu dans la partie lisse de 7, donc si pour
tout point géométrique s € S, les points de By C Cs sont des points non singuliers. On parlera dans la
suite de (C/S, B) comme d’une courbe marquée.

ii) La courbe marquée (C/S, B) est dite stable, ou encore C'/S est dite stable marquée par B, si pour
tout point géométrique s € S, I'une des propriétés équivalentes suivantes est satisfaite:

e Le groupe Aut(Cs, Bs) des automorphismes de Cs préservant B est fini.

e Toute composante de la normalisation de C qui est rationnelle (resp. de genre 1), contient au moins
trois points exceptionnels (resp. un). On appelle point exceptionnel un point qui est soit dans le support

de B, soit 'origine d’une branche issue d’un point double.

Quitte a effectuer un changement de base étale, on peut supposer que B est une somme de sections

disjointes B = ), P;, avec en tout point géométrique s € S la condition de stabilité satisfaite, P;(s) est
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un point non singulier, et si ¢ # j, P;(s) # P;(s). On montre alors, et cela sert de définition alternative,
quune courbe préstable marquée m : C — S est stable si et seulement si le faisceau wcy, s(B) est
relativement ample ([53] Ch 5, §1). Rappelons qu’il importe de distinguer deux situations, dans 1'une
la courbe est marquée par B, et dans 'autre B est une somme de sections disjointes numérotées, la
courbe est alors piquée.

Dans les deux cas les isomorphismes sont contraints de respecter le marquage, respectivement
les piqlires. On rencontrera aussi la situation intermédiaire dans laquelle les points marqués sont
affectés d’une couleur, mais pas de maniere univoque, les isomorphismes devant dans ce cas simplement
respecter la couleur. Cela équivaut a numéroter les points par paquets. Dans ce cas B = B +---+ B,
est décomposé en une somme de diviseurs disjoints deux a deux, les points de B, étant vus comme les
points d’une méme couleur, disons la couleur .. Posons d, = deg(B,), et d =deg(B) =>_ da-

On suppose maintenant, comme dans le paragraphe précédent dont on conserve les notations, que
le groupe fini G agit fidelement sur C/S. Sous les hypotheses fixées au début, le groupe G est réductif,
ce qui assure que l'opération de passage au quotient se comporte comme dans le cas lisse, en particulier

on a l'analogue de la proposition 3.2:

Proposition 4.3. Soit m : C — S une courbe préstable munie d’une action de G. Alors la courbe
quotient D = C'/G est préstable, et sa formation commute aux changements de bases. En particulier,

pour tout point géométrique s € S, Ds = C;/G.

Preuve: Le point essentiel, qui est la commutation du quotient a tout changement de base est

aisé; voir la proposition 3.2.

|

4.1.2. Actions stables

Il est maintenant tout a fait clair que la conclusion de la proposition 3.9 s’applique sans changement
a la situation de la proposition 4.3, avec dans ce cas pour G-faisceau, le faisceau dualisant relatif
weys [20]. La représentation de G dans H°(Cy, (weys)s) est indépendante de s € S, S étant connexe.
Revenons aux conditions de la proposition 4.1. Soit z € Cs un point qui correspond & un point double
d’une fibre géométrique, de sorte que O¢, , = k[[X,Y]]/(XY). Dans I'anneau local complété, X = 0
et Y = 0 définissent les branches formelles en . Supposons que le stabilisateur G, soit non trivial,
alors G, opere sur I’ensemble a deux éléments composé par les deux branches. Remarquons aussi qu’on
obtient de maniere analogue au cas lisse une représentation fidele de GG, dans l’espace cotangent au
point z, soit un morphisme injectif G, — GL(2, k).

La définition suivante trouvera sa motivation ultérieurement; elle est réservée pour le moment aux

courbes dépourvues de marquage, et ne porte que sur 'action de GG au voisinage des points doubles:
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Définition 4.4. L’action de G sur la courbe préstable C'/S est dite stable (certains disent Kummeri-
enne [63]), si pour tout point double x d’une fibre géométrique, la représentation de G, dans l’espace
cotangent de la fibre en x posséde la propriété suivante: pour tout o € G,: det(c) = 1 si o fixe les

branches, et det(c) = —1 si o échange les branches.

Il est clair que la condition de stabilité équivaut a dire que le stabilisateur d’un point double est
soit cyclique, soit diédral, et dans ce dernier cas les éléments de déterminant -1 dans la représentation
cotangente sont les éléments qui échangent les branches. Plus précisément soit H = G2 < G, le sous
groupe d’indice au plus deux formé des éléments qui fixent les branches. Ce groupe est cyclique, et
Paction de H sur Iespace cotangent en x sur la branche X = 0 (resp. Y = 0), définit un caracteére

primitif y x (resp. xy) de H. La condition sur le déterminant est alors équivalente &

XX-Xy = 1 (42)

Si G, est d’ordre deux, et s’il y a échange des branches, le groupe est diédral. Soit G agissant stablement
sur la courbe préstable C, définie sur le corps algébriquement clos k. Les considérations ci-dessous
s’appliqueront donc & une fibre géométrique. On peut classer les points a isotropie non triviale en trois
familles disjointes deux a deux:

(I) points fixes non singuliers

(IT) points doubles & isotropie cyclique

(IIT) points doubles & isotropie diédrale

L’observation suivante, élémentaire, mais néanmoins cruciale, revient a dire que les points de
type II ne doivent pas étre considérés comme des points de ramification. On verra cependant qu’ils
contribuent de maniere non triviale a la déformation universelle du revétement, a la différence des
points de ramification. Soit wc/s la faisceau dualisant de la courbe préstable 7 : ¢ — S. On a
weys = det(Qg / g) avec la description locale suivante [48],[53]. Supposons que localement (pour la
topologie étale) sur U, on réalise C comme une hypersurface d’équation f = 0 dans un schéma lisse de

dimension relative 2 sur S. Alors on a une identification canonique, avec I = (f):
weys|y = Homy (I/1%, \2Q1 vy s @ Oc ) (4.3)

Il découle de la suite exacte (sur U) O — I/I?* — Q' j;/5®0, — Q'¢/s — 0 un morphisme canonique
Qe S\~ wo/siy qui est un isomorphisme en dehors du lieu singulier [48]. Rappelons que si S =
Spec (k), et si P un point double, on a wc p = O¢,p.w, ou w est la forme méromorphe qui sur la
normalisation de C, vaut dTX sur la branche Y = 0, et deY sur la branche X = 0. Dans le cas d'une
base arbitraire, et pour un quotient 7 : C — D = C/G, d’une courbe préstable C' par une action
stable de G (Définition 4.4), on va prouver que le morphisme naturel dr : ﬂ*(Q})/S) — Qlc/s, s’étend

canoniquement en un morphisme (noté encore drm):
dr : m*(wpys) — weys (4.4)

Ce morphisme est un isomorphisme en dehors des points fixes de types I et III. On le construit

d’abord localement, et par naturalité on I’étend en un morphisme global. On obtient ce morphisme en

29



combinant le morphisme dr : 7*Q}, /s QL /5 avec la fleche QL /s — wWeys, et la fleche analogue. Au
voisinage d’un point double P de type II, d'image s € S, on peut utiliser un systeme de coordonnées
locales pour décrire le morphisme 7 (par exemple Wewers [67], §2.1, Jarvis [44] §5.1). On peut de la
sorte choisir étale-localement des coordonnées (z,y) en P | telles que C' soit sur ces coordonnées la
courbe relative

(zy —a =0) C Ag?

et que 'action du stabilisateur Gp (d’ordre e > 2) est décrite par o(x) = Cz, o(y) = (~ly, o étant un
générateur de Gp*. On en déduit immédiatement une description locale-étale de D par I'intermédiaire
des coordonnées u = x¢, v = y° soumises a I’équation uv — a® = 0. Ces descriptions fournissent des
générateurs locaux w(x,y) et w(u,v) pour respectivement we /g, et wp/g. Le morphisme local requis est
lisomorphisme défini par 7*(w(u,v)) — w(z,y). 1l est facile de voir que ce morphisme est canonique,
du fait que tout autre systéeme de coordonnées locales se déduit de (z,y) par ' = ax,y = Py, et
a’ = afla, apres localisation étale. On peut d’une autre maniere invoquer ’argument suivant. Le
faisceau we g est le faisceau dualisant, de sorte qu’on a un isomorphisme fonctoriel Hom ¢ (F, we,g) =
Hom g(R'p.(F),0s). Si F = 7*(wps), alors le morphisme global cherché provient par dualité du

morphisme trace )
Tr:@Zg:W*(OC)HOD

geqG
On notera que les faisceaux we,g et QIC /g sont de maniere naturelle des G-faisceaux, et seront en

permanence pris comme tels. La structure du morphisme 4.4 peut étre précisée:

Lemme 4.5. Soit p : C' — S une courbe préstable munie d’une action de GG. On suppose que G agit
fidélement et stablement sur les fibres géométriques. Soit m: C — B = C/G le morphisme de C sur la

courbe quotient. Pour tout entier [ > 1, on a une suite exacte

0— w*w%l/s — w%s — VYV, —0 (4.5)
ou V; est un Og-module cohérent plat, dont la formation est compatible avec les changements de base.

Le support de V; est concentré aux points de type (I) et (III).

Preuve: Partant du morphisme 7*(wp/g) — weyg, par passage a la puissance tensorielle I-ieme,
on obtient un morphisme w*w%l/ g — wg g+ Soit V) le conoyau. Pour décrire ce faisceau, supposons
d’abord S = Spec(k), le corps k étant algébriquement clos. Il n’est pas difficile dans ce cas de décrire
(localement) explicitement le morphisme 7*(w$') — w%l, et de la sorte V;. Traitons d’abord le cas
I = 1. En un point non singulier x € C, d’image y € D, soit ¢t un parametre local, tel que le stabilisateur
G, agisse par 0.t = x(o)t, (0 € G,),oux€ G, est un caractere primitif. Soit e Uordre de G. Alors

u = t° est un parametre local en y et le morphisme (4.5) a pour description locale en x

Opdu — O,dt, avec du = et® 'dt (4.6)

4 . , . PP . . , . . . ,
Il est bien connu que ces coordonnées sont bien définies aux changements suivants: image réciproque par localisation étale,

substitution (z,y,a) — (ax, fy,va) ov o, B € Op, v = af € OF [44].
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On trouve ainsi que dim(V,) = e — 1. Si maintenant x est un point double de type (II), selon la
nomenclature précédente, on peut supposer que formellement ’action de G sur les branches est donnée
par I'intermédiaire de deux caracteéres opposés, x et x !, d’ordre e > 1 (condition de stabilité (1)). On

peut ainsi considérer des parametres locaux X,Y le long des branches de sorte que

~

O, = K[[X,Y])/(XY) , O, = k[[U,V]]/(UV), avec U=X°V=Y*

ou U,V définissent des parametres locaux le long des branches en y. Notons par une lettre minuscule

x,y,u,v, les classes respectives de X,Y,U,V; alors le morphisme (4.5) a pour description locale au

point x
~ du dv ~ dxr dy
Op(—,——) — Oy (—,——= 4.7
(- — 0.5 =) (4.7)
avec d—u“ = edf, et dT” = e Le morphisme (4.5) est bien en un tel point un isomorphisme, comme
y

imposé dans la construction du morphisme 4.4.
Supposons maintenant que x est un point fixe de type (III), et que G, = D, (e > 1). Dans ce cas
il est clair que y est non singulier, et que les parameétres le long des branches étant choisis comme au

dessus, t = x° + y© est un parametre en y. La description locale de (4.5) est dans ce cas:

~ ~ dxr d de d
Ogdt — Oy (—, f—y), avec dt = (ex®, —ey®)(—, f—y) (4.8)

T Y x Y
En particulier cette description donne V, # 0, en fait le rang est dim(V,) = 2e — 1. Revenons au
morphisme (4.5); on vient de voir qu'il est injectif sur les fibres, il est donc injectif avec un conoyau
V; plat sur S, comme il résulte du critere local de platitude, et donc de formation compatible aux

changements de base. Le support de V; est concentré exclusivement en les points fixes de type (I) ou
(III).

(I
Dans le cas [ = 1, on posera dans la suite V = V;. On conserve les notations du Lemme 4.5. La
suite exacte 4.5 justifie la définition suivante, dans laquelle Div est le diviseur de cartier construit dans

[58]:

Définition 4.6. Le diviseur de Cartier relatif R, = DivV = Div(r*(wp,s — wcys) est appelé le

diviseur de ramification du morphisme 7 : C' — D.

On notera que le support de R, est I’ensemble des points de type I ou de type III. Par ailleurs, de

la définition, jointe & la suite exacte 4.4, il vient 1’égalité (formule de ramification)
wc/s%ﬂ'*(wD/S)®(9(R7r) (49)

On souhaite relier le diviseur R, aux sous-schémas de points fixes des sous-groupes cycliques de G,
comme dans le cas lisse. Soit H un sous-groupe cyclique de G, H # 1. Ce qui précede justifie la

définition d’apparence peu naturelle suivante:
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Définition 4.7. Soit une action stable de G sur la courbe préstable C définie sur k. Soit p € C:
On dit que H fixe strictement p, si p étant non singulier, on a Hp = p, et p étant un point double, si

on a d’une part Hp = p, et d’autre part tout élément o € H,o # 1, inverse les branches.

On observera que si H fixe strictement le point double p, alors H est d’ordre deux, et I’élément
distinct de l'identité de H est une reflexion, i.e. inverse les branches. On étend la définition au cas
relatif. La proposition suivante précise la structure du sous-schéma des points fixes d’un sous-groupe

cyclique en présence de points doubles.

Proposition 4.8. Soit ¢ : C — S une courbe préstable sur laquelle le groupe GG agit stablement, et
soit m: C'— D = C/G le revétement associé.
1) Pour tout sous-groupe cyclique H de G, le sous-schéma Fix(H) = CH des points fixes de H est

réunion disjointe d’une partie horizontale et d’une partie verticale:
Fix(H) = Fiz(H)por U Fix(H)yer (4.10)

ot Fix(H)por est un diviseur de Cartier relatif qui a pour support les points fixés strictement par H.
Le support de Fix(H )y est inclus dans les points doubles de type (II) de H.
2) Comme dans le cas lisse on a I’égalité de diviseurs, la somme étant étendue aux sous-groupes cycliques

non triviaux

Re =Y ¢(|H|)Fiz(H)hor (4.11)

Preuve: Fixons o un générateur de H, avec Card H = e. Soit z € Fiz(H) un point fixe de
type (I), donc non singulier dans sa fibre, et soit ¢(x) = s € S. C’est un fait standard, observé dans
la proposition 4.4, qu’au point z, Fiz(H) est un diviseur de Cartier relatif étale sur S. Supposons
maintenant que x soit du type (IT). Quitte & passer aux anneaux locaux complétés, on peut supposer
que O, = O,[[X,Y]]/(XY —a), (a€ M,), action de H étant décrite par o(X) = (X, o(Y) = (1Y,
pour une racine primitive d’ordre e convenable de 'unité. Il est immédiat que I'idéal du sous-schéma
fermé Fix(H) en x est engendré par les classes de 0(X)—X et 0(Y)—Y, il est donc égal a (X,Y"). On voit
ainsi qu’en ce point F'iz(H) n’est pas un diviseur de Cartier. Supposons maintenant le point = de type
(III), et que x soit un point fixe strict de H; alors avec les notations précédentes, o(X) =Y,0(Y) = X,
et dans ce cas H est d’ordre deux. L’idéal de Fixz(H) est engendré par la classe de X — Y, en
particulier c’est un diviseur de Cartier en ce point. L’anneau local complété de Fixz(H) en z est
Opinimy . = Os[[X]]/(X? — a), avec a € M,. Il n'est pas étale sur O.

L’ensemble (ouvert) des points de Fizz(H) en lesquels Fiiz(H) est un diviseur de Cartier, est égal au
support du diviseur de ramification du morphisme quotient C' — D = C/H (définition 4.6). Finalement

Fix(H) se décompose en une somme disjointe
Fix(H) = Fiz(H)por U Fix(H)yer

ot Fix(H)per est un diviseur de Cartier relatif supporté par les points fixes stricts de H, et Fiz(H )yer

a un support inclus dans I'ensemble des points fixes de type (II) de H, ce qui prouve 1).
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2) L’égalité 4.10 a été observée précédemment pour les points fixes non singuliers dans leur fibre. Reste
a vérifier I’égalité en les points de type III. Soit x un tel point, avec un stabilisateur diédral d’ordre 2e.
Les notations étant comme au-dessus, une équation locale de R, en z, est X¢ — Y. Si le stabilisateur

2

G, a pour générateurs o et 7, avec 0¢ = 72 = (70)? = 1, alors 1’équation locale en x de Fix(70%)n0r

est comme obtenu ci-dessus X — ('Y. Le résultat se réduit & I’égalité X¢ — Y° = Hf:_ol (X -CY).

(I
Corollaire 4.9. Sous les hypothéses de la proposition 4.2, la base S étant supposée connexe, notons

d le degré de Fix(H)por relativement a S. Pour tout point géométrique s € S, on a

d=H#{x € Fix(H)por(s),z de type (1)} + 2#{x € Fiz(H)por(s),z de type (III)}

Preuve:  On vient de voir que Fiz(H )po- est étale sur S en les points de type (I), et que si
x € Fiz(H)por est un point de type (III) d’image s, alors dim((’3lzwm(H),wmQj ® k(s)) = 2. Le résultat en

découle.
[

4.1.8. Géométrie du quotient par une action stable

Pour utilisation ultérieure, la courbe préstable C' étant toujours définie sur le corps k, nous allons
comparer les G-faisceaux w*(QlD /k) et Qlc /K Les notations précédentes étant toujours en vigueur,
rappelons que le foncteur 7¢ : (G — Coh C') — (Coh D) transforme un G-faisceau (cohérent) F sur C

en le faisceau sur D des sections G-invariantes 7, (F)¢ de 7, (F). Le premier résultat est:

Proposition 4.10. 1) Le morphisme Q})/k — ﬂf(Qlc/k) est injectif et le conoyau est concentré aux
points images des points doubles de type (II).

2) Le morphisme 7% (0c) — 0p est injectif et le conoyau est concentré aux points de B images d’un
point de type (I), donc nonsingulier, ou un point double de type (III); en ces points le conoyau est de
dimension un.

En particulier, s’il n’y a pas de point fixe de type (III), on a 7€ (0¢c) = 7¢(0c(—R)) = Op(—A), ot
A=3,Qj (resp. R= 73, P;) désigne le diviseur de branchement (resp. de ramification) réduit.

Preuve: Partons de la suite exacte 7* (2}, ) Qr e Qr /p — 0. Appliquant le foncteur
G

T s

on obtient un morphisme Q}D e ot (Qé /k) qui est un isomorphisme en dehors des points de
branchement (lisses), et des points doubles. Soit y = 7(x) € B un point de branchement non singulier,
et soit e l'indice de ramification correspondant. Si on choisit des parameétres locaux t et u en x et
y respectivement, comme dans le lemme 4.5, le morphisme (4.11) admet alors la description locale
suivante:

dt

glu)du € (@), — eug(u) T (4.12)

Comme il est clair que wf(Qé/k)y = u% Op,y, on trouve bien que le morphisme (4.11) est bijectif en un

tel point. Soit maintenant le cas de x point double avec isotropie cyclique, d’ordre e > 2. En utilisant
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les coordonnées locales le long des branches, introduites dans le lemme 4.5, on obtient la description

suivante pour les deux termes du morphisme (4.11); pour le premier de ces termes:

QL) _6ydu69(5ydv
D/RIY = (udv + vdu)

et pour lautre:

G Ql
(m( C/k (zdy + ydz)

~ ~ G
/\) [ Ozdx® Oy dw
)=
Soit o un générateur de G, agissant par ox = (x, et oy = (~'y. Un calcul élémentaire conduit &
I’expression suivante d’une forme w, G, - invariante:

w = (#, by)dz + (0, ?)d(y, (bek, A(0)=D(0)=0) (4.13)

On voit alors immédiatement que le morphisme (4.11) est injectif en z, et que son image est ’ensemble
des 1-formes qui dans 'expression (4.13) ont b = 0. En particulier le conoyau est de dimension un,
comme indiqué. Pour la seconde assertion, en dualisant le morphisme 4.11, on obtient un morphisme

7¢(0c) — Op; la conclusion releve des mémes calculs locaux que nous omettons.

|

REMARQUE 4.1  Si l’action stable du groupe G sur C'/S n’a pas de points du type III, alors le
diviseur de ramification est de la forme habituelle. La partie horizontale (Proposition 4.8) de Fiz(H),
H sous-groupe cyclique, est une somme de diviseurs de Cartier relatifs a supports disjoints Fizpo.(H) =
> ccu Ac, ennotant Ac le lieu des points de stabilisateur exactement C. Il est immédiat de retrouver

I'expression usuelle du diviseur de ramification R =), (|H| —1)Ang. ¢
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4.2. Collision des points de ramification

4.2.1. G-type d’un G-diviseur

Soit une action stable de G sur C. On suppose que D C C est un diviseur de Cartier relatif, étale
de degré N sur S, de support contenu dans la partie lisse de m : C' — S, et G-stable. Cela permet
de parler du G-type de la fibre Dg en un point géométrique s € S (section 2.1). Tout d’abord une

remarque élémentaire:

Lemme 4.11. Le G-type de D en un point géométrique s € S est constant.

Preuve: Par changement de base étale, on peut supposer que D est somme de IV sections disjointes
{P;}, donc D = Ei\; P;. Un élément o € G agit par permutation sur les {P;}. Soit pour tout indice

i, H; le stabilisateur de P;. Le faisceau conormal le long de la section P;, N ;/’1: /s = P (Qlc / S) est un

G-faisceau inversible sur S. On peut donc I'écrire Ny /S >~ £, ® V;, pour une certaine représentation
s

V; de degré un de H;; soit x; le caractere de V;. Alors le type de D, est Zfil[Hi, Xi], donc constant le
long des fibres.
(I

Notre objectif est maintenant de préciser le comportement des points de ramification lorsqu’un
revétement (galoisien de groupe G) dégénere, c’est a dire lorsque le revétement se déplace dans une
famille de courbes stables. Le résultat principal de cette section est ’observation que seuls les points
de type (III) (4.3), donc ceux a isotropie diédrale, sont responsables de la collision éventuelle des points
de ramification. Ce comportement pathologique sera éliminé par le marquage a priori de la courbe au

moyen d’un diviseur contenant les points de ramification.
4.2.2. Chevalley-Weil (bis repetita)

On suppose maintenant que C'/S est une courbe stable et que I'action de G sur C est stable. Dans
ce contexte si D marque la courbe, on suppose que D est G-invariant. Si la base est connexe le G-type
de D (Lemme 4.11), ou de (C, D) est défini. Si en plus 7 est génériquement lisse, on peut attacher une
donnée de ramification a l'action de G, qui est celle attachée a la fibre générique. Cette donnée est
dorénavant fixée. Nous allons suivre les caractéristiques combinatoires lorsque la fibre C; dégénere. Par
inversion des formules de Chevalley-Weil au point générique, les représentations de Hurwitz (théoreme
3.1),

Hurw,, = HO(C'S,W%:") (m>1, sef) (4.14)

sont acquises. On fixe une fibre singuliere, donc une G-courbe stable définie sur un corps algébriquement
clos k. Soit D = C/G la courbe quotient. Les points doubles de D sont donc les images des points
doubles de type (II) de C.

Installons quelques notations et remarques préliminaires. Rappelons que la suite exacte (4.4) définit
un faisceau V; concentré en les points fixes de types (I) et (III). Pour [ > 2, cette suite entraine, par
I'’hypotheése de stabilité de C, et par le fait que pour I > 2, H(C, w?l) = 0 ([19] Thm 1.2), donc
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en notant provisoirement B = C'//G la courbe quotient, pour éviter des confusions avec le diviseur de

marquage D, on note que
dim (H°(C,wEHY) = x(B,w$') + dim(VF) (4.15)

Si I = 1, des considérations similaires conduisent & H°(B,wp) = H°(C,w)%, en particulier p,(B) = g¢'.
Pour [ > 2, dim (V7) est la contribution significative a dim (H°(C,w$")). Nous sommes maintenant en
mesure de reprendre les calculs a la Chevalley-Weil de la section 3.2 dans le contexte de cette section,
donc pour une courbe nodale (stable). Rappelons tout d’abord quelques faits élémentaires sur les
représentations irréductibles des groupes diédraux.

On identifie le groupe diédral D, (e > 1), d’ordre 2e avec le sous-groupe de GL (2, k) engendré par

DR

ol € est une racine primitive e-iéme de I'unité. Notons v et ] les caracteres de degré un de D, définis

les matrices

par 1 =1, et ¢i(c) =1, ¢¥i(r) = —1. Pour tout j > 0, soit le caractere ¢; de degré deux donné
par
o o] .
(1) =0, ¢j(c)=€+€7? (2cos(—=) si k=C)

(&

de sorte que ¢; est le caractere de la représentation décrite par

(01 Heﬂ‘o
™1 0) ¢ 0 e

On observe les relations de périodicité ¢j. = ¢;, et ¢; est irréductible sauf si j =0 (mod e) ou bien

e=2met j=m (mod e). Dans ces deux cas les représentations se décomposent en

do =11+, etsi e=2m, ¢, =3¢, + P (4.16)

¢, et ¢ étant deux caracteres de degré un donnés par ¢ (o) = ¢ (o) = —1, et ¢ (1) =
1, ¢! (1) = —1.

On suppose maintenant que les orbites singuliéres de ’action de G sur C sont, en dehors des orbites
de type (II), composées de b-orbites de type (I) et de s-orbites de type (III). Intuitivement, en un point
double de type (IIT), si on regarde la courbe comme spécialisation équivariante d’une courbe lisse, alors
il y a coalescence de deux orbites de points fixes. Cela va étre précisé sous peu; on va voir que dans
cette hypothese le stabilisateur est d’ordre deux, donc diédral, engendré par une reflexion qui échange
les deux branches.

Rappelons, pour éviter toute confusion, la terminologie utilisée (voir en particulier la définition
4.7), lorsqu’on a affaire & un point double & isotropie non triviale.

Un sous-groupe cyclique H C G fixe strictement x, si lorsque x est non singulier H C G, et si
x est un point double, H fixe x dans le sens de la définition 4.5, donc H est d’ordre deux engendré
par une réflexion échangeant les branches. On dira aussi que H est un stabilisateur de x, si H = G,

lorsque x est non singulier, et si x est un point double, comme ci-dessus, H fixe strictement x, donc
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est en particulier ”diédral d’ordre deux”. Dans ce dernier cas, si G, = D, il y a donc [ sous-groupes
de G, qui sont des stabilisateurs de x !. Sil > 1, G, tout entier n’est ainsi pas considéré comme un
sous-groupe stabilisateur de x.

Rappelons que dans le probleme de classification qui nous occupe, on a fixé au préalable une
donnée de Hurwitz &, qui spécifie r classes de conjugaison de caracte res primitifs de sous-groupes
cycliques, comptées avec leurs multiplicités respectives, donc fournit en particulier une liste de classes
de sous-groupes cycliques, non nécessairement distinctes, notées I'y, - - -, I'.. On suppose que les ordres

respectifs sont d; < o < -+ < §,.. Pour tout e > 2, e | CardG, posons
N, = Card{i € [1,r] , 6; = e} (4.17)

de sorte que N, représente le nombre d’orbites singulieres de cardinal % dans toute courbe lisse
C' supportant une action de G du type spécifié. Les mémes conventions de notations s’appliquent a
un quelconque sous-groupe H de G, et N.(H) aura donc la signification ci-dessus. Sous les mémes
conditions sur e, on notera N/ le nombre de G-orbites singulieres de cardinal % qui sont contenues
dans la partie lisse de C, donc

= > N (4.18)

2<e,e|Card G

Pour tout sous-groupe H, on peut aussi définir r'(H), s(H), N/(H). Le résultat qui suit est crucial pour

clarifier la coalescence éventuelle des points de ramification:

Théoréme 4.12. On a les égalités: i) r =1’ +2s, et ii) No = N. si e >3, et Ny = Nj + 2s.

Preuve: L’assertion (2) est visiblement plus forte que (1) et donc 'implique; on commence cepen-
dant par prouver (1). Choisissons dans chaque orbite singuliere un point z; (1 < i < '), de stabilisateur
H; = G, pour celles formées de points non singuliers, et y;, (1 < j < s) avec K; = G, pour celles
formées de points doubles. Posons A\; = (V})z,, #j = Vi)y; (I =1,2,---). On a une décomposition de

G-modules
LG V) = (@IndG )@ P ndf, (1)) (4.19)
J

d’ou par réciprocité de Frobenius

dimT(C, V)¢ Zdlm Ay 4 Zdlm uj (4.20)

L’analyse de la partie H;-invariante de A; releve de la description faite dans la section 3.2; on trouve

de maniere analogue:

dim(A\ )y =1-1+ <<<£>> - f) si e = Card H;

€ €

Supposons maintenant K; = D.. On peut linéariser I'action de K; relativement a des coordonnées

z,y le long des branches au point y;, et ainsi supposer que les générateurs o et 7 de K; agissent
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par o(x) = ez, o(y) = e ly; 7(x) =y, 7(y) = z, avec € € k* une racine primitive d’ordre e. Le

morphisme quotient a pour forme locale au point y;: (z,y) — u = z° + y°, de sorte que la 1-forme

d —%) est une base locale de we en y;. On a 0*(w) = w et 7"(w) = —w. Le module u; admet

OC’,ij®l ~ quj ®l
7 0cy, (du)et — <W>w (4.21)

w=(

la description

du fait que (du)®' = (z¢, (—1)ly*)w®!.
I est aisé de décomposer le Kj-module ut; en représentations irréductibles du groupe K; = D.. Le
résultat est
_ { (2¢1 + 2512—11 (m) Yy sil impair (4.22)
Y+ + 05 6 il pair '
Sil = 2, ceci conduit & dimV§ = 7' + 2s. Du fait que x(B,w$?) = 3¢’ — 3, I'égalité (4.14) entraine
r =r' 4 2s, c’est a dire I'assertion (1).

Maintenant si l > 2, on a par les mémes égalités

sl si [ pair

dimVlG:(lUrurzi:(«eii))eii)Jr{S(ll) si [ impair

l l s(l —1) sil impair

Ces relations pour [ = 3 donnent 2r — Ny = 2r' — NJ + 2s, ce qui tenant compte de I’assertion (1)
conduit & Ny = N5 +2s. Avec | = 4, on obtient de la méme maniere 3r — Ny — N3 = 31’ — Nj — N +4s,
d’olt on tire 'égalité N3 = N. Si on continue ce raisonnement, on obtient de proche en proche ’égalité
N. = N/ pour tout e > 3, c’est & dire l'assertion (2).
(I

Les arguments combinatoires utilisés ci-dessus pour relier la donnée de Hurwitz aux représentations
Hurw,, peuvent étre repris sans changement dans le cas stable. Dans cette situation on peut encore

lire la donnée de Hurwitz.

Proposition 4.13. Sous les hypothéses du théoréme 4.12, les sous-groupes cycliques de G qui sont des
stabilisateurs stricts de points (réguliers ou points doubles) de C, sont les conjugués des sous-groupes

{T'1,---, T} spécifiés par la donnée de Hurwitz.

Preuve:  On reprend la méthode de dénombrement du paragraphe 3.2 (Lemme 3.4). Pour tout

sous-groupe cyclique H C G, H # 1, soit
CH = {x € O, H fixe strictement x} (4.23)

Posons: .
] CardC sie=CardH >3
f(H) = {NQ’(H) +2s(H) sie—=2
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Donc f(H) = CardCH | chaque point double étant si e = 2 compté deux fois. Il résulte du théoreme
4.1 que f est totalement déterminé par les seules représentations de Hurwitz. Soit encore Ay = {z €
C, H est un stabilisateur de z}. Rappelons que si z est un point double cela signifie que e = Card H =
2, et que H est engendré par une reflexion qui échange les branches en x. Il découle des définitions que
si H#1,on a:
c= || Ak
HCK

On peut poser C = Ay = () si H n’est pas cyclique. Si x € CH est un point double, alors Card H = 2
et z € Ag. Sion pose de nouveau g(H) = Card Ay, un point double étant toujours compté deux fois,
on retrouve avec la convention f(H) = g(H) = 0 si H n’est pas cyclique, la relation familiere (voir
(3.12)) f(H) = > g 9(K). Par un argument similaire & celui utilisé dans le lemme 3.4, on obtient

par inversion de Mobius

g(H) = 3 p(H. K)J(K) (4.24)

HCK
ou comme dans le § 3.2, u(.,.) désigne la fonction de Mobius de ’ensemble ordonné des sous-groupes
de GG. La preuve se poursuit comme dans la section 3.2; on obtient que Card Ay ne dépend finalement

que de la donnée de Hurwitz du probleme modulaire. Le résultat en découle.
(I

4.8. Courbes stables marquées et actions de groupes

Parallelement & la stabilité de la courbe C qui supporte I'action de G, on aura a imposer la stabilité
de la courbe marquée par un diviseur G-invariant® . Le diviseur sera alors contraint de contenir le
diviseur de ramification. Lorsque le diviseur se réduit au diviseur de ramification, la stabilité de la
courbe marquée sera en fait équivalente a la stabilité de la courbe sans le marquage, sauf en présence
d’isotropie diédrale, ce dysfonctionnement pouvant étre éliminé par ailleurs. Stabiliser la courbe par
les points de ramification, reviendra de fait a éliminer les points fixes de type III.

Dorénavant C'/S est une G-courbe stable marquée par le diviseur G-invariant D (Définition 4.2).
Pour compléter I’étude précédente limitée au cas stable non marqué, on doit maintenant faire une étude
a la Chevalley-Weil du G-faisceau weys(D)®™, substitut naturel & wg;’g. Il s’agit, s étant un point
géométrique, d’extraire des informations des kG-modules H°(Cj,wc, (Ds)®™). On sait que le faisceau
dualisant modifié we/ (D) possede la propriété d’annulation (Knudsen [48]) R'7, (weys(D)®™) = 0 si
m > 2. De plus si m > 1, m,(weyg(D)®™) est localement libre de rang (29 — 24 N)m — (g —1). On
montre aussi que la formation de faisceau wc/ 5(D)®™ commute aux changements de base. Le lemme

suivant découle d’arguments déja utilisés, la preuve ne sera donc pas répétée.

Dans la section 7, on aura besoin d’un marquage plus précis que le seul marquage par un diviseur G-invariant. On peut

souhaiter numéroter les points du diviseur, i.e piquer la courbe. Cela doit étre fait en cohérence avec ’action de G, donc on doit
prendre en compte ’holonomie en chaque point P du diviseur, i.e le couple (H, X), formé du stabilisateur de ID7 et du caractere
local de ’action de H sur l’espace cotangent en P (§ 2.2.1). Dans une numérotation des points de D les points de méme rang

doivent avoir une méme holonomie.
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Lemme 4.14. Sinw:C — S est une courbe stable marquée par le diviseur G-invariant D = sz\; FP;,
avec S connexe. Les kG-modules H°(Cy,we, (Ds)®™) sont indépendants de la fibre géométrique Cs,
seS (m>1).

(I
Supposons d’abord la fibre C lisse. La suite exacte canonique

0— wg:” — we, (Dg)®" — @ N%?“S)_l —0
i
avec Np, 5y =T¢ p (s)» montre que le G-type (section 2.1) étant supposé connu, alors les représentations
de Hurwitz H°(Cs, wg’;“) sont elles aussi connues. Il en est donc de méme pour la donnée de ramification,
évaluée le long des fibres non singulieres. Pour tout sous-groupe cyclique H de G, considérons le diviseur
de Cartier relatif Fiz(H )por (Proposition 4.8). Le corollaire de cette proposition montre que le degré

d de ce diviseur est égal a d = d; + 2dy avec

{ dy = Card (nombre des points fixes de type (I)) (4.95)

dy = Card (nombre des points fixes de type (I11))

Ce degré coincide avec f(H), fonction introduite dans la proposition 4.3. De sorte que l'argument
combinatoire invoqué dans cette proposition conduit clairement & un résultat identique. Pour ’énoncer,

posons g(H) = g1(H) + 292(H), avec

{gl(H) = Card (points fixes de type (I) de stabilisateur H) (4.26)

g2(H) = Card (points fixes stricts de H de type (I1I))

de sorte que g(H) est constant le long des fibres géométriques, qui plus est, totalement déterminé par
la donnée de Hurwitz, conjointement avec le G-type de D.

Introduisons quelques notations. Fixons une fibre géométrique que nous noterons pour simplifier
C, les points marqués seront notés P;, de sorte que D = ). P;. Soit b; le nombre d’orbites singulieres
(points de type I) contenues dans les points marqués {P;} i.e. dans D; noter que ce nombre est fixépar
le G-type de D, et indépendant de la fibre. Soit aussi by le nombre d’orbites singulieres (points de type
(I)) disjointes de D. Ce nombre dépend de la fibre choisie; on a b = by + b si la fibre est non singuliere.
Soit enfin s le nombre d’orbites constituées de points de type (III), & isotropie diédrale.

Le résultat suivant étend le théoreme 4.12 aux courbes stables marquées, fournissant ainsi une
explication a la coalescence éventuelle des points de ramification, cela en fonction des conditions initiales,
de marquage, et la donnée de ramification.

Soit m : C' — S une courbe de base connexe, le lieu de lissité de 7 étant supposé partout dense,
de la sorte une quelconque fibre est spécialisation d’une fibre non singuliere. La donnée de ramification

est ainsi définie. Dire que le G-type de D contient la donnée de ramification a alors un sens.

40



Theoreme 4.15. Sous les hypothéses précédentes, donc le groupe G agissant stablement sur la courbe

stable marquée 7w : C' — S, on a le long des fibres géométriques 1’égalité

Preuve: Montrons en premier que pour toute fibre, on a I’égalité relative a la fonction g (4.26):
1
b= —— CardH) g(H
g 2 (€D ot

La somme est limitée aux sous-groupes cycliques. Comme g(H) ne dépend pas de la fibre, il suffit
de vérifier cette égalité pour une fibre non singuliere, dans ce cas b représente le nombre d’orbites
singulieres de la fibre. On peut alors écrire b =) 21 b, avec by égal au nombre de ces orbites telles

que le stabilisateur d’un de ses points est dans la classe de conjugaison de H. Soit w une telle orbite;

. - , « Card Ng(H 5 N,
le nombre de points de w de stabilisateur H est égal a CaTGfEr)v d’ou:
Card Ng(H)
H) = dAgy =byg————-—>
g(H) = Card Ay H™ " CardH
On peut ainsi écrire (4.27), la somme portant maintenant sur les classes de conjugaison, notation (—)
Card Ng(H) 1
b= H = CardH)g(H 4.28
> ) =G G = Garag 2 (CardH)a(H) (428)
(H)#1 H#1

la derniere somme portant elle sur les sous-groupes, et non sur les classes de conjugaison. Supposons
maintenant la fibre singuliere, avec s-orbites de type (I1I). En substituant & g(H) Iexpression (4.26),

on trouve

1 2
= H)g (H H)go(H 4.2
b CardGHz?;(Card )91 ( Hcardagl(c“d )9 (H) (4.29)

Il est clair que le premier terme de la somme de droite est égal a by + by. Reste a prouver que le second,
qui ne fait intervenir que les sous-groupes d’ordre deux, conduit a:

CardG.s =2 Z g2(H)
H,Card H=2
Dans ce but, on écrit s =Y . sm, Ol 5, est le nombre d’orbites a groupe d’isotropie Iy,. Soit w une
orbite & groupe d’isotropie D,,,; notons g2 .,(H) le nombre de points fixes stricts de H contenus dans w.

Dans la somme ), .04 oo 92,0 (H) un point est en fait compté m fois, car D,,, contient m réflexions.

Cette somme vaut donc mCardw = m% = %; alors
Yoo e(H) = Y smgrw,.(H) (4.30)
H,Card H=2 Hm>1

W, désignant une orbite avec isotropie D,,,. En reportant (4.30) dans la relation qui précede, on obtient

aisémment le résultat.

O
Corollaire 4.16. Les hypothéses du théoreme 4.15 étant conservées, supposons en outre que le G-type

du marquage {P;} contienne la donnée de ramification. Alors pour toute fibre géométrique s = 0. En
d’autres termes, il n’y a pas d’orbite a isotropie diédrale.

Preuve: En effet on a b= b;.
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5. Déformations des revétements modérément ramifiés .

5.1. Déformations équivariantes des courbes

5.2.1. La déformation universelle

On décrit la déformation formelle universelle d’'un revétement galoisien modérément ramifié = :
C — B = C/G. On notera B la courbe quotient pour éviter tout conflit avec le diviseur D qui
marque la courbe). Dans ce contexte la théorie des déformations se simplifie de maniére substantielle
(comparer avec [12]). Les seules contributions locales & la déformation verselle viennent des points
doubles et des points marqués, points de ramification exceptés, car la ramification étant modérée, ceux-
ci n’apportent aucune contribution au foncteur des déformations. On comparera ensuite la déformation
formelle verselle équivariante de la courbe marquée C, a la déformation formelle verselle de la base B
marquée par les images des points exceptionnels de C.

On fixe une courbe stable marquée (C,{P;};=1,..  n~) munie d'une action du groupe G. Il n’est
pas nécessaire a ce stade de préciser la maniere dont les points marqués P; sont traités, c’est-a-dire,
ordonnés, ordonnés par paquets, ou pas. Le diviseur D = ), P; est supposé G-invariant, contenant les
points de ramification. Dans ces conditions on sait qu'une déformation formelle verselle existe, et qu’elle
est universelle du fait de I'absence d’obstructions. Pour une discussion plus précise voir Bertin-Mézard
([121,59).

On peut présenter le foncteur des déformations de la maniere suivante. Considérons un relevement
de la courbe marquée (C,{P;}), avec oubli de laction de G, a une k-algebre locale artinienne A de
corps résiduel k (une W (k)-algebre si la caractéristique p de k est positive). Cela signifie qu’on a une
courbe C au dessus de A, plate sur A, marquée par des sections que nous noterons encore {P;};=1, . n-

La donnée contient aussi un isomorphisme
j:C—->C®k (5.1)

tel que P; o j soit le point marqué initial P; de C', ceci pour tout indice i,1 < ¢ < N. La courbe C
étant supposée stable marquée, et donc sans automorphisme infinitésimal, si I'action de G se reléve a
C, ce relevement est alors unique [20]. Deux relévements sont dits équivalents, s’ils sont isomorphes
par un isomorphisme qui reléve l'identité. On notera finalement D(A) ’ensemble des déformations,
i.e. des classes de relevements de (C, {P;}) & A; une classe étant notée [(C,{F;},7)]- On étend comme
d’habitude le foncteur des déformations a tout anneau local noethérien complet qui est une k-algebre
( resp. une W (k)-algebre). Le groupe G opere sur le foncteur des déformations de la maniere évidente

suivante. L’action de o € G sur [C,{P;}, j] est
ol {P}. ] = [C.{P},joo™ ] (5.2)

Avec ces définitions, la déformation [C,{P;},j] est un point fixe de Paction de G si et seulement si

il existe un A-automorphisme ¥ de la courbe marquée (C,{F;}) qui releve o, c’est & dire tel que
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Y oj =joo. Ce relevement est unique et définit ainsi un relevement de l'action de G a (C,{P;}). On
observe donc que le foncteur des déformations équivariantes D¢ est exactement le foncteur des points
fixes relativement a P’action (5.2) de G sur le foncteur des déformations D. Il est bien connu que le
foncteur des déformations D de la courbe C' est effectivement pro-représentable et formellement lisse
[20], [40]. La déformation universelle de la courbe pointée (C,{P;}) a donc pour base le spectre d'une

algebre de séries formelles en 3g — 3 + N variables

Rver = W(]{Z)Htl, .. .tgg_3+N”, (g = genre de C) (53)

La théorie cohomologique qui gouverne le foncteur D est Ext$ _ (Qp, Oc(—3; Pi)). On sait que
Ext ?90((2};, Oc(=>,P)) =0, et que I'espace tangent s’identifie canoniquement a

D(k[e]) = Ext,, (Qf, Oc(— ZP (5.4)

Dans le cas équivariant, le foncteur D¢g des classes de deformatlons équivariantes étant le foncteur
des points fixes, et comme par ailleurs l'ordre de G est inversible dans k, la théorie cohomologique
qui gouverne D¢ est particulierement simple (comparer avec ([12], §3.1)), c’est le groupe des Ext

équivariants

Extd, ¢(Q6, Oc(— ZP = Extd,,, (26, Oc(— ZP (5.5)

On a ainsi Ext ?DC,G(Q}J’ Oc(=>,P)) = O, il n’y a donc pas d’ obstructlons au relevement infinitésimal,

et 'espace tangent est
De(k[e]) = Exté, (94, Oc(—>  P)¢ (5.6)

En conséquence, la déformation universelle G-équivariante se déduit de la déformation universelle C —
Spec(R) = B de (C, {P;}), simplement par restriction au sous schéma fermé B des points fixes, donc
CG =Cx B BG.

L’absence d’obstruction pour le probleme équivariant signifie que B est formellement lisse, donc
est aussi le spectre d’une algebre de séries formelles. Pour étre plus précis, rappelons la forme du
discriminant dans la déformation universelle C — B de C — B [20]. Notons pour cela z1,...,zy les
points doubles de C. Par localisation en x;, on obtient un morphisme

k

Ext}g (QL, Oc(— ZP — HExtA (QCxl 0, .) (5.7)

=1
qui représente I'application linéaire tangent au morphisme de localisation en le k-uplet des points

doubles ;. Cette application est surjective, et pour tout ¢

dimExt}; (24,,0.,) =1 (5.8)
Choisissons des coordonnées t1,...,t34_34n sur la base B, numérotées de telle sorte que si 1 <17 <&,

t; soit le parameétre induit par la déformation verselle du point double x;. Le discriminant de la
déformation universelle, c’est a dire le lieu paramétrant les fibres singulieres, a donc pour équation

t1...t,=0 (5.9)

Si on retourne a la situation équivariante, on voit que 'action de G est lissifiable, si et seulement si la
fibre générique de la déformation universelle C& — BY est lisse, donc si BE n’est pas inclus dans le lieu
discriminant (5.9). La traduction de cette condition donne le résultat suivant (comparer avec Ekedahl
27):
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Théoréme 5.1. L’action de G sur la courbe stable marquée (C,{P;}1<;<n) admet une déformation

équivariante non singuliere si et seulement si I’action de G est stable dans le sens de la définition 4.4.

Preuve: Notons que les points marqués sont sans effet sur la stabilité de ’action, vu que celle-ci
ne porte que sur l'isotropie aux points doubles. On peut donc les ignorer de maniere provisoire. Soit
7 l'idéal de BY dans I'anneau R = k[[t1,...,t3_3+n]] = Op, et soit M l'idéal maximal de R. Posons
par ailleurs

W; = Ext} (Q/g: 0., V =Exth_ (0L, Oc(— ZP (5.10)

L’application (5.7) transposée donne un morphisme G-équivariant

k
w=][[w;-V (5.11)
i=1
Décomposons l'ensemble des points doubles en G-orbites {z1,...,xx} = H;:l Gy;, y; = x;, de sorte

vicGy; Wi = = Ind§ L(Wiy),  (Hj =Gy,). Soit x; € Hj le caractere
attaché a l'action de H; sur W;,. Soit la décomposition du G-module V en V = V& @ Vg, les notations

qu’au niveau des G-modules, on a €

étant les notations usuelles, alors I'idéal Z est engendré par V. Des lors la condition a vérifier est
la suivante: pour tout indice i, t; € Vi, condition équivalente a Indgj(W,-j)G # 0, ou encore par
réciprocité de Frobenius, Wf] # 0. Finalement la condition s’exprime par x; = 1 pour 1 < j < s.
Pour en faire la traduction, il est commode de passer a 'anneau local complété O = O, du point

double y;. On a la résolution libre de Q};:
0 — I/I* — Odx © Ody — QH — 0

ou I = (xy)), la fleche de gauche étant définie par xy — xdy+ydz (mod I). On en tire I'identification
standard
Ext 5 (Q4, 0) = Hom (I/1%, 0) /Hom (Odz & Ody, O) (5.12)

L’application ¢ : I/1? — O, ¢(xy) = 1 est un élément non nul de cet espace vectoriel. Soit o € H =

Hj; si o fixe les branches, on peut supposer que les coordonnées sont choisies de telle sorte que
olz)=azx+..., oly)=Py+...

On a o(¢) = af¢, de sorte que la condition s’exprime alors par af = det(do) = 1. S’il y a échange des
branches, on peut dans ce cas supposer que o(z) = ay+ ..., o(y) = Bz + ..., de sorte que dans ce
cas la condition est encore a5 = 1 , soit det(do) = —1. On retrouve bien de la sorte la condition de
stabilité de la définition 4.4.
(I

Dans la suite, nous noterons C — B la déformation universelle équivariante de la courbe stable
marquée (C, {P;}), oubliant & partir de maintenant ’exposant G' dans les notations. On pourra supposer
que les points (Py,- -+, Ps), (s < N) sont les points de ramification. La base notée B est donc le spectre

d’une algebre de séries formelles sur k, ou W (k) selon les cas. Si le nombre d’orbites de points doubles
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est d, alors on peut choisir des variables ¢4, ..., tys, de sorte que ¢4, ..., tq correspondent aux parametres
de déformation des points doubles. L’équation du discriminant est alors t;...tq = 0. Il est facile de

voir que l'espace tangent (5.6) s’insere dans une suite exacte

0 — HE(C,00(= Y Py)) — Exty, (%, O0c(= Y Py)) —
J J
. (5.13)
— HExté (Q8.4,,04,) = 0

T

ot dans cette suite exacte, on a fait le choix d'un point z; dans chaque orbite singuliere, et HE (—)
désigne la cohomologie équivariante ([12] , §3). On note comme d’habitude 7& le fonteur F +— , (F)%;
on prouve facilement que H(C, O¢(— > b)) = HY(C/G,7¢(Oc(=3 P;))), notant toujours 7 : C —
B = C/G le morphisme quotient. On observera que dans le terme de droite de la suite exacte (5.13),
le stabilisateur G, est omis en exposant, du fait que par la condition de stabilit¢, il agit trivialement.
On en tire la dimension ©, soit dim(R) = M =3¢’ —3+b+r, oll g’ est le genre de C/G, b est le degré
de la donnée de ramification (d'une déformation lisse), et r est le nombre d’orbites de points marqués
a isotropie triviale. Si r = 0, donc si le diviseur de marquage est exactement le diviseur de ramification
(réduit), alors on voit que la dimension de l'espace tangent est identique & celle correspondante au

probleme sans marquage. Comme application du théoréeme 5.1, notons le résultat suivant:

Proposition 5.2. Soit A un anneau de valuation discréte complet de corps résiduel k algébriquement
clos, et de corps des fractions K. Soit C — Spec A une courbe stable marquée par les points { P;}_;, de
fibre générique lisse. On suppose la fibre générique Cx munie, d’une action du groupe G. Alors ’action

de G s’étend de maniére unique en une action stable sur (C,{F;}).

Preuve: Du fait de 'unicité du modele stable marqué C de Cg, I'action de G se prolonge de
maniére unique, et donc G s’étend en un groupe d’automorphismes de C — Spec(A). Le seul point
non évident est que 'action de G sur la fibre spéciale C = C ® k est stable. Pour le voir, soit ¥ —
Spec(R) la déformation universelle équivariante de la courbe marquée C. L’absence d’automorphismes
infinitésimaux justifie ’existence d’un morphisme unique v : R — A tel que C 2 X ® A. Soit z = x;

un quelconque point double de C', alors ’anneau local complété de C en x est de la forme
Oc. = A[X,Y)/(XY —a), (a€Ma) (5.14)

Les hypotheses en vigueur i.e. Cx lisse en particulier exigent a # 0. Il en découle que x doit se déformer

dans la déformation universelle de C, donc que le parametre t = ¢; qui mesure la déformation de =

6 Une manidre d’obtenir ce résultat est de calculer dim H ' (C/G, Wf(@c(* E P]))) Si C' est une courbe préstable
de composantes normalisées Ca (1 <a< d), et si ’ia : Ca — C est le morphisme canonique, on vérifie facilement que
90 = @a im*(@ca (* ij), les points Dj étant les origines des branches sur la composante Ca. Cela rame ne le calcul a
un simple calcul de dimension sur une courbe lisse. Appelons pour toute composante Dﬂ de C/G, U3 le nombre des images des
origines des branches de type III, et lﬁ le nombre de points de branchement situés sur DB‘ La conclusion vient de la relation

b= Zﬂ v3 + Zﬂ lﬁ, identique & la relation b = 7 4+ 28 (Théoreme 4.15).
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dans la déformation universelle non équivariante, doit avoir une restriction non nulle & Spec(R). La
preuve du théoreme 5.1 montre que cette condition, exprimée en chaque point double, revient & dire

que 'action de G est stable.
(I

5.2.2. Stabilité de la courbe quotient

On conserve les notations de la section précédente. Soit (C, { P;}1<i<n) une courbe stable marquée,
équipée d’une action stable du groupe G. En particulier le diviseur D = ). P; est G-invariant. On
suppose que les stabilisateurs des points doubles ne sont pas diédraux, excluant les points fixes du type
(IIT) (voir 4.3). On verra comment ramener la situation générale & cette condition. Soit le quotient
m:C — B = C/G, de sorte que B est préstable (proposition 4.3), marquée par les images {Q;}1<;j<r
des {P;}. On supposera que les points de ramification, qui sont tous lisses par hypothese, sont inclus
dans les points marqués. Il n’y a aucune perte de généralité car les points de ramification sont des
points marqués d’office. On a donc b < r, b étant le nombre de points de branchement. Notons la

remarque élémentaire suivante:

Proposition 5.3.

i) Sous les hypothéses précédentes, la courbe quotient (B,{Q;}1<;<r) est stable marquée.

ii) Réciproquement, si Py,..., P, sont les points de C d’images Q1,...,Q,, alors la stabilité de
(B,{Q;}1<j<r) implique la stabilité de (C,{P;}1<i<m)-

Preuve: 1) Soit &€ = {Q,;}1<j<r, 'ensemble des points exceptionnels. On doit vérifier la condition

de stabilité (définition 4.4), donc si A est une composante de B, A = P!, alors
(# points doubles de B € A) + #(ANE) >3 (5.15)

Soit I' une composante de C' d’image A. Comme 'action de G est supposée sans inversion de branches,
T" est non singuliere. Notons H le stabilisateur de I'. Si ) € § est un point double de X, nécessairement
Q est 'image d’un point double P € C, situé sur I'. Si P’ est un second point double d’image @, il y a
un élément g € G tel que gP = P’. Mais A étant non singuliere, on doit avoir g € H et ainsi les points
doubles de ¥ situés sur I' correspondent bijectivement aux H-orbites de points doubles de C' situés sur
I". Distinguons plusieurs cas:

i) Le genre h de T est non nul. Soit ¢ > 1 le nombre de points de branchement du revétement

I' = A =T/H; notons ey, ..., e les indices de ramification respectifs. Si Card H = N, la formule de
Riemann-Hurwitz donne 2h —2 = —2N 4+ N (2521(1 - ei)) , en particulier 2222 =23 L >,

donc t > 3 et la condition de stabilité est satisfaite.

ii) Le genre h est nul. On peut supposer que, avec les notations précédentes, t < 3. Sit = 2, alors H est
cyclique et opere sur I' = P! avec deux points fixes. La courbe C' étant stable marquée, I' contient au
moins un point parmis les points doubles de C, ou parmis les points { P;} hors les points de ramification.
La condition de stabilité est encore satisfaite. Reste pour conclure & examiner les deux cas: A est une

courbe rationnelle avec un point double, et A est non singuliere de genre un. Dans ces deux cas, la
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conclusion, immédiate, est laissée sans vérification.
ii) La preuve reprend les mémes arguments que i) i), nous 'omettons.
(I

Il est nécessaire a ce stade de clarifier le statut des points de ramification parmi les points marqués.
Rappelons que par convention (voir section 4.2) la courbe C' est marquée par un diviseur G-invariant,
supposé contenir les points de ramification. On peut donc légitimement demander de quelle maniere ces
points participent effectivement a la stabilisation de la courbe. Dans la suite, on fera systématiquement
I’hypothése que dans un revétement C' — B, la courbe C' étant marquée par les points Py, ..., Py, alors

Py, ..., P, sont les points de ramification (donc m < N).

Lemme 5.4. Soit comme ci-dessus une courbe stable marquée (C,{P;}1<;<n) supportant une action
stable de G. La courbe (C,{P;}mt+1<i<n) (on omet les points de ramification) est stable marquée
(stable si N = m) si et seulement si C' n’a pas de composante non singuliére rationnelle T telle que,
notant 1 le nombre des P;, m + 1 < i < N, situés sur I', et H le stabilisateur de T", alors on n’est pas
dans 'une ou 'autre des situations suivantes:

i) La courbe T" contient un seul point double de C, H # 1 et n = 0. ii) La courbe T' contient
deux points doubles de C', H # 1 est diédral, et n = 0.

Preuve: 11 est clair que la non stabilité est conséquence de 'existence de composantes I' = P!,

telles que si p est le nombre de points doubles de C' situés sur I', alors p +n < 2. On peut exclure le
cas trivial p = 0, et supposer p > 1.
Supposons p = 1. La stabilité initiale de la courbe permet d’exclure le cas H = 1,7 < 1. Si maintenant
H # 1, H est nécessairement cyclique et si p € T est le seul point double de C sur I', on a Hp = p, et
H doit avoir un second point fixe p’ € I'. La stabilité est mise en défaut que si 7 = 0 car dans le cas
contraire, H étant non trivial, on a n > 2.

Supposons maintenant 4 = 2 et n = 0. Soient p, g les deux points doubles de C' situés sur I'. Si
p & Hq, alors Hp = p, et Hq = q, et H est alors cyclique. Ce cas est exclu par la stabilité initiale.
Si maintenant ¢ € Hp, le sous-groupe H a une orbite a deux éléments sur I', il est donc en vertu de
la nature des groupes finis de transformations homographiques, cyclique ou diédral. Si H est cyclique,
alors Card H = 2 par la stabilité de ’action, et ce cas rentre dans le cas diédral. Donc finalement,
le seul cas pour lequel les points de ramification contribuent a la stabilité intiale de la courbe est
H=D;, [l>1, pn=2,et n =0, ce qui prouve le lemme.

(I

Dans le cas N = m, donc si le marquage initial {P;} est exactement l’ensemble des points de

ramification, alors seul le point 2) du lemme 5.4 peut arriver; dans ce cas, apreés stabilisation de la

courbe [48],[53], voir aussi §6.4.1, on tombe sur un point double & isotropie diédrale.
5.2.8. Déformations, versus déformations du diviseur de branchement

On souhaite comparer les déformations universelles respectives de la courbe (C,{P;}1<i<n) mu-

nie de l'action de G, avec celles de la base (B,{Q;}1<;j<r). Les points doubles de la base B, qui
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correspondent aux G-orbites de points doubles de C, contribuent individuellement par un parameétre
indépendant, cela dans les deux déformations universelles. Notons {y1,...,y4} les points doubles de B;
soit alors e; > 1 'ordre du stabilisateur, cyclique par hypotheése, d'un point au-dessus de y;. Le passage
au quotient par G commute avec un changement de base arbitraire (Proposition 4.3), il est alors clair

que le morphisme 7 : C' — B = C/G induit un morphisme entre les foncteurs de déformations

dm : Dic,c,py) — DB,1o;}) (5.16)

On a finalement le résultat important suivant, qui peut étre comparé avec 'interprétation en termes de
log-structures donnée dans [44], [55], [67]. Tl dit en substance que pour avoir un espace de déformations

formelles d'un revétement non galoisien formellement lisse, il faut déformer simultanément la cléture

galoisienne.
Théoréme 5.5. On peut choisir des systémes de coordonnées (t1,...,tq,...
oo t3g—g4r) €6 (T1, ..., Td, ..., T3g'—34r), Tespectivement sur les bases des déformations universelles de

(C,G,{P;}) et (B,{Q;}), de sorte que le morphisme dr est donné relativement & ces coordonnées par
dr* : W(]{I)HTl, ey Tdy e ooy TSg’—B—I—rH i W(]{Z)Htl, ey td, ey tgg/_g_Hn)]] (517)

avec (dm)*(r;) =t% si 1 <i <d, et (dm)*(r;) =t; sii > d.

Preuve: On sait, voir la suite exacte (5.13), que la base de la déformation équivariante universelle
admet d’une part une contribution venant des déformations localement triviales autour des points
doubles, c’est-a-dire au niveau de l'espace tangent le sous-espace vectoriel H5(C,0c(— Y, P;)), et
d’autre part une contribution de dimension un apportée par chaque orbite de points doubles. L’action
du groupe étant stable et sans isotropie diédrale, la proposition 4.10 montre que la premiere contribution
apparait de maniere identique dans le foncteur des déformations de (B, {Q;}). Seule la contribution
des points doubles differe dans les deux foncteurs. Au niveau des espaces tangents, cela correspond au

diagramme suivant:

—

0— HY(C, Oc(~ X2 P)) —Fth, (0%, Oc(- £ P)—~TIL Bxth (95 ,0u)
l l l
0—HL(B,05(~ ¥Q;)— Exth, (2}, On(- T, Q) ~ [}, Bxt}y @5, .0,)
Cela ramene a comparer par le principe local-global ([12] thm 3.3.4) les foncteurs de déformations
locaux, c’est-a-dire pour un point double. Supposons donc maintenant que z € C un point double
d’image y € B. On suppose que le stabilisateur de = est H = Z/eZ, et que o en est un générateur, qui

agit le long des branches au point z, relativement a des parametres convenablement choisis, par
cX=(X , oY =(lY

¢ étant une racine primitive d’ordre e. La déformation verselle équivariante du point x est, du fait
de la stabilité de I’action (voir la preuve du théoreme 5.1), représentée par k[[X,Y, A]]/(XY — A) (on
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remplace k par 'anneau des vecteurs de Witt W (k) dans le cas d’inégales caractéristiques). De maniere
analogue, la déformation universelle du point double y est représentée par k[[U,V, u]]/(UV — u), ou

U= X°V =Y¢ Le morphisme dr correspond alors a
KUV, W]/ (UV = A) — K[[X, Y, A/ (XY = A) (5.18)

avec dr(U) = X¢,dn(V) =Y*®,dr(u) = A°. Le résultat en découle.

|

5.3. Modele stable marqué d’un revétement

Pour un revétement C — B = (/G on a essentiellement deux définitions de la stabilité. La
premiere définition revient & imposer la stabilité de C, jointe a celle de l'action (Définition 4.4). La
seconde plus flexible a certains égards, revient a demander a coté de la stabilité de 'action, la stabilité
de C marquée maintenant par un diviseur G-invariant contenant les points de ramification. Le cas non
galoisien sera traité dans la section 6.6.

Avec 'une ou 'autre de ces deux définitions, on est en mesure de formuler un théoreme de réduction
stable. Fixons un anneau de valuation discrete complet R, de corps des fractions K, et de corps résiduel
k, supposé algébriquement clos. Donnons nous un revétement 7 : C'x — By, séparable, les courbes
étant supposées lisses connexes. Si la caractéristique de K est p > 0, on suppose que p ne divise pas
I'ordre du groupe de monodromie. Sous ces conditions on s’attend a ce que le revétement donné, défini
sur le corps K, se prolonge de maniere unique, apres extension de degré fini éventuelle de R, en un
revétement stable (resp. stable marqué) 7 : C — B. On notera cependant, qu’en général, on ne peut
pas prendre pour C et B les modeles stables respectifs. La clarification viendra de la remarque que la
seule difficulté provient des isotropies diédrales (éventuelles) dans la cléture galoisienne. La définition
suivante est essentiellement la notion de stabilité utilisée par Harris-Mumford pour compactifier le

schéma de Hurwitz ”classique” [35], [40], [42].

Définition 5.6. Soit un revétement entre courbes préstables = : C — B = C/G, galoisien de groupe
G, au dessus de la base S. Il est dit stable, mieux stable marqué (ou HM-stable), si d’une part I’action
de G est stable (Définition 4.3), et si d’autre part la courbe C'/S est stable marquée par les points de

ramification.

Noter que la courbe étant marquée par les points de ramification, cela signifie en particulier que
les points de ramification sont toujours non singuliers, il n’y a donc pas de points a isotropie diédrale
(points de type III) (cor 4.16). Sous ces hypotheses on sait aussi que la courbe quotient B est stable
marquée par les points de branchement (Proposition 5.3). La variante du théoréme de réduction stable

s’énonce alors, la stabilité étant prise dans I'un ou l'autre des deux sens (Def 4.4 | Def 5.6):
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Proposition 5.7. Soit S = Spec(R) le spectre d’un anneau de valuation discréte complet, de corps
des fractions K, et de corps résiduel k. Soit donné un revétement galoisien 7w : Cx — By entre courbes
lisses connexes définies sur K, et de groupe de Galois G. Si CardG est inversible dans R, alors apres

extension finie éventuelle de R, le revétement admet un modéle stable unique 7w : C — B.

Preuve:  C’est simplement une reformulation de la proposition 5.2. En effet celle-ci entraine
comme conséquence directe du théoreme de réduction stable (resp. stable marqué), que si on considere

le modele stable (resp. stable marqué) C de C'k, alors l'action de G s’étend stablement & C.

|

REMARQUE 5.1 On notera qu’on ne peut, sauf si la donnée de Hurwitz l'interdit, exclure a
priori les points doubles & isotropie diédrale dans la réduction stable (non marquée) C d’un revétement.
Pour éliminer ces points il faut stabiliser la courbe C au moyen des points de ramification, c’est a dire
déployer ceux qui sont localisés en les points doubles de type III, et ainsi aboutir au modele stable
marqué. Illustrons cette procédure bien connue. Soit C = Cj la fibre spéciale; soit aussi P € C un
point double de C' d’épaisseur k > 1, donc @cp = R[[X,Y]]/(XY —a), avec a € Mp de valuation k.
Si k > 2, P est un point singulier de la surface normale C, de type Ax_1. Il est dans ce cas bien connu
qu’on résoud cette singularité par [%] éclatements successifs de l'idéal maximal (par exemple [20]). Le
graphe de la fibre exceptionnelle correspondante étant une chaine de (k — 1)-droites projectives, chaque

brin étant de self-intersection —2.

Pour rendre a chaque étape la procédure d’éclatement équivariante on éclate en fait chacun des
points de 'orbite de P. Soit H = I, le stabilisateur de P, et supposons ce groupe engendré par o et
7 agissant sur les branches en P par ox = (x, oy = (" 'y et 7z = ¥, pour une certaine racine m-iéme
de T'unité. Distinguons deux cas selon la parité de k.

e [ pair

Si k > 4, ’éclatement des points de l'orbite de P produit au dessus de chacun de ces points, une
paire de courbes rationnelles se coupant en un point de type Ax_3. Il est facile de voir que ce point
reste a isotropie D,,, les transformées strictes des branches en P étant par contre séparées et coupant
respectivement les deux composantes du lieu exceptionnel en deux points a isotropie cyclique. Noter

que la stabilité de I’action est préservée.
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Apres g — 1 éclatements ponctuels on arrive finalement & un point d’épaisseur deux, et d’isotropie

diédrale I,,. Un dernier éclatement produit une courbe E = P!, et résoud la singularité Aj_; initiale.

ALK/

Il est immédiat a ce stade que les stabilisateurs sont tous cycliques, ’action de H sur la composante
E, de parametre t, étant I'action standard ot = (t, 7t = t~!. Notons que la courbe obtenue n’est pas
stable marquée; pour obtenir cette condition on doit contracter les deux chaines de longueur % —1de

part et d’autre de E, conduisant a la situation

ou les points P; et P, sont des points singuliers de type A k- Les points fixes de H sur la com-
posante E maintenant stabilisent la courbe.

e kL impair

Dans ce cas, on résoud le point singulier par une suite de [%} éclatements. On doit noter que le
point d’intersection des deux brins qui proviennent du dernier éclatement est encore a isotropie diédrale

H = D,, au contraire du cas k pair.

L’éclatement de ce dernier point (régulier) conduit & une composante exceptionnelle rationnelle F.
%
I'action de H étant alors donnée par ot = (%t, 7t = t~!. La stabilité de I’action impose m impair, ce qui

Supposons le point donné par I’équation xy — z = 0; on peut prendre pour parametre sur F, t =

nous ramene a une situation identique a la précédente. Par contraction des deux chaines de longueur
[%] de part et d’autre de la courbe centrale, on arrive au modele stable marqué. La construction montre

clairement 'unicité du modele stable marqué. ¢

REMARQUE 5.2  On conserve les hypotheses du théoreme 5.7. Soit un revétement galoisien
m: Cg — By, défini sur K, de groupe de Galois G.
e Il est facile de voir que si C' admet un modele stable C sur R, alors B possede un modele stable
B sur R et w se prolonge en un morphisme, non nécessairement fini, C — B. Soit en effet le modele
stable ' — B’ du revétement 7 : Cx — By (Théoreme 5.7); la preuve donnée montre en fait qu'un tel
modele existe sur R. La courbe quotient B’ est alors stable marquée par les points de branchement. Le

procédé de stabilisation de Knudsen [48] conduit & un morphisme B’ — B, ol B est le modele stable de
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B, donc défini sur R. Il est par ailleurs clair que le morphisme composé C' — B’ — B factorise par la
stabilisation C de C’. On notera que méme si C’' = C, en général B’ # B; ’égalité n’est réalisée que si le
revétement générique est étale.
e Sous les mémes hypotheses, supposons maintenant que By possede un modele lisse sur R (Bg a
bonne réduction sur R), et soit D C B un diviseur de Cartier relatif étale sur R. On suppose que D
est le diviseur de branchement de 7w : Cx — Bpg. Alors sous ces conditions, C'x a bonne réduction
sur R, plus précisément, C étant le modele lisse de C'iy sur R, le revétement générique se prolonge en
un revétement m : C — B de lieu de branchement D. On prouve cela de la maniere suivante: soit une
extension finie galoisienne L/K de groupe de Galois I, relativement a laquelle C'x, équipée de laction
de G, acquiert un modele stable marqué C. Alors la courbe quotient B = C'/G est le modele stable
sur la normalisation de R de la courbe Bx marquée par les points de branchement. La lissité de By
implique celle de C. Reste a prouver que C est en fait définie sur R. Pour cela notons que le théoreme
5.5 montre que le foncteur des déformations G-équivariantes infinitésimales de C est isomorphe a celui
de (Bg, Dy). Donc si o € I, le modele tordu C? est une déformation formelle de Cj de quotient B et
de discriminant D. On a donc un isomorphisme unique C? = C, donc en fait une donnée de descente,
ce qui permet de descendre le modele C a R.

On déduit facilement de cette remarque, par le raisonnement indiqué dans [29], le théoreme de
S.Beckmann (loc.cit) qui montre que le corps des modules d’un revétement C' — B défini sur la cloture
algébrique de K, et dont la base est définie sur K, a bonne réduction sur K, et est non ramifié en R si

les points de branchement ne coalescent pas dans la fibre spéciale.

6. Champs de Hurwitz .

On définit le champ de Hurwitz qui classifie les revétements, galoisiens ou non, entre courbes lisses
de genres fixés, et & monodromie fixée. On construit le champ compactifié par addition des revétements
stables. Le cas non galoisien est ramené au cas galoisien par un argument de cléture galoisienne.

Un G-revétement galoisien stable m : C' — D peut étre interprété comme induisant sur D,
courbe stable marquée par les points de branchement, une structure additionnelle. Dans le langage
de Abramovich,Vistoli, et al [1] cela équivaut & un morphisme D — BG, la courbe D étant munie
de sa structure d’orbifold, et BG étant le champ classifiant de G (§ 6.1). Par passage a la cléture
galoisienne, on réduit la construction dans le cas général a celle classifiant les revétements galoisiens a
groupe de monodromie G fixé.

Une difficulté courante dans les problemes modulaires est que les objets, c’est a dire dans le cas
présent les revétements, ont en général des automorphismes permanents, par exemple ceux donnés par
le centre de G. 1l est souhaitable de les éliminer pour arriver a une définition raisonnable du champ
de Hurwitz. De cette maniere, le champ de Hurwitz est relié au champ ﬂg/m(BG) introduit par
Abramovich Corti et Vistoli [1],[2],[3], par 7

[ Hoce//2(G) = My n(BG)
€]

7 On peut prendre cette description comme une définition. Dans ce cas les propriétés de Mglyn(BG) découlent des

propriétés correspondantes du champ de Hurwitz, développées dans cette section.
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Bien que des résultats généraux assurent I’existence des espaces grossiers de modules, appelés les espaces
de Hurwitz, nous donnerons une construction projective directe de ces espaces grossiers en suivant la
construction de M, par Gieseker [37]. La projectivité des espaces de Hurwitz conduit, si on le désire,

a une preuve uniforme de la projectivité des M ,,, preuve qui se réduit essentiellement a M.

6.1. G-champs et champs quotients

Pour la commodité du lecteur on rassemble une série de définitions et constructions sur les champs
algébriques utilisées dans la suite. Les détails, opérations dans une 2-catégorie, sont dans [61]. Un
champ M est un champ de Deligne-Mumford au dessus d’un schéma de base S. On rappelle que BG
désigne le champ classifiant du groupe (fini) G [51].

6.1.1. Quotient d’un champ par un groupe fini
La définition d'un G—champ est comme suit [61]. Notons m : G x G — G la multiplication de G,

et e : Speck — G 1’élément neutre.

Définition 6.1. i) Une action de G sur M est un morphisme y1 : G x M rendant 2-commutatif le

diagramme

GxGxM mx1 G x M

Ixp )% (61)

G x M ud M

En d’autres termes il existe un 2-morphisme (isomorphisme fonctoriel) o : p.(m x 1) = pu.(1 X p),
satisfaisant a une relation d’associativité d’ordre supérieur, que nous n’écrirons pas (voir [61], Definition
1.3 i)). L’action est stricte si o = 1.

ii) Un morphisme de G-champs (M, u, ) — (M’ 1/, ') est une paire (f,0), avec f : M — M’ un
morphisme de champs, et o : y'.(1 x f) — f.pu un 2-morphisme vérifiant une relation de compatibilité

avec a et o' (loc.cit iii).

On montre que tout G-champ est équivalent & un G-champ ”strict” [61], ce qui permet de se
limiter en principe a des actions strictes. Dans la suite cependant certaines constructions conduiront a
des actions non strictes, qui seront rendues strictes par ”strictification” (loc.cit proposition 1.5). Dans
la suite I'indice sera souvent omis, on écrira si z € M(U), gz pour I'image u(g, z), et aussi gf : gz — ga’

pour I'image de f: z = 2’ par g. Noter que par définition f*(gz) = gf*(x).

Définition 6.2. Soient M, N deux G-champs. Un G-isomorphisme ¢ : M — N, est un G-
morphisme f : M — N qui est un isomorphisme de champs (équivalence de catégories). Il existe

un quasi-inverse qui est un G-morphisme.

Une action triviale est une action équivalente a I’action strictement triviale y = pro. On rencontrera

la situation suivante que nous décrivons sans détail. Soit M un G-champ, et soit H <G un sous-groupe
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distingué. Si la restriction de 'action a H est ”triviale”, la trivialisation étant compatible a I'action de
G sur H par automorphismes intérieurs, il en découle une action de G/H sur M. On peut par exemple
passer par une transversale de G modulo H. On notera que I’action construite peut ne pas étre stricte.

De maniere plus explicite si f : M — M’ est un morphisme de G-champs, le 2-morphisme o est
contraint par la relation de compatibilité g, g’ € G:

flaf )08y =08 g0ty (6.2)

Si X est un G-schéma, un G-morphisme X — M est déterminé par un objet x € M(X) G-linéarisé,
donc équipé pour tout g € G d’un isomorphisme «,(z) : gz — g*(z), les ay(z) étant contraints par
une relation de cocycle

ang(2) = g"(an(x))-hlay(z)) (6.3)

Il est aisé de voir que si p: M — Y, IT: N — ) sont G-équivariants, alors le produit fibré M x,, y , N
supporte une action canonique de G. Les G-champs forment une 2-catégorie.
Le champ quotient [M/G] du G-champ M par Paction de G est caractérisé par une propriété

universelle dans la 2-catégorie des G-champs ([61], Définition 2.3).

Définition 6.3. Le champ quotient [M/G] est caractérisé par le fait qu’il existe un G-morphisme
(pour 'action triviale de G sur [M/G]) M — [M/G] qui au sens des 2-catégories est universel pour les
morphismes de but un champ avec action triviale de G. On montre (sous des hypothéses plus générales)

que le quotient [M/G] existe en tant que champ algébrique.

Si on se réfere au cas M représentable, on peut interpréter [M /G] comme un champ de G-torseurs.

Les sections de [M/G] au dessus de U sont les diagrammes

M ! E P U (6.4)

oup: E — U est un G-torseur, et le morphisme f : E — M est G-équivariant (Définition 6.2).
Les morphismes sont les morphismes de diagrammes, avec comme stipulé, la 2-commutativité. Un

morphisme est représenté par un carré cartésien de G-torseurs

E h E
p p
U u U’

Les G-morphismes companions f : B — M, et f' : B/ — M étant augmentés d’un 2-morphisme
® : f — f'h. Les objets qui définisent f et f’ étant x € M(E) et 2’ € M(E’), le 2-morphisme P est
déterminé par ¢ : x = h*(z’). La compatibilité aux actions de G se traduit pour tout g € G, par la

relation de cobord
9" (8).a4(x) = h*(ag(2")).96 (6.5)

Pour résumer ([61] Théoreme 4.1):
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Théoréme 6.4. i) La catégorie fibrée en groupoides [M /G| est un champ algébrique, de Deligne-
Mumford si M P’est.

ii) Le morphisme M — [M/G] est un G-torseur, qui génére un carré 2-cartésien

S BG

(6.6)

M

M/G]

iii) Le morphisme M — [M/G] est un quotient catégorique universel (au sens des 2-catégories).
iii) Si M a un espace grossier des modules M, G agit sur M, et l'espace algébrique M /G est un espace

grossier des modules pour [M/G].

(I

Dans (6.6) le morphisme [M/G] — BG est celui qui a un objet (E — U, f) du champ [M/G]
associe le G-torseur £ — U objet de BG au dessus de U. Par exemple pour l'action triviale de G sur
M, le champ quotient est M x BG. Soit H un sous-groupe distingué de Gj il y a une action "naturelle”

non stricte en général de G/H sur [M/H|, d’oli on tire une équivalence [61]
[((M/H]) /(G/H)] = [M/G] (6.7)

Du fait de la propriété universelle dont jouit le quotient, si ® : M — A est un G-morphisme, alors il

induit par passage au quotient, un morphisme ® : [M/G] — N'/G, le carré suivant étant 2-cartésien

M e N

(6.8)

[M/G] . NV/G

Observons d’autre part que si P — M est un atlas, alors le morphisme composé P — M — [M/G]
définit un atlas de M/G. En sens inverse si Q — [M/G] est un atlas de [M/G], alors la projection
q:Q xXpmyg M — M définit un G-atlas, i.e. un atlas muni d’une action libre de G, le morphisme ¢
étant G-équivariant.

La catégorie des faisceaux cohérents sur le champ quotient [M /G| s’identifie canoniquement & la
catégorie des G-faisceaux cohérents sur M. Un G-faisceau cohérent sur M se définit comme la donnée
pour tout G-atlas P — M, d’un G-faisceau F sur P, avec la compatibilité usuelle si P — P’ — M est

un G-atlas qui domine un autre GG-atlas.

REMARQUE 6.1 Supposons l'action de G sur M libre, c’est & dire libre sur les objets (gz # x si
g # 1), et donc sur les fleches. Sous cette hypotheése on décrit le champ quotient comme suit. Soit le
préchamp dont les objets sont les classes modulo G d’objets de M. Si T,y sont deux tels objets, un

morphisme T — ¥ est représenté par une classe de U te¢Hom (sz,ty)/G. La composition se définit de
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maniére évidente. Cela définit un préfaiseau, de sorte que le faisceau des morphismes de T vers 7 est le

faisceau associé, c’est a dire le faisceau somme
Hom (7,y) = Us teq hom(sz,ty)/G = UHom secHom (z, sy) (6.9)

Il y a une obstruction a leffectivité d’une donnée de descente d’objets au dessus de S, qui réside dans
H'(S,G). En effet, soit (Z;,0; ;) un objet donné localement; il en découle un élément 6; ; € G tel que

(en notation exponentielle) o;; : x; — x;%. La condition de cocycle se résumant &
0i,jk,j-04,i = Okyis 0i,j05k = Oik (6.10)

La classe d’obstruction est la classe [0; ;] € H'(S,G). Le champ quotient [M/G] s’identifie au champ

associé a ce préchamp [51]. L’identification des deux constructions est immédiate.
6.1.3. 2-quotient M/ /G

La seconde opération que nous aurons & utiliser est le 2-quotient (ou G-rigidification) M//G,
notation distinguant cette opération du l-quotient défini au-dessus [2], [61]. Dans cette construction

on suppose que pour tout objet x de M on a une inclusion (G un groupe fini)
iy 1 G — Aut(x) (6.11)

ou par commodité on notera g a la place de i,(g). On impose la relation de compatibilité aux di-
agrammes cartésiens f*(g) = g, cela pour tout morphisme f : T — S, et tout x € M(S). Pour
rendre cette notion opérationnelle, on doit exiger que pour tout couple d’objets x,y € M(U) I'ensemble
Hom (z, y), sur lequel G opere des deux cotés, est un G-bi-ensemble normal, donc si u € Hom (x,y), g €
G, u'Gu = G. 1l est alors clair que la composition des morphismes passe au quotient par G. On a
([61], théoreme 5.1):

Proposition 6.5. Soit M un S-champ algébrique, et soit G un groupe fini qui admet un plongement
G — Aut (z) pour tout objet x, avec les conditions de dessus. Alors il existe un champ algébrique noté
M/ /G et un morphisme f : M — M//G, avec la propriété universelle suivante: tout morphisme de
source M qui envoie les éléments de G sur I'identité factorise par M//G .

i) Si M est de Deligne-Mumford, alors M//G est aussi, et le morphisme M — M//G est une gerbe
étale de lien G, de degré ﬁ (M étant intégre).

ii) Si M est propre, M//G l'est également, et si M est un espace des modules grossier de M, c’est
aussi I'espace des modules de M //G.

|

REMARQUE 6.2 On peut penser a un objet z € (M//G)(S) comme la donnée d’un recouvrement

~

(Si — S);, et pour tout ¢ d'un objet x; € M(S;), avec en sus une donnée de descente o, ; : Ti|g,, —

Tjs, | a un élément de G-pres, donc tel que pour tout triplet i, j, k,
i,3
U,?l-a'ijji xe (6.12)
R N
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Si G # 1, le morphisme M — M//G n’est pas représentable. Par exemple BG//G = Spec k. Soit
H <G. Si H agit trivialement sur M, alors on peut former d’une part le double quotient [M/G]//H,
et d’autre part [M/(G/H)]. Il n’est pas difficile d’observer 'identification

(M/G]//H = [M/(G/H)] (6.13)
En fait [M/G] = [[M/H]/(G/H)] ([61], remark 2.3), mais [M/H] = M x BH, donc [M/G]//H =

(M/(G/H)] x BH//H = [M/(G/H)].

6.2. Champs de Hurwitz

Un champ de Hurwitz classifie les revétements 7 : C' — D entre courbes projectives lisses de genres

respectifs, g et h fixés, et de degré fixé d. La relation de Riemann-Hurwitz relie g, h et d par
2g—2=d(2h—2)+ B (6.14)

ou B est le degré du diviseur de ramification. Si on fixe D, et les b points de branchement, il n’y a
qu’un nombre fini de revétements de degré fixé, donc la dimension du champ de Hurwitz est 3h —3 +b.
Si B > 0, on voit que cette dimension est maximum lorsque B est minimum, donc si la ramification est
simple. Si h =0, i.e. D = Py, c’est la situation classique étudiée par Fulton [35], et plus recémment
par Harris-Mumford [42], Mochizuki [55] et Wewers [68], [69].

6.2.1. Champs de revétements: cas galoisien

Supposons les revétements galoisiens de groupe G, le cas général non galoisien sera abordé en fin
de paragrahe. Comme cela a été défini dans les sections 2.1 et 2.2, on fixe une donnée de ramification

&=>0_,bj[H;, x| de degré b =" b;, b est le nombre de points de branchement. Le degré du diviseur

B = Card@ (Z bi (1 - ﬁ)) (6.15)

Nous allons construire le champ de Hurwitz Hp, g ¢, puis décrire sa compactification stable Hy, g ¢. Le

de branchement est alors

résultat est un champ non connexe en général, mais lisse sur Z[m]. Il en résultera que les com-
posantes connexes sont identiques aux composantes irréductibles. Le nombre de composantes connexes
de H g, qui est aussi celui de Hp, ¢ ¢, est le nombre de Nielsen h(£) introduit dans la définition 2.7.
Rappelons que la définition retenue pour classifier les revétements en général (galoisiens ou non),
par opposition avec les G-revétements est I’équivalence (2.1). Fixons dorénavant le groupe G, ainsi
qu'une donnée de Hurwitz afférente £ € R, (G). La définition suivante sera ultérieurement renforcée

par le marquage au moyen du diviseur de ramification.
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Définition 6.7. i) Le champ de Hurwitz H, G a pour objets au dessus de S les G-revétements
m:C—-D—S5 §Se Sch[m}, les courbes C' et D étant lisses, propres sur S, a fibres géométriques
connexes de genre g, et pour morphismes les isomorphismes (f,h) : (C — D) — (C" — D’), i.e. les
diagrammes cartésiens de la définition 6.1.

ii) Le champ de Hurwitz ﬁgygf a pour objets au dessus de S les G-revétements m : C — D — S, ou
C — S est une G-courbe stable, donc une courbe stable munie d’une action stable de G (Définition

4.4); les morphismes étant définis de la méme maniére que dans 1).

Notons que Hg g ¢ (resp.ﬁgvg’g) n’est a priori qu'une catégorie fibrée en groupoides au dessus de
Sch[gzg]- Par des arguments standards ce groupoide est un champ de Deligne-Mumford lisse [19] ,
[54], et que le champ H, ¢ ¢ est un sous champ ouvert de H,, ¢ ¢, ce dernier étant propre sur Sch[m].
Noter aussi que pour un G-revétement 7 : C' — D, le groupe des automorphismes Aut (7) est égal au
centre Z(G). D’une maniere un peu différente, on a observé que la considération d'un G-revétement
w: C — D, se réduit a la seule donnée de la courbe C' munie de I'action de G. En d’autres termes, le
foncteur C' +— (C' — C/@G) établit une équivalence entre le champ dont les objets au-dessus de S, sont
les S- courbes lisses (resp. stables) munies d’une action de G (resp. action stable) de donnée £ le long
des fibre géométriques, et le champ Hy g ¢ (resp. Hyae). Noter que fixer la donnée de ramification
équivaut, comme cela a été vérifié dans le théoreme 3.1, a fixer les représentations de Hurwitz, définition
plus commode que la définition initiale, du moins dans le cadre des familles de courbes stables. Les
morphismes sont dans cette interprétation les isomorphismes G-équivariants, et I’isomorphisme inverse
est simplement 1'oubli de la base D = C'/G. Dans la suite Hy ¢ ¢ désignera I'une ou l'autre des deux

définitions équivalentes précédentes.
6.2.2. Fonctorialité des champs de Hurwitz

Un champ de Hurwitz est la source, ou le but, de foncteurs naturels que nous allons préciser. Soit
H C G un sous-groupe de G. Les opérations (2.2) et (2.3) sur les données de Hurwitz définies dans la
section 2.2 apparaissent dans le présent contexte comme des morphismes de champs. Par exemple, la
restriction de l'action de G' au sous-groupe H, soit (C — S,G) — (C — S, H), définit un morphisme
Hyce — ﬁ% H.ResG (¢)- UD second morphisme correspond au passage au quotient par le sous-groupe H
(si H< ), opération justifiée par la proposition 3.2, (C,G) — (C/H,G/H) définissant un morphisme
(voir Proposition 2.1)
Hg,c.e — Hy qrm,coresS ) (6.16)
Il n’y a pas a priori d’extension naturelle directe du morphisme (6.16) & H, g ¢, car la courbe préstable
quotient peut ne pas étre stable. Cela justifie la nécessité d’'un renforcement du concept de stabilité.
Notons les deux cas particuliers, H = 1, c’est a dire ’oubli de ’action de G, et G = H. Dans ce second
cas, on associe a un revétement 7 : C — D la base D, marquée par les points de branchement, ou plus

généralement un ensemble de points les contenant.

REMARQUE 6.3 Le morphisme oubli de I'action de G, Hyg e — My, (1:C — D) — C est
représentable, méme fini. Notons I’action libre naturelle, par torsion de l'action, du groupe Aut¢(G)

(stabilisateur de &) sur le champ Hy e O

Il est nécessaire maintenant d’étendre la définition 6.2 aux G-courbes stables marquées, ce qui
conduit a la définition des champs de Hurwitz versus Harris-Mumford:
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Définition 6.8. Soit n € R, (G) spécifiant le G-type d’un diviseur ( § 2.2). On note HMgy ¢ le
champ (de Harris-Mumford) dont les objets sont les courbes munies d’une action stable de G, et qui
sont stables marquées par un diviseur G-invariant de G-type fixé n, la donnée de ramification étant

fixée égale a &.

Dans la suite on supposera que £ < 7, en d’autres termes que les points de ramification sont
inclus dans les points marqués. Rappelons que cela implique (corollaire 4.6 du Théoréme 4.5) que les
stabilisateurs des points doubles sont maintenant cycliques, ces points ne devant pas étre considérés
comme des points de ramification. Si la base est P!, et si la ramification est simple, on retrouve
essentiellement le champ introduit par Harris et Mumford [42]. Pour étre plus précis, HMg g ¢, en est

comme nous le verrons, une désingularisation.
6.2.3. Compactification stable du champ de Hurwitz (1)

Le résultat suivant suivant est bien connu; comparer avec Jarvis [43], [44], ou [1], [59]:

Théoréme 6.9. H, ¢ (resp. HMgygen) est un champ de Deligne-Mumford lisse et propre sur
1
Z[CardG']'
Preuve: Rappelons que le contenu de ce résultat se réduit essentiellement a la vérification de deux
choses:

e a) Si C] et Cy sont deux objets de 'un des champs considérés, au dessus de S € SChZ[C, L,

alors le foncteur Isom g ¢ (C1, C2) qui en T', objet au dessus de S est égal a Isomp ¢(Cy xsT,Ca xgT)
est représentable par un schéma fini et non ramifié sur S.

e b) Mettre en évidence un atlas X — m, ce qui signifie un morphisme étale surjectif du
champ représenté par X sur le champ de Hurwitz sus-mentionné.

La preuve de a) est claire car le foncteur Isom g ¢(C1, Cs) est visiblement un sous-foncteur fermé
du foncteur Isom g(Cy,C2) (i.e. non équivariant); le résultat découle alors du résultat classique ([20],
Theorem 1.11). Avant de procéder & une vérification plus détaillée de l'assertion b), on peut observer
que par le procédé d’adjonction de points marqués (section 2.3), on peut se limiter sans perte de
généralité au cas £ = 7. Dans ce cas, pour simplifier les notations, les champs seront notés ﬁg(;’g et
HM,.ce (on omet l'indice ). On obtient I'atlas X en associant & un point de Hy g ¢ un point de
Hilbert convenable, selon la méthode de Gieseker-Mumford (Gieseker [36]).

Rappelons les points essentiels de cette construction, en traitant en premier le cas lisse, donc en se
concentrant sur le champ Hy ¢,¢. Fixons un entier m > 3, le choix de m sera précisé ultérieurement,
et fixons le G-module (de Hurwitz) V = V,, = H°(C,w®™); soit dim (V) = n + 1. Considérons le
schéma de Hilbert noté pour abréger Hilb, qui classifie les courbes de genre g et de degré m(2g — 2)
dans P(V) = P", c’est-a-dire de polynéme de Hilbert P(v) = (2mv — 1)(g — 1); on peut fixer pour
schéma de base Z[m, (], la racine de I'unité ¢ convenablement choisie, assurant I'existence de V'

comme G-module sur ce schéma de base. Il y a une action naturelle du groupe PGL(n) sur Hilb ainsi
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que, par restriction, sur la courbe universelle Z C P™ x Hilb. Si C est une telle courbe, définie par

exemple sur le corps algébriquement clos k, on a pour v >> 0, une surjection
HO(P", Opn (v)) — H°(C,Oc(v)) (6.17)

définissant le v¢ point de Hilbert, qui est le point de I’espace projectif PV = P (/\P(V) HO(P", Opn (1/)))

fourni par la surjection
P(v) P(v)

/\ H(P", Opn(v)) — )\ H°(C,0c(v)) (6.18)

Il y a une version équivariante de cette construction, dans laquelle les courbes plongées m-canoniquement
dans P, non dégénéréesi.e HY(P", Opn (1)) = H°(C,Oc(1)) et invariantes par action de G. La courbe
C hérite alors canoniquement d’une action de G. Ces courbes correspondent dans 'interprétation par
les points de Hilbert, aux surjections (6.17) équivariantes. Soit 7 : ¥ — K la courbe universelle de
Gieseker-Mumford [37]; le groupe G agit sur ¥ et K, soit alors H = K¢ le sous-schéma des points
fixes. Comme K est lisse, il en est de méme de H; alors si I' = 7~ !(H), le morphisme I' — H obtenu
par restriction, est la courbe universelle cherchée. On notera que la lissité de H se déduit aussi des
résultats sur la structure des déformations équivariantes du paragraphe 5. En conclusion H conduit
a un morphisme représentable H — H, ¢, et qui par la propriété de lissité assure que Hy ¢¢ est un
champ algébrique de Deligne-Mumford.

Pour terminer la preuve, il suffit de montrer que la procédure précédente s’étend a ﬁgvg,g, resp. a
Wg’cé. On donne quelques détails pour le premier cas, les modifications de routine pour traiter le
second sont omises; notons pour rassurer le lecteur, qu’en corollaire, les deux champs seront identifiés.
Soit encore, en conservant les mémes notations utilisées au dessus, V = V,,, la représentation de Hurwitz
de degré m, de rang n +1 = (2m — 1)(g — 1), et P* = P(V). Maintenant rappelons q'un résultat
fondamental de Gieseker et Mumford, assure I'existence d’un m >> 0, puis d’un v >> 0, de sorte que
le v¢ point de Hilbert de toute courbe connexe lisse (définie sur un corps algébriquement clos k) soit
G.I.T-stable pour I'action du groupe linéaire. Une fois v fixé, on peut considérer la courbe universelle
Z — H de base le schéma de Hilbert. Soit alors W défini comme étant I’ensemble des points h € H,
tels que les deux conditions de dessous sont satisfaites:

e i) h € H*® lindice supérieur signifiant que le v° point de Hilbert est semi-stable,
e ii) La courbe Zj, est connexe et plongée m-canoniquement dans P".

Il est prouvé dans [37] que W est un sous-schéma fermé de H®S, et que si h € H, la courbe Zj
est réduite avec seulement des points doubles ordinaires. Rappelons que I'espace modulaire grossier
classifiant les courbes stables de genre g > 2, s’identifie au quotient géométrique® M, = W//SL(n).
De maniere identique a ce qui a été fait au-dessus, on doit traiter la situation équivariante, ce qui
ameéne d’abord & former le sous-schéma des points fixes T = W; I’action de G est celle naturelle
décrite dans la section 6.1. Le schéma T est lisse, du fait de la lissité de W, ou si on préfere par la
théorie des déformations équivariantes du paragraphe 5. Les composantes connexes {7} de T sont

alors irréductibles, et le long d’une telle composante, les représentations de Hurwitz HY(Cy,, wgz) sont

8 Ne pas confondre avec le 2-quotient de la section 6.1.

60



constantes (Lemme 4.3); noter que pour t = m, cela résulte des hypotheses. Si on travaille avec les
objets du champ Wg’ayg, le méme argument que celui utilisé au-dessus nous assure que le G-type du
diviseur des points marqués est constant le long des T,. Parmi les composantes {T,}, on ne retient
que celles dont le point générique définit une courbe lisse, et le long desquelles la donnée de Hurwitz,
et éventuellement le G-type du marquage sont constants égaux a £ et v; la réunion de ces composantes
est encore notée T. La restriction a T de la famille universelle fournit un morphisme représentable
surjectif T' — ﬁgygf, prouvant que ﬁg@{ est un champ algébrique, de Deligne-Mumford. Notons pour
conclure que la propreté dans 'un ou 'autre des deux cas résulte du théoreme de réduction stable sous

sa forme équivariante (Proposition 5.1).

|

REMARQUE 6.4 Si k = C, le type topologique de 'action sépare les composantes connexes. On
invoque la version équivariante de la théorie de Teichmiiller [25], de laquelle on déduit que deux points
de H qui correspondent a des actions topologiquement conjuguées peuvent étre joints par un arc. On
a donc (voir aussi Théoreme 2.1) Cardmo(H) = h(§) = le nombre de Nielsen. ¢

6.3. Compactification du schéma de Hurwitz: Gieseker-Mumford

On se concentre dorénavant sur les espaces de modules F%G{ (resp.mg’gyg) associés aux champs
Hg.ce (resp. HM, ). La construction G.I.T esquissée ci-dessus (§ 6.2) conduit a la projectivité
des schémas modulaires de Hurwitz, et en corollaire a la projectivité des Mg’n. On remarquera que
finalement tout est réduit a une et une seule construction, la projectivité de Wg.

Identifions G & son image dans GL(V), et notons A (resp. B) le centralisateur (resp. le normal-
isateur) de G. Si V = @, n;V; est la décomposition de V' en représentations irréductibles deux a deux
distinctes, alors A = [[, GL(n;). Notons que A opere sur H en fixant individuellement les composantes

connexes. La construction de H, ¢ ¢ (resp. H,y q ¢), résulte de la proposition suivante:

Proposition 6.10. Sim est assez grand, le quotient géométrique H/A existe, et

Hva,E = H/A (I‘eSp.FQVG’E = F/A) (619)

Preuve: C’est une simple adaptation a la situation équivariante présente des arguments de Mum-
ford et Gieseker [37]. Traitons en premier, pour plus de lisibilité, I'espace modulaire H, ¢, ¢. On observe
qu’une courbe C' C P" lisse, connexe, de genre g > 2, est Chow-stable ou Hilbert-stable, si son degré est
grand par rapport a g. La stabilité d’abord relative au groupe linéaire, entraine a fortiori celle relative
a A. Pour que la preuve de la proposition soit complete, on doit tout d’abord noter la validité des
deux points suivants:

e i) Toute action de G sur C, du type indiqué, apparait dans une fibre de la courbe universelle
e ii) Si C et Cy sont deux fibres G-isomorphes, alors I'isomorphisme est induit par un élément

de A. En fait si 7 : C'— S est un objet de H, ¢, on prouve que localement pour la topologie de Zariski
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Hom (S,H)
Hom (S,A) *
le*(wg;’g) = 0, et £ est localement libre, muni d’une action de G. On peut alors décomposer £ en

sur S, C'/S appartient a Pour cela, on considere le faisceau £ = m, (wg%); on a clairement

facteurs isotypiques
E= P aov (6.20)
Vielrrep(G)

il suffit alors de noter que les modules de covariants &; sont localement libres, et que V' = @rg(&;)V;.

On peut réaliser de la méme maniere I’espace modulaire grossier F%G’E, prouvant ainsi que c’est
un schéma projectif, et que Hy g ¢ s’identifie & un ouvert partout dense de Fg’gf; en particulier les
deux schémas ont le méme nombre de composantes connexes, nombre égal au nombre de Nielsen h(§)
(Théoreme 2.1). Conservant les notations du début de section, on prouve comme ci-dessus que le
quotient géométrique T)//A existe et que finalement H, g ¢ = T///A. On doit dans une seconde étape
s’assurer que toute courbe stable C' munie d’une action stable de G de donnée de ramification prescrite,
apparait dans le bord. On sait, du fait de la structure de la déformation universelle de (C, G) (section
5.1) qu’on peut étendre de maniere équivariante C' en une courbe stable 7 : X — S = Spec(R),
I’anneau R étant de valuation discrete et complet, de sorte que si on note a le point fermé ; et b le point
générique, alors 7! (a) 2 C et la courbe 771 (b) est lisse. Cette courbe définit un morphisme classifiant
f : Spec(R) — HY avec f(b) € W. L’argument de Gieseker ([36], thm 2.0.2) montre qu’il existe une
courbe appartenant a la A-orbite de X et qui correspond & un morphisme classifiant Spec(R) — UT,.
Les fibres au dessus du point fermé sont ainsi dans une méme A-orbite. Cela étant, la projectivité
de H, ¢ découle bien évidemment de la construction de cet espace modulaire comme quotient. On
peut aussi, la propreté étant conséquence du théoreme de réduction stable sous sa forme équivariante,
s’appuyer sur la projectivité connue de Mg et utiliser le morphisme oubli de 'action de G

Hyce— M, (6.21)

qui est alors propre et quasi-fini, donc fini.

(I

Proposition 6.11. Soit { une donnée de Hurwitz attachée au groupe G, et soit h(£) le nombre de
Nielsen correspondant. Si k est un corps algébriquement clos de caractéristique non facteur de Card G,
alors

h(f) = CardF0<Hg’G7§) = Card7r0<Hg’G7§) (6.22)

Preuve: On reprend la construction de la proposition 6.1, maintenant sur un schéma de base S =
Spec (R), ou R est un anneau de valuation discréte complet, de corps des fractions K de caractéristique
zéro, et de corps résiduel k. Si G agit stablement sur une courbe stable définie sur k, on sait qu’on
peut relever la courbe, ainsi que 'action de G, a R, cela a donnée de ramification constante. Notons a
(resp. b) le point fermé (resp. le point générique) de S. Considérons le morphisme quotient U, T, —
Hyce = (UaTs)//A. Rappelons que chaque composante connexe T, est lisse sur S. Si on prend la
fibre en a (resp. b), on a par un résultat de Seshadri (rappelé dans [35]),

(Ta//A)a = (Ta)a/ /A (resp.) (Ta//A) = (Ta)s//A

Le théoréme de connexion de Zariski montre que (7,,//A), est connexe; il s’ensuit que (T,,), est connexe,

donc irréductible, car lisse. On en déduit que (T4 )q//A = (Hg,G¢)a est irréductible, d’olt le résultat

annoncé.
[
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Corollaire 6.12. Sous les conditions précédentes, et si maintenant G est un groupe cyclique, alors
pour tout corps algébriquement clos k de caractéristique ne divisant pas Card G, I'espace de Hurwitz

H, ¢ ¢ est irréductible.

Preuve: On sait en effet que sous ces hypotheses que h(§) = 1 (Proposition 2.3).

6.4. Compactification stable du champ de Hurwitz (II)

6.4.1. Le champ de Hurwitz versus Harris-Mumford

La construction du schéma de Hurwitz au moyen d’un quotient géométrique conduit avec des
modifications mineures, & la construction des espaces modulaires HM,, ¢ ¢ (resp. HM , ¢ ¢). Rappelons
que dans le cas Harris-Mumford les objets du champ sont les G-courbes stables marquées par les points
de ramification, ou plus généralement marquées par un diviseur G-invariant les contenant. On va
prouver ci-apres que les espaces de modules H, g¢ et HM, G ¢ sont en fait isomorphes, méme si cela
n’est pas en général le cas pour les champs. Rappelons au préalable les constructions de Knudsen [48],
[53]:

e Soit (C',{y;}) est une courbe préstable marquée, connexe. Parmi tous les morphismes surjectifs
(C'"{y;}) — (C,{z;}) de but une courbe stable marquée, les (y;) s’envoyant surjectivement sur les
(x;), il y a si 'ensemble des {y;} est non vide un morphisme minimal. Il s’obtient en contractant en un
point les composantes instables (de genre zéro) contenues dans C’. On montre que ce morphisme est
défini par une puissance convenable du faisceau inversible wer (D y;). Il est clair que si G agit sur C’ en
permutant les y;, alors I'action de G descend a C', de sorte que le morphisme commute a I’action de G.
On applique cette procédure lorsque 'oubli de certains points marqués d’une courbe stable (C”,{y;})
détruit la stabilité. Les sections oubliées induisent des sections de C', eventuellement non disjointes et
passant par des points doubles. Important pour la suite est que cette opération de contraction (ou de
stabilisation) est compatible aux changements de base, donc définit apres oubli du marquage par les

points de ramification, un morphisme
st : HMgce — Hyce (6.23)

e Il y a un foncteur en sens inverse ([46], cor 2.6). Ce morphisme qui revient & éclater certains points
doubles, transforme une courbe stable marquée par un ensemble de n sections, a laquelle on ajoute une
section supplémentaire, en une courbe stable marquée par n+ 1 sections, la (n+1)-ieme étant la section
additionnelle. Ces deux opérations conjointes montrent que le morphisme ﬂgynﬂ — ﬂg’n, oubli de la

section n+ 1, représente la courbe universelle n-piquée. Le résultat suivant clarifie en partie la situation.
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Proposition 6.13. Le morphisme (6.23) est un isomorphisme au-dessus du sous-champ ouvert partout

. L . . . . ) . . . TT AT ~
dense HM ¢ ¢ sur son image; il induit un isomorphisme d’espaces modulaires grossiers: HM ;. ¢ ¢ —

Hg e

Preuve: Soit 7’ : C' — S une G-courbe stable marquée par les points de ramification. Rappelons
que cela impose en particulier que pour tout sous-groupe cyclique H de G, le diviseur de Cartier
relatif Fiz(H )por (Proposition 4.8) est une somme de sections disjointes. Par oubli du marquage, suivi
d’une contraction éventuelle des composantes instables, on obtient une G-courbe stable 7 : C — S.
Le morphisme 7’ factorise en ©’ = 7y, o v : C' — C contracte les orbites de composantes lisses
rationnelles & isotropie diédrale (Lemme 5.4). l'image d’une telle composante F est un point double
a isotropie diédrale D,, (m > 1), si m est le nombre de sections de points fixes qui rencontrent E.
Ces points sont les points fixes des reflexions de D,,. Notons ainsi que C’ = C sauf si C' possede des
fibres avec des points doubles & isotropie diédrale. On peut comme expliqué ci-dessus reconstruire C’
partant de C' munie des images des sections de points fixes, en séparant les sections de points fixes qui
coalescent en les points d’istropie diédrale. Le morphisme st est clairement un isomorphisme au-dessus
du sous-champ ouvert formé des revétement de courbes lisses. Ce n’est cependant pas un isomorphisme
en général. Si C — S = st (C" — §), et si Q € Cy est un point double & isotropie diédrale H = D,,,
pour une réflexion 7 € H, on a noté que le diviseur des points fixes (horizontal) est de maniere spécifique
la réunion de deux sections.

Soit @Q = O,[[z,9]]/(zy — a) I'anneau local complété de C' en Q. On suppose que 7(z) = y et
7(y) = x. Si 'une des sections de points fixes est x = b,y = ¢, alors b = c et a = b*>. Si on se
place sur S = kle], €2 = 0, on voit que si C’ et C sont définies sur un corps algébriquement clos k,
alors 'application st au niveau des espaces tangents des déformations universelles respectives n’est pas
surjective. En fait les déformations qui sont dans I'image sont topologiquement triviales en les points
doubles a isotropie diédrale.

Si pour tout sous-groupe cyclique H d’ordre deux le diviseur Fiz(H)por est une somme de deux
sections, alors on peut inverser st. L’action de G sur les composantes exceptionnelles se réduit a ’action
d’'un groupe diédral D,,. On notera que st est un monomorphisme car il est clair que Autg(C) =
Aut (st (C)). Finalement le fait qu’au niveau des espaces modulaires grossiers st est un isomorphisme
est clair, car il est propre, birationnel et bijectif entre variétés normales.

(I -

Dans la suite nous travaillerons avec le champ HM, ¢ ¢, qui pour alléger les notations sera noté

ﬁg,gvg. Rappelons que si H <G, on peut réaliser ﬁg,c,gg comme une correspondance entre ﬁ% H,ResG(€)

et ﬁglﬂ JH,CoresG (€)- Si H =1et H= G, on obtient les deux morphismes fondamentaux
mgﬂ" é ﬁva7£ i> mglvb (6'24)

r étant le nombre de points de ramification, b le nombre de points de branchement, et ¢’ le genre de
la base. Le morphisme de gauche est I'oubli de I'action de GG, § est le passage au quotient par G. Le
morphisme ¢ sera appelé le morphisme discriminant. Son existence est justifiée par la Proposition 5.2,
qui assure que si 7 : C' — S est un objet de ﬁg’gf, alors la courbe quotient C'/G — S, marquée par le

diviseur des points de branchement (resp. piquée par les points de branchement) est stable. En résumé:
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Proposition 6.14. 1) Le morphisme Hy ¢ ¢ SN MMT) est fini (représentable) non ramifié; c¢’est une
immersion réguliére locale dans le sens de Vistoli ([66], 1.20) .
2) Le morphisme discriminant ﬁg,c,gg 2, Mg’,b est propre quasi-fini et plat .

3) Au niveau des espaces de modules grossiers, le morphisme discriminant 0 est fini, surjectif.

Preuve: 1) Si ¥ — S est une courbe stable marquée, la catégorie fibre de ¢+ en C'/S a pour
objets au-dessus de T" — S les plongements G < Aut (X xg T'). Ces plongements correspondent aux
T-points de Aut g(X) xg -+ xg Aut 5(X) (|G| facteurs), dont I'image est disjointe de la diagonale. Du
fait que Aut g(X) est fini non ramifié sur S, le premier point est clair. Comme les champs sont lisses, ¢
est une immersion locale réguliere dans le sens de Vistoli, i.e. représentable non ramifié et localement
d’intersection complete.

2) La propreté de 6 découle du critére de réduction stable pour les revétements stables (Proposition
5.7). La platitude découle du théoreme 5.5 donnant la structure locale de 7. Le caractere étale de §

(au-dessus de M p,) découle alors du théoréme 5.5. Le dernier point est clair.

|

REMARQUE 6.5 La définition des revétements stables donnée ci-dessus permet de retrouver d’une
maniere uniforme les objets étudiés par Abramovich, Corti et Vistoli [1], [3] sous le terme balanced
twisted stable maps. Les objets étudiés par ces auteurs sont les morphismes 7 : D — BG ou la source
D, est la courbe D munie de sa structure d’orbifold, i.e. donnée par D = C'/G. Dans cette structure,

on ignore les automorphismes induits par le centre de G. En conséquence, on a (notation de [3])

[ Hoec.c//12(G) = My (BG) (6.25)
€]

6.4.2. Le revétement "universel”

On continue d’explorer les aspects fonctoriels des champs de Hurwitz. Soit [H,x] une classe
apparaissant dans la donnée de ramification £. Soit A(g ) la composante de Ay, lieu des points
fixes d’holonomie exacte (H,x). Il y a une action libre de Cq(H)/H sur Ay ), le quotient étant la
composante By ) de B, définissant un fibré principal A (g, ) — Blg,y]- Supposons que B soit somme
de sections Q1,...,Qp (D est piquée) contenant les points de branchement. Par image réciproque, la
section @Q;, si d’holonomie (H;, x;), définit un fibré principal de base S, et de groupe C(H;)/H;. Cela

fournit un foncteur d’évaluation en Q; [45]:

evg, : Hg.ae — B(Ce(H;)/H;) (6.26)
Soit Speck — B(C(H;)/H;) V'atlas correspondant au fibré principal trivial, alors le 2-produit fibré
Hy.c.e XB(C(H,)/H,) SPeck a pour objets les revetements 7 : C' — D équipés d'un point P : .S — C qui

est un point de ramification d’holonomie (Hj;, x;).

9 Non représentable si le centre Z(G) est non trivial.
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Soit 2 : Hg e — M, () le morphisme oubli'®de I'action de G, et considérons Cy () = M, (1)1 —

mg,(r) la courbe universelle (marquée) au-dessus de M [48]. Une section de gg’(T) au-dessus de S

g,(7)
est la donnée d’une courbe r-marquée q : C — S équipée d’une section supplémentaire P : S — C. Il
n’est pas nécessaire d’exiger que cette section soit disjointe des points doubles ou des points marqués.

Formons le carré 2-cartésien

Co.(r) 4 My, ()

Cq,Gre Hg,ce

Une section de Cy ¢ ¢ au-dessus de S est la donnée d'un G-revétement ¢ : C = D 2 S équipé d’une
section P : S — C de ¢q. Le groupe G agit (dans le sens de la section 6.1) sur le champ 5g,G7§ par
g(C 5 D,P)=(C 5 D,go P). Soit le morphisme S — H, ¢ ¢ défini par le G-revétement 7 : C' — D
au-dessus de S. Il est clair qu’on a une identification de G-champs 5g,G7§ X, e S = C, justifiant le

fait que Cy ¢ — Hgy.c.e est la G-courbe universelle au-dessus de H, g ¢. Le foncteur
A:(C5D,P)—(D,Q=7P), Cyaec—Cyys

fait office de revétement universel.

Soit A: U — ﬁg@{ un atlas, et notons 7 : Cy — U le G-revétement définissant A. La seconde
projection py : Cy xy Cy — Cy définit un G-revétement, le groupe G agissant sur le facteur de
gauche dans le produit fibré. La diagonale A : Cy — Cpy Xy Cy vue comme section de po, fait de
p2 : Cy Xy Cy — Cy un objet de 59@75 (on peut stabiliser cette section additionnelle si on veut), donc

conduit a un morphisme Cy — Hy g.¢ rendant le carré suivant

Cg’Gyé 1 Hg,G,E
A (6.27)
Cy P2 U

2-cartésien. En particulier le morphisme Cyy — Cy g ¢ définit un atlas de C, g ¢. Pour faire le lien avec

la base, notons le diagramme 2-commutatif

_ A _

Cg’Gyé > Cgﬁb
q P

Hgce Mgy

Le morphisme A n’est cependant pas le quotient de 59@75 par GG. Retenons cependant:

10 Rappelons que dans Mg,(r) le marquage est par parquets, déterminés par la donnée 5
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Proposition 6.15. Le morphisme 1 : Cg.c.e — Hg.a.e X7 . Cy b est fini de degré |G].
g’

Preuve: FEn effet le champ fibre de ¢ en le revétement 7 : C' — D de base S, et muni de la section
Q : S — D, est clairement représenté par le schéma 7=1(Q) C C.
- _ _
Noter que les sections universelles Qq (o = 1,---,b) font de Hyce x74 . Cy b une courbe b-
g

marquée de base H ¢ ¢

6.5. Champs de revétements stables: cas non galoisien

Dans cette section on construit le champ de Hurwitz classifiant les revétements non galoisiens
stables & monodromie fixée. Nous le comparerons au champ des revétements admissibles [40], [42], [55],
(68], [69].

6.5.1. Revétements admissibles

Le point clé dans la construction du champ de Hurwitz classifiant les revétements galoisiens est
le fait de considérer la base comme une courbe marquée par les points de branchement (lisses), qui en
conséquence ne sont pas autorisés a se rencontrer spécialisation. Les revétements appelés admissibles
par Harris-Mumford (loc.cit.p 57, et Définition 6.15) satisfont & cette condition, mais cependant ont
une mauvaise théorie des déformations, en particulier la base de la déformation verselle n’est en général
pas lisse, méme pas normale. Ce défaut a été corrigé par Mochizuki [55] et Wewers [68], en proposant
d’enrichir un tel revétement d’une log-structure, ce qui a pour effet de rétablir la lissité du foncteur des
déformations.

Dans la construction qui suit on procede en sens inverse. Un revétement stable sera décrit, du moins
étale-localement, comme quotient d’une cléture galoisienne, qui est un G-revétement stable marqué par
les points de branchement. Fixer une collection de clotures galoisiennes locales ajoute une structure
supplémentaire qui cependant n’est pas équivalente a celle fournie par une log-structure. C’est une

structure plus faible. Rappelons la définition des revétements admissibles ([40], [42] p 61, ou [68]):

Définition 6.16. Soit une courbe stable marquée D — S, de genre ¢’, avec S connexe, le marquage
étant défini par un diviseur de Cartier relatif B/S, étale de degréb. Un revétement admissible w : C'— D
au-dessus de S, de base D/S, est défini par:

e i) Une courbe préstable C'/S, munie de la donnée d’'un morphisme fini surjectif m : C — D, et
d’un diviseur de Cartier relatif R C C, étale sur S, et disjoint du lieu de non lissité, tel que n(R) = B.
On fait hypothése que 7 est (modérement) ramifié exactement le long de R. On suppose en outre que
la monodromie le long des fibres géométriques est constante, égale a celle fixée initialement.

e ii) (structure locale aux points doubles) Si ) € Dy est un point double d’une fibre géométrique,

on suppose que localement pour la topologie étale la structure du morphisme © en P € 7=1(Q) est
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décrite par'': 7% : Op.g — Oc.p avec Oc.p = Oz, y)]/(xy —t), Op.g = Oyl[u,v]]/(uv — 7), ot
te Mp,T € MQ, et pour un certaind > 1, u = 2¢,v = y? (donc 7 = t?).

Etale-localement on peut préciser le sens de I’hypothese m est ramifié le long de R. On peut en
effet supposer que B = Zj (); est une somme de sections disjointes, et de méme R = Ei,j P; ;, ou les
(P;,j); sont les points d’image ;. On suppose alors que, 'indice de ramification le long de P; étant
€i,j, on a 7'['_le =), ei ;P ;. Il reste & expliquer la condition sur la monodromie dans la définition
6.15, condition qui n’est pas a priori définie le long des fibres singulieres. On passe par une cloture

galoisienne.
6.5.2. Cléture galoisienne: cas des courbes lisses

L’opération fondamentale pour la suite est 'opération de cléture galoisienne dans le contexte dune
famille de courbes lisses ou préstables. Pour une famille de courbes, méme lisses, cette opération exige
quelques précisions. Soit un revétement 7 : C — D, les courbes C, D étant lisses et définies sur un
corps algébriquement clos k, de points de branchement Q1, ..., Qp.

L’hypotheése sur la monodromie, assertion (ii) de la définition 6.15, revient a fixer en premier le
groupe de Galois d’une cléture galoisienne de 7w : C' — D, c’est a dire le groupe de Galois G de
I'extension k(C')/k(D). Soit ¢ : Z — D une G-cloture galoisienne de . Cela signifie d’abord que le
revétement ¢ : Z — D est galoisien, et que le groupe des automorphismes de 7 : Z — D est identifié
a G. 1l y a d’autre part une factorisation (non unique) de ¢ en ¢ = 7h : Z ¢ T D. La classe
de conjugaison du sous-groupe H = Aut(h) C G est par contre bien définie. Comme on a une cléture

galoisienne

() sHs™ =1 (6.28)
seG

Si ¢ : Z' — D est une autre cloture galoisienne, et si ¢’ = wh', la théorie de Galois, ou du
groupe fondamental, nous assure qu’il y a un isomorphisme ¢ : Z = Z’, pas nécessairement un G
isomorphisme, tel que h'tY) = h.

Soit £ € R4 (G) la donnée de ramification du G-revétement galoisien ¢ : Z — D. Nous définissons

la monodromie de 7 : C' — D de la maniére suivante:

Définition 6.17. Un type de monodromie est un triplet m = (G, H,§) composé de i) un groupe fini G,
ii) un sous-groupe H C G tel que ;o sHs™' =1 (condition 6.28), et iii) une donnée de ramification
¢ € Ri(G). Le revétement m : C — D défini sur k est dit a monodromie m = (G, H,§), s’il existe
une G-cléture galoisienne ¢ = wh : Z — C' — D, telle Aut(h) = H, de donnée de ramification £&. On

parlera alors de m-cloture galoisienne.

Posons (voir § 2.2.2)

Aut(m)={0 € Aut(G), O(H)=H, et 6(&) =¢} (6.29)

1 On peut exprimer la structure locale en disant que le systéme de coordonnées (u,v) en Q admet
une racine e-ieme (,y) dans O, p [69]. On vérifie facilement en utilisant le lemme de Hensel que tout

systeme de coordonnées en () admet une racine e-ieme.
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Soit Z(G) le centre de G. Du fait de (6.28), HNZ(G) = 1, de la sorte H se réalise par automorphismes

intérieurs comme sous-groupe distingué H <1 Aut (m), on posera
A(m) = Aut(m)/H (6.30)

Noter que Ng(H) = Ng(H)/Z(G) est un sous-groupe distingué de Aut(m) contenant H. Fixons un
type de monodromie m, et soit un revétement 7 : C' — D défini sur k (algébriquement clos).

Deux m-clotures galoisiennes (Z, h, ¢) et (Z’,h', ¢') sont isomorphes 8’il existe un C-isomorphisme
G-équivariant f : Z = Z' qui est Iidentité sur C. On sait que pour deux telles clotures, il existe un
isomorphisme f : Z = Z' tel que h'f = h. Cela définit un automorphisme 6 de G unique tel que
f:Z — 2'° est G-équivariant. Notons que cela force & avoir 6 € Aut (m).

Soit G(7) le groupoide des m-clotures galoisiennes de 7 : C'— D. Le groupe Aut(m) agit a droite

sur G(m) par torsion de l'action. Notons la remarque évidente:

Lemme 6.18. G(7) est un groupoide équivalent & Aut (m).

Preuve: 1l suffit de noter que si Z et Z’ sont deux clétures galoisiennes, il existe un isomorphisme
f:7Z — Z'"tel que W' f = h, et alors un unique 6 € Aut (m) tel que f : Z% = Z' soit G-équivariant.
Pour 6 donné, f est unique car Z(G) N H = 1.

(I

Notons que § € Aut(m) fixe la classe d’équivalence du G-revétement galoisien ¢ : Z — D si et
seulement si € Ng(H) (automorphisme intérieur), conduisant en accord avec la théorie de Galois au
fait que Ng(H)/H s’identifie au groupe des automorphismes de 7 : C' — D.

La définition d’une cléture galoisienne s’étend aux revétements entre courbes lisses, de base quel-

conque. On conserve le triplet m = (G, H,§).

Définition 6.19. Soit 7 : C' — D un revétement entre S— courbes lisses. Une m-cloture galoisienne de
7 est un G-revétement galoisien ¢ : Z — D de base S, augmenté d’une factorisation ¢ : Z o D.
On demande I'égalité Aut (h) = H, et que la monodromie le long des fibres géométriques est fixe égale
am.

Le G-revétement 7 : C' — D est dit & monodromie m = (G, H,§) si la monodromie est con-
stante égale a m le long des fibres géométriques, par exemple s’il existe une m-cléture galoisienne. Les
revétements entre courbes lisses, de genres fixés, et a monodromie m fixée forment de maniere évidente
un champ de Deligne-Mumford Hy g/ ,, excepté si g = ¢’ = 0 et b = 2. C’est essentiellement une
conséquence de la théorie du groupe fondamental modéré, comme noté dans [42], ou de maniére plus
détaillée dans [69]. Si ¢ : Z — D = Z/G est un G-revétement galoisien de donnée de Hurwitz &, le
revétement C' = Z/H — D est & monodromie m, et ¢ en est une m-cléture galoisienne. Cela définit un

morphisme de champs
1:Hgae — Hy'gm (6.31)

Le groupe Aut (m) agit sur le champ H, ¢ ¢ (définition 6.1) par torsion de I'action. Comme P'action du
sous-groupe distingué H est triviale dans le sens de la section 6.1.1, il en résulte une action de A(m),

non stricte.
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Théoréme 6.20. Le morphisme (6.31) est représentable. Il identifie Hy 4., au champ ”quotient”

~

v Hy gm = [Hgce/Am)] = [Hyge/Aut(m)]//H.

Preuve:  On supprime le préfixe m. Montrons d’abord que 2 (6.31) est un epimorphisme, i.e.
localement pour la topologie étale m admet une cloture galoisienne. C’est en fait une conséquence de
la théorie du groupe fondamental (voir [20] par exemple). On peut préfere utiliser un argument de
déformation, bien qu’essentiellement équivalent. Soit 7w : Cy — D, une fibre géométrique définie sur
une cloture algébrique de k(s). Soient (Q;)1<;<p les points de branchement. Comme les courbes sont
lisses, on sait que le foncteur des déformations formelles de w5 : Cs — D est isomorphe a celui de la
courbe marquée (D5, B=3_,_, ,Q;). Soit alors h: Z — C une cloture galoisienne de 7 : Cs — Ds.
Considérons la déformation universelle Z — D du G-revétement ¢ : Z — Dy, et soit B C D le diviseur
de branchement réduit. On sait, voir par exemple le théoreme 5.5, que (D,B) est la déformation
universelle de la courbe marquée (D, Bs). On sait que la base de cette déformation est formellement
lisse. On sait par ailleurs que le foncteur des déformations du revétement 75 peut étre identifié a celui
de la base marquée par les points de branchements [68]. Donc Z/H — D est la déformation universelle
de 7, et Z — Z/H en est une cléture galoisienne. Des arguments classiques d’algébrisation montrent
que cette cloture galoisienne existe sur un voisinage étale du point s € S.

Prouvons la représentabilité de 1. Il suffit de prouver que le morphisme diagonal est un monomor-
phisme ([51], Prop. 4.4). En d’autres termes si &« € Aut(Z) pour un G-revétement galoisien ¢ : Z — D
de base S, et si 1(a) = 1, alors & = 1. Le groupe Aut p(Z) des G-automorphismes de Z qui induisent
Iidentité sur D est le groupe constant G x S. En effet ce groupe est fini non ramifié sur S, contient
G x S. Comme sur les fibres géométriques il y a égalité, ces deux groupes sont égaux. Donc par ce type
d’argument « € H N Z(G) = 1.

Passons a la seconde assertion. Du fait de la propriété universelle du quotient, le morphisme 1
factorise en Hy a ¢ — [Hg,c.e/Aut(m)] — Hy gm. Pour tout objet Z — D € Hy ¢, et tout 0 € H,
onao:Z=Z% onaH C Aut[Z], en notant [Z] 'image de Z dans le quotient. Il s’ensuit une
factorisation de 2

7 [Hyae/Am)] = [Hy,ae/Aut(m)]//H = Hgr g,m

qui est un epimorphisme. Pour conclure que 7 est un isomorphisme, il suffit de prouver que c’est un
monomorphisme. Le champ de gauche tant un quotient, cela se réduit prouver que 7 : C' — D et
7w’ : C' — D' sont deux revétement de base connexe Setsi¢: 272 — C — D, ¢’ : Z/ — C' — D’ sont

deux clotures galoisiennes, alors on a un isomorphisme de schémas

[I Tsome (2% 2') = Isom((C — D), (C" — D))
0cA(m)

Dans la somme de gauche 6 € A(m) signifie un systme de représentants de Aut(m) modulo H. Le
S-schéma Isom g (2%, Z') a pour points Isomg o (Z%, Z')(T) = {f : Z xs T —> Z' xs T, h'f = h}.
Il est clair que Isomg(Z%, Z’) qui est un sous-schéma fermé de Isom (Z, Z'), est fini et non ramifié

sur S [20], de sorte que les membres sont finis non ramifiés sur S. Le lemme 6.18 montre que sur les fibres
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géométriques le morphisme est bijectif. Pour conclure qu’on a bien un isomorphisme, il suffit de prouver
que si C = (', le sous-schéma fibre au-dessus de 'identité de C/S, soit HeeA(m) Isomg (2%, 7Z') est
isomorphe & S. 1l est clair qu’il y a un @ unique tel que Isomg (2% Z') — S est fini, non ramifié
bijectif. Il est en fait étale, donc un isomorphisme. C’est local sur S, et devient clair si on passe a la

déformation universelle comme dans la premiere partie, car elle est lisse, donc réduite.

|

REMARQUE 6.6 Pour un revétement de base S, I'obstruction a l'existence d’une G-cloture ga-
loisienne dans le sens (6.19), est dans H* (S, A(m)) (voir section 6.2). ¢

6.5.3. Cloture galoisienne: cas des courbes (pré)stables

La discussion précédente suggere qu’une définition alternative des revétements admissibles, les

revétements stables, est comme suit:

Définition 6.21. Soit m = (G, H,{) un type de monodromie. Un revétement stable de base D
défini au dessus du schéma de base S, de monodromie m, est un revétement obtenu par factorisation
m:C=Z7Z/H— D =Z/G d’un G-revétement galoisien ¢ : Z — D a donnée de ramification &.

Le G-revétement galoisien ¢ : Z — D, cloture galoisienne de 7 : C' — D, doit étre vu comme un
élément structurel du revétement stable 7 : C' — D. Noter que dans cette définition Z étant stable
marquée par les points de ramification du revétement Z — Z/G, la courbe D est en conséquence stable
marquée par les points de branchement de 7 : C' — D, et C est stable marquée par les préimages
des points de branchement de Z — D, ces points pouvant ne pas étre des points de ramification de
w. D’autre part le revétement Z — C est un H-revétement galoisien stable marqué par un diviseur
H-invariant qui en général contient strictement les seuls points de ramification de Z — C.

Il est clair qu'un revétement stable est admissible. Du fait de I'imposibilité de recoller les uni-
formisations galoisiennes locales un revétement stable ne sera donc en définitive que localement pour

la topologie fppf (étale suffit) de la forme 6.21.

Définition 6.22. Soit m = (G, H,§) un type de monodromie. Un revétement stable au dessus de la

base S, de monodromie m, est une section au-dessus de S du champ ”quotient”

[Hgc.e/A(m)] = [Hgce/Aut(m)]//H (6.32)
Le champ de Hurwitz compactifié ﬁg,g’,m paramétrant les revétements stables de monodromie m, entre
courbes stables marquées de genres respectifs g, g’ est par définition le champ quotient ﬁgyg@m =
[Hy.c.e/Aut(m)]//H = [Hyc.e/Am))].

Soit un revétement stable m : C' — D défini sur le corps k. On suppose qu’il dérive d’un revétement
galoisien stable @ : ¢ — D. Nous allons comparer la déformation formelle verselle du revétement
admissible 7 : C' — D & la déformation verselle de sa cloture galoisienne ¢ : C' — D, qui est aussi celle
du revétement stable 7, c’est a dire enrichi par I'uniformisation galoisienne

6p:C LoD
Notons Q1,...,Q, les points doubles de D, et {Qq,;} les points de C' au dessus de Q,. Soit Qo un
quelconque point de C' au dessus de Q4. On notera que par définition les Qa,;j sont les points doubles
de C. Notons d, P'ordre du stabilisateur de Qq, et enfin dq,; Uindice (”de ramification”) décrivant la
structure locale (définition 6.15 (ii)) de 7 en Q4 ;. On a le résultat suivant dont la preuve est en tout
point analogue au cas lisse:
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Lemme 6.23. Sous les hypothéses qui précedent, on a d, = ppcm jd, ;.

Preuve:  Le résultat découle de la cyclicité de I = G4 _, et de la condition (6.28). On a d’abord
clairement pour tout j, du ;j/qa, donc ppecm{d, ;}; divise d,. Par ailleurs la fibre 771 (Q,) = G.Qq
G/I est une réunion de H-orbites O, ...,0,_, ou O; est la H-orbite des points doubles de C qui sont
au dessus de @, ;. Soit ¢; "l'indice de ramification” (I'ordre du stabilisateur) relativement & H des
points de O;.; on a donc J; = d%j;' Le résultat se ramene en fait & prouver que pged(dy,...,6,,) = 1.
Notant § ce pged, si K est le sous-groupe de I d’ordre 4, on voit de suite que K C (), sHs ! =1.
D’ott la conclusion.

(I
D’apres Harris-Mumford la base de la déformation universelle du revétement admissible 7 : C' — D

est ([42], p 62):

R7r = W(l{?)HTl, ey Ty ooy, 7-39,—3'1'177 {Ta’J}”/I (633)
ol Z désigne l'idéal engendré par les relations 7, = Tiaj’j, (a=1,...,r; 7 =1,...,r4). Dans cette

description, 7, représente le parametre de déformation du point double @), € D; on sait par ailleurs que
la base de la déformation universelle de la courbe marquée (D, {Qq}) est W (k)[[1,...,T3g'—3+5)]-
L’anneau R, est réduit, mais en général pas intégralement clos dans son anneau total des fractions. La

structure de R, peut étre précisée comme suit:

Proposition 6.24. Posons N = 3¢’ — 3 + b. Pour tout entier d premier a p, soit uqg C W le groupe
des racines d-iéme de 'unité.
i) L’anneau R, est réduit, ses idéaux premiers minimaux sont les noyaux P; des morphismes

Ti,j
7

pc=Re = W[tr, - tn]], 7= 5, 7550 Gijt

ou, ¢ = {G;} € H” i ;> Tij = di/dij. On a P = P si et seulement si (] ; = €, ¢;.j pour des

racines de I'unité ¢; € pq,. En particulier le nombre des idéaux premiers minimaux est

Ny = H (%) (6.34)

ii) La fermeture intégrale de R, dans son anneau total des fractions est le produit de N, copies de
W[ty tn]]-

Preuve: Posons R = W([t,---,tn]]. Si(’ et ¢ sont reliés comme indiqué, il est clair que P = P
car si ¢ est I'automorphisme de R tel que 9(t;) = €t;, alors ¢ = 1. Montrons que si ¢ = [[¢¢
alors kerp = 0. On peut se limiter & N = 1, ce qui permet de supprimer 'indice i, et de supposer
que 1 < j < m . Posons p = []pa;, et 7 = 7. L’algebre R, a pour base sur W/[[r]] les monomes

Hj Tjaj, aj < dj. De la sorte un élément du noyau est

Yl
J

k,a=ay,,am
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tel que pour [ >0
> ]G =0
k,a=oa,am J

la somme étant étendue aux couples (k, «) tels que kd + Zj a;r; = 1. Si on regarde Hj C;” comme
définissant un caractere sur le groupe u, le théoreme d’indépendance des caracteres conduit a a,,; = 0.

Observons que R est la fermeture intégrale de I'image de ¢¢. Du fait que pged(ri,---,rm) = 1,
il existe avec e; € Z, une relation de la forme: ;€T = 1, qui entraine la relation ¢ = [] ; Tjej . Le
résultat est alors clair. De cela on tire le fait que si ¢¢ et ¢ ont un noyau identique, alors il y a un
W-automorphisme v de R tel que ¢ = y¢¢. Alors nécessairement y(t) = et pour une certaine racine
d-ieme de 'unité. Cela termine la preuve de la proposition
(I

La structure de 'anneau des déformations R, explique la non unicité d’une cloture galoisienne

pour un revétement stable 7 : C' — D défini sur k.

Théoreme 6.25. Un revétement admissible 7w : C — D au-dessus de k admet une cloture galoisienne,

i.e. peut étre stabilisé. Le nombre de classes de clétures galoisiennes (sous l'action de A(m)) de «

H]‘d’]

est N =[], ( L :’.), c’est a dire le nombre de facteurs intégres de la fermeture intégrale de R,.

(2
Dans cette correspondance, les facteurs (isomorphes a W([t1,- - -,tn]]) correspondent bijectivement aux

anneaux de déformation des clotures galoisiennes respectives.

Preuve: Admettons d’abord le premier point. Soit une G-cloture galoisienne Z — C — D de ,
de déformation universelle Z — D. On sait (théoreme 5.2) que la base de cette déformation s’identifie
a Spec(Ryz), avec Rz = W (k)([t1,. .., tr, ..., t39—3+4p]]. Posons N =3¢’ —3+b. Si R = W]{[m,---,7n]]
est la base de la déformation universelle D de D, on peut supposer que le morphisme discriminant
R — Ry est donné par Ta:ti"‘ sia=1,...,r, et T, =t sia>r.

La considération de la déformation Z/H de C conduit & une factorisation R — R, * Ry. On

peut supposer que ¢ est donné par
d’O(
e 5 .
Taj =t (@a=1,...,m7=1,...,7q)

Soit une autre cloture galoisienne Z' — C' — D, telle pour § € Aut(m), on a un isomorphisme de
clotures f: Z 5 2% Siv 2 — Z est le plongemenr canonique de Z’, la considération de (2,7’ f)

comme une autre déformation universelle de Z, permet d’étendre f en un isomorphisme de diagrammes

Z f Z/(9
Spec Ry Spec Rz

Passant au quotient par H il s’ensuit un diagramme commutatif
Spec Ry z Spec Rz
Spec R Spec Ry
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Cela montre que les deux clotures galoisiennes conduisent & la méme classe de morphisme R, —
WI{[t1, -, tn]], donc au méme facteur de la fermeture intégrale.

Prouvons la réciproque. Cela revient a supposer qu’on a en mains les diagrammes commutatifs de
dessus, exepté l'isomorphisme f : Z = 2%, On peut se ramener a Ry = Rz/. De la sorte on a deux
G-revétements Z et Z’ au-dessus d’une méme base Rz, avec Z/H =2 C® R = Z’. On sait que pour les
clotures galoisiennes induites au-dessus de la fibre générique v (lisse) de Spec Rz, il y a 8 € Aut (m) tel
que Z, = Z;e. Les courbes étant stables marquées, cet isomorphisme se prolonge en un isomorphisme
global Z =2 2", Par restriction & la fibre spéciale, on a obtient un isomorphisme Z = 7’ % de clotures
galoisiennes de 7. Pour terminer la preuve, reste & prouver que tout revétement admissible 7 : C' — D
admet une cloture galoisienne, i.e. peut étre stabilisé.

On peut dans ce but supposer qu'on a une courbe stable marquée D — S = Spec(R), ou R
est un anneau de valuation discrete complet, de corps résiduel k, le marquage étant défini par un
diviseur étale B — S, et de fibre spéciale D. On suppose que la fibre générique est lisse. Il y a des
obstructions & trouver un revétement admissible C' — D, relevant C' — D. Par contre on peut trouver
un tel revétement apres extension finie de R. Quitte a agrandir R, faisons le choix d’un tel relevement
C — D. Rappelons que si B = ) j Q;, cela implique 'existence de points P; ; au dessus de (); en
lesquels est concentrée la ramification. La courbe C n’est pas forcément stable marquée par les P, j,
mais elle I'est par I’ensemble de toutes les préimages des ;. Soit Cx — Ckx — Dk une cloture
galoisienne de Cx — Dp, les groupes de Galois respectifs étant G et H. Quitte & agrandir si nécessaire
R, soit C — D le modele stable marqué. Du fait que C /H est stable marquée par les préimages des

Qj;,on a C’/H = (), il en découle une factorisation
C—-C—D e C=C/H

Si on prend les fibres spéciales, ceci montre que C' possede une cloture galoisienne, en d’autres termes,

qu’on peut enrichir le revétement admissible 7 : C' — D en un revétement stable.

|

adm
g.g'm des

revétements admissibles au sens de Harris-Mumford [42]. On a le résultat (comparer avec Iapproche

de [2])

Il y a un morphisme naturel de source le champ de Hurwitz Hg g ,,, de but le champ H

adm
9,9’ ym*

Proposition 6.26. H, , ,, est une désingularisation (normalisation) de H
(I

Le champ ﬁg,g’,m (classifiant les revétements stables) n’est pas en général isomorphe au champ, plus
"fin” des revétements log-admissibles (comparer avec Wewers [69]). Si la base S d’un revétement stable
est arbitraire, on ne peut en général décrire un tel revétement comme un quotient 7 : Z/H — Z/G,
partant d’'un G-revétement stable. On peut cependant, partant de la définition abstraite (6.8), donc d’un
objet de Hy g m(S), donner un contenu plus visible a la structure d’un tel revétement. Les définitions
de la section 6.1 relatives aux quotients, disent qu’un objet de ce champ peut étre décrit comme d’une

part la donnée d’un recouvrement (S; — S) de S, et ensuite pour tout ¢, d'un G-revétement Z; — Z;/G
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de base S;, Paction de G sur Z; étant fixée a une torsion pres par un élément Aut (m). L’objet inclut en

plus une donnée de descente, qui en posant S; ; = S; X g.S; se ramene a une collection d’isomorphismes:
~ 0 i . ) N . . N o .

04 Zi| Si; — Zj‘ &' qui vérifient apres restriction a S; ; x la condition de cocycle

(2%

0;.i
0y 005 =0k, Orjbji =0k (6.35)

L’égalité (6.35) est & prendre & un automorphisme interieur pres par un élément h;;, € H. En
particulier, passant aux quotients par G et H, et faisant abstraction de la torsion de ’action on obtient

un diagramme
Ti,j
ZilSi,j/H . Zj

[Si,; /H

Ziis, /G — Zjs, /G
les isomorphismes horizontaux définissant des données de descente sur les courbes définies locale-
ment par (Z;/H), et (Z;/G). De la sorte on récupere par descente & S un revétement admissible
C — D, et aussi un revétement Z — D, qui est localement un G-revétement galoisien. Pour installer

une action globale de G, il y a lieu de passer & un recouvrement étale de S, alors dans ce cas C = Z/G
et D=27/G.

6.5.4. Le morphisme discriminant: cas général

Il a été observé dans la section 3.1 que le discriminant d’un G-revétement galoisien 7 : C' — D,
entre courbes lisses, de base S, pouvait s’exprimer comme une somme avec multiplicités de diviseurs

de Cartier relatifs étales sur S. Ces diviseurs sont les images des diviseurs (étales sur S):
A g = diviseur des points fixes de stabilisateur égal & H

de sorte que pour tout sous-groupe cyclique K de G, Fiz(K) = > - Ac. Ce fait s’étend a un
G-revétement galoisien stable (voir remarque section 4.1), en se limitant alors & la partie horizontale
Fizper(K) (Proposition 4.8). Dans le cas général, c’est a dire des revétements non galoisiens, on a
implicitement supposé la validité d’une telle description (Définition 6.21). Nous revenons sur ce point.
Soit un revétement de base S, et degré d, qu'on peut sans perte de généralité supposer de la forme
¢: 2% C=2/HS D= 2/G, donc de cloture galoisienne au-dessus de S, Z D= Z/@G. Soit le

diviseur de ramification (§ 4.6) défini par
Ry = Div(1"(wp/s) — weys) (6.36)

Le diviseur de branchement est B, = m.(R:). Notons [K]| la H-classe de conjugaison du sous-groupe

cyclique K.
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Proposition 6.27. i) Le diviseur de ramification du revétement = : C — D de base S, a pour

expression

K
Rp=> (% —~ 1) Rk (6.37)

(K]
pour des diviseurs de Cartier relatifs R disjoints et étales sur S. Le terme | h‘,ﬂq représente un indice
de ramification.
ii) Le diviseur de branchement est B, = E[ KI¢H (d — en.kx) Bk, expression dans laquelle ey k

signifie un indice de ramification, et B(x) un diviseur de Cartier relatif étale sur S.

Preuve: Preuve i) On a clairement Ry = p*(R,) + R,. Utilisant 'expression de la section (3.2)
pour le diviseur de ramification dans le cas galoisien, c’est a dire Ry = > ;- (| K| — 1) Ak, et 'expression

analogue pour R,, on obtient de suite

P'(Re) =Ry =Ry = ) (K|~ |HNK|)Ag (6.38)
K,KZH
D’autre part les diviseurs Ag, Axs ont une méme image dans C si et seulement si K’ est conjugué a

K par un élément de H. Le nombre de ces conjugués est [H : Ng(K) N H], et le degré de Ai sur son
image Rk est [Ng(K)N H : KN H]. Comme p.p*(Ry) = |H|Ry, il vient

K]
IR = 5 (K11 KD p (00 = 1Y (i = 1) R
K,K¢H (K]

i) La preuve de 6.37 en tout point analogue est omise.

|

EXEMPLE 6.7  Soit le cas du champ de Hurwitz, classifiant les revétements simples de degré
n > 3 de P!, avec b = 2g + 2n — 2 points de branchement. Le groupe de monodromie est G = S,,,
et H=S,_1. Dans ce cas A se réduit & H (automorphismes intérieurs). La compactification lisse du
champ de Hurwitz-Fulton est alors ﬁ%smb(lg)/sn_l.

O

Soit m = (G, H,§) un type de monodromie, et b le degré du diviseur de branchement. Le champ

de Hurwitz H,, 4.m est comme dans le cas galoisien la source du morphisme discriminant:
0: Hggm — Mgy (6.39)

explicitement (7 : C — D) = (D, B = ) Bkj). Le morphisme (6.39) est un morphisme plat, propre,
quasi-fini et génériquement étale, i.e étale sur un sous-champ ouvert partout dense. On peut voir §
comme un revétement entre champs de Deligne-Mumford lisses. Sous ces conditions, il n’est pas difficile

de définir le diviseur de ramification de §.
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Proposition 6.28. Soit un revétement § : H — M entre champs de Deligne-Mumford lisses sur k (un
morphisme quasi-fini, génériquement étale). 11 existe un diviseur de Cartier effectif R C H (le diviseur
de ramification), tel que

wr 28 (wm) @ O(R) (6.40)

Preuve: TLe champ H (resp. M) étant lisse, de dimension N disons, le faisceau localement libre

Q3,5 (de rang N) est défini (resp. Qj ). Soit ¢ : V — M un atlas. Formons le 2-produit fibré

H J M

HXMU 14

avec fleches verticales étales surjectives. Si U — H xq U est un atlas, de sorte que le morphisme

composé p : U — 'H est un atlas de H, on obtient le carré 2-commutatif

H d M
P q (6.41)
U z |4

Le morphisme ¢ : U — V est quasi-fini, génériquement étale, par conséquent le conoyau Q}J v de
do : 0% () — Q. est de torsion. Noter que o une injection. On peut former R = Div(wy, /), qui
est un diviseur de Cartier effectif de U, définissant de maniere évidente un diviseur de cartier R sur
‘H. Dans la situation de (6.39), si C' — D est un revétement, avec r points doubles sur D, on décrit
la struture locale de R comme suit. Soit k[[t1, -, tp, - -, tN]] < K[[T1, -+, 7r, -+, 7n]] le morphisme
induit entre les bases des déformations universelles respectives, avec t; = 7% si 1 <i < r, et t; = 75 si
1

TET

J > . Il est clair que I’équation locale de R est [], e;>1 Ti

(|
7. Graphes et revétements.
Dans cette section le champ de Hurwitz H, ¢ ¢, ou l'espace modulaire de Hurwitz H g ¢, est étudié
d’un point de vue combinatoire. Rappelons (section 6) que les points du bord OH . c.e = Hg e —Hg.ce

(resp. 3F9’G75) sont représentés par les courbes stables munies d’une action stable de G (resp. par les

classes & isomorphisme G-équivariant pres).
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7.1. Graphes modulaires de Hurwitz

La combinatoire d’une courbe préstable se décrit commodément a ’aide du graphe dual, appelé
aussi graphe modulaire [53]. Fixons les notations utilisées dans cette section. Dans la suite un graphe

est un graphe fini.

Définition 7.1. ( [53]) i) Un graphe (fini, combinatoire) I" est la donnée de:
i) un ensemble F (de demi-arétes) muni d’une involution 7 : F — F
ii) un ensemble V de sommets et d’une application bord (ou incidence) : 0 : F — V. Sie € F, d(e)

est le sommet (initial) de e.

Les orbites a deux éléments de 7 constituent les arétes géométriques du graphe, tandis que les points
fixes de 7 correspondent aux feuilles (ou pattes) du graphe. En modifiant légérement la terminologie,
on a ainsi une partition F = ELUL, £ (resp. L) étant 'ensemble des arétes orientées (resp. des pattes).
La valence d’un sommet ¢ est le nombre v(c) des demi-arétes incidentes & ce sommet. Si on ignore
Pinvolution 7, on obtient I'ensemble des drapeaux FI(T"), c’est a dire des couples (v,e) € VX F, d(e) = v.

Un graphe modulaire est un graphe I', muni en plus de la donnée d’une application g : V — Zx>.
Le graphe modulaire est dit stable si pour tout sommet ¢ tel que g(¢) =0 (resp. g(c) =1), on v(c) > 3
(resp. v(c) > 1). Le graphe modulaire I est marqué si les pattes sont indexées.

Un isomorphisme I' 5 I" est la donnée d’un couple de bijections f: F — F', h:V — V', tel que
ho = 0f, et fr =7'f, pour les graphes, avec en plus la condition g’h = g pour les graphes modulaires
12 Ainsi, si T' est un graphe (modulaire), on peut définir le groupe Aut(T'), et parler d’'une action du
groupe fini G sur le graphe (resp. graphe modulaire) I'. Sous ces conditions, il n’est pas difficile de
définir le graphe (resp. graphe modulaire) quotient I'/G. 1l est défini par les ensembles F/G, V/G, et
les applications déduites de 7,0, par passage au quotient. Il y a un morphisme de graphes I' — T'/G,
naturellement induit par le passage au quotient dans les ensembles F et V. Dans la suite on notera
par la méme lettre, dans la mesure ou cela n’induit pas de confusion, un graphe modulaire et le graphe
(ordinaire) sous-jacent. La définition (7.1) conduit & la définition du graphe modulaire I'(C') associé a
une courbe préstable marquée (C, P) [20], [53].

Rappelons cette définition. L’ensemble P est dans cette construction ’ensemble des piqires, ou
points marqués de C. Soit {C;};cr 'ensemble des composantes irréductibles de C, ou ce qui est la méme
chose I’ensemble des composantes {C’,} de la normalisation C de C. Soit aussi {ba } aca 'ensemble formé
des branches (points de C~’) en les différents points doubles de C, augmenté des points marqués. De
maniere équivalente ’ensemble des points de C qui se projettent sur un point double, ou bien un point
marqué. Le graphe (dit dual) T'(C) est alors défini par

) F=A V=I,

12 Si pour toute demi-aréte, f(e) 75 T(e), l’automorphisme f est dit sans inversion. Nous ne considérerons dans la suite que

des automorphismes sans inversion. Noter qu’il est possible de définir plus généralement un morphisme de graphes I — A
[6]. C’est encore la donnée d’un couple d’applications f : fr — fA, h : VF - VA avec les relations de commutation

analogues.
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ii) 7(ba) = bg ssi by # bg sont les deux branches d’un méme point double, ou alors 7(by) = bq, €t
dans ce cas b, est un point marqué,

iii) b, = C; ssi b, est une branche d’un point double, ou bien un point marqué, situé sur la
composante Cj,

iv) g(C;) est le genre géométrique de C; (le genre de Cy).

De maniere alternative on peut voir les demi-arétes comme des arétes orientées. Ce qui revient
a dire que les arétes géométriques sont dédoublées, en une aréte orientée et I'aréte opposée (graphes
épais!?). Dans cette description les piqiires (les pattes du graphe) sont alors vues comme des arétes
orientées dépourvues d’arétes opposeés. L’involution 7, que nous noterons aussi a — @, renverse de fait
lorientation des arétes, et fixe les pattes. Notons pour une composante C;, [; le nombre des branches
d’origine C}, et h; le nombre des piqlres d’origine C;. De sorte que la condition de stabilité s’écrit de

maniere équivalente, si g; = g(C;) est le genre :
29; —24+h;+1; >0 (i=1,...,s =Cardl) (7.1)

Rappelons aussi la relation bien connue qui donne le genre arithmétique de la courbe C, supposée
connexe, en fonction des parametres contenus dans le graphe dual [52], c’est & dire le nombre d de

points doubles (arétes géométriques), et le nombre de sommets s:
g:Zgi—Q—dimHl(F):Zgi—ﬁ—d—s—i—l (7.2)
i i

Revenons maintenant a la situation d’origine, donc C est une G-courbe stable. Il est clair que
G agit de maniere naturelle sur le graphe modulaire T' = T'(C). Du fait de la stabilité de 1'action, G
agit sans inversion, i.e. pour toute branche a, et tout 0 € G,0 # 1, o(a) # a. 1l n’est pas difficile
d’implémenter sur I' la donnée de Hurwitz. Plus précisemment on attache a chaque élément de F une
décoration matérialisée par un couple (H, x), I'holonomie, H étant le stabilisateur (cyclique) soit d’un
point non-singulier, soit d’une branche, et x étant le caractéere de ’action de H sur 'espace tangent du
point distingué . De plus si l'aréte e est décorée par (H, x), alors Uaréte opposée € # e est décorée par
(H,x'). Si on ne regarde que les classes de conjugaison des décorations qui de fait sont constantes sur
les G-orbites on obtient en particulier la donnée de Hurwitz. En résumé, appelons graphe modulaire
de Hurwitz, un graphe modulaire muni d’une action sans inversion d’un groupe fini G' qui satisfait aux
conditions précédentes. Pour une aréte, ou patte, décorée par le couple (H, x), on parlera de ce couple
comme étant 1’holonomie. L’holonomie en ge est (gHg 1,9 x) (§ 2.2.1). Ce qu’on doit comprendre

comme isomorphisme de graphes modulaires de Hurwitz est clair.

Définition 7.2. On appelle graphe modulaire de Hurwitz associé au revétement galoisien stable C' —
D, le graphe modulaire T' = T'(C') muni de I'action de G, et décoré par les caractéres locaux attachés
aux orbites de points de ramification (points spéciaux) et branches de C. Le graphe est marqué si les
orbites de pattes sont indexées.

Soit T' un graphe modulaire de Hurwitz attaché a (g,G,§). Un G-revétement m : C' — D est dit
de type T, si T'(C) = T.

On utilisera une notation identique pour le graphe modulaire de Hurwitz du revétement 7w : C' — D

et le graphe modulaire de la courbe C'. Les graphes seront comme les revétements, marqués.

13 P . . A L
Dans un graphe épais, on impose un ordre cyclique sur les arétes incidentes en un sommet.
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7.2. Graphes de groupes et revétements de graphes

Notre objectif est de décrire I', partant du graphe quotient, qui est est un graphe ordinaire A =
I'/G, et d’un morphisme de monodromie, défini dans le but d’assurer la validité du dictionnaire usuel.
La théorie de Bass [6] des revétements de graphes, est particulierement utile pour mener & bien ce

programme.
7.2.1. Graphes modulaires quotients

Soit C' une courbe stable marquée définie sur k, munie d’une action stable de G, donc C' est marquée
par un diviseur G-invariant contenant le diviseur des points de ramification (§4.3). Soit I' = I'(C) le
graphe modulaire de Hurwitz attaché & C' (Définition 7.2). Notons pour débuter la remarque élémentaire

suivante:

Proposition 7.3. Le graphe quotient A = T'/G posséde une structure canonique de graphe modulaire

de genre ¢', a b piqures. Il s’identifie au graphe modulaire de la courbe stable marquée D = C'/G.

Preuve: Par définition du graphe combinatoire quotient [6]
VA)=vI)/G e F(A)=FT)/G (7.3)

L’action de G commute avec I'involution 71, celle-ci induit donc une involution sur I’ensemble quotient,
définissant ainsi la structure du graphe quotient A. Noter aussi que les piqures (points fixes de 74) du
quotient, sont les images des piqires de I'. Pour finir de décrire A comme graphe modulaire, il faut
assigner une valeur g/, pondérant le sommet v/, associé & la composante D, de D. Par convention, g/,
est le genre (géométrique) de D,. Il est clair que g/, s’exprime en fonction des seules données de T.
Soit une composante C; de C, d’image D,, et soit G; le stabilisateur de C}, i.e. du sommet v; de I'.
Donc D,, = C;/G;. L’expression cherchée est la formule de Riemann-Hurwitz, appliquée au revétement
C; — Dy
29; — 2 =|Gil(295, — 2) + >_ By
A

ou les B) sont les contribution des points de branchement, contributions dépendantes de la seule
combinatoire du graphe de modulaire de Hurwitz I". Il est facile de prouver que I'on définit ainsi une
structure de graphe modulaire (quotient) sur A. Le dernier point est clair.
(I

Pour éviter toute confusion avec d’autres définitions de revétements de graphes'4, insistons sur le
fait que l'action de G sur les sommets et arétes n’est dans cette définition pas nécessairement libre,
le quotient ' — T'/G est donc & prendre dans le sens d’un revétement ramifié. Avant de discuter en

détail le cas général, il peut étre utile de traiter deux cas particuliers importants; ce sont les graphes

14 On peut exiger, ce qui n’est pas le cas dans notre définition, la propriété de relevement des chemins (revétements non

ramifiés).
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modulaires de Hurwitz qui sont associés aux composantes de codimension un du bord de H, g ¢, ou de
I’espace modulaire grossier de méme nom. Ce sont les deux cas pour lesquels A n’a qu'une seule aréte

géométrique, A est donc soit un segment, soit une boucle.
e A est un arbre

Du fait de cette hypothese, il est bien connu que la projection I' — A admet une section [6]; nous
noterons pour simplifier par la méme lettre A 'image d’une section supposée choisie. Notant toujours
YV l'ensemble des sommets, et F ’ensemble des arétes orientées, nous noterons pour simplifier a € T
au lieu de a € F, méme chose pour les sommets; la notation est analogue pour A. On a alors les

identifications

F=||G/H, et v=|]G/G, (7.4)

acA vEA
On note G, le stabilisateur du sommet v, et H, le stabilisateur de 'aréte (orientée, ou géométrique)
a. Décrivons la relation d’incidence. Si e est une aréte d’extrémités giv, et govs, il existe alors a € A
tel que e = ga € Ga; alors g lgiv; = v1 et g lgovs = vy. Cela montre que 'ensemble des arétes
d’extrémités giv1 et govs est en bijection naturelle avec les classes gH,, a étant I'unique aréte de A

joignant vy et ve, qui vérifient l'inclusion gH, C g1Gy, N g2G,.

EXEMPLE 7.1 (Le peigne)

Détaillons le cas particulier ou I' est un ”peigne”, ce qui correspond a choisir A sous la forme d’une
étoile a k > 3 branches. Les notations pour A sont:
e vy est la racine de 1’étoile, qui est un sommet de valence k
® vq,..., U sont les sommets terminaux des k-branches.

On doit installer sur A une structure de graphe modulaire, et implémenter la donnée de Hurwitz.
Pour la structure de graphe modulaire, on pose go = g1 = ... = g = 0. La donnée de Hurwitz dans

cet exemple est du type ”"Harbater-Mumford” [16], [30], c’est & dire de la forme

k
€= ([Hi,xil + [Hi, x; ")) (7.5)
i=1
La forme spécifique de la donnée de Hurwitz impose a chaque sommet v1, ..., v d’étre la source de

deux piqiires. En effet si C; est une composante de C' au-dessus du brin d’indice i de D, alors C; — P!
est ramifié en trois points au plus. La forme de la donnée de ramification impose que le nombre de

ponts de branchement est deux, le point double étant d’isotropie triviale.
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Pour décrire la structure de graphe de Hurwitz sur T', choisissons un sommet s; au dessus de v;
(1 =0,...,k), et posons H; = G,; notons que nécessairement Hy = 1. Observons aussi que G est en

conséquence engendré par la réunion des H;. On obtient finalement la description suivante de I':

k 2k
vo=(||Gc/m) | |6 FA=|]c (7.6)
i=1 1
Notons que le genre g de C' est donné par

k
g=1+kCardG - > [G : H,] (7.7)

i=1

EXEMPLE 7.2 (Le segment) Dans cet exemple, A est un segment de sommets vy et v, et d’arétes

orientées e et €, e pointant vers vs.
\
e———@
™~

On releve A en un segment de I" de sommets s1 et so, de stabilisateurs respectifs G; et Go. L’aréte

orientée a releve e: soit H le stabilisateur de a, alors H C G1 N Ga, et la connexité impose que G1 U G4

engendre G. La description du graphe (ordinaire) I" est aisée: on a
Fr=G/Hx {1}, Vr=G/Gi| |G/G, (7.8)

Une aréte géométrique est dans ce modele représentée par un élément de G/H; laréte gH joint les
sommets ¢1G1 et goGo ssi gH C g1G1 N g2Go. L'involution est donnée par 7(gH, €) = (¢H, —¢). D’une

maniere plus géométrique, supposons que les composantes C; et Cy correspondent a s1 et so. Posons
Indg (C1) =01 x¢, G (7.9)

Cela signifie qu’on effectue le quotient de C; x G par Paction de Gy : a(x,g) = (ax, ga™!). Le résultat
est une courbe avec [G : G| composantes irréductibles disjointes, toutes identiques & C7, et munie de

Paction de G donnée par g[x, h] = [z, gh]. La courbe C' est alors de la forme
C =1Indg, (C1)\/Indg, (Cy) (7.10)

expression dans laquelle V signifie que 1'on recolle les deux facteurs en identifiant des paires de points,
selon la combinatoire des arétes de I'. Les points doubles forment une unique G-orbite; soit p € C1 NCy
I'un d’eux, d’isotropie H. Si H agit sur la branche C; par le caractere y, et sur la branche Cy par y !
(stabilité oblige), alors la donnée de Hurwitz £ de 1'action de G sur C s’obtient par £ = & + &2, ol on
suppose que la donnée définie par Paction de G sur C est & = & + [H, x], et celle définie par 'action
de Go sur Oy est {NQ =&+ [H, X_l]. La combinatoire est donc totalement contenue dans la donnée

(G1,Go, H, x,&1,&2). Noter qu’il n’est pas nécessaire de s’assurer que le genre g de C est celui fixé
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initialement. En effet le genre résulte de la donnée du genre ¢’ = g1 + g5 de la base D = C1/G1V Cy /G2

joint & la donnée de Hurwitz. On a donc si g; est le genre de C; ’égalité

g=|[G:G1]g1 +[G:Gslgs + [G: H — [G: G| — [G:Gs] +1

ExeEmMPLE 7.3 (La boucle)

Si A est une boucle, alors G est une ”extension ” HNN. On distingue deux cas selon que I" a, ou
n’a pas de boucle. Traitons d’abord le second cas:

e On suppose que I' ne contient pas de boucle, et que A = T'/G se réduit & une boucle. Alors T’
est défini par la donnée (& conjugaison pres) par un triplet (Go, H, gg) formé de deux sous-groupes H
et Go de G, H étant cyclique, et H C Gy C G, et d'un élément gg € G, gy ¢ Gp. On impose a cette
donnée les conditions goH g, 1'C Gy et GoU{go} engendre G. 1l est facile de voir qu’on reconstruit le
graphe I' en posant:

Fr=(G/H) x {£1}, Vr=G/Gy (7.11)

L’involution 7 est comme dans I’exemple 7.2 la multiplication par —1 sur le facteur de droite. L’incidence
est donnée par
(aH,+1) — (aGo,agoGo) , (aH,—1) = (agoGo, aGo) (7.12)

en particulier dim Hq(I') = [G : H] —[G : Gy]+ 1. Par exemple, si Gy = 1, alors G est cyclique engendré
par go, et I' est un n-circuit, avec n = CardG. Par construction il y a dans I' une seule orbite de
sommets, soit v 'un d’entre eux et soit GGy le stabilisateur de v. Si Cj est la composante représentée

par v, la donnée de Hurwitz définie par I'action de G sur Cy est de la forme
=&+ [H X+ [H,x "] € Ry(Go) (7.13)

L’hypothese de stabilité de 'action qui impose aux caracteres locaux en v et gov d’étre opposés, ajoute
une contrainte sur x, a savoir x(gy *sgo) = x~*(s), (s € H).
e Reste le cas ou I' contient une boucle; il est facile de voir que dans ce cas I' n’a qu'un seul

sommet, et que toutes les arétes sont des boucles, i.e. I' est une fleur & m > 1 pétales.
7.2.2. Revétements ramifiés de graphes (Bass [6])

Pour reconstruire le graphe I' partant du quotient A, et d’'une donnée additionnelle a définir, on
compense le fait que I'action de G n’est pas supposée libre, par une structure de graphe de groupes sur
le graphe quotient A (théorie de Bass-Serre: [6], et les références contenues dedans).

Rappelons qu’'un graphe de groupes A (tous les graphes sont finis), est la donnée d’un graphe A,
tel qu’a chaque sommet v (resp. & chaque aréte orientée e) est associé un groupe (fini) G,, (resp. un
groupe H.); si e pointe vers v, on a un morphisme injectif 9} : H, — G, cette donnée étant telle que
H. = Hz. On pose 00 = 8%. On définit alors le groupe fondamental d’un graphe de groupes A de la

maniere suivante (loc.cit)
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Définition 7.4. Soit Fa le groupe libre de base I'ensemble des arétes orientées Fa; choisissons aussi
un arbre maximal T C A. Le groupe fondamental m1(A;T) est défini comme étant le quotient du

produit libre Fa % (%,G,) par le sous-groupe distingué engendré par les relations

e=1lsiecT,ee=1(eel), et edi(h)e = (h) (e€ Ah e H,) (7.14)

e

Le groupe 71(A;T) ne dépend pas, & isomorphisme pres, du choix de 7. On a la description

alternative suivante du groupe fondamental [6]; appelons chemin de A une suite

V= (907617917'“767”971) (715)

ou (e1,...,e,) est une chemin ”ordinaire”, a; désignant le sommet terminal de e; (donc aussi le sommet
initial de e;41 si @ < n), ap étant le sommet initial de e1, on a g; € G4, (0 < i< n). Si ag = ap, est

un lacet en v = ag. Ceci étant, on forme le groupe des chemins
m(A) = [(%,Gy) * FaA] / R (7.16)
R désignant le sous-groupe distingué engendré par les relations
ce=1(ecA), edl(h)e = 9°h) (ec A hcH,) (7.17)
Si « est le chemin (7.15), on pose

17 = goerg1 - - - engn € T(A) (7.18)

Les éléments (7.18), lorsque «y est un lacet en v = ag, forment un sous-groupe noté 71 (A, v). On montre
alors [6] que la surjection w(A) — w1 (A, T), restreinte au sous-groupe 71 (A, v) est un isomorphisme
m (A v) 2 (A, T).

Formons A = I'/G le graphe quotient, et soit p : I' — A le morphisme quotient. On sait munir
A d’une structure de graphe de groupes, structure qui capture les informations sur ’action de G, i.e.
définissant sur A une structure ”d’orbifold” [6]. Disons seulement, et cela sera suffisant pour la suite,
que si s est un sommet de A, alors le groupe G est essentiellement le stabilisateur d’'un sommet v € T’
tel que p(v) = s; définition analogue pour H, si e est une aréte de A. La construction nécessite le choix
de sections de p au niveau des sommets et arétes. On notera dans la suite I'//G le graphe A muni de
la structure de graphe de groupes quotient. On a besoin du résultat suivant de Bass-Serre (Bass [6],
Theorem 3.6):

Théoréme 7.5. Il existe une surjection naturelle v : m(I'//G) — G, appelée morphisme de mon-

odromie, telle que kery = 71(I") (groupe fondamental du graphe ordinaire quotient).

(I

La définition de 1 mime la définition usuelle de I'action de monodromie. Noter que par simplicité
on ne fait pas référence aux sommets de base. Le théoreme 7.5 dit qu’on peut reconstruire le graphe I’
muni de Paction de G, partant de la structure de graphe de groupes sur A =T'//G, et du morphisme
de monodromie, comme dans le cas classique. Le graphe I' apparalt comme le quotient du revétement
universel de I'/ /G par 71 (I).
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Définition 7.6. Sous les hypothéses précédentes, notons D le sous-groupe distingué de G engendré par
les stabilisateurs des sommets (sous-groupe de décomposition) , et notons I le sous-groupe distingué

engendré par les stabilisateurs des arétes (sous-groupe d’inertie).

On a donc I <D< G. On peut préciser la structure du groupe fondamental ordinaire de A =T'/G,

comme suit:

Proposition 7.7. Il y a une surjection naturelle ¢ : m(I'/G) — G/ D, qui conduit & une suite exacte

m(T) - m(T'/G) - G/D — 1 (7.19)

Preuve: Définissons d’abord le morphisme ¢. Soit ag € I' un sommet, et posons @y = p(ag). Si
¥ = (€1,...,€,) représente un lacet de A basé en @y, on peut le relever en un lacet v = (eq,...,e,)
d’origine ag. Soit s le sommet terminal de 1’aréte e,; alors p(s) = p(ag). Il y a donc g € G tel que
s = gag. On doit vérifier que la classe de ¢ modulo D ne dépend pas du relevement choisi. Soit en effet

/!

(ef,...,€el) un autre choix de relevement; il y a g1 € G, €} = g1e;. L’action de G étant sans inversion,

giap = ag, donc g1 € D. le relevement (eq,gi€h, ..., g1€),) differe de (eq,...,e,) par au plus (n — 1)

arétes. Par une récurrence immédiate, on peut supposer que si s’ est le sommet terminal de e/, alors

/

r,on a gis’ € gDag. On en tire immédiatement que s’ € gDay, et

pour le sommet terminal de gie
donc g et ¢’ sont dans la méme classe modulo D. Le morphisme ¢ assigne & -y, la classe modulo D de
I’élément g ci-dessus. La vérification du fait que le morphisme ¢ est bien défini est évidente.

On sait par ailleurs que si R est le sous-groupe distingué de G engendré par les sous-groupes
Gs,s €T//G, alors

m(L'//G)/R = m(T/G)

La construction montre qu’en fait ¢ coincide avec le morphisme déduit de ¢ par passage au quotient

par les groupes R et D respectivement. Cela a pour traduction un diagramme commutatif:

1 m(//G)—L— G -1

7T1(F)

(7.20)

m(//G)/R ~ m(C/G) ¢ G/D

De ce diagramme on tire un morphisme composé 6 : m1(I') — 71 (I'/G) qui n’est pas autre chose que le

morphisme canonique déduit de p, et aussi ’égalité ¢)( R) = D. La conclusion vient alors immédiatement

d’une chasse au diagramme.

|
Passant a ’homologie, la suite exacte 7.20, donne immédiatement comme corollaire:

Corollaire 7.8. Sous les hypothéses précédentes, on a une suite exacte canonique:

H,(I,Z) — H,(T/G,Z) — (G/D)ab — 1. (7.21)
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7.3. Groupe de Picard et revétements

7.8.1. Sous-groupes de décomposition et d’inertie

La proposition 7.2 admet une interprétation géométrique simple lorsque I' est le graphe dual
(modulaire) d’une courbe préstable, sur laquelle le groupe G agit stablement. Soit C une telle courbe
(définie sur le corps algébriquement clos k), de composantes irréductibles Cj ..., Cs, de sorte que s
représente le nombre d’arétes géométriques de I'. Soit la normalisation C = Ll C; — C de C. On
considére C' comme munie de action induite de G; méme chose pour I'. On note G; le stabilisateur de
C;; si p est un point double, on notera G, son stabilisateur (cyclique). Soient comme dans la section
précédente les sous-groupes distingués D et I (de décomposition et d’inertie). On notera pour simplifier
HY(T) le groupe H(T',Z). Rappelons tout d’abord la description bien connue du groupe de Picard de

C'; on le décrit au moyen de la suite exacte
1— H'(I) ® k* — Pic(C) — Pic(C) = [[ Pic(Ci) — 1 (7.21)
Considérons la courbe quotient D = C/G, qui est préstable, et soit 7 : C — D = C/G le morphisme

quotient. Une suite exacte analogue & celle utilisée pour décrire Pic (C'), appliquée a Pic(C/G), conduit

a un diagramme commutatif

1 HYT) @ k* Pic(C) [1, Pic(Cy) 1
. o [~ (7.22)
1 HYT/G) ® k* Pic(C/G) [1, Pic(Ci/Gy) 1

dans lequel les fleches verticales sont induites par les morphismes quotients respectifs, notés . On peut

* est celle qui dérive du morphisme de graphes

noter que la fleche verticale de gauche, c’est a dire w
m:I' -T/G.

On va préciser le contenu du diagramme (7.22) en étudiant la suite exacte formée par les noyaux des
fleches verticales. Si A est un groupe fini, on notera Ale groupe des caracteres, soit A= Hom (A4, k*),
sous entendu que Card A est premier a la caractéristique de k. Le résultat suivant est important pour

la suite:

Théoréeme 7.8. Le sous-groupe d’inertie de (C’i,G,—) étant noté I;, la suite exacte des noyaux du

diagramme précédent s’identifie canoniquement a:

1—>CT/B—>C7/\I—>HG/ZE (7.23)

Preuve: La preuve utilise la structure naturelle de G-faisceau supportée par m.(O¢) sur C/G.
Du fait de la présence de points doubles (éventuels) avec un groupe d’isotropie non trivial, ce faisceau

n’est pas en général localement libre, il est seulement de type fini et sans torsion. Cependant comme la
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ramification est modérée, on a toujours une décomposition en facteurs isotypiques (voir §3.2): m.(O¢) =
@XE Irrep(G) L, ®V,, V, désignant 'espace supportant la représentation irréductible x, et £, étant un
faisceau sans torsion donné par

L, =7 (0c®Vy) (7.24)

Analysons plus en détail cette décomposition au voisinage d’un point double ¢ = w(p) de D = C/G, le
point double p étant de stabilisateur H. Apres localisation, et complétion, on est amené a décomposer

m(@c)q en tant que (@D,m G)- module. La décomposition suivante est immédiate:
m.(0c), = Ind$(Oc,)) (7.25)

On est de la sorte ramené & supposer que O¢,, = k[[z,]]/(zy), et que Paction sur les deux branches
d'un générateur o € H de H, soit réduite & la forme usuelle, o(z) = (x, o(y) = (~ly, pour une certaine
racine de I'unité d’ordre e = Card H. Ainsi, si on pose u = z°, v = y°, on a @qu = k[[u,v]]/(uwv). La
décomposition cherchée est alors totalement explicite

e—1

Ocp = Op P (P, y°7)0b,,) (7.26)

j=1

ou le symbole tilde désigne la normalisation. Notons p; la représentation de degré un de caractere

wi(o) = ¢, de sorte que la décomposition (7.26) équivaut a

e—1 e~
Ocp = Opyq @ (@ Hj & OD,q) (7.27)
j=1
Cela donne finalement
. . e—1 —
7.(0c)y = Op,, ® Ind5 (L) D (D Op.y © Ind (1y) (7.28)
j=1

De cette décomposition on extrait le fait que le facteur £, est sans torsion de rang égal au degré
de x. Par réciprocité de Frobenius un caractere irréductible de G apparait dans Indg(,uj) que si la
restriction de x & H contient p;. On voit ainsi que £, est localement libre en ¢ = 7(p) si et seulement si
la restriction de x & H est le caractére trivial.'> En particulier, £, est localement libre si et seulement
si x est non ramifié, signifiant par définition x(I) = 1, i.e. x est trivial sur le sous-groupe d’inertie.
Pour terminer la preuve, on montre d’abord que le noyau de 7* : Pic (C/G) — Pic(C) s’identifie
canoniquement a CE/\I . C’est un fait bien connu, du moins dans le cas lisse. Adaptons la démonstration
aux conditions de la présente situation. Soit £ un élément du noyau, de sorte que 7*(L£) = O¢ définit
une G-linéarisation de O¢. La courbe C étant réduite et connexe, une telle linéarisation est définie par
un caractere x de G. Soit alors O¢(x), le faisceau structural de C, ainsi G-linéarisé. On a sous ces

conditions
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Noter qu’alors x est non ramifié. Inversement, si x est un tel caractére, on a un morphisme canonique
7 (Ly) — Oc¢, entre faisceaux inversibles qui est un isomorphisme sur un ouvert dense, donc un
isomorphisme. Cela prouve que le facteur isotypique £, de la décomposition (7.23), dans le cas ou
c’est un faisceau inversible, c’est a dire si x est non ramifié, est dans le noyau de 7*. L’identification
cherchée est sous une forme explicite y € C/;’/\I ~+ L. Le méme argument appliqué aux composantes
éi de la normalisation donne

kerr* : Pic (C;/G;) — Pic(Cy) = Gi/T; (7.29)

Le résultat découle alors, apres identification, de la suite exacte des noyaux.

(I
Corollaire 7.9. Le facteur isotypique L, de la décomposition (7.23) est localement libre (de rang égal

au degré de x) si et seulement si x est non ramifié, soit x(I) = 1.

|

REMARQUE 7.4 Le corollaire précédent apporte une réponse équivalente a l'alternative qu’on
rencontre usuellement lorsque dans une compactification, un faisceau inversible dégénere lors d’une
spécialisation en un point du bord. Pour comparaison avec I’étude du bord de 'espace modulaire des
courbes a spin, probleme au parallélisme frappant, la correspondance avec la terminologie employée par
Jarvis [42],[43] est

ost non ramifié si  x est R-R (Ramond-Ramond)
X ramifié si x est N-S (Neveu-Schwarz)

7.8.2. Faisceaux sans torsion de rang un et revétements stables

Soit p : D — S une courbe préstable. Un faisceau cohérent E sur D est dit sans torsion de
rang n, relativement a S, si F est plat sur S, et si sur chaque fibre Dy, le faisceau induit F est sans
torsion de rang n. En particulier £ est localement libre sur 'ouvert de lissité de p. Un théoreme de
Faltings ([31] Theorem 3.5, voir aussi [43]) précise la structure locale de E en un point singulier, point
en lequel F n’est pas libre. Pour décrire le résultat on peut choisir des coordonnées locales le long des
branches, et supposer que E est un module sans torsion de rang n sur I’anneau local noetherien complet
A= R[z,y]]/(xzy —7), o0t R= Oy et m € Mp. Si A= A®k, alors on sait que

Eok=A oA (r+s=n) (7.30)

Comme indiqué dans [31], on peut se limiter au cas n = s. La construction d’une déformation verselle
de A" est comme suit. Noter que seul le cas n = 1 sera en fait utilisé. Supposons que P,Q € M, (R)

sont deux matrices n x n, telles que P.QQ = Q.P = wl,,. Définissons deux matrices 2n x 2n, a coefficients

_(=z1 P _(yl =P
¢)_<Q y.l)’ qj_(Q x.l)
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Alors ®U = Ud = 0, et E(P,Q) = ker¥ = Im®P est sans torsion de rang n, de réduction ZNn
Réciproquement, tout module sans torsion de rang n, de réduction A", est isomorphe & un E(P,Q).
On peut prouver (loc.cit) que si P = Q@ = 0 (mod M)g, alors le couple (P, Q) est déterminé a la
transformation pres

P =UPV™', Q' =VQU™' (UV € GL,(R))

Revenons a un G-revétement galoisien stable m : C' — D au-dessus de la base S = Spec(R), 'anneau
R étant local noethérien complet. Soit P € C' un point double de la fibre spéciale, et soit Q = w(P). 11
s’agit de décrire selon les termes de la construction de Faltings, le module sans torsion £ = (w*/((Q\c))Q,
de rang n = |G|. Soient z,y des coordonnées locales le long des branches en P, telles qu'un générateur
7 du stabilisateur H de P agisse par 7(z) = Cz, 7(y) = ¢~ ty, pour une certaine racine e-ieme de 1'unité.
On peut supposer que A = Ogp = R[[z,y]]/(zy — ©) (7 € Mg), en conséquence B = AH = @Q =

R[[u,v]]/(uv — 7€), avec u = x¢, v = y°. Un élément £ € A admet une écriture unique de la forme

§=f(z) +g(y), f(z) € R[[z]],9(y) € yR[[y]]

Il est facile de voir que le facteur isotypique de caractere (* de A, est le sous B-module £, formé par

les éléments de la forme
% f(u) +y° %g(v), (f € R[[u]], g € R[[v]])
Il est aisé d’identifier ce module; on note dans la suite 3 = e — a.

Lemme 7.10. Le module L, est le conoyau de I'application B> — B? définie par la matrice ® =

(6%
<:ﬂ 7;) ); il est en particulier sans torsion de rang un, et L, = &(n®, ).

Preuve:  Soit I'application ¥ : B* — A définie par la matrice (y® ,—x®). On a clairement
U.® = 0. Montrons que keryp) = Im®. Soit (f,g) € B? tel que y’f — x%g = 0. Ecrivons f et g sous la

forme
{ f=Tew) +ao+ f-(v)
9= 9+u) +bo + g-(v)
les séries fi,f_,g+,9— étant sans terme constant, et ag,by € R. Un calcul élémentaire montre que

Iéquation yP f — 2%g = 0 implique les deux égalités:

{g+(u) = %f—F(u) —bo
f-(v) = Tg9-(v) —ao

En posant ¢(u) — f+T(U)v ¢(U) _g9-(v)

()-(5 7))

, on obtient bien que

(I
En utilisant les notations de dessus notons que

e—1
@C’p = 6D,Q® (@ E(?TQ,WB) ®Wa>

a=1
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ou W, désigne la représentation de degré un de H telle que 7 € H agisse par la multiplication par “.

D’ou par induction de H a G

7.(0c)g = Op.q ®Ind% (1) P (@_9 E(r*, 1) ® Indg(wa)> (7.31)

Soit pour tout caractere irréductible x de G, n,,, la multiplicité de W, dans la restriction de x a H.

Le facteur isotypique £, admet finalement la structure suivante en le point double @ € D:

Proposition 7.11. La structure du module sans torsion (EX)Q est donnée par:

e—1

(Ly)q = €D E(re, nf)nex (7.32)
a=0

(I
On notera que la situation correspond a une matrice P diagonale. Le cas G abélien sera détaillé
dans le paragraphe 8. Le fait que les faisceaux £, peuvent étre sans torsion de rang un, non inversibles,

g X g

peut étre contourné par la construction suivante, inspirée par la procédure de stabilisation de Knudsen
[48] (voir aussi Jarvis [44] §3.1.2). Soit une courbe préstable D — S, et soit £ un Op-module sans

torsion de rang un relativement a S. Soit le D-schéma

p: D = Proj (Sym*(L) — D (7.33)
Si £ est localement libre, alors D = D. Si £ n’est que sans torsion de rang un de lieu singulier Sing(L),

alors le faisceau inversible O (1) sur D résoud les singularités de £ dans le sens suivant (Jarvis [44]):

Proposition 7.12. Le schéma D est une S-courbe préstable.

i) On a p.(Op) = Op et p.(Op(1)) = L.

ii) Sij > 0etn >0, Rip.(O(n)) =0.

iii) La formation de D ainsi que de p«(Op(1)) commute & tout changement de base. De plus wp s =

p* (wD/S), de sorte que la restriction de Wp/s a toute composante exceptionnelle est triviale.

Preuve: La preuve est contenue dans les références précédentes, particulierement [44], Lemma
3.1.4, [48], Theorem 2.4.

|
Il est clair que dans cette construction le morphisme p est un isomorphisme en dehors du lieu

singulier de £. Il est utile d’avoir une description explicite de D au voisinage d’un point singulier
de L. Soit @ € D, un tel point, et remplagons D par Spec @D,Q et L par Lp. On suppose que
©D,Q = Oy[[z,y]]/(zy — ) et que Lp = E(p,q) avec pg = 7, p,q € M. Du fait de la présentation

)
Ao —q x -
Obq — " Obq— Elpqg—0 (7.34)

on a localement en @)
Sym® o (E(p, q) = Oqlé, v]/(y€ — qu, —p€ + 2v)
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En particulier D C P! x D est le sous-schéma d’équations y€ — qu = —p& + xv = 0. La fibre au-dessus
du point Q est E = P'. Noter que les deux branches du point double () ont des transformées strictes
disjointes. Elles coupent E en deux points qui sont des points doubles de la fibre de D, d’équations
respectives ys = ¢ et xt = p. Le morphisme p est donc une contraction au sens de Knudsen'®, D est la
stabilisation de D. Tl en découle aisément la relation wp, /s = P"(wpys) ([48], Cor 1.5), en particulier
la trivialité de wp /g sur chaque composante exceptionnelle, ce qui est ailleurs clair directement. La

désingularisation de £ ainsi construite est unique & un isomorphisme pres [44].

7.4. Stratification canonique du bord

Une propriété appréciable de Mg,n est que le bord admet une stratification naturelle par le type
combinatoire d’une courbe stable marquée (resp. piquée) ([53] § 2.7). Fixons un graphe modulaire '
de genre g, avec n pattes (Définition 7.1). Pour fixer les idées on suppose le graphe marqué, les pattes
sont alors numérotées de 1 & n. Soit pour tout sommet v € V', h, (resp. l,) le nombre de pattes (resp.
d’arétes) incidentes en v. On définit un morphisme

Or : H mgvyh'u""lv —»ﬂg,n (7.35)

veV

de la maniere suivante. On commence par numéroter ’ensemble V', donc V' = {vq, - - -, v.}, et pour tout
sommet v = v;, €7, ..., €] les arétes d’origine v. Noter que le graphe étant marqué, les pattes incidentes
a v sont ordonnées par l'ordre induit de [1,n], soit p},... ,pp,, cette liste ordonnée. La donnée d'un
objet ((Ci, 1, ...} 4 Ju,ev) au-dessus de la base S de [], My, n,+1, Deut s'interpreter comme un
”plongement”, ou réalisation de Fi(T'):

A = || o= | ] G (7.36)

vEV v €V

Cela signifie que ¢ identifie les arétes de I' avec I’ensemble des points spéciaux de la somme disjointe
||,y Cv- Par convention les pattes d’origine v ont pour images (ordonnées) z7,...,z} , et les arétes
d’origine v, ont pour images (ordonnées) xj . ,...,x; ., . Réciproquement un plongement (7.36)
conduit & un objet de [], oy, Mgy, n,+1,. Par identification des sections x, 2/ qui correspondent

A un couple d’arétes opposées (clutching morphism 7 de Knudsen [47]), on forme la courbe C' =

16 C’est une contraction particuliere car les courbes exceptionnelles sont reliées & deux autres composantes, et donc se con-
tractent en un point double. La fibre au-dessus d’un point singulier de L est donc de la forme E1 UFEU EQ, FE ¢tant la

composante exceptionnelle, et E1 NE = p, E2 NE = g. 11 est clair que le faisceau dualisant a une restriction a FE triviale.

17 Rappelons la définition de l'opération de recollement (clutching morphism) le long d’une paire de sections (Knudsen [48],

Manin [53] chapter 5). La construction se résume par le résultat suivant:

Soit C/ une courbe préstable de base S, dont on ne suppose pas a priori les fibres géométriques connexes. Soient deux sections
51,892 : S — Cl, dont les images sont formées de points non singuliers le long des fibres. Il existe une courbe préstable Cl,
un morphisme fini P : C — C/ tel que PS1 = PS2, le couple (C/, p) étant universel en un sens évident. En particulier, il est
défini & un isomorphisme canonique preés. Une fibre géométrique étant donnée, si la fibre image de Cl est connexe, deux cas se
présentent:

® La fibre est irréductible, dans ce cas on crée dans la fibre correspondante de Cl une boucle, on a: g/ =g + 1.

® La fibre de C est somme disjointe de deux courbes connexes Cl et Cg, avec §; € Cz (Z = 1, 2) Dans ce cas la fibre

(connexe) de C'a pour genre g/ = g1 + g2.
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ey Co/T € My, (S). Observer qu'il en découle une identification bien définie I' = I'(C'). On note
aussi qu'il y a une action évidente (a droite) de Aut (I") (en fait de Aut (FI(I"))) sur de tels plongements,
ie. 0.({Cy}v,1) = ({Cy},2.0). Alors le morphisme fr est un Aut (I')-torseur (dans le sens de la section

6.1) sur son image ¥ M, ,(I'); qui est en conséquence le quotient

I Mg .h,+1, /Aut (1) (7.37)

veV

Soit maintenant (I', G) un graphe modulaire de Hurwitz (Définition 7.2). On considere le sous champ
localement fermé Hy ¢ ¢(I') de ﬁg@,g, dont les objets sont les GG-courbes stables de type combinatoire
fixé ', i.e. dont les fibres géométriques sont de type I'. SiT' =0, H, ¢ e(I') = Hy.c¢e. Les sous-champs
(resp. sous-schémas) localement fermés H, i ¢(I") (resp. les espaces de modules grossiers Hy ¢ ¢(I'))
forment une stratification de H, ¢ (resp. H,ge), analogue a stratification de M, ,, par le type

combinatoire des courbes stables marquées [53]. On a la décomposition

Hyce=| | HoceD (7.38)
I

Le morphisme ”discriminant”, associant a un revétement sa base marquée par les points de branchement
0: ﬁg’gyg — ﬂg/’b est visiblement compatible aux stratifications, ce qu’on peut traduire par le fait que
d induit un morphisme Hy g ¢(I') — My p(A), A =T'/G. D’une autre maniere, si 7 est le nombre de
points de branchement, soit le morphisme (oubli de I'action de G) 2 : Hy ¢ — M,,. On a clairement
Hyce(T) =171 (M,,(T')) Dans le terme de droite, I' est le graphe modulaire, allégé de la donnée de
Hurwitz.

Avant de préciser la structure de la strate Hy ¢ ¢(I') des revétements de type combinatoire T,
revenons a un graphe modulaire de Hurwitz I' (Définition 7.2). Soit v € I' un sommet et notons st(v)
létoile de v. Les arétes éléments de st(v), décorées par I'holonomie (H, x), sont de deux sortes. D’une
part les arétes orientées d’origine un sommet v et d’extrémité w, v = w étant possible (boucle), et
d’autre part les arétes monovalentes correspondantes aux pattes issues de v. Faisons tout d’abord le
choix d’un systéme de représentants vy, ..., v, pour 'action de G sur V, ensemble des sommets de T,
i.e une section de V' — V/G. Soit G; le stabilisateur de v;, et notons st; = &;| | £; I'étoile de v;, union
de 'ensemble &; des arétes (décorées) issues de v; et de 'ensemble £; des pattes d’origine v;. Du point
de vue des G-ensembles, on a si A= L| |E

£=Jmd§ L, E=JGx% &
i i
Pour avoir 'analogue équivariant de (7.37), il nous faut un plongement équivariant FI(I') dans ce qui
remplace le second membre de (7.36), c’est a dire

C = Indg C;
1<i<k

18 Le morphisme ﬂp est fini, en particulier représentable [48], de sorte que son image, en tant que sous champ fermé de

My 1, est définie.
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Comme seules les orbites de points spéciaux sont indexées, il est nous faut ce stade choisir un marquage
plus strict pour un revétement galoisien.

Outre un systeme de représentants des sommets, on va choisir pour chaque classe de conjugai-
son d’holonomie décorant une G;-orbite de pattes ou arétes d’origine v;, un représentant d’holonomie
(Hi,a, Xi,o) pour les arétes, et (H; x, xi,n) pour les orbites de pattes. Ceci étant, on fait ensuite le choix
d’un point e; o (resp. [;») dans chaque orbite d’arétes qui a pour holonomie le représentant choisi.
D’une autre maniere on se donne des sections de & — &;/G;, L; — L;/G; avec holonomie prescrite.

Soit maintenant un revétement 7w : C' — D de type combinatoire I', et C= LI, 6’1, la normalisation

de C. La composante C~‘U munie de I’action du stabilisateur G, a pour donnée de Hurwitz

gv = fv + Ny (739)

ou &, représente la contribution des points de ramification de C, et 7, est la contribution des arétes
orientées d’origine v, branches des points doubles. Ceci nous conduit a voir 5’1, comme un objet de
Hg, G0 60,m champ classifiant les courbes de genre g,,, munies d’une action de G, de donnée de Hurwitz
£~U = &, + 1,. Dans cette définition les courbes sont marquées par un diviseur G,- invariant, ce qui
signifie que seules les G,-orbites de points spéciaux sont numérotées.

Avec la normalisation fixée sur le graphe modulaire de Hurwitz I', soit un objet C; € Hy, ., ., 1m0, -
Sur cette courbe, seules les orbites de points speciaux sont numérotées. Pour tout ¢, et dans chaque
orbite de tels points, on fait comme pour le graphe le choix d’un point x; o (resp. y; ) dans chaque
G,-orbite, dont I'holonomie est celle sélectionnée. On a donc pour 1 < a < h;, z;, d’holonomie
(Hi o, Xi,a)s et si 1 < X < le point z; p,+x = yi,n d’holonomie (H; x,xi ). Notons alors pour tout
LSSk, 6, e,

I'oubli de ce choix supplémentaire conduit & un morphisme

le champ de Hurwitz modifié, résultat de ce marquage plus strict. Noter que

£
H Gu; ’G“i aEU,i ST - Hgvi vai aEvi STy

de degré ],y |Zc;(Hi,o)/Hial|Za,(Hix)/Hix
phisme est le quotient par un produit de groupes symétriques convenables.

(Za(H) est le centralisateur de H dans G). Ce mor-

On définit de méme le champ H; . .(I'), avec le morphisme Hj ; (I') — H} o (I') de degré
[I;x1Zc.(Hix)/Hi |- On peut formuler I'analogue de (7.37):

Proposition 7.13. Il y a un morphisme naturel &r : Hle H — M} (') qui identifie

3
9o, Guy v Mo
le terme de droite au quotient de la source par le groupe Autg(T"). Ce morphisme s’insére dans un

diagramme

k

k
* 3 *
H Hy,, G, oy mo, < H Hy, G, 0,0, — H; (D) — Hyae(T) (7.40)
=1 =1

Preuve: 11 faut tout d’abord définir le morphisme &p. Cela revient a préciser la procédure
d’identification des branches par paires. Cette procédure doit étre G-équivariante. Elle revient comme

dans le cas G = 1, a plonger de maniere équivariante ’ensemble FI(T") sur l’ensemble correspondant
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des points spéciaux de | |, Indgv_ (C), puis & transporter l'involution canonique. Il est clair que les

bijections entre points sélectionnés s’étendent en un plongement G-équivariant

FUT) < C =] |Ind§, (C;)

typiquement ge; o — g%;.o . On peut alors transporter I'involution 7 : @ — @ sur I'image dans le terme
de droite, donnant de la sorte un procédé d’identification par paires des points distingués de C. Par
recollement le long de ces paires de sections, on obtient une G-courbe stable marquée connexe de donnée

de ramification £&. De maniere plus concise on peut écrire:

C=\/Ind§, (C)) € Hy (D) (7.41)

On pose alors {r({C;}) = C. Cette construction définit le foncteur &r. Le reste est conséquence des
remarques qui précedent 1’énoncé.
(I

Notons que la codimension de Hgy g.¢(I') est Card Fr /¢, et que la construction est définie en fait
au niveau des champs compactifiés.

Les revétements sont marqués par les points de branchement réels ou virtuels. Supposons que la
donnée de ramification & soit telle que 'un des sous-groupe H; soit trivial, par exemple Hpy1 = 1,
signifiant que le point marqué Q11 n’est pas un point de branchement au sens strict. On a donc avec

les notations du §2, £ = & 4 [1]. Par contraction (stabilisation) on peut effacer ce point.

Proposition 7.14. L’effacement du point de ”branchement” d’indice b + 1 définit un morphisme de

champs p : ﬁg,G,g — ﬁg,Gvﬁ"

Preuve:  Soit un revétement stable 7 : C' — D de base S. L’oubli du point de branchement
Qp11, suivi d’'une stabilisation, donne un morphisme 1 : D — D’. Soit d’autre part 'oubli suivi d’une
stabilisation des points de 1'orbite régulie re 7=1(Qp41), conduisant & un morphisme ¢ : C — C’. Par
le caracte re universel de cette opération, l’action de G se descend & C’, et le morphisme ¥ factorise
par C'. Soit ' : C' — D’ cette factorisation. Le morphisme 7’ factorise en ¢’ — C'/G — D’
et pen D =C/G — C'/G — D'. Comme la courbe C'/G est stable marquée par les images des
points @1, -, Qp, il y a un morphisme D’ — C’/G qui est clairement U'inverse de C'/G — D’. Donc
D" = C'/G. Le morphisme p est ainsi donné par p(C — D) = (C" — D’).

]
On reprend les notations et hypotheses de la section 7.2.1. Considérons donc G; C G (i = 1,2)

deux sous-groupes, et un sous-groupe cyclique H C G1 N Go. Soit des données de ramification
=&+ [H ] eR(Gr), &=E&+[H,x7']€Ry(Ga)

Posons & = Indg1§1 + Ind g2 & € Ry (G). Par recollement le long de deux sections, on obtient:
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Proposition 7.15. Il existe un morphisme de recollement le long de deux sections d’holonomie op-

posées:

p: Hgl,Gh&f X H927G2’E§ — Ilg14g2,G.& (7'42)

SiG =Gy = Ga, et si&* =E+[H, x|+ [H, x| (Harbater-Mumford), par recollement des deux sections,

on a le morphisme analogue p : Hy_1.c.e« — HgG.e

Preuve: Soit C; — D; (i = 1,2) un point du terme de gauche, et soient @Q; € D; les points de
branchement d’holonomie [H,x1 = x] et [H,x2 = x~']. Soit P, € C; un point d’holonomie exacte

(H, x;). Par identification des paires de points (¢P;, gP>), on donne un sens au revétement
C =1Ind§ C,\/IndE,C, — D =Dy \/ D, (7.43)

Cette construction est bien définie & isomorphisme unique pres. Elle définit le morphisme cherché. Une
construction similaire fonctionne dans le cas d’une donnée de ramification du type Harbater-Mumford

& =&+ [H,x] + [H,x '], et donne le second morphisme.

|

Soit le morphisme discriminant ¢ : Hy g.¢ — Mgy p. Clest un revétement entre champs de Deligne-
Mumford, dont a peut préciser le diviseur de ramification. Le résultat est une simple traduction de la

proposition 6.28.

Proposition 7.16. Le diviseur de ramification du discriminant est

R= Y (H-1A (7.44)

A=NS
la somme étant étendue aux composantes NS du bord, donc celles telles que H # 1.

|
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7.5. Type topologique d’un point du bord

Dans cette section k = C. Soient Hy, ..., Hy ) les composantes irréductibles de Hy ¢, h(§) étant
le nombre de Nielsen (Définition 2.4). Le schéma des modules compactifié est somme disjointe des
”compactifications” H,, (o = 1,...,h(€)) (§6, Proposition 6.2). Si C — D représente un point du
bord, on peut légitimement chercher & quelle composante ce point appartient, c’est a dire trouver un
procédé pour lire sur C' — D le nom de la composante a laquelle le point est rattaché. Si C' est lisse,
le type topologique qui fixe la composante a laquelle ce point appartient, est entiérement donné par
le morphisme de monodromie ¢ : m (D — ) — G (Proposition 2.2). En fait une réponse similaire
peut étre donnée dans le cas singulier. Elle découle directement des résultats de [5]. Supposons donc
la courbe C singuliére, et considérons la déformation universelle équivariante, ici prise dans un sens
analytique

7:C— D3 (D={zeC, |z <1}) (7.45)

avec par conséquent un isomorphisme (équivariant) 7=1(0) = C. Sit € D est en dehors du discriminant,
la fibre C; est non-singuliere, et indique donc le type topologique de la composante qui contient C'. En
fait, et c’est le point que nous allons retenir, le type topologique peut étre lu directement sur C. La
raison est que le morphisme de monodromie associé a la fibre générale C;, peut étre construit directement
a partir de données lisibles sur C. C’est essentiellement le résultat de ([5], thm 2.1), appelé théoreme de
Seifert-van Kampen. Il est nécessaire dans un tel énoncé de remplacer le groupe fondamental ordinaire
par le groupe fondamental d’un graphe de groupes.

Résumons la construction de ([5], §2.5). Soit I' le graphe modulaire défini par C, et A =T'/G le
graphe quotient. Il y a sur A une structure de graphe de groupes plus riche que celle utilisée dans la
section 7.2 qui permet de reconstruire non seulement I' mais C' (loc.cit. Définition 2.9).

Notons par S, (v € A) les composantes irréductibles normalisées de D = C'/G, et notons D,, C S,
les points qui ont pour images dans D un point double, donc les origines des branches. Notons aussi
0B, Vensemble des points marqués portés par la composante S,,. Ces points contiennent donc I’ensemble
des points de ramification. On note alors m, = m1(S, — (8, U Dy), %,) le groupe fondamental de la
courbe S, privée des points exceptionnels, relativement a un point de base *,. La structure de graphe
de groupes portée par A est définie ainsi: tout d’abord, on associe & v le groupe m,. Soit (e,€) une
aréte qui pointe vers v, et € pointant vers w. On pose alors H, = Hz = Z, en fixant un générateur

privilégié t. tel que t. + tz = 0. On définit ensuite
1) =ale) , 9:(1)=afle)

expression dans laquelle on note a(e) et a(€), des lacets de ”"pointe” autour des origines p,, et p,, des
branches définies par le point double a. La classe de conjugaison d’un tel lacet de pointe est bien définie,
ce qui assure que le graphe de groupes est bien défini & isomorphisme pres. Notons A, ce graphe de
groupes pour éviter toute confusion avec la définition de la section 7.2. Rappelons le résultat ([5],

théoréme 2.1), de spécialisation du groupe fondamental:

96



Proposition 7.17. Le groupe fondamental w1 (A,) du graphe de groupes A, est isomorphe au groupe
fondamental d’une fibre générique C; de la déformation universelle de C; en outre on peut choisir

I'isomorphisme de sorte qu’il préserve les classes de lacets autour des piqires.

(I

La preuve de la Proposition 7.17 pour laquelle on réfere & [5], fournit en outre un algorithme pour
expliciter un systeme de générateurs canoniques de ”groupe de surface” pour le groupe fondamental.
Pour lire directement sur le revétement 7 : C' — D, le nom de la composante qui contient de point du
bord, on voit qu’il suffit de pouvoir reconstruire le morphisme de monodromie, au niveau de D, donc

sous la forme

¢im(Ar) — G (7.45)

les images des lacets autour des piqlres étant soumises aux contraintes imposées par la donnée de

ramification (§2.4). En résumé:

Proposition 7.18. La correspondance explicitée dans le lemme 2.1 reste valable en les points du bord
de I'espace de Hurwitz. De maniére précise, le morphisme de monodromie (7.41) permet de reconstruire
le revétement w : C' — D. La classe double (voir 2.10) définit le type topologique, i.e. le nom de la

composante du schéma de Hurwitz qui contient 7 : C' — D.

Preuve: La donnée de 1 nous permet de contruire le revétement 7 : C — D. En bref, la
restriction de ¢ & m, donne un G-revétement (non connexe peut étre) C,, — D. Sur la courbe C,, il y a
une collection d’orbites exceptionnelles (les origines des branches) qui autorisent que 'on recolle les C,
pour obtenir C. Noter que d’une autre maniere on récupere le graphe de groupes de la proposition 7.3,
et donc T'. On prend pour G, (resp. H,) I'image par ¢ de m, (resp. H,). utilise alors le théoréme 7.1
(théoreme de Bass [6]). Ensuite, c’est & quelques détails pres la répétition de la construction utilisée

dans la proposition 7.3.

|

8. Structures de niveau sur les courbes stables .

Dans cette section on revisite le champ compactifié des courbes de genre g (fixé) équipées d’une
structure de niveau G. Le langage des champs de Hurwitz permet donner une définition directe du
champ M, (G) classifiant les courbes stables de genre g, munies d'une structure de niveau G. En
corollaire on obtient une interprétation modulaire claire de ses points y compris au bord. Le champ
M, (G) bien que distinct du champ g M, construit par Deligne-Mumford [18],[19] a le méme espace
des modules grossiers. Le premier qui est lisse est la désingularisation du second. Cette section précise
la section 7 de [61].

La définition classique d’une structure de niveau sur une courbe lisse, définie par le groupe fini G,
ne s’étend pas de maniere directe au cas singulier (Brylinski [14], voir aussi [20], et Oort-Van Geemen

36]). Cela explique pourquoi la compactification ”naturelle” oM, de Deligne-Mumford n’est pas définie
g
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comme ’espace des modules grossiers attaché a un foncteur contravariant naturel défini sur la catégorie
des courbes stables. Cela suggere qu’il peut étre utile d’attribuer une interprétation modulaire aux
points du bord. C’est 'objectif de la présente section. On va observer que ﬂg(G) est ”essentiellement”
le champ des G-revétements principaux, éventuellement dégénérés (stables), de base une courbe stable.

Bien que rédigée en des termes assez différents notre approche est équivalente a celle suggérée
récemment par Abramovich, Corti et Vistoli [1], [2], [3]. Nous verrons aussi qu’elle permet de retrouver
d’une maniere simple et directe, comme application des §7.1 et §7.2, quelques résultats sur la structure
du bord, essentiellement pour le niveau abélien (n), n > 3 (Boggi- Pikaart - De Jong [13], Oort-Van
Geemen [36]).

On fixe un groupe fini G' de cardinal |G|. On note pour abréger H,(G) (resp. H,(G)), le champ
de Hurwitz classifiant les G-revétements stables de base une courbe lisse (resp. stable) de genre g > 2,
de donnée de ramification & = (), c’est & dire ﬁg’GV(z). Le cas ¢ = 1 peut étre inclus avec quelques

modifications.

8.1. Le champ des courbes stables avec structure de niveau G

8.1.1. Structures de niveau sur les familles de courbes lisses

Soit C' une courbe algébrique projective et lisse définie sur le corps algébriquement clos k. On
rappelle que |G| # 0 dans k. Une structure de niveau G sur C' est la donnée d’une surjection extérieure
¢ : m(C) — G ([14], [20] Définition 5.6). On suppose que G est quotient du groupe fondamental 71 (C')
d’une telle courbe. On supposera en fait un peu plus, a savoir que G est un quotient caractéristique
(quotient par un sous-groupe caractéristique). Le niveau G’ est dit dominer le niveau G si la surjection
¢ : m1(C) — G factorise par G'. Le niveau abélien (n) correspond & G = (Z/nZ)*9. Une structure de

niveau (n) sur la courbe lisse C' revient a spécifier un isomorphisme
o : Pic(C)[n] 5 (Z/nZ)* (8.1)

ousi k =C, HY(C,Z/nZ) = (Z/nZ)*. Un niveau G est géométrique si notant m, le groupe fonda-
mental d'une surface de Riemann compacte de genre g > 2, le noyau d’une surjection ¢ : my — G est
indépendant de ¢. Les niveaux abéliens sont géométriques, ainsi que les niveaux diédraux '?de Brylinski
[14] et Looijenga [52]. On se limite dans la suite aux seuls niveaux géométriques.

La définition d’une structure de niveau s’étend avec 'aide de la théorie du groupe fondamental
de SGA 1, [34]) aux familles de courbes lisses ([13], [14], [20] §5). Soit w : C' — S une courbe lisse
au-dessus de la base S, et de genre ¢ > 2. Le cas g = 1 rentre dans ce cadre, mais avec quelques
précautions supplémentaires. On se limite en conséquence & g > 2. Soit une section s : S — C' (une
telle section existe localement pour la topologie étale), alors on peut définir, L étant un ensemble de
nombres premiers exclus, un groupe fondamental relatif 77(C/S, s) [14]. Cela permet de définir sur
Set le faisceau localement constant Hom®!(m1(C/S), G) des homomorphismes ”extérieurs”. Alors ([14]
Définition 2.3.1), [20] Définition 5.6), la définition précise d’une structure de niveau G sur C'/S est la

suivante:

19 (2) _(2)
g

[ R -

Le niveau diédral d’ordre M > 2, est défini par G = 7Tg/[7T
(k)

commutateurs, et Tg * étant le sous-groupe engendré par les puissances d’ordre k.

désignant le sous-groupe des
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Définition 8.1. Une G-structure de niveau sur une S-courbe lisse C'/S, est la donnée d’une ”surjection
extérieure” ¢ : w1 (C/S) — G, en des termes plus précis, d'une section globale ¢ € I'(S, Hom®**(7%(C/S), G)) }}

m

Une structure de niveau?® ¢ n’est donc que localement (pour la topologie étale) définie par un
homomorphisme du 71 dans G. La catégorie des courbes lisses de genre g > 2, équipées d’une structure
de niveau G, définit un champ algébrique ¢M,. On a le résultat suivant ([14] Theorem 2.3.2, [20]
Lemma 5.7):

Théoréme 8.2. 1) Le champ @M, est un champ algébrique de Deligne-Mumford.
2) Le morphisme My — My, oubli de la structure de niveau, est fini, étale et surjectif.
3) Le nombre de composantes connexes de ¢ M, est indépendant de k.
4) Si le niveau G domine le niveau (n),n > 3, alors ¢M, est représentable (un espace de modules fin).
On a
M,(G) = Hy(G)]/2(G) =6 M, (8.2)

et le morphisme naturel My(G) — My, est un Out (G)-torseur.

(I

La preuve de 3) nécessite une ”compactification” de ¢Mgy([20], cor 5.11). Faute d’une définition
directe raisonable du champ compactifié Gﬂg, la procédure usuellement retenue est de prendre pour
définition du champ compactifié G M, la normalisation de ﬂg[‘—él} dans @M, (loc.cit. §5). Seul le

point 4) du théoréme 8.2 demande une vérification. Débutons par un lemme élémentaire:

Lemme 8.3. 1) Soient w; : 3; — C deux G-revétements principaux de C/S, une S-courbe lisse, avec S
connexe. Il existe § € Aut(G), d’'image unique dans Out (G), tel que le morphisme Isomc,q (%4, ¥s) —
S soit un Z(G)-torseur.

2) Sim: ¥ — C est un G-torseur de base S, Auto(X) = G, et Autc ¢(X) = Z(G).

Preuve:  Les notations, en particulier la définition du foncteur Isom ¢ (X9, ¥2) sont celles du
théoréeme 6.20. Des arguments identiques conduisent au fait que pour un certain 8 € Aut(G), le
morphisme Isom ¢ (X9, ¥9) — S est fini, étale et surjectif. Notons que Z(G) opeére naturellement sur
Isom C’G(Ef, Y5). Comme cette action est simplement transitive sur les fibres géométriques, on conclut
que Isomc (X9, %:)/Z(G) = S.

Le point 2) se traite de la méme maniere, en observant que la courbe 7 : ¥ — S étant lisse, Aut ¢ (%)
est étale sur S, et égal a G sur les fibres géométriques, donc égal a G. Notons que cela prouve que dans
1), Pautomorphisme 6 a une image bien déterminée dans Out (G), d’ou le lemme.

(I

Pour terminer la preuve du point 4) de (8.2), on peut invoquer la théorie du groupe fondamental
comme dans [13], [20]. On peut aussi, et de maniére plus directe, noter que si on forme le champ

algébrique Neyg(G) = Hy(G) xaq, S défini par le morphisme S — My, i.e. C/S, le groupoide des

20 Une structure de Teichmiiller de niveau G dans [14],[20].
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objets au dessus du S-schéma T, sont les G-fibrés principaux de base C' xg T. Le Lemme 8.3, dit que
le champ N¢/s(G)//Z(G) est représentable, et que c’est un Out (G)-torseur de base S. Noter qu’au
sens strict, il n’y a pas d’action de Out(G) sur My(G), seulement une action faible (non stricte § 6).
Le lemme 8.3 dit que ce champ est en fait isomorphe au champ formé des courbes de genre g, plus une
structure de niveau G, qui lui supporte une action stricte de Out (G).
(I

Le point de vue des schémas de Hurwitz (le point 4 de 8.2), conduit de fait & renverser la Définition
8.1, et donc a considérer une structure de niveau comme dérivant d’'un G-fibré principal de base C.
Cela suggere qu’on doit voir le champ Gﬂg comme une sorte de ”compactification” de BG, le champ
classifiant du groupe fini G (on pourra comparer avec le point de vue voisin mais plus sophistiqué de
Abramovich-Corti-Vistoli [2]).

EXEMPLE 8.1 Le niveau étant le abélien (n), donc G = (Z/nZ)?9, on notera le champ corre-
spondant M(n). La correspondance entre les deux définitions est aisée a expliciter. Si 7w : ¥ — C
est un G-revétement principal, 'algebre 7, (Oyx) se décompose canoniquement en une somme directe de
faisceaux inversibles (sous-faisceaux propres) m.(Os) = @, ¢ Ly Le choix d’une racine primitive n-
ieme permet d’identifier G et G; par suite les faisceaux £, conduisent a une identification de Pic¢, s[n]
et (Z/nZ)*. Un avantage de cette définition, est qu’elle garde un sens comme on va le voir, si on

spécialise C' en un point du bord de M,. Le nombre de composantes connexes de M, (n) (le nombre
de Nielsen), est I'indice [GL2g(Z/nZ) : Sp ¢(Z/nZ)] [20]. O

8.1.2. Structures de niveau sur les courbes stables

Lorsque C' est singuliere (stable), le théoreme 8.2 (4), suggere qu’une structure de niveau G sur C,

doit pouvoir se définir en termes de G-fibrés ”principaux” de base C, mais maintenant dégénérés.

Définition 8.4. Soit C une courbe stable de genre g > 2 définie sur k. On définit un G- revétement
principal ou torseur, stable (ou dégénéré) m : ¥ — C, comme étant un G-revétement stable (dans le
sens de la Définition 6.7) , a donnée de Hurwitz & = (. Cela signifie (Définition 4.3) que ¥ est une
courbe stable et que Iaction de G sur X est stable, c’est a dire libre en dehors des points doubles, et
agissant ”stablement” aux points doubles. Une G-préstructure de niveau sur C'/S, est la donnée d’une

classe d’équivalence (stricte) de G-revétements principaux stables de base C'.

Si d’une autre maniere un G-fibré principal de base C lisse, est interprété comme un morphisme
C — BG, de C dans le champ classifiant de G [1], [2], on voit que cette définition differe de maniére
essentielle de la Définition 8.1 si C' dégénere.

Soit p : €' — S une courbe stable de genre g > 2. Pour tout S-schéma T', soit F;g(T) I'ensemble
des G-préstructures de niveau sur C'x g T'. Le préfaisceau Fio/g n’est bien sir pas en général un faisceau
sur Sfpp ¢, méme si le centre Z(G) est non trivial. Une des raisons est que le groupe des automorphismes
d'un G-torseur peut contenir strictement Z(G). On définit alors Nig, g ¢, le faisceau des G-structures

de niveau sur p : ' — S comme étant le faisceau fppf associé au préfaisceau Fgg.
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Naivement une G-structure de niveau sur C'/S est une section o € I'(S, Ni¢/g,). Pour obtenir la

bonne définition, on considere

ﬁg<G) = ﬁh,G,(Z)

Si le niveau G’ domine le niveau G, signifiant que G est un quotient de G’, il y a un morphisme
naturel de champs Hy(G') — Hy(G), et un morphisme analogue M ,(G’) — M 4(G) entre schémas
modulaires. Le point 4) du Théoreme 8.2 suggere que la compactification naturelle de g My, = M4 (G) =
Hy(G)//Z(G) est

My(G) =Hy(G)//2(G) (8.3)

Cela est justifié par le résultat suivant:

Théoréme 8.5. Soit ¢ M, la normalisation de My dans My = My(G) (compactification de Deligne-

Mumford). Il existe un morphisme propre, birationnel
My(G) :=Hy(G)//Z(G) —c M, (8.4)

Les deux champs ont les méme espaces grossiers de modules, en particulier si le champ de droite est

représentable, par exemple si G domine le niveau (n), n > 3, c’est I'espace grossier de modules de

M, (G).

Preuve: 1l est clair que le groupe des automorphismes de tout objet de H,(G) contient Z(G),
ce qui permet de former le 2-quotient H,(G)//Z(G) = My(G) (voir § 6.1). Ce champ est de Deligne-
Mumford et lisse (Proposition 6.5). Il contient comme sous-champ ouvert dense g M, = My(G). 1l en

résulte, suite a la définition de la normalisation (Deligne [19]), qu’il existe bien un morphisme naturel
T,(G)//2(G) —a M, ®5)

étendant le morphisme My — M, . On peut préférer un argument plus direct ([61], Theorem 7.2.3).
Ce morphisme est propre car les champs invoqués le sont. Reste a prouver ’égalité des espaces grossiers
de modules. On suppose que Gﬂg est représentable, par exemple si le niveau G domine (n) avec n > 3
(Deligne [19], Proposition 3.5). Si M (resp. N) sont les espaces grossiers de modules respectifs, alors
comme conséquence directe de la définition, on a un morphisme naturel M — N =g ﬂg. Ce morphisme
est fini, et un isomorphisme sur un sous-schéma ouvert partout dense. Comme par construction M est

normal, ainsi que N (par définition), on a M = N.

(.
REMARQUE 8.2 Le morphisme M, (G) = Hy(G)//Z(G) — ¢M, est un isomorphisme sur les

sous-champs ouverts formés par les structures de niveau sur les courbes lisses de genre g. Noter que
le champ de gauche est lisse, mais en général non représentable, et celui de droite est connu comme
représentable lorsque le niveau domine le niveau (n), n > 3 [19], mais non lisse en général. Ces deux

champs ont le méme espace modulaire grossier M ,(G) (fin pour .M 4 sous les conditions précédentes).

¢
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Il est clair que M, (G) est défini sur Z[llﬁ‘] Comme conséquence immeédiate de la construction,
chaque point posséde du champ possede une interprétation modulaire précise. Si 7 : X — C est un
revétement principal (dégénéré) de base la courbe stable C, i.e. définissant une ”structure de niveau”
G sur C, le groupe des G-automorphismes du revétement Aut(X) gouverne la structure locale de
I’espace des modules. Sa détermination explicite, en particulier savoir s’il contient strictement ou non
le centre de G, peut s’avérer difficile. Le fait que ce groupe puisse étre différent de Z(G), est le fait
essentiel qui distingue le cas stable du cas lisse. On peut étre un peu plus précis sur ce groupe, lorsque
le niveau G domine le niveau (n),n > 3, comme le montre la proposition suivante, conséquence facile

du lemme de rigidité (par exemple: Brylinski [14], Deligne [19], Oort [36]) :

Proposition 8.6. i) Soit 7 : ¥ — C un G-fibré principal de base la S-courbe stable C. Si f €
Aut(X), alors f induit 'automorphisme identité de C, i.e. Autg(X) C Aut¢(X).

ii) Soit C/S une courbe stable. Soit un niveau G (|G| € O%). Alors C/S a une G-struture de niveau
(naive) aprés extension fppf de S.

Preuve: On se ramene de suite pour la premiere assertion & G = (Z/nZ)?9. On considere pour cela
une surjection G — Z/nZ; soit H le noyau. Le revétement 7 : ¥ — C factorise en ¥ — ¥/H — C. Un
G-automorphisme de ¥ induit un G/H-automorphisme de la courbe quotient ¥ — X /H, ce qui justifie
la réduction annoncée. Le résultat se teste sur les fibres géométriques, ce qui permet de supposer aussi
S = Spec (k), k corps algébriquement clos. Le niveau étant maintenant le niveau (n), n > 3, notons
h lautomorphisme de 7 : C' — S induit par le passage au quotient de f; on a donc 7f = hn. En

particulier f définit un automorphisme de O¢c-algebre
h*(m(Ox)) — 7 (Ox) (8.6)

commutant a l’action de GG, et donc un automorphisme qui fixe chaque facteur isotypique. En particulier,
cela entraine que h induit lidentité sur Pic®(C)[n], voir Proposition 8.7 ci-dessous. Mais on sait que
sous cette condition le lemme de rigidité de Serre entraine h =1 [19]. Ainsi Aut¢(X) C Auto(X).

Prouvons le point ii). C’est local sur S. Soit un point géométrique s € S. On montre d’abord que
Cs admet une G-structure de niveau. Soit une déformation C — Spec R de Cy de base un anneau de
valuation dicrete complet de corps résiduel k, de corps des fractions K, a fibre générique lisse. On peut
équiper apres extension finie séparable de K, et remplacement de R par le normalisé, la fibre générique
Cw d’une G-structure de niveau Y, — Cy4 . Par réduction stable on peut méme supposer que Y, se
prolonge en une G-courbe stable ¥ — Spec R. Alors il est clair que /G = C (voir §5.3). Pour conclure,
on reprend largument utilisé pour prouver l'existence locale d’une cloture galoisienne (Théoreme 6.21).
Soit une structure de niveau représentée par un G-torseur stable ¥, — (5. La déformation universelle
de ce G-torseur existe sur une extension finie plate Spec R* — Spec R de la base de la déformation
universelle de Cs. Ce sont les points doubles de type NS qui sont responsables de la ramification de
cette extension. Quitte a effectuer une extension étale de S en s, on peut supposer que la déformation
universelle est définie sur S. 11 suffit alors d’effectuer le changement de base par Spec R* — Spec R pour
obtenir une structure de niveau (naive).

Des arguments différents basés sur le théoreme de de Jong-Pickaart [17], permettent de prouver

qu’une structure de niveau existe apres une extension finie fidelement plate (Romagny [61], Cor 7.2.4).

|
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8.2 Le niveau abélien (n)

8.2.1. Groupes de décomposition et d’inertie

On fixe pour niveau, le niveau abélien (n),n > 3, donc G' = (Z/nZ)?9. Les résultats de la section
7.3 permettent de décrire la structure combinatoire du bord. Pour cela, nous reprenons les suites exactes
(7.22) et (7.23) de la section 7.3, et les traduisons dans le cas d'un G-fibré principal. Soit 7 : ¥ —
C = X /G une structure de niveau (n) sur la courbe stable C, définie sur le corps algébriquement clos
k. La suite exacte (7.22), donne sous les présentes hypotheses, et en notant C = 1 C; la normalisation
de C, et T le graphe dual:

1 — H(D)® n% — Pic(C)[n] — HPic(@)[n] —1 (8.7)

En particulier cela donne Pic(C)[n] = HL(C, L) = (:£)?9~"1) Notons que si A est le graphe
modulaire associé & 3, on aT' = A/G. On peut peut rendre plus explicite les groupes de décomposition

et d’inertie (Définition 7.4); pour les notations relatives & ces groupes, voir la section 7.2:

Proposition 8.7. Pour les groupes introduits ci-dessus, on a:

i) G/D S (Z/nZ)"D),  G/I S (Z/nz)?~ D) = Pic (C)[n]

ii) On a pour toute composante irréductible C; de C, I; = I N G;, G;/I; = (Z/nZ)*% et D =
(Z/nZ)?9~ )

iii) Si C; correspond & un sommet de valence v; de ', on a I; = (Z/nZ)%~ 1, G; = (Z/nZ)?9i+vi—1,

Preuve: Considérons le diagramme suivant a lignes exactes, et avec les fleches verticales injectives

1 HY(T') ® Z/nZ Pic(C)[n] [1, Pic(Cy)[n] 1
(8.8)
1 G/D G/l I1; Gi/I;

L’exactitude de la suite horizontale du bas est le contenu du Théoréeme 7.2. On montre d’abord
que la fleche verticale du milieu est une bijection. Cela se rameéne & prouver que si L € Pic(C)[n],
alors 7*(L) = Oy (voir la preuve du Théoreme 7.2). Supposons L d’ordre d, d/n, et considérons le

revétement étale connexe de degré d, 7 : C* — (' défini par L, c’est a dire tel que

d—1
7(0c-) =P L (8.9)

i=0
La courbe C* est connexe du fait que L est d’ordre exact d, et par ailleurs certainement stable. Notons
que par construction 7%(L) = O¢~. Considérons une déformation du G-revétement 7 : ¥ — C' de
base Spec(R), out R est un anneau de valuation discrete complet de corps résiduel k, a fibre générique

lisse, donc décrite par un diagramme
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Y X Spec (R)
U U
by C

Du fait que C* — C est étale, on sait qu’il existe une déformation X* — X de ce revétement

de base une quelconque base prescrite, en particulier X'; on peut se référer par exemple au Théoreme
5.2. Notons 7 le point générique de Spec (R), et Y, (resp. X)) les fibres génériques respectives. Alors
le revétement induit au dessus de n, ¥, — X, factorise par X. Cela force m : Y — X a factoriser
par X*, et au bout du compte 7 : ¥ — C factorise par C*, ce qui entraine bien 7*(L) = Oy,.

Prouvons maintenant les points 1) & 3). Partant de de 'égalité Cj/\I = Pic(C)[n], et des identifi-
cations connues

H' () ® n% = (Z/nZ)"D) | et Pic(Cy)[n] 2 (Z/nZ)*
le diagramme ci-dessus montre que les applications verticales sont des bijections, donc d’une part
(7/\D >~ (Zfuz)" ) et pour tout indice i, G/,E = Pic(C;)[n]. Par rapport & la suite exacte (7.23) on a
maintenant la suite exacte
1—G/D— G/1 — [[Gi/li —1 (8.10)
i

Par dualité, on obtient une injection [[, G;/I; — G/I, et donc pour tout indice ¢, G; NI = I;. Comme
Gi/I; = (Z/nZ)?9~"M1) on a finalement I 2 (Z/nZ)"™)| et pour une raison identique, D 2 (Z/nZ)"™).

Notons maintenant v; la valence du sommet d’indice ¢ du graphe I'. Le groupe I, est engendré par
v; éléments {0; o}, (¢ = 1,...,v;), dont I'ordre divise n, et soumis & une relation ) 0; o = 0. Dans le
groupe I qui est le sous-groupe engendré par les I;, un décompte naif des générateurs conduit du fait

que chaque o; , apparait deux fois, via une aréte orientée et 'aréte opposée, & une majoration

Y vi—A—(S—1)=h(I) (8.11)

i
Les S relations ) 0 o sont dépendantes, car liées par ) .(>°, 04,a) = 0, ce qui explique la contribution
S —1. Par ailleurs on sait que I = (Z/nZ)"") on voit donc ainsi qu’entre les générateurs indiqués, il ne
peut y avoir d’autres relations que les relations imposées par le graphe (les usuelles relations de courant).
Cela conduit aux égalités I; , = Z/nZ, I, = (Z/nZ)"~', donc finalement G; = (Z/nZ)?9itvi~1

comme indiqué.

|
8.2.2. Composantes irréductibles du bord

La description des composantes irréductibles du bord de M ,(n) est aisée. La description générale
donnée dans les sections 7.2 et 7.4 montre que les composantes irréductibles correspondent au choix
d’un graphe modulaire I', qui est soit un segment, soit une boucle.

segment: dans ce cas, 'image de la composante dans Mg est isomorphe au produit Mgl X

Mg,, (g1 + g2 =g). On a visiblement pour les groupes I et D
I=1, D=G=(Z/nZ)* (8.12)
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De maniere plus précise, le groupe G se décompose en G = G1 x Go, G; = (Z/nZ)%%, (i = 1,2). Il en

résulte en particulier que la composante irréductible correspondante s’identifie & M, 1(n) x My, 1(n),
espaces modulaires de structure de niveau (n) avec un point marqué.
boucle: on a (§7.2):
I =7/nZ, et D = (Z/nZ)*~! (8.13)

Avec les notations de la section 7.2 , 'élément gy est d’ordre n, et G = D X (go). La composante
correspondante du bord s’identifie avec 'espace modulaire classifiant les structures de niveau (n) sur
une courbe de genre g — 1 avec une seule piqilire, c’est a dire essentiellement a un espace de Hurwitz
défini par le groupe G = (Z/nZ)?9, et une donnée de Hurwitz réduite & un élément d’ordre n. L’image
d’une telle composante dans M, est la strate notée Ag = My, .

On peut étendre la description précédente des composantes de codimension un du bord a un groupe
de niveau arbitraire, c’est a dire au champ mg(G). Cela permet par exemple de retrouver de maniere
naturelle quelques résultats de Boggi-Pikaart ([13], §2).

Le niveau étant toujours le niveau abélien (n),n > 3, on obtient facilement en corollaire des
méthodes précédentes, la structure connue des sous-groupes d’inertie pour les points doubles [36]. On

conserve dans le corollaire suivant les hypothéses de la Proposition 8.2:

Corollaire 8.8. Soit (), un point double de C, et soit H,, le stabilisateur d’un quelconque point double

de ¥ au dessus de Q. Alors H, =1 si et seulement si Q,, disconnecte C, sinon H, = Z/nZ.

Preuve: Notons tout d’abord que le resultat est clair si C' n’a qu’un seul point double, comme
il résulte de la preuve précédente. On va ramener le cas général a ce cas particulier par un argument
de déformation. Supposons d’abord que le point double @) = @), ne disconnecte pas C'. Dans ce cas la
normalisation partielle C* de C en @ est une courbe stable de genre g — 1 marquée par deux points @’
et Q. et C se déduit de C* par l'identification Q' = Q"”. Cette construction, le ”clutching” morphism
de Knudsen [48], s’étend & la déformation universelle de (C*,Q’,Q"), et conduit & une déformation
C* — Spec R* de C dans laquelle le point double @ s’étend. Comme le clutching morphism est un
morphisme représentable, fini et non ramifié (loc.cit. cor 3.9), on voit que cette déformation n’est pas
autre chose que la déformation universelle de C' qui préserve le point double ). Elle peut se décrire
comme étant la restriction de la déformation universelle C — Spec R de C' a ’hypersurface t; = 0, si
t; désigne le parametre de déformation de ). On peut donc conclure que la fibre générique de cette
déformation est une courbe avec un unique point double ) qui reste du type ”boucle”.

Le niveau étant toujours le niveau abélien (n),n > 3, l'interprétation modulaire des points du
bord permet de décrire en des termes simples la ramification du morphisme E(n) — Mg en d’autres
termes sa structure logarithmique [55]. Fixons C' un point de Mg sur le corps algébriquement clos k,
n étant comme toujours inversible dans k. Soit Nig(C) I'ensemble des structures de niveau ”naives”
G = (Z/nZ)* sur C (Définition 8.5). Il y a une action évidente de Out (G) = GLyy(Z/nZ) sur Nig(C);

alors:
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Lemme 8.9. L’action de Out(G) = GL2y(Z/nZ) sur Nig(C) est transitive.

Preuve: On suppose d’abord S = Spec k avec k algébriquement clos. Dans le cas lisse le résultat
est clair, du fait qu’une structure de niveau naive est identique a une vraie structure de niveau. Si
maintenant C' est singuliere, le corollaire précédant montre que les points doubles de C' qui sont les
images des points doubles de ¥ avec une isotropie non triviale, ne dépendent en fait que de C, plus
précisément du graphe I', et pas de la structure de niveau représentée par m : ¥ — C. En ces points
I'indice de ramification est égal a n. Soit maintenant X la déformation universelle équivariante de X3,
de base

Spec k[[t1, ..., tr, ..., t3g—3]]

t, étant le parametre de déformation de lorbite de points doubles au dessus du point @, de C.
La courbe quotient ¥ = X/G se déduit de la déformation universelle C de C, ayant pour base
Spec k[[T1,...,Tp,...,T3g-3]], par le changement de base donné par 7, = t&* (Théoreme 5.2). Ce
qui vient d’étre dit montre que Y, a isomorphisme de déformation pres, ne dépend pas du choix de la
structure de niveau.

Soient maintenant deux structures de niveau (n), m; : ¥, — C, (i = 1,2) sur la courbe C;
solent aussi Xj, (i = 1,2), les déformations universelles équivariantes respectives. On peut ainsi sup-
poser que les déformations X; /G et X5/G de C sont isomorphes, donc que X;/G = Xo/G 2Y est
une déformation donnée de C' de base S = Spec k[[T1,...,7y,...,T34-3]]. On peut en outre, par une
spécialisation convenable, la base étant ramenée a S = Spec(R), avec R anneau de valuation discrete
complet de corps résiduel k, supposer que les fibres génériques de X;, (i = 1,2) et de Y sont lisses
et définissent des structures de niveau situées dans une méme orbite de GL2y(Z/nZ). De maniere
équivalente, il existe § € GLo,(Z/nZ) tel que le schéma Isom (X¢, X5) classifiant les isomorphismes
équivariants au dessus de Y, soit fini, non ramifié et surjectif. Il y a donc au moins une composante
connexe de Isom,(X¢, X5) qui domine S et qui alors étale sur S, donc isomorphe & S. On en déduit
un Y-isomorphisme X? = X5, d’ott finalement un isomorphisme au dessus de C, 2 == %5, d’ou la
conclusion.

(.
Il a été observé que le morphisme M,(G)//Z(G) — M, est un Out (G)-torseur. Il n’en n’est plus

de méme pour le morphisme M,(G)//Z(G) — M,. Au niveau des espaces grossiers de modules, le
morphisme M ,(n) — M, est un revétement galoisien de groupe de Galois GLa,(Z/nZ). Pour préciser
cela, soit un point £ de Mg(n) sur le corps k, représenté par m: ¥ — C. Le groupe d’inertie Iz dans

ce revetement a la description suivante:
I = {0 € GLyy(Z/nZ), X0 = 3} (8.14)

Un élément de I¢ déterminé par f: ¥ —— % définit donc un diagramme commutatif

) f »¢
c h C
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dans lequel I'automorphisme horizontal du bas h : ¢ —= C est celui induit par f par passage au

quotient. Notons fg le sous-groupe formé des couples (f,f) comme ci-dessus. On a la suite exacte
1— Autg(S) — I — I — 1 (8.15)

Considérons aussi le groupe Aut (%) des C-automorphismes (non équivariants a priori) de X qui com-
mutent avec 7, et qui préservent globalement G. Du fait que n > 3, le lemme de rigidité implique que

Aut¢(X) C Aut(X). L’application (f, ) — h est alors bien définie; il en résulte une suite exacte

Aut (%)

T I A 1 1
- AutG(E) — e — llt(C)—> (8 6)

Noter que la surjectivité a droite découle du Lemme 8.9. Si C est lisse, on a certainement Aut,(X) =

Auto(X) = G, et I = Aut (C). Dans le cas général, on a le résultat suivant:

Proposition 8.10. Soit m le nombre de points doubles de C' (arétes de I') qui ne disconnectent pas

I', alors
Aut (%)

& = @mn)" (8.17)

Preuve: Soit f € Aut,(X), il existe § € Aut(G) qui rende l'isomorphisme f : ¥ = %% G-
équivariant. Si X est une déformation infinitésimale équivariante de X, et si2 : C' — X est le plongement
équivariant correspondant, le couple (X,2f~!) définit donc une déformation notée X5 de 9. Si X —
Spec (S) avec S = kl[[t1,...,t35-3]] est la déformation universelle équivariante de %, alors X¢ —
Spec (S) est celle de $¢. T vient alors de f, un automorphisme f de Spec (S), qui conduit au diagramme

cartésien
Xy ! X0

(8.18)

Spec (S) Spec (S)
ol h induit f sur les fibres au dessus de 'origine 0 € S. Comme 7 f = 7, les déformations de C obtenues
par passage au quotient par g sont équivalentes, ce qui force f a étre I'identité sur Spec (R) base de
la déformation universelle de C. Ainsi f appartient au groupe de galois du revétement Spec (S) —
Spec (R), groupe identifié & (Z/nZ)™. Noter que si f =1, alors par examen au point générique, on
obtient en conséquence que f est une translation par un élément de G.
Réciproquement partons d’un élément f du groupe de Galois (Z/nZ)™, et notons X 7 la déformation

déduite du carré cartésien N
Xy X

Spec () ——L——+ Spec (9)

Par passage au quotient par G, on obtient un isomorphisme X f/ G — X/@G. Par le Lemme 8.9 on

conclut qu’il y a au dessus de Spec (S) un isomorphisme équivariant X 7 — X% pour un 6 convenable.
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Le diagramme cartésien qui en découle, analogue a (8.18), assure que tout élément du groupe de galois
est dans I'image de Aut , (X).
(I

En général pour un revétement principal dégénéré, et pour un niveau arbitraire (dominant (n), n >

3) l'une des deux inclusions

G C Autg(X) C Aut, (%) (8.19)

peut étre stricte, eventuellement les deux. Notons que ’anneau local complété de Mg(G) au point défini
par ¥ est Oy, = kl[r1,...,T 39_3}]A“tc(2). La singularité eventuelle de cet anneau local provient donc
du groupe Aut(X)/G et de son action sur espace tangent H} (X, Oy). Comme application donnons

une preuve différente du résultat connu suivant (Oort-Van Geemen [36]):

Proposition 8.11. Soit un revétement principal dégénéré w : ¥ — C' définissant une structure de
niveau (n), n > 3. On suppose que C a deux composantes irréductibles se coupant transversalement

en deux points, alors on a
Aut . (2)

== 5z (8.20)

Preuve: On suppose donc C' = C" U C”, avec C' (resp. C”) lisse de genre ¢’ > 1 (resp ¢” > 1),
et g=¢ +¢"+ 1. Soit C"'NC" ={Q", Q"}. Comme h(I') = 1, les stabilisateurs des points doubles
de X, donc au dessus de @’ ou Q”, sont égaux disons & H = Z/nZ. Soit X', resp. X" une composante
de T' qui releve C’, resp. C”, et supposons que P’ € ¥/ N X" soit au dessus de Q'. Si f € Autg(2),
on a f(P') € GP’, on peut donc se ramener ne modifiant f par un élément de g € G a f(P') = P'.
Alors f(X') =¥ et f(¥") = ¥". La restriction de f a ¥’ commute a Paction de G’, donc est définie
par un élément de G’, du fait que ¥’ est lisse. Par une nouvelle réduction on peut supposer de plus que
f|I¥" =id. Alors on doit avoir f|X” € H = Z/nZ. 1l est facile de voir qu’inversement un automorphisme
f de X défini par ces deux conditions centralise 'action de G. Le résultat en découle.

Si maintenant P” € ¥’ est un point au dessus de @, il est clair que les actions de f en les espaces
tangents en ces deux points sont définies par des racines n-ieme de 'unité opposées. Donc 'action de
Aut ¢(X)/G sur 'espace de la déformation équivariante universelle de 3 est 71 — €71, 7o — € 179, 7o —
7o (a0 > 3) D’olt vient le fait qu’en ce point M,(n) a une singularité A,,_; x (variété lisse de codim
2).

(I

Le calcul explicite du groupe Aut(X), généralisant le calcul de la proposition 8.11, est possible
avec un niveau général, et sous une condition de généricité de C. La condition requise est celle qui
pour f € Autg(X) assure que l'automorphisme induit h de la courbe C, pointée par les points de
branchement, est égal a l'identité. De maniere générale, apres avoir fait le choix d’une orientation du

graphe I, on a le résultat:
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Proposition 8.12. Soit Aut¢ (X) = {f € Autg(X), nf = 7}. On a une suite exacte:

1— Autax(2) 2 [[e =[G/ Gu) (8.21)

wr—e

ou  IN(oy)y) = (oe_d)oe(o))e, et e(0), e(1) étant respectivement l'origine et 'extrémité de e.

Preuve: Définissons 'application j. Par hypotheése 'automorphisme h de C' induit par un élément
[ € Autg () est supposé étre l'identité. Des lors pour tout sommet v de I' la courbe X, = 771(C,)
est fixée par f, ce qui entraine que I’automorphisme défini par la restriction de f & cette courbe coincide
avec la restriction d’un élément o, € G. En effet, quitte a modifier f par un élément de G, on peut
supposer que f fixe une composante irréductible A, de X,. Sur cette composante f est alors donné par
un élément de G, en fait du centre du stabilisateur de cette composante, donc est égal a cet élément
partout. On définit alors I'injection j par la collection j(f) = (0y)s-

La condition de cohérence qu’on doit exiger d’une collection (o,) pour qu’elle définisse un auto-
morphisme de Y par recollement des o, est que pour tout point double () de C, donc toute aréte e
de T, et si a et b sont les extrémités de e, alors o,(P) = o3(P) pour tout point double P € ¥ d’image
Q. Cette condition qui équivaut a ce que o, Lo, fixe tout point double au dessus de Q, assure que les

automorphismes o, des 3, se recollent en un G-automorphisme de ¥. Cette condition s’exprime bien
par 0((oy)) = 1.

|

9. Revétements cycliques.

21 Si la base est P! on

Le champ des revétements cycliques admet une description particuliere.
donnera une description tres concrete du sous-champ ouvert classifiant les revétements non dégénérés,
comme champ quotient, généralisant le résultat de Arsie-Vistoli [4]. La construction est parallele & celle

de Jarvis [43], [44], qui traite des courbes & spin.

21 11 est instructif de comparer ce champ avec le champ des courbes a spin étudié en détail par Jarvis [43], [44].
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9.1. Revétements cycliques versus racines d’un faisceau inversible

9.1.1 Racines et quasi-racines d’un faisceau inversible

On fixe un entier r > 2. Le concept de racine r-ieme se définit en deux temps [43], [44]:

Définition 9.1. Soit D une courbe préstable. Une quasi-racine r-ieme d’un faisceau inversible k sur

D est la donnée d’un couple (L, ®), ot L est un faisceau sans torsion de rang un, et ® un morphisme
QLY — K (9.1)

On demande que ® soit un isomorphisme en tout point ou L est libre.
Une quasi-racine est une racine r-iéme si on a en plus on a:

i) En un point singulier de L, i.e. un point en lequel L n’est pas libre, le conoyau de ® est de rang r — 1.
ii) rdeg £ = degr (deg L = x(£) — x(O¢)).

Dans le contexte des revétements cycliques on est amené a considérer les racines d’ordre r d’un
faisceau inversible Op(— >, m;Q;). Dans ce cas les conditions ci-dessus étant imposées, en particulier
la condition iii)

deg(L)=2g—2— z:mZ (9.2)

Jarvis [43], [44] a montré que le champ classifiant les données (D, £, {Q;}) , ou £ est une racine r-iéme
comme cela vient d’étre défini, est un champ de Deligne-Mumford séparé et lisse au dessus de Spec Z[%]
Un tel résultat exige qu’une définition convenable des familles de racines r-ieme de faisceaux inversibles
soit proposée. Cette définition comme on va le voir est en fait tres naturelle dans le cadre des champs de
Hurwitz. Elle utilise au préalable la description par Faltings ( §7.3.3, voir [31], [44]) de la déformation
verselle des modules sans torsion sur 'anneau local d’un point double.

Comme il est expliqué dans [44], la donnée seule d’une racine r-ieme de wp(— > 1 ; b:;Q;), C’est &
dire la version relative de la définition 9.1, définit certes un champ algébrique, mais qui sauf si r est
premier n’est pas lisse. Pour contourner ce défaut on doit lorsque la courbe stable D est singuliere
rendre plus précise la structure de Spin en fixant la structure locale du faisceau £ au voisinage d’un
point double P. Soit S la base, et s € S 'image de P. Posons R = @S’S, et soit x,y: xy =7 € Mp
un systeme de coordonnées en P. On exige de maniere précise que la structure locale de £, c’est a dire

apres passage a anneau local complété (ou un voisinage étale), soit de la forme??

(voir § 7.3.3 pour les
notations)

Lo = E(r%), a+b=r, n=1" (1€ Mp) (9.3)

9.1.2. Description des revétements cycliques

22 Ce sont les pure 7l roots de [44] Definition 5.1.3. Cette restriction est nécessaire pour que le foncteur des déformations

infinitésimales du triplet (l)7 £, Q)) soit formellement lisse (loc.cit. Proposition 5.4.4). Cette condition est clarifiée dans [3].
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Fixons une donnée de ramification R = >;_, b;[H;, x;] (Définition 2.1) relative au groupe G =
Z/nZ, et soit b= ). b;. Si on fixe un générateur o de G, on sait que cela équivaut a spécifier 'ordre
e; de H;, ainsi que les entiers k;, 1 < k; < e; ('holonomie locale) définissant les classes [H;, x;] par
Xi(aﬁ/ei) = dim/ei. Fixons une racine primitive n-ieme de 1'unité.

Soit un G-revétement 7 : C — D = C/G, C et D étant lisses. Il n’y a pas lieu de préciser pour le
moment si les points de branchement sont piqués ou marqués. Un tel revétement, a groupe de Galois

cyclique, est totalement déterminé par la (Op, G) algebre cohérente (§ 7.3.3)
W*(OC) = Ej (94)

ou la décomposition du membre de droite est la décomposition facteurs isotypiques. On notera L;
le sous-faisceau propre de I'opérateur o de valeur propre (/. Dans la suite , on posera £; = £. La
multiplication dans 7, (O¢) induit des morphismes £; ® L — L1, les indices étant pris modulo n.

Il en résulte en particulier pour tout j, et d’| d des morphismes
®; LY = L5 Dag: LSV - Ly (9.5)

Ces morphismes décrivent la structure d’algebre sur 7,(O¢). Le morphisme ® = ®,, : L™ — Op
permet d’identifier la donnée de ramification du revétement 7 : C' — D. Limitons nous pour débuter
au cas lisse. Soit D une courbe lisse définie sur k; rappelons en premier la description classique des

revétements cycliques de base D, en termes du triplet (D, L, ®):

Proposition 9.2. Si au point Q; € D lindice de ramification est e;, 'action de o™/¢ au dessus de
Q; (I'holonomie locale) est décrite par k;, 1 < k; < e;, ou v; est tel que 1 < v; < e;, v;k; = 1 (e;)
et m; = ¢+, alors Div(®) = B, soit ®(L") = Op (- 2?21 m; v; Q;). I y a un unique isomorphisme
d’algébre qui est Iidentité sur L:

n—

w0 -@e = B ([2)) 00

=0

Preuve: Le premier point est classique (voir par exemple [56]). Rappelons briévement les argu-
ments. Soient () un point de branchement, O = Og 'anneau local de D en @, v la valuation associée.
Soit O = N P—0Q Op la cloture intégrale de O dans le corps des fonctions de C'. Soit la décomposition
en sous-espaces propres O = EB?:_OIO&; posons & := &;. Notons que & = h;&; avec h; € O. Soit par
ailleurs £ = f; € O. Du fait de la normalité de O, il est clair que v(f;) < n. Posons v(f1) = d = Zv,
oul e = pged(n,d), 1 <v < e. Notons que d > 0 car @ est un point de branchement. Si w € O est une
uniformisante, et si P est un point de C' au-dessus de Q, 1'égalité evp(§) = vvp(m) dit que e/vp(m).
n/e

est une unité de O, ou 7 = fr—i, on voit que le nombre des points de C' au-dessus de @ est

Comme 7

au moins 7. Il en découle que ce nombre est %, et que I'indice de ramification est e. On a par ailleurs
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¢ = h"&" done nu(h;) +v(&) = nd, et comme v(£]') < n, on en tire v(h;) = [X4] et v(£P) = n(i).
Il en résulte la description:
b )

. 1w ~ . 1B
L; =L —21Q; & ([— .
d= £ (Y [y = o) (97)
j=1 7
De maniere plus précise il y a un unique isomorphisme qui est 'identité sur £°.

On peut conclure que le revétement 7 : C — D est de fait totalement déterminé par le couple
(L, ®). Notons d’abord que le terme de droite dans (9.7) est une Op-algebre, la multiplication étant
donnée par les applications naturelles

iB

o1 Py o2y g2 DE

n

] (9-8)

I'indice i + j étant pris modulo n. Il est clair que I'unique isomorphisme qui est I'identité sur EB?:_Ol L
est un isomorphisme d’algebre.
(I

La description (9.2) d’un revétement cyclique entre courbes lisses s’étend facilement & une famille
de courbes lisses. Il suffit de donner un sens au terme de droite dans (9.6). Supposons que dans la
donnée de ramification les valeurs distinctes prises par les n; = Zv; sont p; < ... <p,. Il est préférable
pour la suite de mettre le diviseur B sous la forme B = Zle p; B;, les B; étant maintenant disjoints
deux & deux. Posons deg (B;) = k; qui représente le nombre d’occurence de 1’holonomie p;, de sorte que
> kipi = Ej n; = nm, 'entier m étant défini par cette équation.

La base S du revétement est maintenant arbitraire. Pour tout 1 < p = Zv, 1 <v <e, pged(e,v) =
1, soit A, C C le sous-schéma des points de C' d’holonomie p. On sait (section 4) que si p = p;, A,
est un diviseur de Cartier relatif étale de degré k:lg sur S. Si p = p;, on notera A, = A;. Le groupe
quotient de Z/nZ par le sous-groupe d’ordre e;, agi’t librement sur A;. Le quotient B; C D de A; est

donc un diviseur de cartier relatif étale de degré k; sur S. On a alors:

Proposition 9.3. Soit 7 : C' — D un revétement cyclique entre courbes lisses de base S. Avec les
notations précédentes, en particulier L := L1, on a B = Zle p;B;, et:

iB

1) Il y a un unique isomorphisme £; = L [

} qui est l'identité sur L2*. Mieux il y a un isomorphisme

unique de 'algébre "cyclique” E = 7,(O¢) sur

n—1
SyEoe
i=0

2) le champ de Hurwitz Hgy ¢ dont les objets sont les revétements cycliques de degré n, de base une

%] (9.9)

courbe lisse de genre g, et de donnée de ramification £ est isomorphe au champ dont les objets sont les
triplets (D, L, ®), ot D est lisse de genre g, et (L, ®) est une racine d’ordre n de Op(—B), le diviseur

B = E;Zl p;B; étant comme prescrit par la donnée §.

Preuve: Du fait que B = Z;Zl p;B;, avec B; étale de degré k; sur la base S, on peut poser

B (9.10)

n - n
J
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L’assertion 1) ainsi que la premiere partie de 2) se vérifient par un argument local analoque & celui
utilisé dans la preuve 9.2 (voir note de bas de page). On peut d’une autre maniére tout déduire de la
Proposition 9.2. En effet si la base S est integre, 1'égalité de diviseurs de Cartier relatifs Div (®;) = [%}
découle du fait qu’il y a égalité sur toute fibre géométrique. Comme toutes ces constructions sont
compatibles aux changements de base, le cas général se déduit de ce cas particulier par changement de
base a partir de la déformation universelle d’'une quelconque fibre. Noter que I’isomorphisme invoqué
est unique. Pour finir la preuve de 1), notons que le terme de gauche dans (9.10) possede une structure
naturelle de Op-algebre, l'identification est alors claire.

Pour 2) on observera d’abord que la catégorie formée des triplets (D, £, ®) est fibrée en groupoides,
et en fait est un champ. L’assertion se résume donc a vérifier que le foncteur indiqué est a la fois un
monomorphisme et un épimorphisme [51]. Comme monomorphisme signifie que pour deux revétements

7m:C — Detn':C"— D' de base S, le morphisme
Hom (7, 7") — Hom ((D, L, ®), (D', L', ®"))

est bijectif, il est clair que cela découle de 2). Pour vérifier que ce foncteur est un épimorphisme, il
suffit de noter que si on part d'un objet (D/S, £, ®) comme il est indiqué, alors A = @?:_01 LE[EB] a

une structure naturelle de Op-algebre, il suffit alors de poser C' = Speco,, (A).

|

9.2. Revétements cycliques stables

9.2.1 Revétements cycliques stables et quasi-racines d’un faisceau inversible

Siw:C — D est un revétement stable défini sur k, avec D singuliere, on peut former de nouveau

la décomposition

m.(0c) = D L; (9.11)

Le Op module 7, (O¢) n'est plus en général localement libre de rang n, mais seulement sans torsion
de rang n. Rappelons dans le contexte des revétements cycliques la description précise des singularités
des £; (§ 7.3.3). Considérons P € C un point double de stabilisateur d’ordre e|n, et soit @ le point
double image dans D. Si o est un générateur fixé de G, on notera 7 = o< le générateur distingué
du stabilisateur H = Gp. La description locale au point ) de la décomposition 9.11 est comme suit
(§7.3.3).

Choisissons des ”coordonnées locales” x,y le long des branches telles que

T(z) =, m(y) =y (9.12)

conditions exprimant la stabilité de Paction. Notons par un tilde la normalisation k[[z]] x k[[y]] de Oq.

Si un caractere de H est identifié & sa valeur sur le générateur 7, rappelons la décomposition (7.26):
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Lemme 9.4. La décomposition en H-sous faisceaux propres de Op est:

0r = 00 @ (@ 0ats" ) 919

(I
En application des résultats généraux de la section 7.3, on peut décrire le lieu singulier des faisceaux

L; (voir en particulier le corollaire 7.9)%3:

Proposition 9.5. Le faisceau L; est localement libre en un point double () € D si et seulement si e

étant 'ordre du sous-groupe d’isotropie en un point P au dessus de ), j =0 (mod e).

Posons £ = L4, et analysons maintenant les morphismes (9.5) induits par la multiplication, et plus

particulierement les morphismes ®; : L& — £; (1 < j <n).

Proposition 9.6. Si Q € D est du type NS (e > 1), il y a deux cas:

i) Le point Q) est une singularité de L;, alors la dimension de la fibre en @) du conoyau de ®; est j — 1,
et I'idéal de O¢ image de (®;)¢q est non principal.

ii) Dans le cas contraire, si e|j, la dimension du conoyau de ®; en ) est encore j — 1, mais I'image de
®; est alors un idéal principal, i.e. libre de rang un.

Si j = n, le morphisme ® : L% — Op(—B) induit par la multiplication fait de £ une racine n-iéme
de Op(—B).

Preuve:  Cela résulte d’un calcul élémentaire (voir la section 7.3.2). Traitons le premier cas,
donc e | j. Il résulte de la proposition 9.5 , et avec des notations évidentes, qu’on peut prendre la
"résolvante” X; = Z?:/ ¢ (Yo (277 y¢I) comme générateur local du Og module principal (£;)q.
Le méme résultat vaut pour j = 1. On voit alors immédiatement que I'image par ®; de X 1®j est

(@) (X)) = (Wl¥], o 1" ¥ X,

Du fait que la fibre en Q de £%7 modulo le sous-module de torsion n’est pas libre, car le point est NS,
les deux membres de 1’égalité (9.14) sont sans torsion de rang un, non libres, d’ott le conoyau de ®; en
@ s’identifie a

la dimension de ce conoyau est donc j—1. Pour la derniére assertion, la seule chose a vérifier est ’égalité

ndeg (L) = —deg(B). Comme cette égalité est invariante par déformation, de méme la formation de

L, il suffit de la vérifier dans le cas lisse, ce qui est clair.

(I ~
Il est naturel de demander si le morphisme ® provient par p, d’'un morphisme analogue ¢ :

Op(n) — Op (voir Proposition 7.12 et la construction qui précede). La réponse est donnée essentielle-

ment par ([44], Proposition 3.1.5).

23 Noter que Ej et L} ont méme lieu singulier ssi (], ?’L) = (k, n)
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Proposition 9.7. Sous les conditions précédentes il existe un unique morphisme

¢ :Op(n) — Op(—B) (9.15)
tel que p,(®) = .

Preuve: Soit U 'ouvert image réciproque du complémentaire du lieu singulier de £. Le morphisme
p est un isomorphisme sur U. Comme U est schématiquement dense, le morphisme P ¢'il existe est
unique. Il suffit donc de le construire au-dessus d’un voisinage d’un point singulier @), appelé D pour
simplifier. De la description de D comme sous-schéma de P! x D donnépar les équations

y—qu=_&p—rv=0

on note que D = Uy N Uy, avec Uy = Spec(Oq[s]/(sy — q,sp — z)), Us = Spec(Og[t]/(y — qt,p — xt)).
Le cocycle qui définit Op(n) est s12 = t" € I'(U; N Us, Op). 11 suffit donc de trouver des fonctions
régulieres ¢; sur U; (i = 1,2) avec ¢ = t"¢o. Mais on a p = ¥, q = 7%, Si a = mv,b = m(e — v),

alors p® = ¢. Il suffit de prendre ¢; = y® et ¢ = x%. La vérification est immédiate.

Avec les notations précédentes, & un point de type NS, on attache une paire d’entiers (non ordonnés)
le symbole (a,b) :

a:mu,b:nfmu,m:ﬁ, at+b=n (9.16)
e

Onal<wv < e et pged(v,e) = 1. En particulier pged(a,n) = m. Le symbole décrit 'action du
stabilisateur d’un point P € C' au dessus de @, sur les branches en P. Notons que I'image de ® en @
est I'idéal (non principal) (u®,v?)O de colongeur n — 1.

Soit maintenant un object 7 : C — D = C/G du champ de Hurwitz H, , ¢, au dessus du schéma de
base S. Dans la notation du champ on omet le genre g (fixé) de C, ainsi que la donnée de ramification
&. Notons ¢ et p les morphismes structuraux des S-schémas C' et D. Soit de nouveau la décomposition

en facteurs isotypiques:

m(0c) = 6D £ (9.17)

les faisceaux L£; étant des faisceaux sans torsion de rang un (relatifs) sur S, i.e. plats sur S et les fibres
au-dessus d’un point géométrique étant sans torsion de rang un. La structure locale de £ = £; peut

étre précisée de la maniere suivante:

Proposition 9.8. Soit Q € D un point de la fibre au dessus du point géométrique s € S. On suppose
que @ est un point singulier de L, de symbole (a,b); alors ﬁQ est un module sans torsion de rang un
au dessus de O, de type E(t%,1?).

Preuve: 11 suffit d’appliquer la Proposition 7.11.

(I
On prouve que le champ des revétements cycliques de degré n et de donnée de ramification fixée £

(noté Hy ), est isomorphe au champ dont les objets sont les courbes stables marquées (ou piquées)?*

(D,B = Z;leij) équipées d’une racine n-ieme £ du faisceau Op(—B), p; = m;v;.

24 la courbe I est marquée par le diviseur B = Bl + ...+ Bs, le diviseur relatif Bz étant étale de degré kz sur la base

S, et les Bz étant disjoints deux a deux. Rappelons que Bz est le lieu des points de branchement d’holonomie fixée P;.
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Théoréme 9.9. Le foncteur (7 : C — D) — (D, L, ®) établit un isomorphisme de H, , ¢ sur le champ
dont les objets sont les triplets (D, L, ®), ott D est une courbe stable marquée par B =Y.°_, B; (voir
note 28), et (L, ®) est une racine, dans le sens (9.1)n d’ordre n de Op(—>i_, piB;).

Preuve: Le fait que la catégorie fibrée en groupoides d’objets les triplets (D, £, ®) soit un champ
algébrique séparé et lisse est une conséquence directe des résultats de Jarvis ([44], Theorem 5.3.1).
Essentiel est le résultat qui décrit la déformation universelle d’une racine d’ordre n (loc.cit, et [43]
Theorem 2.3.2). Ce résultat dit que si (D, L, ®) est une courbe stable marquée par le diviseur B; +
...+ Bs, munie d’une racine d’ordre n de O(—B), (B = ), p;B;), la base de la déformation universelle
est une algebre de séries formelles k[[71, ..., 7, tp11, - .., t3g—341)], €t le morphisme qui a une déformation

de ce triplet associe la déformation correspondante de la courbe marquée D, s’identifie a

W Speck([T1,. .., Toy Tot1s - - -, T3g—34b)] — Speck([t1,... s, ..., t39—3+b]] (9.18)

ou Y*(t;) = Tje" sij <b etyt;) =78ib<j<3g—3+0b SiQ est un point singulier de £

de signature (a,b), a +b = n, on pose e = On notera que ce résultat dit que si le triplet

(D, L,®) de base Speck dérive du revétement 7 : C' — D, alors w et (D, L, ®) ont "méme” théorie
des déformations (comparer avec le Théoreme 5.5). Cela signifie que si 7 : C — D est la déformation
universelle du revétement 7w : C' — D, alors le triplet image (D, £, ®) est la déformation universelle de
(D, L, ®). Ceci étant, armé de cet argument, la preuve est analogue a celle de la proposition 9.4 (3).

Montrons que le foncteur est un monomorphisme. Cela revient d’abord a prouver que si un S-
automorphisme f de C induit lidentité sur (D, L, ®), alors f = 1. Comme le groupe Aut(C/S) est
fini non ramifié, il suffit de le voir sur les fibres, donc si S = Spec k. 1l est clair que f est 'identité en
dehors des points doubles de C', donc f = 1. On suppose maintenant avoir deux objets 7 : C' — D
et m: ' — D avec une méme image (D, L, ®), on prouve que les deux revétements sont isomorphes.
Du fait de I'unicité de I'isomorphisme, le probleme est local sur S, on peut donc supposer que tout est
défini au-dessus de la base de la déformation universelle, commune aux trois objets, disons de la fibre
(Ds, Ls, ®s). Cela permet de supposer que S est lisse (connexe), et que les fibres génériques des courbes
en jeu sont lisses.

Soit le S-schéma v : Isom (7, 7’) — S formé des isomorphismes induisant I'identité sur (D, L, ®).
On sait que v est fini non ramifié sur S. On sait par ailleurs que v est un monomorphisme dominant,
c’est donc un isomorphisme.

Reste & voir que localement sur S tout triplet (D, L, ®) de base S provient d’un revétement. Il
suffit de relever un triplet défini sur la base S = Spec k, ceci du fait que I'identification des foncteurs
de déformations permet alors de relever localement une famille arbitraire. Dans le cas ponctuel, on
déforme le triplet (D, L, ®) a une base Spec R, ot R est un anneau de valuation discréte complet de
corps résiduel k, de fibre générique D lisse. Quitte a épaissir R, on peut supposer que la fibre générique
du triplet provient du revétement Cx — Dg. Le modele stable de ce revétement (§ 5.3) répond a la

question.

|
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9.2.8. Composantes irréductibles du bord

La description des composantes irréductibles du bord de H, , ¢ découle directement des résultats
de la section 7.2. On doit considérer une base qui correspond soit a un segment, soit une boucle.

Le segment: 1l s’agit de décrire les diviseurs du champ H, ,, ¢ déterminés par les graphes modu-
laires de Hurwitz I' qui recouvrent le segment. Décrire un revétement stable C — X de groupe G = Z/nZ
de base 3 = X1 UX,, courbe avec deux composantes lisses de genres respectifs 1 < g1 < g2, g1+92 = g,
un seul point double, et de donnée de ramification &, est équivalent a la donnée d’une racine n-ieme
du faisceau Ox(—B), B étant le diviseur de branchement. Il s’avere cependant beaucoup plus com-
mode dans les descriptions qui suivent de conserver le point de vue des revétements. Dans la suite la
base sera notée indifféremment D ou ¥. Le diviseur de branchement sera noté de la maniere suivante
B = 22:1 MaVaQa, avec my = %, 1 < vy < ey et pged(eq, Vo) = 1. On notera que 22:1 MalVe =0
(mod n).

Le revétement C — ¥ = 31 UYs comme spécifié ci-dessus impose a C' a avoir la topologie suivante

(comparer avec la discussion générale de la section 7.4):
C=1Ind& C; v Ind&, Co (9.19)

pour deux courbes lisses C et Cy induisant des revétements C7 — 1 et Cy — Yo de groupes respectifs
G; et Gg, sous-groupes de GG. Le stabilisateur d’un point double P (on suppose que P € C; N Cy) de
C étant H C G1 N Gy. Soit n; = #G; (i = 1,2), e = #H. Donc e | ny,na, et du fait de la connexité
de C, ppem (nq,n2) = n. Il est aisé de voir que si le diviseur de branchement B} de C; — %; est écrit

sous la forme ,
B = miviQi + SvQ = B+ SviQ (i=1,2) (9.20)
— e e

ng
i 9
ea

avec m!, = les Q! (resp.Q?) (i = 1,2) étant les points qui apres identification donnent le point

double Q4 (resp.Q). Le diviseur de branchement du revétement = : C' — 3 est alors

bl b2
n n n n
B = - (Z méyéQ}l> + -~ (Z mizﬁ@i) = n_lBl + n_2B2 (9.21)
a=1 a=1
Notons comme conséquence de (7.20) les congruences S0 mivi + %My = 0 modn; (i =1,2)

qui si B; est connu, déterminent de maniére unique e et les v°. Par exemple %Vi est le reste modulo
n; de EI:;:1 m! v¢; notons que v +v? = e. En d’autres termes la signature du point double @, obtenu
par identification de Q! et Q2 est donnée par (9.15)

n 4 ne
= lp== 9.22
a="ulh="12 (9.22)
Onaa+b=net 2 =pged(a,b). La partition notée dans la suite 7, du diviseur de branchement (de
maniére équivalente de la donnée de ramification) en
(7) B= By + By (9.23)
ni n2
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1,,1 2

détermine tous les autres parameétres i.e. m'vt = Hul et m?v? = %212

, restes respectifs modulo n;
de Zif:l miv: (i = 1,2). Rappelons que dans 1’écriture précédente, 1 < v* < e’ et (v%,¢e') = 1. La

congruence initiale

bl b2
n n
deg(B) = - (E mi@) + - (g min%) =0 (modn) (9.24)
a=1

a=1
entraine immédiatement e! = e2. Notons par ailleurs que la stabilité impose 2g; —2+b; >0 (i = 1,2).
La signature (a,b) du point double est en fait déterminée par les seuls supports de la partition 7 (9.23),
i.e. la partition des points de branchements [1,b] = I; [[[>. Nous noterons dans la suite dg, g, » Ou
8g1.92.B1,B, 1a composante irréductible du bord correspondante a ces choix. Son image dans M est

la composante 691’92’11’12' Noter que 591792’31732 = 592’91’32’31'

La boucle: (¢’ > 1) On suppose que la base du revétement est maintenant une courbe
irréductible ¥ de genre géométrique g’ — 1, avec un unique point double ). Notons ¥ la normali-
sation de ¥ et soient Q1, Q2, les deux points de ¥ pré-images de ). On sait (§7, 7.13) que pour I’espace
total C' du revétement, il y a deux possibilités:

i) La courbe C' est irréductible, disons avec d = 2 points doubles. Alors la normalisation C est
irréductible, et le revétement cyclique C — X est ramifié avec b + 2 points de branchement, ceux

provenant des points de branchement de C' — ¥ et 1, Q2. Le diviseur de branchement est donné par
B = B+ m1Q" + marnQ? (9.25)

B étant le diviseur de branchement de ¥ — C. Notons que miv1 + mavs = n, en fait T =m; = mg et
a = myvi, b = mavs est la signature du point double Q). Nous noterons &g 45, la composante décrite de
cette maniere.

ii) La courbe C' est réductible. Alors il y a dans C' une seule G-orbite de composantes irréductibles,
fixons Cy I'une d’entre elles. Il y a aussi une seule orbite de points doubles, soit P € Cy I'un de ces
points. Notons Gy le stabilisateur de Cy et H celui de P, d’ordres respectifs ng < n et e, et e|ng. Soit
go € G\ G un élément tel que P € CyNgo(Cp). On sait que GoU go engendre G du fait de la connexité
de C (§7.2), et que par ailleurs H C Gy N gOGOgO_1 = (G puisque le groupe est abélien. Notons que
I’élément gg est déterminé modulo Gy, et au changement go — g, ! prés. La courbe C est alors obtenue
par identification des couples de points (gP, ggy, ' P) € T ndg0 (Cy). Le diviseur de branchement de

Coy — Xy est visiblement de la forme

n n
By + ?Olel + ?OVQQZ, vyt =e (9.26)
avec nécessairement la factorisation de B désignée (de nouveau) 7:
(r): B=--B, (9.27)
o

La signature du point double Q est a = ag, b = by, avec ag = Zoyl | by = Z2p? Noter que ce
choix n’est soumis & aucune contrainte, i.e. e|ng étant fixé, on choisit 14 < e, premier & e, alors v, s’en
déduit du fait de I'égalité (9.26). En sens inverse, on a e = —0——.

pged (no,ao)
La notation retenue pour cette composante irréductible est 6o r,q5. Le cas i) correspond a ng = n.

La notation regroupe donc les deux cas.

|
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9.3. Revétements cycliques de P!

Lorsque la base est P! on identifie le champ (ouvert) de Hurwitz & un champ quotient (comparer

avec [4] qui se limite aux revétements uniformes).
9.3.1. Quelques calculs de torseurs

Il est connu que la classification des objets au dessus de la catégorie des k-schémas (k corps, ou
anneau de base), étale-localement (ou fpqc) d’une marque” donnée (terminologie de Demazure-Gabriel
[21]), est équivalente & la donnée du champ classifiant BG, avec pour groupe structural G, le groupe
des automorphismes de I'objet marque. Une définition plus précise est comme suit. Soit M un champ
(algébrique) au dessus de k. Soit X un k-schéma, et soit un objet P € M(X), 'objet "marque”. Disons
que Q € M(U) est de marque P, s’il y a un morphisme « : U — X, un recouvrement (étale) U’ — U,
tels que Q xy U’ = P xx U’, donc si Isom(Q, P xx U)(U’) # 0.

On définit un champ M(P), le champ des objets de marque P, dont la catégorie des objets au-
dessus de U sont les couples (@, : U — X), avec la propriété de dessus, traduisant le fait que Q
est de marque P, les morphismes étant les morphismes évidents. Ce champ n’est qu'une présentation
différente du champ classifiant B(G/X), si G = Aut(P) est le groupe algébrique des automorphismes
de P ([51], 2.4.2).

~

Proposition 9.10. Sous les hypothéses qui précédent, on a un isomorphisme de champs M(P) —
B(G/X), G = Auty(P) étant le X-groupe algébrique des automorphismes de P. En particulier, si G
est lisse de type fini, le champ M(P) est algébrique.

Preuve: Rappelons brieévement la définition de I'isomorphisme [21]. Si (Q, @) € (P) est un objet de
marque P au-dessus de S, il est clair que le S-schéma Isom g(P X S, @ X x S) est de maniére naturelle un
G fibré principal de base S, définissant le foncteur 9.33. En sens inverse si F — S est un Aut x (P) x x S

torseur, le produit contracté
E XAut(P)xxS (P X x S)

fournit un objet de marque P de base S. Ces deux constructions sont inverses l'une de 'autre. D’une
autre maniere le champ M(P) est visiblement une gerbe sur X, qui est neutre car P en est une section
sur X. Le résultat découle alors de ([51], Lemme (3.31))
(I

Par exemple on peut prendre la marque k", avec M le champ des faisceaux localement libres
de rang n sur les k-schémas ([51], Théoreme 4.6.2.1). Alors le principe qui vient d’étre rappelé dit
que ce champ est isomorphe & BGL(n). Plus significatif pour la suite est le cas du groupe projectif
linéaire PGL (n) = AutP". Le champ classifiant BPGL (n) est isomorphe au champ dont les objets
sont les fibrations en P™ au dessus d'un k-schéma. Le cas utile pour la suite est un mélange de ces
exemples. Fixons un faisceau localement libre V' de rang r» > 1 sur P!, donc en vertu d’un théoreme
de Grothendieck de la forme V.= O(n1) @ ... ® O(n,), avec ny < ... < n,. Soit la catégorie fibrée
en groupoides P, dont les objets au-dessus de S les couples (D — S, E), avec D — S une fibration
en P!, et E un fibré vectoriel sur D de type V le long des fibres, c’est & dire, localement sur S, de la
forme @®;_,L;, ou L; est inversible de degré relatif n; . Noter que cela a un sens car, localement pour

la topologie étale, D = P}g. L’identification des objets est un exercice aisé:
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Lemme 9.11. La catégorie fibrée en groupoides P est un champ algébrique. La marque des objets de
P est (P, V).
Le groupe des automorphismes G du modéle, est le groupe qui linéarise universellement le fibré V. Ce

groupe s’insere donc dans une suite exacte

1— H=Aut(V) - G—PGL(1) —1 (9.28)

Preuve: Le premier point se résume essentiellement & montrer que si (D, F) et (D', E’) sont deux

objets de P au-dessus du schéma S, alors le faisceau sur S,
(T - S) — Isomp ((DT7 ET); (D’/Ta E’}))

est représentable par un S-schéma de type fini. On peut procéder en deux étapes. Soit d’abord le
foncteur Isom s (D, D') qui est représenté un torseur Z sous le groupe PGL(1). Si®: DxsZ = D' xsT
est I'isomorphisme universel, on est ramené visiblement a prouver que le foncteur défini sur la catégorie
des Z-schémas (U — Z) +— Isomy(Ey,®*(E')y) est représentable, en fait par un Z schéma affine
sur Z. C’est un fait connu. Identifions maintenant la marque des objets de P. Il est clair que toute
fibration en P! de base S est localement (pour la topologie étale) de la forme Pk. Supposons donc
D = ]P’iq. Ceci étant, le module localement libre E étant de type V', quitte a localiser si nécessaire, on
peut le supposer de la forme E = Op1 (1) @ ... & Op1 (n,) = p*(V), ot p : P — P} est le morphisme
de changement de base. Ce qui montre que la marque est bien (P!, V). Pour décrire le groupe des
automorphismes de ’objet marque, rappelons que si un groupe algébrique G agit sur une variété X,
Paction étant pu : G x X — X, une G-linéarisation d’un faisceau cohérent F', est un isomorphisme
® : p3(F) — p*(F) vérifiant une relation de cocycle bien connue (par exemple [57], voir aussi § 6.1).
En général un faisceau F localement libre de rang n sur X n’est pas G-linéarisable, cependant il le
devient si le groupe G est agrandi convenablement. De maniere précise, 'argument rappelé en début
de preuve montre qu’il existe un groupe algébrique G, et un morphisme de groupes G — G, tel que les
G-linéarisations de F' correspondent de maniere bijective aux sections de G — G. En fait on applique
la construction du début au couple de faisceaux (u*(F'),p5(F)), p et pa étant respectivement laction

et la projection G x X — X | de sorte que

G = Isom (p5(F), p* (F))
D’une maniere simplifiée, les points de G sont les couples (g, ¢), avec g € G, et ¢ : F = ¢g*(F). La loi

de composition étant

(9, 0)(h, ¥) = (gh, h* (9)¥) (9-29)

Si on a pour tout g € G, g*(F) = F, alors ce groupe s'insére dans une extension 1 — Aut (F) — G —

G — 1. Appliqué a la situation présente, cela donne la seconde partie du lemme.

(I
Noter que 'extension (9.28) n’est en général pas scindée du fait que O(n) est PGL (1)-linéarisable

si et seulement si n est pair; il n’est que GL (2)-linéarisable. Soit ar, : O(1) = g*(O(1)) la linéarisation
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tautologique de O(1) qui induit une linéarisation de V, @j_, a¥™ : V' = ¢g*(V) (g € GL(2)). Noter
que Aly agit diagonalement sur V' par la matrice diagonale diag(A™,..., A" ) On notera cependant
que la linéarisation tautologique de V sous GL(2) se descend dans tous les cas en une linéarisation
sous GL(2)/pug, si d est le pged des n;. Le groupe H est aisé & décrire. Supposons la partition (n;)
de r = 22:1 n;, prenant p valeurs distinctes k; < ... < k,, k; apparaissant ¢ fois. Alors V' a une

filtration canonique
0#£FPC...CF'=E, FI/F/ =0 (k)% (9.30)

En fait si V = &%_,Opi (k;)®*), on a F; = @) _ Opi (ky,)®@). En particulier un automorphisme de

m=j

E respecte filtration F. Il est alors immédiat que H = Aut (F) est le produit semi-direct

P
H=Ux ][] GL()
j=1
d’un groupe unipotent U par un produit de groupes linéaires. Dans certains cas, G est en fait un produit
semi-direct. Supposons a; = ...a, = 1. Soit une relation de Bezout 1 = ) j mj%. Considérons le
caractere de H donné par x : H — [[5_; GL() Y G avec ¥((g5)) = I1, det(g;)™, et soit K le

noyau de . On a la remarque évidente:

Lemme 9.12. Sous les conditions indiquées, le groupe H est le produit semi-direct H = K xGL(2)/ 4.
Si de plus d est pair, la suite (9.28) est scindée.

Preuve: Notons « : GL(2) — G la section induite par la linéarisation canonique. Alors les
éléments de K qui sont aussi dans I'image de «, sont les diag(A™, ..., \""), avec A — \d — 1,
Cette intersection est donc réduite a l'identité. Le reste est clair. Pour le point deux, notons que si
les n; sont tous pairs, alors on obtient une section de G — PGL(1) par factorisation de g € GL(2) —
©; aFm™ det(g)~™/2.

|

9.8.2. Interlude: Géométrie du discriminant des formes binaires

L’espace affine des formes binaires admet une stratification naturelle, dont la géométrie est intime-
ment liée & celle des schémas de Hurwitz classifiant les revétements cycliques de P*. Soit N un entier
fixé dans toute cette section, et soit p = n; < ng < ... < n, une partition (fixée) de poids N. Une
forme binaire (non nulle)

a XN +a XV Y 4 anYN (9.31)

est représentée par le point (ag, - - -,an) € ANV Onnotera X,, = X(,,,, . »,) la sous variété (localement
fermée) de l'espace affine AN*1 des formes binaires de degré N, formée de celles qui sont le produit
de r facteurs linéaires non proportionnels, de multiplicités respectives n1 < no < ... < n,.. On parlera
de p comme du type combinatoire de la forme binaire. Il est facile de décrire X, comme un cone
au dessus d’un produit d’espaces projectifs. On écrira préférablement la partition p sous la forme
ko ks

duale p = m7*...m¢g*, signifiant que la fonction ¢ — n; prend les valeurs distinctes m; < ... < my
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respectivement kq, ..., ks fois. Une forme binaire de type p peut alors étre écrite sous la forme plus rigide
F=TL_ 1", (fi, ;) = 1sii # j, deg(f;) = ki , f; étant sans facteur multiple. La décomposition
est génériquement bien définie a I’action du groupe diagonalisable pres

T, ={x=(\,...A), [[ A =13 (9.32)
=1

Pour décrire avec plus de précision la stratification de AN !, de strates les sous-schémas X, , rappelons
(voir par exemple [47]) quelques propriétés du morphisme de Viete. Soit Zy = (A2)N la variété des
2N-uples

(ur,v1,...,un,vNn), (u,v;) #(0,0), 1 <i<N (9.33)

Il y a sur Zy une action évidente d'une part du groupe GY, et d’autre part du groupe symétrique
Sx. Il en résulte une action du produit semi-direct GY x Sy sur (A2)V, telle que Zn/GY x Sy =
(PHYN /Sy = PN. Soit le sous-groupe Ty = {(t1,...,tn) € GY/[I,t; = 1}. Les choses s’expriment
mieux en termes de cones au dessus d’une variété. Rappelons que si X est une variété normale, et si L
est un faisceau inversible ample sur X, alors I’algebre

R=p r(x, %) (9.34)

d>0
est de type fini, et normale. La variété affine Spec (R) est le cone de base X défini par L. Si X est lisse,
le sommet est le seul point singulier, point singulier conique, et il est immédiat que le fibré vectoriel
V(L) — X, induit une résolution de la singularité conique, via le morphisme naturel V(L) — Spec(R).
Le diviseur exceptionnel est la section nulle de la fibration, et son complémentaire est isomorphe au cone
épointé Spec(R) — 0. Notons par ailleurs que Spec(R) — 0/G,,, = X, et Pic(Spec R —0) = Pic(X)/[L].
Ainsi la variété notée ANT! des formes binaires de degré N peut étre identifiée avec le cone épointé de
base PV relatif & O(1). Rappelons que le morphisme de Viete (relations coefficients-racines) v : Zy =
(A2)N — AN+ est défini comme suit:
N

(Ul,’Ul, .. .,UN,’UN) — H(ulX — 1)1Y) = aoXN + ...+ (INYN (935)
i=1

Ce morphisme permet de justifier 'identification classique suivante:

Lemme 9.13. Le quotient Xy = Zx /Ty est le cone épointé de base (P')N défini par le faisceau
inversible O(1,...,1), de plus Zn/Tn x Sy = AN*+L,

Pour décrire X, on forme d’abord le plongement ”diagonal” de (A2)" dans (A2)% i.e.
—N—— — N
(ulavla s au'/‘av’l”) — (ulavla sy UL, V1, U2, V2 v ooy Upy Uy v v e ,UT,UT) (936)

le premier couple répété n; fois, etc. On note que I'image de (9.36) est la sous variété des points fixes
de Sy, X ... xS, . Le sous groupe de Ty x Sy qui agit sur cette image, est le normalisateur de

Spy X ... xSy, donc est le groupe T), X Normg, (Sp, X ... x Sy,), avec T), donné par
T, =T 75 — {4y, it} £ =1 (9.37)

Noter que cette action est libre génériquement, mais pas libre partout. On a utilisé en passant le lemme

évident suivant:
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Lemme 9.14. Soit un produit semi direct G = H x K, et soit A C K un sous-groupe de K. Le
normalisateur de A dans G est H® x Nx (A).

(.

Le groupe diagonalisable 7, n’est connexe que si d = pged(ny,...,n,) = 1, sinon 7,/T; =
Z/dZ . Noter qu’a cela correspond une action libre du groupe diagonalisable T}, = ker(G}, —
Gm), (t1,. .. ) — 7 .. 17 sur (A2)" qui s’exprime par

(tlv ) t’l”)'(”la Ulyev s Up,y ”U»,‘) = (tlula 1101, oy by, t’rv'l‘)

et qui rend le plongement (9.36) équivariant. Il en découle une action résiduelle du normalisateur
N, := Normgy (Sp, X ... x Sy, ) sur Z, = (A?)")/T, . Rappelons que les valeurs distinctes prises par
les n; sont m; = ng, 4+ 4%, M1 < ... < mg On trouve pour le normalisateur N, le wreath product

Ny = (Smy USk,) X oo X (S, 1Sk, ). En résumé on a le fait connu suivant:

Proposition 9.15. 1) Le quotient Z,, = (A2)")/T,, s’identifie au cone épointé au dessus de (P')" relatif
aLl=0(n,...,n.).

2) Le quotient C,, = Z,,/N,, s’identifie au céne épointé au dessus de P¥ x ... x P*s défini par le faisceau
inversible O(my, ..., ms). Le morphisme C, — ANT! est fini birationnel sur son image, il définit la
normalisation de la strate fermée X ,.

3) La variété X, est isomorphe au complémentaire dans C,, = Z,,/N,, de ’hypersurface A(f..... fs)=0

(A(—) étant le discriminant usuel)

Preuve: Pour 1), on note que les fonctions invariantes sous 7}, sont les fonctions polynomiales

f(ur,vi,...,up, vy) telles que pour ¢t € T),:

f(tlula tlvla ce 7t7‘u7‘5 t’rv'l‘) = f(u17 Viyeo oy Up, UT)
si f est multihomogene de multidegré (a,...,a,), le poids de f est ¢t — ¢{* ...t donc on doit avoir
(a1,...,a.) = e(ny,...,n,) pour un e > 1. L’assertion 1) en découle. D’une autre maniere, on peut

noter que la projectivisation du plongement (9.36), est le plongement polydiagonal (P!)" — (P1)V et
que la restriction de O(1,...,1) est O(nq,...,n,). L’assertion découle alors du lemme 3.
Pour 2), on note que 'action du groupe fini N, se réduit a l'action de Sk, X ... x Sy, ce qui conduit

au fait que les points de Z,,/N,, ont pour coordonnées (multihomogenes), les coefficients des produits

partiels
k1
AXY) =][](wX - vY) =a X" + .. Y™ ... (9.38)
1
On peut identifier un point de ce quotient & un s-uple de formes [fi,..., fs], de degrés respectifs
ki,...,ks. L’identification étant
1o fl = g1, gl == gi = Nfi (e k), [ A =1 (9.39)

=1
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Comme dans la description précédente, on retrouve bien la description des points du coéne de base
PR x. . .xPPs relatif au faisceau O(my, ..., m;). D’une autre maniere le quotient Z, /N,, est isomorphe a
ARt < ARsHL /T e tore T” étant le noyau de G5, — G,y (A1, ..., As) = [[1—; A7"; Iidentification
s’obtient en effectuant le quotient partiel de Z,, par le sous tore de 7}, donné par les équations Hf;l ti =
1,.. .,Hf;l t; = 1. Le morphisme Z,,/N,, — ANT! n’étant autre que (fi,..., fs) — fi"* ... f™. Tout

est plus clair sur le diagramme

Zu = (AE)T/TM ZH/NM - Aiv—ﬂ

(P1)r — PR x . Pk —2 , PN

Les fleches @, ¢ sont celles explicitées lors de la preuve, c’est a dire

¢(D1,...,Ds) =Y _miDi, O([fr,....f]) = [ .. £ (9.40)

i=1
(.

REMARQUE 9.2 Les relations d’incidence entre les strates X, C ANT! se décrivent facilement
au moyen d’un ordre entre partitions de poids donné N [47]: n = (m < ... <) < p = (g <
o <ny) == Zielj n;, les I; formant une partition de [1,7]. L’adhérence de la strate X, est
X, = U,<, Xy Le morphisme C,, = Z,/N, — AY=" a pour image X, est la désingularisation
de X_u Apres projectivisation, ce morphisme se réduit & PFt x ... x P*¥ — PN qui est le composé
d’un plongement de Veronese, suivi d’'une projection linéaire; ce morphisme est la normalisation de son

image.

EXEMPLE 9.3 Le cas p = (1,...,1,2), soit k; = N — 2, ks = 1,m; = 1,me = 2, correspond
a I'hypersurface discriminant (privée de origine), qui a pour normalisation le cone épointé de base
PN=2 x P!, relativement & O(1,2). Le morphisme de normalisation est [f1, fo] — F = f1f2. Si fi aun
facteur linéaire multiple, on peut ’échanger avec f5, ce qui montre que ce morphisme n’est pas bijectif
sur I'image. Regardons comme exemple le cas des formes quartiques (9.31) (N = 4). Le discriminant
A caractérise les formes avec un facteur linéaire double, donc p = (1,1,2). Pour p = (1,3), X1 3 est
le cone épointé au dessus de P* x P! défini par £ = O(1,3). La théorie classique donne des équations
pour X1 3: P(F)=Q(F) =0, si on note P et Q les covariants

3 3 1
P= é(ag —3ayas + 12apa4), Q = agasay — gaoag - ga%(m + 18ajasas — %ag

Dans le cas p = (2,2), donc my = 2, s =1, ky = 2, Xz o représente les formes quartiques carré d’une
forme quadratique; dans ce cas aussi on obtient des équations en écrivant que la forme hessienne H(F')
est proportionnelle & F. Enfin si p = (4) qui est le cas des formes avec un seul facteur linéaire, les

équations de X, qui est la strate fermée, se résument comme on le voit facilement & H(F') = 0.

9.53.8. Le champ des revétements cycliques de la droite projective
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On fixe la ramification d’un revétement cyclique de degré n (§ 9.1) sous la forme d’une suite de
diviseurs de n, 1 < ¢;|n (1 < i <), et pour tout 4, un entier 1 < n; < e;, tel que pged(e;,n;) = 1;
on posera n; = eﬂlm On supposera que n; < ... < n,, définissant ainsi une partition p de poids
N=nm=)n.

Soit w : C — D un revétement cyclique a ramification fixée de type u, de base S, les fibres
géométriques de D — S étant isomorphes & PL. On sait (Proposition 9.4) que le revétement 7 : C' — D
peut étre reconstruit en partant de la base D, équipée de la structure additionnelle (£, ®). Il sera
préférable dans la suite de noter la partition ;1 comme une suite strictement croissante avec répétitions,
donc de considérer les entiers m; (1 < j < s) (distincts) définis par la partition n; < ... < n, comme
cela a été fait dans la section 9. Cela permet d’écrire le diviseur B tel que Div(®) = B sous la forme
B = %7, m;B;, les diviseurs B; étant maintenant disjoints deux & deux. Posons deg(B;) = k;, de
sorte que ), kim; = ;g =nm, I’entier m étant défini par cette équation.

Revenons & la variété lisse X, partie ouverte du céone Z,/N,. Le groupe GL(2) agit de maniere
naturelle sur espace vectoriel des formes binaires de degré donné, i.e. ¢.F(X,Y) = F(g7'X,¢g7'Y),
mais cette action ne se descend pas en général en une action de PGL(1). L’entier m étant comme
introduit au dessus, on notera cependant qu'’il y a une action du groupe GL (2)/ ., sur le cdne épointé

Z,/N,,, de maniere explicite

g[fla“'afs}:[g'fla"'ag'fs} (941)
Cette définition est cohérente du fait que Zle k;m; = nm. De maniere équivalente, le faisceau
O(my,...,ms) sur Pkt x ... x P*s est canoniquement GL(2)/um-linéarisé. La description qu’on a

en vue du champ H, , des revétements cycliques de degré n de P!, & ramification de type pu, et qui

dans le cas des courbes généralise [4], est:

Théoréme 9.16. Les points de branchement étant marqués (non indexés), on a:

Hop = [Xu/(GL(2)/ ptm)] (9.42)

Si les points de branchement sont piqués (ordonnés) on a, pour une action de G, qui sera précisée dans

la preuve, et Y, étant le complémentaire dans Z,de la grosse diagonale H,, , = [Y,,/Gn].

Preuve: On commence par définir un morphisme H,, ,, — [X,,/(GL(2)/p:m)], qui apres vérification,
sera un isomorphisme. Soit un revétement p : C' — D, de base S. La courbe q : D — S est un fibré
en coniques, et le sous-faisceau propre £ € Pic(D), de m.(O¢), relatif a valeur propre (,, est de degré
—m le long des fibres. Par ailleurs la multiplication définit un morphisme injectif ® : L& — Op, le

diviseur B de ® ayant par définition un type combinatoire fixé le long des fibres. Ce qu’on traduit par

B=Div(®)= Y %nBe,,7 (9.43)
1<e|n, 1<n<e

On récupere d'une part un torseur P = Isom ((Pk,Vs),(D — S,L)) sous G = GL(2)/pm, avec
V = O(—m). Du fait de la forme du diviseur de la section ®, cette section définit d’autre part un

morphisme P — X, C AY, qui est par construction clairement G-équivariant. Cette construction
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donne donc un foncteur H,, , — [X,/G] Pour prouver que c’est un isomorphisme, il suffit de voir que
c’est simultanément un monomorphisme et un épimorphisme [51]. Il est possible en fait d’exhiber un
foncteur quasi-inverse, comme la preuve de dessous le suggere. Pour tout schéma S, on doit s’assurer
que la restriction de ce foncteur a la catégorie des sections au-dessus de S est pleinement fidele. Cela
se ramene 3 voir que tout S-isomorphisme de revétements f : C' = C’ correspond de maniere bijective
4 un isomorphisme des objets images par le foncteur considéré. Notons h : D = D’ le S-isomorphisme
entre les courbes quotients. Il définit d’une part un isomorphisme entre les G-torseurs associés P — P,

et un isomorphisme Z/nZ-équivariant
V€=l L = h(E =)L) (9.44)

Notons ; : £; = h*(L}) sa restriction & £;. Rappelons la relation ®.¢$™ = ®; il s’agit donc de voir
que lisomorphisme initial f peut étre reconstitué demaniére unique en partant de la donnée (h, ;).
C’est exactement le contenu de la Proposition 9.4.

Dans le cas des points de branchement ordonnés la donnée qui se substitue a (P, O(—m)) est
(P, (Q1,...,Qp),0(—m)), le groupe G est donc G = G,, = Aut(O(—m)). 1l est évident que cela
revient dans la preuve précédente a remplacer X, par Y),, dont les points correspondent a la donnée de
b points distints Q1,...,Qp de P!, et d’une forme binaire f de diviseur des zéros Div(f) = Zj n;Q;.
L’action de G,, dérive de "I'action” A[(u1,v1), ..., (up, vs)] = [N/ (u1,v1), ..., AV ™ (up, vp)]. Le reste

est clair.

|

EXEMPLE 9.4 Sin = 3 (voir [4]), revétements galoisiens triples de la droite projective, le diviseur B
est de la forme B = B1+2Bs;, avec B; et B disjoints et sans multiplicités; on a entre les degrés respectifs
la relation k1 + 2ko = 3m. On a en fonction de la prescription générale: Div (Pqy) = [%] =2B; + Bs.
On voit que X, est dans ce cas un ouvert du cone de base P*1 x P2 défini par O(1,2). Dans [4] Arsie
et Vistoli ont traité le cas générique u = (1V); les revétements correspondants sont appelés par eux
uniformes. Dans cette situation, on a s = 1, et X(;~) est simplement le cone des formes de degré N

sans racine multiple.

10. Groupe de Picard et classes tautologiques.

La position du champ de Hurwitz comme établissant une correspondance entre champs de courbes

marquées (ou piquées)

Mg7r : H97G75 Mglvb (10'1)

suggere ’existence sur ce champ de fibrés tautologiques liés a la spécificité des revétements galoisiens.
On notera pour tout groupe fini G, (-, —)|¢ le produit scalaire de deux caracteres de G, et R(G)
Panneau des représentations (ou des caracteres) de G. Si v € G, on notera V, Despace vectoriel qui

supporte la représentation de caractere (irréductible) v. Pour tout réel z, on posera (x) = x — [z].
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10.1. Fibré de Hodge

10.1.1. G-fibrés vectoriels sur le champ de Hurwitz

Soit le morphisme canonique (représentable) oubli de I'action de G 1 : Hg g.e — M () oll comme
précedemment, r désigne le nombre de points de ramification, et b le nombre de points de branchement.
Sim: C — D est un revétement on supposera la base piquée par b-points contenant les points de
branchement. La courbe C est marquée par les préimages des points de branchement. Le marquage de
ces points par paquets se déduisant de la numérotation des points de branchement. Rappelons qu'un
faisceau sur H, g ¢ est assignation pour tout revétement ¢ : C' = D 2 S d’un faisceau cohérent E(r)

sur la base S, de maniere compatible avec les morphismes. Soit la remarque:

Lemme 10.1. Soit F un faisceau cohérent (resp. un fibré vectoriel) sur M, .. Le faisceau 1*(F) sur
Hy.c.e est un G-faisceau cohérent (resp. un G-fibré vectoriel), relativement & I'action triviale de G.

Dans le second cas il se décompose en la somme directe de ses composants isotypiques

(F) = P F @ Vy (10.2)

xeG

les F) étant des faisceaux localement libres sur Hy c¢, et la somme directe étant indexée par les

représentations irréductibles de G.

Preuve: Si F est un faisceau sur M, ,, donc défini par une collection de faisceaux cohérents

F(q)=F(C N S), on a pour tout morphisme de M, ., i.e. un carré cartésien

C ! c’
q q'
S h S’

un isomorphisme ¢ : F(q) — h*(F(q')), les ¢g ) étant assujettis & satisfaire & une relation de
cocycle ¢fr¢nn = h*(dg n).¢fn. Si maintenant ¢ : C — S provient d'un G-revétement 7 : C — D,
alors tout élément g € G définit un automorphisme de C' — S dans ﬂg,r, mais pas dans le champ de
Hurwitz, sauf si g est dans le centre. Il en résulte un isomorphisme ¢(g) : F(q) — F(q) qui du fait de
la relation de cocycle représente une G-linéarisation sur le faisceau image réciproque +*(F) défini par

1*(F)(m) = F(q). Si F est de plus localement libre, il se décompose en facteurs isotypiques

F(q) = @ Fy(q) ® Vy (10.3)
xeG

avec F\ (q) = Homg(Os ® Vy,, F). Comme les morphismes de H, ¢ ¢ sont G-équivariants, il en découle

une action de G sur ¢*(F), en d’autres termes les facteurs F,(q) définissent un fibré vectoriel sur le
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champ de Hurwitz. De la sorte la décomposition qui précede induit donc la décomposition en sous-
faisceaux propres (10.1).
(I

Un G-fibré vectoriel sur le champ de Hurwitz aura pour sens un fibré donné par une décomposition
(10.2). Un G-morphisme entre deux G-fibrés vectoriels est un morphisme qui commute aux actions
respectives de G. Soient F' et H deux G-fibrés vectoriels sur le champ de Hurwitz. Nous dirons qu’ils
sont disjoints si une méme représentation irréductible V, n’apparait pas simultanément dans F' et dans

H. Notons le fait évident suivant:

Lemme 10.2. Supposons avoir une suite exacte 0 — E — F — H — 0, les faisceaux étant des G-fibrés

vectoriels, et les morphismes des G-morphismes. Si E et H sont disjoints, alors F = E & H.

Preuve: L’hypothese signifie que pour une représentation irréductible V, donnée, on a soit E, =

F,, soit H, = F,. Le résultat en découle.
(I

10.1.2. Décomposition du fibré de Hodge

Rappelons [40] que le fibré de Hodge E, , (resp.E, ) sur My, (tesp. M, ) est le faisceau dont
les sections sur l'objet p: D — S (resp. ¢ : C'— S), courbe stable marquée de genre g’ (resp. g), est le

faisceau localement libre de rang ¢’ (resp. g) sur S

E(p) = p«(wpys) (10.4)

Notons que par dualité de Serre ce faisceau est dual de R1q.(Op), et que le morphisme trace permet une
identification R'q.(wp,s) = Os. La classe de Hodge A € Pic(M, ;) est par définition A = det(E) =
c1(E); on définit plus généralement \; = ¢;(E). Pour éviter toute confusion, on notera dans la suite Ep,
(resp. Aps) le fibré vivant sur la base.

Soit un revétement galoisien stable de groupe G, 7: C — D debase S, p: D — Set q: C — S les
morphismes structuraux. Sous ces conditions les faisceaux gq.wc /g et R1q.(O¢) sont des G-faisceaux
pour l'action triviale de G, localement libres, et en dualit. Le faisceau localement libre de rang g = go
(genre de C) q.wcyg définit un G-faisceau sur le champ ﬁi’n que nous noterons dans la suite E;q;.
Ce fibré vectoriel est exactement 'image réciproque du fibré de Hodge sur ﬂgﬂu, comme explicité
en (10.1.1). Le fibré de Hodge sur ﬂg/’b étant noté Eps, on veut comparer Eipr et 6*(Eps). Soit

décomposition en facteurs isotypiques (10.1):
Ewt = P E. @V, (10.5)
vel

La fibre de cette décomposition en C' — D est simplement la décomposition en facteurs irréductibles
de H°(C,w¢). La formule de Chevalley-Weil (§ 3.2) permet de préciser le rang de chaque facteur, la

donnée de ramification £ = E?ZI[H,-, xi] étant fixée.
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Proposition 10.3. Soit la décomposition du fibré de Hodge E;,; en facteurs isotypiques E;o; =
D,ce: Ex ®V,. On a en particulier By = 6*(Ey,). Le rang de E, est donné si v # 1 par la formule de
Chevalley-Weil

rg(E,) = dim (v) (g’1+2<1§>> - Eh e (10.6)
i ¢ i o1=1 g

Si G est cyclique?® d’ordre n, (10.6) se spécialise en (0 < (=) < 1 désignant la partie fractionnaire):

b

rg(B,) = ¢ —1+ 3

i=1

—vl;

) (10.7)

€

Preuve: 11 suffit de se placer sur S = Speck. Si 7 : C' — 3 est un revétement du type indiqué
défini sur k£ (|G| # 0 € k), il suffit, pour avoir I'expression (10.6), d’expliciter pour tout v le rang du

facteur isotypique H°(C, O¢),; de maniére équivalente, trouver la trace de Lefschetz (voir §3.2)
Lc(Qc) = [H(C,Q0)] — [H'(C,Q0)] € R(G)

Si m.(Qc) = Beg Ev @ Vi, cette derniere s’exprime par Lg(Qc) = >, X(Ey)[Va] € R(G). Cette
expression montre qu’il suffit de trouver le degré de E, et d’appliquer alors le théoreme de Riemann-

Roch (voir § 3.2). Le degré s’obtient facilement au moyen de la suite exacte
0—71(E,) = QV, —Q,—0

Q, étant concentré sur les orbites de points de ramification, plus précisément Q, = €, Ind gl ((Quv)p,)
ol P; est un quelconque point d’une Porbite de type [H;, x;]. De cette observation on tire facilement

(voir § 3.2 pour un calcul analogue)

b e;—1

deg (E,) — dim (v )#29(;—2 ZZ
i=1 [=1

6z_l Y -1
) Xz )lHL

La formule de Riemann-Hurwitz donne 2{;]&—_6‘2 =29 -2+ (1— L), d’olt par substitution dans la

formule de Riemann-Roch

e;—1

Y(E,) = dim (v) (g’—1+2(1—— ) ZZ ey Vo

Si maintenant G est cyclique d’ordre n engendré par o, alors pour tout entier 0 < v < n, v désignant

la représentation de caractere x,(o) = (., on a (vavxli—l)‘Hi = 0 sauf si [ — 1 est le reste mod-

ulo e; de —vy;. D’ou le résultat. Pour confirmer la validité de lexpression (10.7), vérifions que

25

Vi
Zle

Par exemplesiV = nN— 1 on trouve pour le rang de la composante correspondante du fibré de Hodge g —1 +Z

Emul

g -1+
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>, dim(v)rg(E,) = gc = ¢g. La somme sur les caracteres irréductibles de la partie qui suit le signe

moins, donne

) G~ Z(Z(dimv)vv,xi_l)m = (xe@p i Da = Z(ei " l)tG N #GZ w

€; €;
il v v il il v

La premiere somme se simplifie du fait de Y dim(v)? = #G; les choses étant mises ensemble, la
formule suit.

|

EXEMPLE 10.1 Soit le cas n = 3, i.e les revétements triples galoisiens de genre g de P'. Dans ce
cas une donnée de ramification équivaut a une partition des points de branchement [1, g+ 2] = A U Ao,
avec |A1| = |A2| (mod 3) (voir § 2.3). Le fibré de Hodge est une somme directe E = E; & Es ou

AL 4 2]Ag] 1
== -1

_ 2‘1\1‘ + |A2‘

rg(E1) 3

rg(Eg) -1 (10.8)

¢

Il y a une construction duale. Soit un revétement galoisien stable w : C' — D de groupe G. Le
faisceau m,(O¢) est un (Op,G) module sans torsion de rang #G, de formation compatible a tout

changement de base. Il se décompose en facteurs isotypiques (section 4)
m(0c) = P L. eV, (10.9)
veé
Il est immédiat que £1 = 7,(Oc)¢ = Op, et que le rang de L, est égal & dim (v).

Proposition 10.4. On a p.(O¢) = Og, et siv # 1, on a p.(L,) =0 et

w~ ZRp, (£,)Y (10.10)

Preuve: Tout est clair, sauf peut-étre le dernier point. Notons que par dualité de Grothendieck-
Serre on a un isomorphisme canonique gi(weys) = R'q.(Oc)Y qui est de manitre évidente un

G-isomorphisme. Par ailleurs

qu*(OC) = RIP*W*(OC) = @Rlp*(‘cv X Vv) = @Rlp*(ﬁv) @ Vy
’UEG veé

Par identification des facteurs isotypiques, on obtient le résultat.
(I
On peut moduler cette construction en se reportant a la section 6.4.2, en particulier en considérant

le carré 2-cartésien _

= Mgy

Cyrp
\ (10.11)
C




Une section de base S du champ C est un revétement 7 : C — D de base S, équipé d'une section
Q : S — D additionnelle. On définit un module sans torsion L, (v € G) sur C, de rang deg(v), par la
prescription

Ly(m) = Q" (Lv) (10.12)

Invoquant le morphisme v : Cy, — C = Hyg.¢ XK, C, 1 (proposition 6.14), on voit que V(O )=
g’ g,r
L, ® V,. Avec cette définition il est que EV,v = R'7,(L,) = —m(L,). Sous les hypotheses
velrrep (G)
de la proposition 10.1 nous poserons pour tout v € €

Ay = det (E,) € Pic(Hyc.¢) (10.13)
On notera par la méme lettre la premiere classe de Chern de E,. Avec ces notations on a A\ = 0*(\ps),
ot A = Aot = ®eer As1E,

La dualité de Serre-Grothendieck donne une autre construction des E,. Soit un revétement galoisien
stable 7 : C' — D de groupe G. Le faisceau m,(O¢) est un (Op, G) module sans torsion de rang #G,
de formation compatible & tout changement de base. Il se décompose en facteurs isotypiques (§ 4)
m(O¢) = @ueé L, @ V,. Il est immédiat que £; = m,(Oc)% = Ox, et que le rang de L, est égal &
dim (v).

Proposition 10.5. On a p.(O¢) = Og, et siv# 1, on a p.(L,) =0 et

E,v = R'p, (L,)Y (10.14)

Preuve: Tout est clair, sauf peut-étre le dernier point. Notons que par dualité de Grothendieck-
Serre on a un isomorphisme canonique gi(weys) = R'q.(O¢)Y qui est un G-isomorphisme. Par
ailleurs

R'¢.(Oc) = R'p.m.(Oc) = PR'p(L, ® Vo) = PRp(L) OV,
ved vel
Par identification des facteurs isotypiques, on obtient le résultat.

1 __
Rappelons que classiquement on définit un faisceau inversible noté £; € Pic(M, ) par

Li(q: D — 8) =0 (wpys) (10.15)

en notant o; la i-eme section. Pour éviter toute confusion avec les faisceaux introduits ci-dessus, on

notera par la méme lettre 1); le faisceau inversible £; et sa premiere classe de Chern ¢1(£;). La méme
lettre désignera aussi pour simplifier a la fois v; € Pic (ﬂggb), ainsi que son image réciproque dans

Pic(Hg,c,¢). La structure du groupe Pic(M, ) (resp. Pic(M,,,)) est connue [40], [53]. Si g # 1,2,
ces groupes sont libres de rang fini%®. Soit le morphisme de groupes

§* : Pic(Hy.qe) — Pic(My ) (10.16)

26 Sig > 37 les faisceaux inversibles )\, et wi (1 < ) < n) forment une base de Pic (Mg,n)§ si on ajoute a ces faisceaux

inversibles ceux associés aux composantes du bord (les (5), on obtient une base de Pic (Mg,n)7 loc.cit. Le groupe Pic (MO,n)

est libre de rang on—l (Z) — 1 (Keel, voir [53])

131



Si le groupe de droite est libre (de rang fini), par exemple si g’ = 0, il n’est pas difficile de montrer
que ce morphisme est injectif (voir par exemple [43]). Naturellement le groupe Pic(Hy g ¢) est discret
que dans des cas exceptionnels, essentiellement ¢’ = 0 et G abélien. Si ¢ = 0 et G abélien, un fait
général qui s’applique aux champs de Deligne-Mumford donne Pic (H, ¢.¢) ®Q = Pic(H, ¢.¢) ®Q, alors
Pic(Hy.ce) ® Q = Pic(Mo ) ® Q. Le groupe Pic(H, g ¢) ne differe de Pic (Mo ) que par la torsion,

qui est non triviale en général. Ils ont un méme rang 2°~* — (5) — 1 [53].

10.2. Les fibrés en droites 1; , et p; ,

Examinons les fibrés tautologiques qui dérivent des fibres au-dessus de @1,...,Q%, les points
marqués de la base, et portant 'information sur la ramification. Rappelons que les points de branche-
ment sont inclus dans les @;. Notons o; : S — D le morphisme définissant @Q);. Il est clair que
le (Og,G)-faisceau Or-1(q,) est localement libre de rang |G|. On a en tenant compte de (10.9) la
décomposition Or-1(q,) = D, 507 (L) ® V,. On pose

L;(m) =07 (Ly) (10.17)

Cette construction définit un fibré vectoriel £;,, sur Hy g ¢ de rang deg(x). Si Q; est un point
de branchement d’holonomie [H;, x;], il est possible de dévisser les fibrés £;, en une somme directe
de sous-fibrés portant une certaine part de I'information sur la ramification. Fixons un représentant
(H;, xi) de ’holonomie en le point de branchement d’indice i. Soit alors le diviseur de Cartier relatif A;,
fini et étale sur S, lieu des points de la fibre 771(Q;) exactement d’holonomie (H;, ;). Alors A; — S

est un torseur de groupe Cg(H;)/H; (voir 3.1.2), le diviseur 7~(Q;) ayant pour expression
Q) = e (IndgG(Hi)Ai) (e: = |Hil)

En particulier Or-1(g,) = Ind gG(Hi) (Oc,a,)- On est ainsi ramené a préciser la structure de (Og, G)-
module de Ind gG(Hi) (Oc, A, ), cest a dire la structure du (Og, Ci(H;))-module O, a,. Pour 0 <k <e;
soit la suite exacte de (Og, Cq(H;))-modules

0 — Oa,(=kA;) — Ow+na, — Oka, — 0 (10.18)

Soit x un caractere irréductible de C (H;) avec py, : Cq(H;) — GL (W) la représentation associée.
Du fait que H; est dans le centre de C(H;), si h € H;, la restriction de p, (h) & H; est une homothétie
py(h) = X{ (h), pour un certain j € [0,e; — 1[. Nous parlerons de Xf comme du poids de la restriction
de x & H;. Le groupe H; agit sur le faisceau conormal Oa,(—A;) au moyen du caractere x;, il est alors
immédiat de déduire de la suite exacte (10.18), que les deux faisceaux localement libres Oa, (—kA;) et
Oka, sont ”disjoints”, et donc vus comme (Og, Cg(H;))-modules on a Ogeyiya, = O, (—kA;) O Oka, -

L’action de H; sur Oa,(—kA;) est donnée par la caractere x¥, il en résulte que toute fibre de

O, (—kA;) s’identifie & la représentation Ind gf(H'i) (xF¥), il s’ensuit la décomposition

O, (—kA;) = . B\ @ Wy (10.19)

X€Cc(H;),x 1, =xi*
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la somme portant sur les caractéres irréductibles de Cq(H;) de restriction ¥ & H;. On en déduit

aisément, en mettant bout & bout les décompositions (10.18), la décomposition

Ora,= P EixoW, (10.20)
xeCa(H)

ou la somme directe porte sur les caracteres irréductibles de Cg(H;) dont la restriction & H; est le
caractere x;¢, avec 0 < a < k — 1. Finalement on a la décomposition
ei—l

Ocin, = P Oa, (kD))= P Eiyo@W, (10.21)
k=0 T

x€Cq(H;)

Cette construction définit pour tout x € (CX(E)) un fibré F; , de rang deg(x). Explicitons les

relations qui relient les fibrés £, ,, et les Fj ..

Proposition 10.6. Avec les notations précédentes, E; , est un fibré vectoriel de rang deg(x) (x €

—

(Ce(H;)). Le fibré vectoriel L; ,, est de rang deguv, il se décompose en

Liy= @ E@")«(x ol nU’X:(X,v\CG(Hi)) (10.22)
x€Cc (Hy)

Preuve: Dans I’anneau des représentations de GG soit la décomposition en facteurs irréductibles

Indg, i, (W) = € Vi
veQ@

avec Ny, = <IndgG(Hi)(WX), Vivie = (Wi, Voicg(r,))|Co(m:)- Par insertion de cette relation dans
(10.21), et induction, on obtient en regroupant les termes exactement (10.22). O

Les déterminants respectifs det(L;,) et det(E; ) seront notés p; , et 1; y, ceci pour v € G, x €
Ce(H,).

Dans la suite, on notera par la méme lettre un faisceau inversible, et sa premiere classe de Chern, par

exemple 1; , et ¥; . On remarquera que les fibrés vectoriels donnés par la décomposition On, (—4;) =

®X€ Calh) i, =x: E;  ® W, se substituent aux images réciproques des Lp € Pic(M, ), qui ne sont

pas définis car les points de ramification ne sont pas numérotés. Cependant la relation

@ Lp= @ Eix @ Wy

PeA; X€Ca(Hs),x |1, =Xi

a un sens. Lorsque G est cyclique (§ 10.4), tout devient plus simple.
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10.3. Relations de Riemann-Hurwitz d’ordre supérieur

10.3.1. Calculs dans lanneauw de Chow

Fixons quelques conventions. Si M est un champ de Deligne-Mumford de dimension pure n =
dim M, on notera A®(M) I'anneau de Chow de M & coefficients rationnels. On retient les notations
de Mumford [58], voir aussi Vistoli [68], en particulier I'identification A¥(M) = A,,_x(M) (loc. cit.
§ 3). Si Z est un sous-champ fermé integre de M de dimension k, on notera [Z] € Ai(M) le cycle
correspondant, et [Z]¢ la classe fondamentale de Z. Si e(Z) est 'ordre du groupe des automorphismes
d’un point générique de Z, alors [58], [Z]q = e(Z)7'[Z]. L’identité de A*(M) est donc [M]qg. Si M
est un espace des modules grossiers le morphisme M — M induit un isomorphisme A®*(M) = A®*(M)
[68]. Dans la suite M = M, .

Soit la courbe universelle q : ﬁg,n = Mg,n_u — ﬂgvn; le morphisme ¢ est le morphisme noté
usuellement 7,41, oubli du n + 1-iéme point. Posons K = ¢;1(wq) et soit D; (ou D; 1) I'image de
la section universelle d’indice i, (1 < i < n). Il est commode d’utiliser, outre les classes kappa de
Mumford-Morita-Miller [58], les classes kappa de Mumford (Arbarello-Cornalba [4]) #; = ¢, (K'*1) €
AY( M), Ttesp. K = gu(c1(wy(Y] D;))H1). Elles sont reliées par [4]

Ko =FRa+ »_Uf (10.23)

Les classes k; satisfont relativement au morphisme m,, : ﬂgvn — Mg,n_l, a la relation simple
ki = (k1) + 4y, (10.24)

Rappelons que D; ,,+1 est le diviseur dont les points sont obtenus en collant une ”bulle” au point d’indice

i. Les classes v; satisfont relativement a 7,41 a la relation importante (Lemme de comparaison)
i = g1 ($i) + Dipr (1 << n) (10.25)

Soit le champ M, ¢ source du revétement universel q : Cyge — Hg e, et w = wy. On définit des
classes £y (resp.R;) € A (Hgg.¢) ® Q. Pour les distinguer des précédentes, on notera x’; (resp. &}) €
A (M) @ Q celles de méme nom qui vivent sur la base, c’est a dire dans A'(M, ). Du fait du
carré cartésien (6.24), on voit que les classes k; et &; proviennent des classes de méme nom de mg’(”.
Le morphisme 1 : ﬁgygf — ﬂg’(” étant une immersion locale réguliere (prop. 6.14) on notera que le
morphisme de Gysin +' est défini au niveau des cycles. Au niveau de la premiere classe de Chern, et
pour prendre en compte les éléments de torsion du groupe de Picard, il est utile d’utiliser le formalisme
du produit d’intersection de Deligne (voir [9], Jarvis [43], § 3).

Rappelons que cette construction associe & toute courbe prestable ¢ : C' — S, et deux faisceaux

inversibles £, M sur C, un faisceau inversible (£, M) € Pic(S) par

(L, M) = det Rg.(£L ® M) ® (det Rg, L)™' @ (det R, M) ™! @ det Rq,O¢) (10.26)
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Le déterminant de la cohomologie det Rg.(—) se réduit dans (10.27) & det R%q.(—) @ (det Rq.(—))~ .
On montre que l'opération (£, M) est bilinéaire (bimultiplicative) symétrique, et fonctorielle relative-
ment aux isomorphismes ([9],[18]). Si w = we/g est le faisceau dualisant relatif, I'identité suivante (en

notation additive) est satisfaite (Théoreme de Deligne-Riemann-Roch ([18], [43]):
2det Rg.L = (L, L) — (L,w) + 2det Rg,w (10.27)

Si D est un diviseur de Cartier relatif, et M = O¢(D), il découle immédiatement de la définition jointe

a la suite exacte O — O(—D) — O — Op — 0 la relation [9]
(L, M) =detog (¢ (L® Op)) ® (detosq*(OD))_l (10.28)

Dans ce contexte la classe kK = k1 est représentée par le faisceau inversible défini par le produit

d’intersection k1 = (w,w). D’abord une remarque prélimiminaire.

Lemme 10.7. Soit ¢ : C = D 2, S un revétement entre S-courbes lisses, de degré n. Pour tout
faisceau inversible £ € Pic (D), on

(7*(L), 7 (L)) = n{L, L) (10.29)

Preuve: Du fait que 7 est fini, on a Rq.(—) = Rp.7m.(—), et donc pour tout faisceau inversible
M sur D, Rg.(m*(M) = Rp,(M ® m.(O¢)). L’hypothese dit que E = m,(Og) est localement libre de
rang n. Le probéme se réduit a vérifier qu’il y a pour tout fibré vectoriel E de rang n, et tous faisceaux

inversibles £, M sur D, un isomorphisme canonique (unique)
n{L, M) = det Rp.(L ® M ® E) — det Rp.(L ® E) — det Rp,(M ® E) + det Rp..(E)

En suivant les arguments de ([19], § 9.5), on peut se ramener étale-localement au cas ou E admet une
filtration par des sous-fibrés, a quotients successifs de rang un. Supposons que F admette une filtration
0=FEyCE, C---CE,=E, E; étant localement libre de rang j, et £L; = E;/E;_; localement libre

de rang un. On obtient, la notation étant additive

(7*(L), 7 (M)) = det Rp.(LOM @ L;) — Y det Rp. (L ® L;)

J J

— Zdet Rp*(/\/l & £J) + Zdet Rp*(ﬁj)
J J

ce qui tenant compte du fait que les £; sont de rang un, peut s’écrire Zj<ﬁ ®Lj, M) — Ej (M, L;).

La conclusion découle dans ce cas de la bilinéarité du produit d’intersection.

(I
10.3.2. Relations de Riemann-Hurwitz d’ordre supérieur
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Soit de nouveau la G-courbe universelle 7 : Cy. ¢ — H,y.c,¢ définie dans la section 6.4.2. Elle

s’insére dans un carré 2-commutatif

Cg’,b L Mg’,b
A 5 (10.30)
Eg’GEE 1 ﬁg,G,E

Notons w = wz IS Pic(Cy,c,¢) le faisceau inversible dualisant relatif du morphisme ¢. Ce

faisceau est visible ;ilcfgflﬁgéc‘;uias. Soit 7y : Cy — Dy un G-revétement de base U définissant un atlas
de ﬁg’gf. Alors le revétement obtenu par changement de base ps : Cy =Cy xy Cy — Cy, muni de la
section diagonale (il n’est pas nécessaire de stabiliser) fait de Cy un atlas de Cy ¢ ¢. L'incarnation de w
sur atlas Cy — Cy,.¢ est we, ;. En notant w’ le faisceau W, /M, O A*(W)(Cy) = 75 (wpy, yu)-

Pour tout indice ¢ avec 1 < i < b, soit R; la partie du diviseur de ramification au dessus de la
section @);. Pour définir R;, il suffit de le réaliser au niveau de I'atlas Cy — C4,g,¢. Soit le revétement
pa Cy — Cy. Le diviseur relatif R; = Ind %1 A; C Cy est alors bien défini. Rappelons que ce diviseur
est étale de degré [G : H;] sur Cy. Alors R; = A*(]:Bi), et R; = R; X, Cyy. On peut donc considérer R;

comme un diviseur de C, ¢ ¢, étale de degré [G : H;] sur Hy g ¢. Le diviseur de ramification est alors

R=> (e;—1)Ri CCyae (10.31)

Notons B; C Mgfvb le diviseur image de la section ;. La formule de ramification transcrite au

niveau des champs a pour forme:

Proposition 10.8. i) Pour tout 1 < i <b, on a ’égalité de diviseurs de Cartier A*(B;) = ¢;R;.
ii) Dans le groupe de Picard de C, ¢ on a la relation (formule de ramification)

w=A*"w)® (R, O(R;)® ) (10.32)

Preuve: Pour le premier point, notons le diagramme commutatif

A _
Cg’G Mg’,b

Cy Uk Dy
dans lequel les fléches verticales sont représentées respectivement par ps : Cy — Cy et DyxyDy — Dy
muni de la section diagonale. Pour identifier §*(B;), il suffit d’examiner 'image réciproque dans Cy,
qui est 75 (B;) = e; R;.
ii) Le faisceau A*(w’) a pour description relativement & 'atlas Cy I'image réciproque 7j;(wp,, /). De
la sorte la relation (10.32) n’est que la simple traduction de la formule de ramification appliquée a

7 : Cy — Dy, jointe & la description du diviseur de ramification (voir remarque 4.1, et § 6.4.2).

Soit 7 : R; — 59@75 I'inclusion. On peut énoncer le résultat principal de cette section, un analogue
supérieur de la formule de Riemann-Hurwitz, relation qui exhibe une propriété remarquable des classes
kappa?”:

27 Le résultat est énoncé pour les revétements galoisiens, mais il est facile de valider la preuve dans le cas non galoisien.
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Théoréme 10.9. Dans A'(Hy c.¢) on a pour tout I > 0 (on rappelle que les coefficients sont rationnels)

la relation de Riemann-Hurwitz:

R =G5 (7)) + Y (D)1 = e ) mi (e (Nr,)") (10.33)
d’une autre maniére k; = |G|6*(k]).

Preuve: De larelation de Riemann-Hurwitz (10.32), on tire en prenant la premiere classe de Chern

des deux membres

K =A*(K') + Z(ei — Dei(O(Ry))

En particulier en élevant a la puissance [+ 1 des deux membres de cette égalité, et tenant compte aussi

du fait que R; et R; sont "disjoints” si i # j
Ll ‘
K= AT+ 30 ( | )< — A el (O(R))
i g=1
D’une autre maniére, en insérant 'égalité A(K')!T1=7 = (K=", (e; — 1)1 (O(R;))) 19 si1 < j <1+1
on obtient

I+1—j )
A ) = Y (1Tt o(r)
k=0

On a K1 =7Fey (O(R))" = 7, (c1(wnr,) T 7 e (OR, (R;))F 971, ce qui compte tenu du fait que

wrir; = OR,(R;) donne finalement

‘ oy . ‘
A o) = 3 (T ) 0 e 0 e On ()
k=0

Le coefficient devant 7;, c1(Og,(R;))! qui en résulte est
I+1—j .
. [+1— o
o S (T e =
k=0

En reportant cela dans I’expression 10.26, on obtient que le coefficient devant I'expression 7y ¢1 (Og, (R;))

est

I+1
Z (l —|— 1) (e — 1) (—e)1H177 = (—1)1+1 = (—g;)i

=1 7

Appliquons 7, aux deux membres, on voit alors qu’il suffit alors de prouver que 7,(A*(K’ l+1)) =
|G|6* (7). Soit le morphisme fini v : Cyge — Hyce XRT, Cyr b Si p1,pa sont les projections du
g,

produit cartésien sur les deux facteurs, on note que

* % I+1 * % 1+1
T D5 (K" ) = prabad*pa (K"
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Mais par la formule de projection, jointe au fait que 1 est fini de degré |G|, on a ¢,.¢)*(—) = |G|(—) (voir
[58] Prop 3.8). Par ailleurs, du fait de la platitude des morphismes, on a la propriété de changement
de base ([66], Lemma 3.9)

L3 (K" = 6" (R)

la relation (10.33) en découle. On passe facilement de cette relation & la forme compacte qui relie les

classes k. Notons d’abord que par définition
Ki=Fi+ Y (qr)s (Cl(N|\;3i)l)
i

Comme ¢*(Ng ) = (Ng )%, on a

_lél

ei(qr, ) (Nﬁzi)l) = q|Rr,)« (Nﬁsi)l) =mp! (m; = o )

d'oit finalement r; = |G|0*(]) + 32, ettt B 6% (1h;)! = |G| 6% (k).

Sil = 0, la relation se réduit a la formule de Riemann-Hurwitz usuelle 2g — 2 = |G|(2¢' — 2) +

>, (1—=21), on encore 2g—2+7 = |G|(2¢g' —2+b). En effet on sait que &g = (29—2)[Hy.c.¢], Fb = [My ]

€

et comme R; — M, p, est un torseur sous G/H;, la somme se réduit a >, (e; — 1)@[ﬂg/,b].

REMARQUE 10.2 Sil = 1, on peut donner une preuve différente de (10.34) exploitant 1’égalité
k1 = (w,w), avec la bimutiplicativité du produit d’intersection de Deligne. On évalue (w,w) de deux
maniéres. La premiere est simplement la formule de Mumford pour la courbe Cy — U, et la seconde
revient a substituer & w le second membre de la relation de Riemann-Hurwitz (10.32). On se limite au
cas G cyclique, le cas d'un groupe G arbitraire pouvant se traiter de maniere analogue, avec quelques
modifications. Un probléme vient cependant du fait qu’on ne peut appliquer directement le lemme 10.7
a Pic(H,.c¢) du fait de la non platitude de A, i.e de 7.(O¢) si C est singuliere. Pour valider le lemme,
il faut définir le produit d’intersection (£, M) si £ ou M dégénere en un faisceau sans torsion de rang
un sur la S-courbe C.

Grace a la proposition 7.12, si £ est sans torsion de rang un, on sait qu’il y a une désingularisation
p:C — C de L avec un faisceau inversible canonique O(1) tel que £ = p,(O(1)). On a Rp.(O(1)) = L
(Proposition 7.12). Si § = gp : C — S est le morphisme composé, on note que Rg. (L) = RG.(O(1))
est un complexe parfait, de sorte que det(Rq.(O(1)) a un sens, ce qui permet de définir (£, M) comme

étant

(£, M) = (O(1),p*(M)) (10.34)

Avec ces conventions, si P € Pic(C), pour calculer le produit d’intersection (£ ® P, M), il suffit de
noter que L@ P = p,(O(1) @ p*(P). Des lors la relation d’additivité (L @ P, M) = (L, M) + (P, M)
est clairement vérifiée. De cette remarque découle la validité du lemme 10.7 pour un revétement stable,
non nécessairement lisse. Si G est cyclique d’ordre n on peut alors justifier comme précédemment la

relation
(W',w') = det Rg.(w"” @ L;) — 2det Rg.(w' ® L;) + det Rg.(L;) (10.35)
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10.4. Revétements cycliques

10.4.1. Relations entre les 1 et les

Dans le cas d'un groupe de Galois cyclique les choses se simplifient de maniére notable. Soit
G =7Z/nZ, la classe de 1 correspondant & 'automorphisme o, on a donc G = G. Pour tout j € Z soit
x; le caractere tel que x;(c) = ¢J. L’holonomie en un point de branchement Q; est définie par I'entier
ki, 1 < k; < e;, pged (kiye;) = 15 s0it 1 < vy < e; tel que kjv; =1 (mod ;).

Rappelons que f1; o = i (proposition 10.6). Les faisceaux inversibles 1; o sont reliés par des

relations simples:

Proposition 10.10. Soit a =le; + k <n, avec 0 < k < e;. Alors

avi]

m; o =
Yia = ik ® ZZJ%L., PE =0 (o =0) et hia =19

(10.36)

Le morphisme ev} : Pic(B(Cq(H;)/H;)) — Pic(Hg,n,¢) est injectif.

Preuve: Le morphisme 7w : A; — S est un G/H;-torseur, il en découle immédiatement que si

a=lei, Yio =12 et pP™ = 0. En considérant la décomposition du faisceau 7, (Oa, (—kA;)) (voir

i,e;) ,€i
10.19), on voit facilement que les facteurs, indexés par les j = kk; (mod e;), sont ¢4 e, = ¥; ; @ ¢?é1
On peut justifier ces relations d’une autre maniere, en observant qu’au voisinage de la section @; on

a L; = L% [%Qz] On en tire immédiatement par image réciproque et pour tout indice « la relation

oo = Uy
Prouvons le derniére point. Rappelons que ev; est ’évaluation (6.26). On se limite & ¢’ = 0, qui est le
seul cas considéré dans la suite. Il suffit de prouver que 1; ., est d’ordre m;. On est ramené a exhiber
un revétement 7w : C' — D entre courbes lisses, de base Spec k(A), olt A une courbe projective lisse, tel
que le revétement galoisien étale A; — Spec A soit connexe, avec la ramification indiquée. Choisissons
la courbe A de genre h tel que 2h > b. Comme les e; sont premiers a la caractéristique p si p > 0,
cela ne pose pas de probleme si A est générique. On prouve l’assertion pour 'indice ¢ = 1. On peut
certainement trouver L1, ..., L, € Pic(A) d’ordres respectifs ey, . .., ep, et tels que la somme E?Zl 7.L;
soit directe. Du fait que ¢’ = 0, ppcm (eq,...,ep) = n.

Soit un diviseur D; tel que £; = O(D;). Il y a une fonction rationnelle ¢; € k(A)* telle que
e;D; = Div(¢;). Si D = Zi’:l v;D;, on a nD = Div(l_[?:1 @', et la classe de D, c’est a dire

m;ilV;

.7 est d’ordre m; dans

®;L;", est d’ordre n. On observe aussi que la fonction rationnelle ¢ = H?:z )
k(A*)/k(A*)™. En effet si pour un diviseur strict d de mq, on a Y@ =~™  alors on peut supposer
que ¥ = . Des lors H?Zl ¢;""" serait une puissance d-ieme avec d/m, ce qui & exclure car D est

d’ordre n. Considérons alors le corps de fonctions d’une variable E = k(A)(t,£) ou

b

& = (1= o)™ [t = 01+ 07
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On va voir qu’il est de degré n sur k(A)(t), et qu’il y a une seule place p au-dessus de t = ¢1, d’indice de
ramification e = e; et de degré résiduel m;. Soit v, la valuation normalisée en p. On a nv,(§) = mivie
donc e est un multiple de eq. Il suffit pour conclure de voir que le degré résiduel est au moins égal
a my. Comme (£°/(t — ¢1)"1)" = H?:g(t — @1 + @)™V, dans le corps résiduel k(p) la classe de
u=E&/(t — ¢p)"* vérifie u™ = H?:Q @' = 1. 1l en découle que son degré est > my, donc égal a
my. Le résultat en découle.
(I

Dans la suite, le groupe étant toujours cyclique, on posera p; = 1; 1, qui est le faisceau tel que
wi(m) = o (L). On remarque que p, (L) = 0, plus généralement p,(L;) = 0si 1 < j < n, de sorte que

p(L;) = —[R'p.(L;)]. Les classes p;, ¥; et 1; ; sont reliées par des relations universelles simples:

Proposition 10.11. i) On a dans Pic(Hg ,¢) les relations

. JVi
Yij = Jhi — [7”%& npi = MiVits, Nftik, = Mithi, et mi; e, =0 (10.37)

1

Preuve: Notons @Q; 'image de la section o;, de sorte que le faisceau conormal a @Q; est Og, (—Q;) =

QlD/S ® Ogq,. Comme pour i # j, les sections o; et o; sont disjointes, il vient

. Y, sii=j
; —Qj)) = L 10.
so-an={1 5t (10.38)
Du fait que £ est une racine n-ieme de Op(— 22:1 m;v;Q;) (Définition 9.1), il vient par image
réciproque, le groupe de Picard étant noté additivement no; (L) = m,v;1);. En utilisant (9.8), on
obtient immédiatement la relation o} (L;) = jo; (L) — [2£]y;, c'est & dire ¢ ; = jp; — [22]1h; comme

kiv;
€4

indiqué. On a alors v, k, = vik; —v;[%2|1p; = p;. En multipliant les deux membres par m;, la relation

npi k, = m;; suit. La derniére relation découle de la proposition 10.10.
(I

Le théoreme de Deligne-Riemann-Roch permet de mettre en évidence des relations simples dans
Pic(Hg,c,¢) entre les classes A; (1 < j < n — 1) et les classes v; o, et finalement les classes \; et v,
seules. Le raisonnement s’inspire de ([43], Theorem 3.3.4). Un raffinement tenant compte du bord sera
explicité dans la section suivante. Notons que pour 1 < j < n —1 (§ 10.1.2) A\,,_; = det(E,_;) =
(det R'p.(L;)~' = det Rp.(L;). Le théoreme de Deligne-Riemann-Roch permet d’évaluer le dernier

terme.

Proposition 10.12. Pour tout 1 < j <n —1, on a dans Pic(Hy,q.¢) les relations:

b . b . .
r_ . JMalVo JMaVq JMaVy
2nA,—j —2n\N = — aE:1]n<T>Ma + O;:l n(T) (1 + [TO (10.39)

Preuve: Partons de l'identité valable pour tout j, £; = £®j[j73]. Supposons d’abord j = n, donc
L®"[B] = O. En utilisant la notation additive, on a

b
0=(nL+O(B),u) =n(L,u)+ Z MaVa(Qa,w') = n{L,w') + Z MaVala
a=1 o
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De la méme maniére on obtient immédiatement

0= (nL+B,L) =n(L,L) +n)O(B),L) =n(L,L) + >  MaValia

Le théoréeme de Deligne-Riemann-Roch donne par ailleurs
2nA,—; = 2ndet Rp.(L;) = n(L;, L;) — n({Lj,w') + 2nN

ce qui par substitution de £; = j£ + [£2] conduit &

1B

)+

281 (221} — mjte, ') 22, w)

2nAn—j — 2nXN = n{i*(L, L) + 25(L, [ —L 1= -

donc en tenant compte des expressions du début 2n\,_; — 2n\ =

. MV, . MV,
*]QZmavaﬂa “pa + (nZ[%}2+]Zmam Zn[]%o (I
« « «

(0%
soit finalement, (—) désignant la partie fractionnaire, cette somme se réduit a

b .
2nA,_; — 2n\ = Z] ]maya Z ]mava < +[M}) Vet

n
a=1 a=1
qui est 1’égalité annoncée.

(|
On peut retrouver la relation de Riemann-Hurwitz & l'ordre | = 1 (comparer avec le théoreme 10.9)

Proposition 10.13. Dans Pic(Hy g ¢) on a la relation r1 = nkj.

Preuve: Partons de la relation de Riemann-Hurwitz w = A*(w')@ O(R) (10.32). On a en utilisant

la notation additive
f1 = (w,w) = (A" (W), A"(w")) +2(A" (W), O(R)) + (O(R), O(R))
puis en tenant compte de la remarque qui précede, et du fait que R; et R; sont disjoints si i # j

fir =nd" (W', W) + 2Z<5*(w’)7 O(R;)) =Y (ej = 1)*(O(=R;), O(R;)

J

Un déterminant étant pris sur ﬁgvg’g, on a par définition et utilisation des relations de la section 10.2,

§* (W), O(Ry)) = det (Og, @ ' detOR =" .m;1;. Pour l'autre terme on a (O(—R;), O(R;) =
3 M5 j j

det (OR (-R )) det Og, = Elmo Y k;+1e; — det Og,. Du fait de la proposition 10.10, cette derniere

expression se réduit a

m
= m;j, + Md}] e; —det Or, = myj,
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En sommant sur j on obtient  r1 = (w,w) + >, mjhjk, =
2> (e — Dmyy; — > (e = 1)>myhin, + Y mjthjx,
J J J
et en insérant la relation m;v; = ny;x;, on obtient finalement k1 = nd* (W', w’) +n ), ¢; =ndé*(k})
(I

10.4.2. Fuaisceaux inversibles associés auxr composantes du bord

Fixons les notations en ce qui concerne le bord de M, [40]. Si 0 < i < [g/2] et A C [1,n], on
note A; 4 la composante irréductible de 8ﬂg’n correspondante & un segment, 'un des sommets étant

pondéré par i, et marqué par les indices appartenant & A. L’autre sommet est donc pondéré par g — 1,

g
29

impose |A| > 2. La composante associée a la boucle est notée Ag. Ces composantes sont des diviseurs

et marqué par le complémentaire B de A. Si i = alors Ag,A = A%7B, et si i = 0, la stabilité
de Cartier, du fait de la lissité de M, ,. Elles définissent des faisceaux inversibles qui seront seront
notés O(Ai, A), ou simplement par la méme lettre. Pour éviter toute confusion, si A est un diviseur de
Cartier effectif dans I'un des champs considérés, on notera [A] € A le cycle (ou classe) associé.

Rappelons que le bord ﬁg,c,gg —Hg.c,c admet une stratification (§7.2) compatible avec le morphisme
0: ﬁg’gyg — Mg,’b . Les strates qui ne sont pas en général les composantes irréductibles, sont indexées
par les graphes modulaires de Hurwitz de type (g, n) a une seule orbite d’arétes (§7.2).

A un tel graphe I' est associé un diviseur de Cartier Ar contenu dans le bord du champ de
Hurwitz, et comme le champ de Hurwitz est lisse, un faisceau inversible O(Ar). Si G est cyclique, ce
qui simplifie la combinatoire du bord, on va mettre en évidence quelques relations universelles simples,
analogues a celles observées par Jarvis pour les courbes a spin, qui relient les faisceaux inversibles
O(A) (les notations sont celles de la section 9.2.3). L’argument général s’applique & un groupe de
Galois arbitraire, mais avec des notations plus compliquées. Pour un groupe cyclique rappelons que
les graphes de Hurwitz sont indexés par des partitions m du diviseur de branchement, et qu’une telle
partition induit une partition (A, B) de I’ensemble des points de branchement. Si n = p est premier, il
y a une unique partition 7 subordonnée & (A, B). La notation retenue pour le diviseur correspondant
est Ar et O(A,) désigne le faisceau inversible associé. On note aussi e, U'indice d’inertie d'un point

double d'une courbe générique dans A, et on pose m, = G|

_eﬂ

. Dans la proposition suivante le groupe

de Galois est arbitraire.

Proposition 10.14. Dans le groupe Pic(Hy ¢ ¢) on a les relations ot le produit tensoriel porte sur les

partitions subordonnées a (A, B)

(5582~ Qe

Preuwve:  Soit un point m : C — D (générique) dans une composante ou la base D est sup-
posée avoir un seul point double, dans le cas i) deux composantes irréductibles, une seule dans le

cas ii). La déformation équivariante universelle de C' a pour base une algebre de séries formelles
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Spec (k[[r1,...,7n]]), ou N = 3g—3+D, et 7 = 71 représente le parametre de l'orbite des points doubles
(Théoreme 5.5). Soit la base Spec (k[[t1,...,tn]]) de la déformation universelle de (D, @), t = t; étant
le parametre de @), avec les relations ¢t = 7¢, t; = 7; si j > 2. Du fait que les équations locales des
diviseurs irréductibles mentionnés dans i) sont dans ces coordonnées locales, respectivement ¢ = 0 et
7 =0, la relation en découle. La preuve de ii) est analogue.
(I _

On peut aussi étudier la situation du bord de ‘H, ,, ¢ relativement & I'immersion locale non ramifiée
7 ﬁg,n,& — Mg’r. Rappelons que seules les orbites de points de ramification sont indexées, et non les

points eux-mémes.

Proposition 10.15. Soit A le diviseur du bord de ﬂg,r. Onav*(A)=>_ mzAx.

Preuve: Soit w : C — D un revétement correspondant a un point général de §,, donc le graphe
modulaire de D est un segment, ou une boucle. Il y a donc dans C' une unique orbite de points doubles,
de cardinal m = m,. Dans la déformation universelle non équivariante de C, soient t1,---,t,, € R les
parametres de déformation de ces points. Si t; est le parametre de P;, on sait que le stabilisateur H de
Py laisse invariant 1, et qu’on a t; = g*(¢1) si g(P1) = P;. L’équation de A dans la carte Spec R est
ty -ty = 0. Mais la carte locale correspondante de C' — D dans H,.,, ¢) est Spec Rg, ot Rg = R/ J,
J étant 1'idéal engendré par les g(a) —a), a € R,g € G. De la sorte "équation locale de 2*(A) en
C — Dest [[2, t; = u™e olt u est I'image de t1, et € est inversible. Comme u = 0 est I’équation locale
au point considéré du diviseur d,, la conclusion suit.

(I

Faber et Pandharipande [30] ont fait observer que l'utilisation du théoréme de Riemann-Roch par
Mumford [58], marche dans un cadre plus général, en particulier s’applique au revétement universel
m:C= gg’gf — ﬁg’gf =H.

Rappelons la formulation de ([30], §1.1). Les notations sont celles de loc.cit, en particulier les By

sont les nombres de Bernoulli. Le résultat qui donne le caractere de Chern de F s’énonce dans le présent

contexte:
~ By (. 1 = i i—2l—2—i .
ch(B) =g+ @i | Famr 5o D (1) € A*(H) (10.41)
1=0 ’ i=0

En particulier si = 1 on obtient la relation importante (voir 10.4.2), dans laquelle § = j,([S]g) est la
classe fondamentale du bord k1 + § = 12\.

On peut aussi obtenir ces relations par transfert, simplement en appliquant ¢* a la relation corre-
spondante dans le champ Mg,r- Soit le diviseur 6 = )" _m.A,; C ﬁg(;’g, alors de la proposition 10.15

vient

Proposition 10.16. On a dans Pic(Hg g ¢) la relation de Mumford
R1 = (w,w)—06 (10.42)
(I

Supposant G cyclique (§ 9). On peut en suivant le raisonnement de ([43], Theorem 4.3.8) mettre

en évidence une collection de relations naturelles qui relient les classes tautologiques avec certaines des
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composantes du bord, donc qui vivent dans Pic(Hg n¢). Ces relations traduisent 'anomalie (localisée
sur le bord du champ de Hurwitz) qui mesure sur un revétement 7 : C — D de base S, la non trivialité
de © = LZ"(B).

Reprenons la construction de la section §7.3.3. Elle produit une courbe préstable r : D — S et
une factorisation par p : D — D. Le morphisme p est une contraction au sens de Knudsen, il remplace
tout point singulier de £ par une courbe exceptionnelle £ = P'. Soit Op(1) le faisceau inversible
tautologique sur D; rappelons que p«(Op(1)) = L.

On notera B l'image inverse p*(B); noter que ce diviseur est disjoint du lieu exceptionnel, la

notation est donc sans conséquence. Formons le faisceau inversible sur S
(0p(1),0p(=n— B)) (10.43)

Il est clair que cette construction étant compatible aux changements de bases, fournit un faisceau
inversible sur Hy ,,¢. Si C est lisse il est trivial, des lors ce faisceau inversible doit s’exprimer comme
combinaison linéaire des classes des composantes irréductibles du bord. Le résultat est qui completement
analogue & ([48], Proposition 4.3.8) reste valide en fait avec des modifications évidentes pour L; si
J» (1 <j < n) est premier a n. Posons = = Op(—n — B). On a le résultat important (comparer avec
Jarvis [43]:

Proposition 10.17. On a

(1]

=0 ( > %b A,r> et (Z,0)=0 (10.44)

T=NS

Preuve: Noter que le terme de gauche ne fait intervenir que les composantes NS du bord. La
preuve reprend exactement les calculs de loc.cit, il n’y a pas lieu de les répéter. La seconde relation
découle du fait que & = p*(w), donc @ est trivial sur chaque diviseur exceptionnel.

(I

En évaluant d’une autre maniere le produit d’intersection (Op(1),Z) on obtient des relations
importantes entre les faisceaux inversibles tautologiques introduits précédemment. Dans le cas du
champ des courbes hyperelliptiques de genre g ces relations se réduisent essentiellement comme on va

le voir & la relation de Cornalba-Harris ([40], § 6).

Théoréme 10.18. On a dans Pic(Hgne), si1 < j <n, (j,n) =1, la relation

)3 2bG) ALy = (10.45)

m
T=NS

b . b . .
. maVea MalVqy MaqlVq
QTL()\/*)\TL_]‘) - Z]n<‘YT>Ma+Z7’L<]T> (1+[j n }) Ya
a=1 a=1

Preuve: 1l suffit de prouver le résultat pour j = 1; le cas j premier a n s’en déduit par des

modifications évidentes. Evaluons d’abord le produit d’intersection (10.43). On a

(0p(1),0p(=n = B))) = —n(0p(1), 05(1)) = (0p(1), Op(B)) = —n{0p(1), Op(1)) = Y mavatha
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Par le théoreme de Deligne-Riemann-Roch  n(Opx(1), Op(1)) =
2ndet Rr. (L) + (Op(n+ B),0) — (Op(B), @) — 2ndet Rr,&
Comme (Op(n+ B),w) = O on obtient (Op(B),@) =, MaVata, et finalement

det Rr, (@) = det Rp,(w) = N

|
Tenant compte de la relation nu; = m;v;;, et aprés multiplication par n, on récupere bien par

restriction & Hy ¢ les relations (10.38). Soit toujours n = p premier, et de plus ¢’ = 0 (revétements de
P!). Par sommation des relations (10.45), on peut exprimer A\ comme combinaison linéaire des classes

1o, €t 0. La relation obtenue étend la relation de Cornalba-Harris [40] qui correspond a p = 2.

Corollaire 10.19. On a dans Pic(H,,,) la relation

_ 2 _
(p 1) Z 5. 2p2/\+p<p6

m=NS

1) > e (10.46)

Preuve: On effectue la somme sur j des relations (10.45), et on multiplie par p les deux membres.

On a X = 0, de sorte que la somme des termes de gauche dans (10.45) se réduit a évaluer la somme

ZJ 1 ' a(j)b(4). Rappelons que a(j) = p(%), et b(j) = p — a(j). La somme est visiblement
p—1 p—1
-1
p(zrizTQ) p(p6 )
r=1 r=1

Pour le terme de droite, notons que 1, = v, pq. Donc apres multiplication par p, la somme des termes

de droite se ramene facilement &

S | S - | = P S

7 «

[

Les relations (10.45) et (10.46) deviennent particulierement simples dans le cas hyperelliptique. Soit

H,4 le champ des courbes hyperelliptiques de genre g > 1, les points de Weierstrass étant numérotés de

1 & 2g + 2. La position remarquable de H est résumée par diagramme
RS J— 6 RS
My,2g12 < Hg == Mo2g2 (10.47)

Un principe général valable pour un champ de Hurwitz avec ¢’ = 0, est que les relations de Riemann-
Hurwitz supérieures jointes aux relations (10.45) et (10.46), rameénent en principe un calcul dans le
champ ﬁg a un calcul dans M0’29+2.

Tllustrons ce principe en montrant comment retrouver la relation de Cornalba-Harris ([40], § 6) qui
exprime dans le lieu hyperelliptique la classe A comme combinaison linéaire des composantes du bord.

Cette relation dérive naturellement de la relation (10.46) avec p = 2.
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Proposition 10.20. Dans le groupe Pic(H,) on a la relation (en notation additive)

8(2g9+1) —42 (g+1-a)A +8 Y Blg—B) ANS (10.48)
7=NS

Preuve: Pour p = 2 (10.46) devient 25 _ ¢ Ay = =8\ + 32297 %4),. En multipliant les deux
membres par 2g+1, on peut invoquer la relation connue entre les classes ¥ et les composantes du bord
dans M,

n
A=) wa= Y il (10.49)
a= (IvJ)’ulzj
Dans cette relation, les partitions sont ordonnées. On ramene cette relation dans Pic (ﬁg) par 6%, en
tenant compte de la proposition (10.14), qui dit que §*(A’) = A, dans le cas R, et 2A,; dans le cas

NS. Cela conduit apres arrangement a

8(29+ 1) _42 (g+1-a)A +2 ) 2(28+1)(2g+1-28) — (29+1)] AY®
7m=NS

expression qui apres simplification du coefficient entre crochets est exactement le résultat annoncé.
(I _ —

Soit H, le lieu des courbes hyperelliptiques, i.e le champ quotient [H,/S242], avec le morphisme
d’oubli de I'involution  : Fg — ﬂg. Noter que 2 est seulement un plongement au-dessus de H,, et aux
points génériques des composantes du bord. La relation (10.48) poussée dans A'(H,) est exactement
la relation de Cornalba-Harris ([40] , §6).

Proposition 10.21. Dans A'(H,), on a la relation

+

[4] 4]
(g+ 27 =T[Aflo+ D alg+1-a)lAflo+2) " 8lg - AIAY "l (10.50)
B=1

N|

o]
[
N

Prewve: Soit 2 : H, — H, le morphisme quotient par Sa,.2. Noter que le fibré de Hodge sur H,
est I'image réciproque du fibré de méme nom sur Fg. Prenons la premiere classe de Chern des deux

membres de la relation (10.47), on obtient

8(29 + 1)A —42 (G+1-a)[A]R, +8 > Blg—B) (AN,
T=NS

T=NS
Car dans le cas R, le groupe des automorphlsmes d’un point général d’une composante est d’ordre deux,
par contre il est d’ordre quatre dans le cas NS. Si 7 (partition non ordonnée) est subordonnée a la
partition (I, J) de [1,2g + 2], posons j = |I| < |J|, j = 2« dans le cas pair, et j = 25 + 1 si impair, il

vient par application de 7%,

(20+2)! (169 + A =4 M(”ﬂ)umﬂﬁ +8 % M(%f?)i*mﬂ}”

=R 2 J m=NS J
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I est clair que le degré de AF (resp. AN) sur son image A% (resp. AN) est j!(2g + 2 — j)! sauf si
j = 2, car dans ce cas une courbe hyperelliptique C' € AZ a une composante rationnelle, munie dune
involution. Les deux points fixes de I'involution sont les points marqués. Les points d’intersection
P’, P” avec lautre composante, de genre g — 1 sont échangés par l'involution. Il y a une seconde
involution qui a pour point fixe P’, P” et qui commute avec la premiere. Donc ’échange des deux
points marqués P’, P” conduit & une courbe isomorphe. Il vient finalement en rappelant que le cas R

correspond & j pair

(29+2)!(16g+ =4y 20E1=2) (29.”)@[&]1% rsy M0 <29.+2)i*[AANS

=R 2 J T=NS J

Il est clair que le degré de AZ (resp. AN®) sur son image Af (resp. A;-VS) est j1(2g + 2 — j)! sauf si
j = 2, car dans ce cas une courbe hyperelliptique C' € Af a une composante rationnelle, munie d’une
involution. Les deux points fixes de l'involution sont les points marqués. Les points d’intersection
P’, P" avec lautre composante, de genre g — 1 sont échangés par l'involution. Il y a une seconde
involution qui a pour point fixe P’, P” et qui commute avec la premiere. Donc ’échange des deux

points marqués P’, P” conduit & une courbe isomorphe. Il vient finalement

(29 + 2)! (16g + 8)\ =
@M[Aﬁ +4 zT: M(29+2)![A§] +8§: w(29+2)!mgs}

4 2
a=2 B=1

En revenant aux classes fondamentales des composantes

(2] [£]

2

_ 49(293 2)! ol +4 Z g+1—a)(29+2)AHo +8)  Blg— B (29 + 2NAY g
B=1

et finalement en simplifiant par 8(2¢g + 2)!, on obtient la relation de Cornalba -Harris

(4] (4]
Bg+Dr=g[Afg+ ) 2a(g+1-a)Aflg+4> Blg—BIAL]q
a=2 B=1

10.4.3. Intégrales de Hodge - Hurwitz

On se limite en premier au champ des courbes hyperelliptiques. Une autre illustration du principe
de correspondance utilisé ci-dessus revient a observer que des calculs d’intersection avec le lieu hyper-
elliptique Fg C Mg une fois transportés sur le champ hyperelliptique se ramenent a des calculs dans
mo,zgu- Cela montre que 'objet naturel pour les calculs est ﬁg plutét que Fg. La méthode utilisée

est une amplification du calcul de Faber-Pandharipande ([30]). Elle conduit simplement & 1’évaluation

2
29—2 (29_ 1) / 29—1 1
et Yy 10.51
/H—l M T g+ 1) © “1 ©229(2g 4 1)! ( )

d’intégrales
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en notant H_; le champ des courbes hyperelliptiques avec un point de Weierstrass marqué. Rap-

pelons que le faisceau inversible y; € Pic(H,) (sa classe de Chern) est I'image réciproque du faisceau
L; € Pic(Mg24+2) (§ 10.2). On conserve la notation u; pour éviter toute confusion avec les 1; qui
proviennent du bas. A.J. Bene a obtenu des résultats analogues, mais par une approche combinatoire
basée sur cellulation de H, au moyen des graphes épais, et le schéma d’intégration de Penner [10].
A la différence de notre méthode, il travaille avec les classes combinatoires W, de Witten, et étudie
I'intersection de ces classes avec le lieu hyperelliptique.

Rappelons que dans le champ ﬁg les points de Weierstrass sont marqués de 1 a 2g + 2. 1l est
commode de noter ﬁg le champ dont les objets sont les courbes hyperelliptiques stables marquées par
un seul point de Weierstrass. Plus généralement on peut considérer la champ ﬁ; formé des courbes
hyperelliptique stables avec j (1 < j < 2g + 2) points de Weierstrass marqués. Il est aisé de justifier
son existence en adaptant les arguments de la section 6.2. Noter que si j < 2g il est possible que sur
une courbe hyperelliptique stable appartenant a ﬁg deux points de Weierstrass libres s’effondrent. Par
oubli du marquage par le point d’indice j on obtient un morphisme 7 : ﬁ; — ﬁ;_l de degré 2g+3—j.
On notera aussi H, C M, I'image stable non marquée de Hg, i.e le lieu hyperelliptique. On a donc la

factorisation de 1 : ﬁg — ﬂg, oubli du marquage par les points de Weirstrass, en
ﬁg 5 ﬁg — Fg - ﬂg
Le morphisme 7 est 'oubli du marquage par les points de numéros 2g + 2,---,2 dans l'ordre

indiqué, c’est a dire la composition 7y - - - mo419, son degré est (2¢g + 1)!. Pour ramener par le principe

de correspondance le calcul & un calcul dans A.<M0729+2), on note que

1 *
/Ff: T /ﬁ 7 © (10.52)

Il faut expliciter 'image réciproque par 7 des classes u; et k,. Par utilisation itérée de la relation
générale 7 1 (Y1) = Y1 — [D1,n41] (10.25), on trouve que, avec nos notations
7 (1) = pa — [D1 5] O [H ]

(I'indice j signifie que j points de Weierstrass sont marqués). Comme D; ; est le lieu des courbes
obtenues en collant une ”bulle” (= P!) contenant les points de Weierstrass de numéros 1 et j & une
courbe de genre g marquée par j—1 points, I'intersection avec le lieu hyperelliptique est vide. On obtient
donc que 7* (1) = p1, ce qui nous autorise a noter cette classe p; sans précision supplémentaire. Le
meéme argument montre que pour la classe k, on a

2942
T (Ka) = Ka — 3 HE (10.53)
a=2

. . _ . . L1 R 2g—1
Traitons en premier la seconde intégrale, qui est immédiate. Elle se ramene au calcul de fﬂ uil
g

Vu que 2p1 = §*(11), elle s’obtient immédiatement partant du résultat connu
—3)!
/ ‘f‘lngn:% (a1 + - +a,=n—23) (10.54)
Mo.n ag! e ay!

on trouve en tenant compte du fait que le degré de 4 est %

/ 2071 = L/ 2g-1 _ 1
HT ! 229 Mo,2g+2 ' 229(29+1)‘

1
g9

Pour la premiere intégrale, on montre qu'on a plus généralement:
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Théoreme 10.22. Avec les notations précédentes, si 0 < a <2g—1, on a

1 2 2g+1(2g—1

2g—1—a g J g

a - N 10.55
/Hl Rak o 229 1-0(2g 4+ 1) <<a+1) 201 ( a )> )

Preuve: En utilisant la relation (10.52) on voit que 'intégrale (10.55) se rameéne & une intégrale

sur le champ ﬁg classifiant les courbes hyperelliptiques avec points de Weierstrass marqués

2g+2 2g+2

2 1— 2 1— 2 1— 2 1—
(2g+1)!/ Kahty?” a=/ Z e~ az/_naulg “ Z/ pomy? e
H Hy

g HQ

En tenant compte de la relation de Riemann-Hurwitz a 'ordre a, qui dans le cas hyperelliptique s’écrit

sous la forme simple x; = 26*(x}), et de la formule de projection, on a

1 1 . 1 1 1
/_ ’iaﬂlzg 1o = 92g—2—a /_ 4 (Hizdjlgg ! a) = 92g—2—a /_ H:zwlgg ! a(s*[l]
Hg H

g Mo,2g+2

Mais 6,[1] = 6,([H]g) = 36+([Hy]) = $[Mo,24+2], de sorte que l'intégrale se réduit &

1
/ 2g—1—a
229—1—(1 — nadjl

Mo,2g+2

N)I»—\

De la méme maniere on obtient

1 1 [2g—1
2g—1—a _ a. 29—1—a _ g

[ e ()
/H [e% 22g 1 Mo,z 229 a

g

Pour conclure, notons le résultat élémentaire suivant, conséquence facile de 1’équation des cordes:

Lemme 10.23. Soit pour 4 <a+3<n, 74, = fMo Ko7 370, On a 7o = (Z;f)

Preuve: On procede par récurrence. Soit le morphisme 7,41 : Mo’n+1 — Mo,n oubli du point

Tpt1. On a7y 1 (Ke) = Ko — Yy, donc

—a—2 2 n—a—2
T (Ka) YT ™" = ka7 ™7 1T Y

En intégrant, et par la formule de projection, on obtient

* n—a—2 __ n—a—2,a _ n—a—2
/_ 7Tn+1<’<0a) 1 = Ta,n+1 — /_ 1 Y1 = /_ KaTn+1, (1] )
Mont1 Mo nt1 Mo,n

Mais par utilisation de I’équation des cordes [4]

T (Y3 -+ pm 3t = Z P “J"l Cgpnt (10.56)

j,a; >0

on a en particulier w41 (7" 2) (A 3 d’ott finalement la relation pour a + 3 < n, Tantl =
Tan + (ngg), donc finalement 74, = (" 3) + (" ) ++-4 (9 = (Zﬁ)

a a.

|
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Pour conclure la preuve de (10.55), les résultats qui précedent donnent apres division par le facteur

(29 +1)!
/ o 20-1—a _ 1 1 2g _Qg+1 2g —1
= aly 29+ 1)\ 229-1-a\g +1 229 a

qui est exactement ’expression (10.55).

1
Ce calcul pour a = 0, a pour conséquence (Faber-Pandharipande [30], prop 4) la relation

o i » L sin(t/2)
1+gz>:0t2g /MM (;(1) L9t — 1)y Ai—l) %g t= 15/72 (10.57)

Pour a = 1, A.J. Benne [10] obtient de maniere analogue, via la relation de Mumford qui décrit la

classe fondamentale [H,4], une relation (plus compliquée) reliant certaines intégrales de Hodge

g 2
, » p L, 14¢® —11g+3
Z )il (o =t ) pd iy 29-2 _ -5 I 19 10.58

On peut s’interroger sur la validité d’une relation analogue pour a > 2. Si a = 2g—1, un calcul similaire

donne I'intégrale de ka4—1 évaluée sur le lieu hyperelliptique Fg, on trouve

1 1
o B 10.59
/ﬁ "1 g2yl 229(2g+ 1)) ( )

g9

. _ ) _ 1
Sia=2,cestle calcu_l de Mumford fﬁz K3 = 1153
Soit maintenant H, ;, ¢ le champ des revétements de degré p, et de genre g, de P'. On suppose que la
donnée de ramification, versus le diviseur de branchement, est B = E?Zl v;Q; (1 <vy; < p). On a donc
b= 3%. On va observer que la relation (10.46) permet d’évaluer, au prix de relations compligées,
certaines intégrales de Hodge sur H, ¢, celles contenant A. Le résultat sera en général sensible au choix

de la composante ﬁgﬂp’g, c’est a dire de &, a la différence du calcul par Bryan-Graber-Pandharipande?®

By :/_ A3
H

9,P,€

de fﬁg,a,g Ag—1 le (cas p = 3). Posons

Le cas p = 2 (hyperelliptique) est un calcul de Faber. Pour initialiser cette suite, il faut calculer By ¢
lorsque b = 3, c’est a dire g = pT_l. Dans ce cas le champ est ponctuel. Soit e = [Aut(Cyp. — P,
ot Cy . est la courbe y? = 2%(1 — ), avec 1 < a,b,c<p,a+b+c=0 (mod p), et Cop.— P!, le

revétement (z,y) — x. On trouve immédiatement

2p si deux entre les trois sont égaux (10.60)

p  sia,b,c distincts
e:{
18 sia=b=c,p=3

On aa [Hypelo = 2[Hypel, et Bge = 1. La relation (10.46) jointe & (10.49) montre que qu’il

faut au pralable évaluer les intégrales du bord f A A~% 1l y a deux cas & considérer, selon que I'unique

28 The orbifold quantum cohomology of Cg/Zg and Hurwitz-Hodge integrals arXiv:math.AG/0510335.
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orbite de point double est du type R, ou NS. Le premier cas correspond a une partition 7w de B
en B = By + By, B; = Zieli v;Q;, et Zieli = 0 (mod p). Avec des notations évidentes, on a
g=g1+ g2+ p—1, et la proposition 7.13 dit que la composante A, est image du morphisme 2 = &r,
décrit par le diagramme

Hgrp X Hoap = Corp X Caaip = Hyp (10.61)

dans lequel Cy, , — H,, , désigne le revétement universel (§ 6.4.2). Le morphisme 2 identifie deux par
deux les points des orbites des points sélectionnés a isotropie triviale. Dans le cas NS, ona g = g1+g2+1,
et (10.60) se réduit a

Hyyp X Hgsp — Hgop (10.62)

Si 7 : B = By + Bs est une partition de type NS, donc Zjell v;i =n (mod p), on notera & la donnée
de Hurwitz définie par By + 1Py, et &, celle définie par By + (p — n) Py (voir § 7.4).

simest R

0
b—4 _
Lemme 10.24. On a fAﬂ)\ = { (z;—zx)Bgl’ngg%52 i 7 est NS

by —2

Preuve: Dans le cas NS, c¢’est immédiat du fait que ¢ étant le ”clutching” morphisme, on sait [48],
qu’avec des notation évidentes
’L*()\) = A+ A

donc en notant que le b de Hy, , est b; + 1
b—4 b—4
Joror = [oweatt = / AR BB
An A b1 =2/ Sy, 5Py bo-2)

Dans le cas R le morphisme 2 : Cg, ,, X Cy,p — H,,p identifie les paires de points (07 (x1), 0% (z2)) si x4
(resp. w2) est la section de py : Cy,.p — Hg, p (resp. pa : Cgyp — Hg, p). Dans ce cas le fibré vectoriel

1*(E) est décrit par une extension
0 — pi(E1) P p3(B2) — o*(B) = 0P~ -0 (10.63)

I’application res étant induite par le résidu. En effet, soit un revétement = : C — D au-dessus de k
dans I'image de 1, avec C' = C; U Cq, et une orbite de p points doubles, 'orbite du point & = 1(x1, x2).
Dans la décomposition en sous-espaces propres (proposition 10.3), H(C,w¢c) = EB?;} HO(C,we ), il

est immédiat de voir qu’on a
dimH®(C,we)? = dimH®(C1, we, )’ + dimH(Co, we, ) + 1

D’autre part le résidu en x donne pour tout 1 < j < p — 1 une application res, : H(C,w¢)? — k, qui

conduit a la suite exacte
0 — H°(C1,we,)! @ H(Co,we, ) — HY(Cywe)! ™=k — 0 (10.64)

la suite exacte (10.62) en découle. On a donc

b—4
/ (AT = / (A + X)) = / AP TEAR?
¢ C b—2) JG

91.2%XCgy,p 91.p%XCgz.p 91.»%XCgs.p
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Mais dans cette configuration les classes \; sur Cy, , sont les images inverses des classes de méme nom
de H,, ,, donc pour une raison de dimension, I'intégrale est nulle.
O

On peut ainsi négliger les composantes de type R. Les relations (10.46) et (10.49) en tenant compte

du lemme 10.24, conduisent facilement a la relation de récursion

24(b — 1) b—4
p27_1B97§ = Z <b1b2 - 2(b - 1)) <b1 _ 2) B917§1392a52 (1065)
TI':(Il,IQ)

somme portant sur les partitions de type NS.
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