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La premiere valeur propre de 'opérateur de Dirac sur les
variétés kahlériennes compactes

Andrei Moroianu, Ecole Normale Supérieure

Résumé - K. D. Kirchberg [5] a donné une borne inférieure de la premiére valeur propre de
Popérateur de Dirac sur une variété kdhlérienne spinorielle compacte M de dimension complexe
impaire, a courbure scalaire positive. On montre que les variétés pour lesquelles I'égalité est
atteinte s’identifient aux espaces de twisteurs (cf. [12]) des variétés quaternioniennes & courbure
scalaire positive.

The first eigenvalue of the Dirac operator
on compact Kahler manifolds

Abstract - K. D. Kirchberg [5] gave a lower bound for the first eigenvalue of the Dirac
operator on a spin compact Kéahler manifold M of odd complex dimension with positive scalar
curvature. We prove that manifolds satisfying the limiting case are twistor space (cf. [12]) of
quaternionic Kdhler manifold with positive scalar curvature.

In 1986, K.D. Kirchberg showed that any eigenvalue A of the Dirac operator
on a compact spin Kéhler manifold (M?™, g) of odd complex dimension satisfies

A >

im 1Jr\1/1f S. (1)

A limiting manifold a compact spin Kahler manifold (M?™, g, J) of odd com-
plex dimension which satisfies the limiting case of (1). The aim of this paper is
to prove the following

Theorem. The only limiting manifold of real dimension 81 + 2 is CP4*1,
The limiting manifolds of real dimension 81 + 6 are exactly the twistor spaces
associated to quaternionic Kahler manifolds of positive scalar curvature.

For the notations we take [5] and [10] as basic references. We start with a
simple lemma

Lemma. Let (M?™, g,J) be a limiting manifold. Then M is simply connec-
ted and it exists a simply connected spin Riemannian manifold UM?™*! and a
Riemannian submersion m : UM — M whose fundamental tensors T and A (cf.
[10]) satisfy

T=0

et
AxV = J(X)*,

where x means the horizontal lift of vectors on M to UM. Moreover, the spin
structure of UM is the pull-back by m of the spin structure on M.



We now introduce the basic notion of a projectable spinor. By the lemma, a
spinor on M induces a spinor on U M. All spinors on UM obtained in this manner
are called projectable. There is a one-to-one correspondence between spinors on
M and projectable spinors on UM.

Let ) be a spinor on UM, projectable on ®. Then a simple calculation shows
that V x«® is projectable on

1 _
VX(I) - 5 ZW*(A)(‘*V) - @,
and Vy® is projectable on

1

The connections appearing here are obviously induced by the Levi-Civita
connections on the respective manifolds. Now, the theorem A of [4] implies that,
after rescaling the metric, M admits a spinor ¥ satisfying

VX\IH—%X-\IJ—%J(X)-\I/:O, (2)

where ¢ = (—l)mT_l. This formula and the previous paragraph show that the
projectable spinor induced by ¥ on UM is a Killing spinor. Finally, a case-by-
case analysis of the Bér classification [1] of simply connected manifolds admitting
Killing spinors, shows that UM admits a regular Sasakian 3-structure, and the
work of Boyer, Galicki and Mann [2] completes the proof of the theorem.

1. En 1986, K. D. Kirchberg [5] a montré que toute valeur propre A de
lopérateur de Dirac sur une variété kihlérienne spinorielle compacte (M2™, g)
de dimension complexe impaire satisfait

A2 >

i]r\1/1f S. (3)

Pour simplifier, on appellera variété-limite une variété kahlérienne spinorielle
compacte (M2™, g, J) de dimension complexe impaire, pour laquelle I’égalité dans
(3) est satisfaite.

En 1988, Kirchberg [6] classifie toutes les variétés-limites de dimension 6, et
il trouve I’espace projectif complexe CP? et la variété de drapeaux F3(2,1). En
[4], Hijazi redémontre l'inégalité (3) d’'une maniére plus simple et donne une
reformulation du probleme qui sera trés utile dans ce qui suit. Dans le cas de



la dimension complexe paire il existe une inégalité similaire & (3), dont le cas
d’égalité a été analisé par Lichnerowicz [8], qui a montré que le probléme se
réduit au cas de la dimension complexe impaire.

Le but de ce papier est de montrer que la seule variété-limite de dimension
81+ 2 est CP*"*! et que toute variété-limite de dimension 81+ 6 est I’espace de
twisteurs en sens généralisé [12] associé & une variété quaternionienne a courbure
scalaire positive. L’idée de la démonstration est de montrer que 1'égalité dans (3)
implique 'existence de spineurs de Killing sur un certain fibré en cercles UM
au-dessus de M, d’utiliser la classification due a C. Bar des variétés admettant
des spineurs de Killing réels [1] pour montrer que UM admet une 3-structure
de Sasaki réguliere, et de remarquer que M est ’espace de twisteurs associé
au quotient de UM par les orbites de la 3-structure de Sasaki, en utilisant les
resultats de Boyer, Galicki et Mann [2]. Pour les notations, on choisit comme
références [5] et [10].

Je tiens a remercier spécialement mon directeur de these Jean Pierre Bour-
guignon pour son soutien, ses encouragements, et pour les nombreuses idées par-
tagées au cours de nos discussions.

2. On commence par montrer que pour toute variété-limite (M2™, g, J), il
existe une variété riemannienne spinorielle UM de dimension 2m + 1 et une
submersion riemannienne 7w : UM — M dont les tenseurs fondamentaux A et T
(cf. [10]) satisfont

T=0 et AxV =J(X),

ou * représente le relevement horizontale de M a UM.

Toute variété-limite est une variété d’Einstein-Kahler, donc la classe de co-
homologie de la forme de Kahler de M est égale a la premiere classe de Chern,
c1(M). Soit r le plus grand entier positif tel que ¢;(M)/r soit encore une classe
entiere. Considérons le fibré en droites complexes PM sur M, dont la premiere
classe de Chern, ¢;(PM — M), est égale & ¢;(M)/r. On choisit une métrique
hermitienne arbitraire A sur PM et on considere UM, le fibré principal associé,
de groupe structural U(1) = S*. On considére une connexion sur UM de forme
de connexion «, qui induit une connexion métrique sur PM. Soit F' la forme de
courbure de a sur UM. La connexion sur UM induit une famille de métriques
riemanniennes sur UM qui font de 7 une submersion riemannienne : il suffit de
définir ¢§,,(X,Y) = gu(m(X),7n(Y)) — ca(X) a(Y) (c > 0), via I'identification
de £(8*) avec i R qui fait correspondre 2 & i. La submersion riemannienne ainsi
obtenue est a fibres totalement géodésiques. Un calcul simple montre que pour
c¢=1/(27r) et pour un choix judicieux de la connexion sur UM, on a

Ax-V = J(X)". (4)

On conclut avec la remarque que pour toute submersion riemannienne p : £ — M
de fibres de dimension 1 et pour toute structure spinorielle sur M, il existe une
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structure spinorielle naturelle sur £ et une projection canonique sur la structure
spinorielle sur M .

Pour E = UM, on appelle V la connexion de Levi-Civita sur UM, ainsi que
la connexion induite sur le fibré des spineurs sur U M.

3. Les résultats de cette section sont valables pour toute submersion rieman-
nienne £ — M a fibres totalement géodésiques de dimension 1 sur une variété
M de dimension paire. Soit, pour n = 2m, X, - la représentation irréductible de
Cl,,. Par rapport a l’action de Spin(n), X, se décompose en ¥, = X @ X . Si
par rapport & cette décomposition, 9 s’écrit 1) = 9, +_, on note ¥ = 1, —_.

L’algebre Cl,,;; a deux représentations irréductibles, E,irl, dont la somme
directe est la représentation spinorielle ¥, ;1. Les sous-espaces X, ; de .1 sont
les sous-espaces propres de la multiplication par w =14 ey - - - e,41 avec la valeur
propre + 7. On identifie = 1 avec X, par les actions p* de Cl,,;; sur %, suivantes

+ . . €k'1ﬁ_ 81k§n
p(ex) ¢_{ii-¢ sik=mn+1

Dans ce qui suit, on identifie ;. ; avec X, par 'intermédiaire de p*. La fin de la
section précédente montre qu’on peut définir une application de fibrés vectoriels
h:YTE — Y M. Evidemment, XTF = 7*(XM).

Définition. On appelle spineur projetable tout champ spinoriel ¥ sur FE qui
satisfait h(¥,.) = h(V;) pour tous e et f tels que m(e) = w(f).

Tout spineur projetable ® sur F induit d’une maniere évidente un spineur
h(®) sur M. Réciproquement, tout _spineur ¥ sur M induit un unique spineur
projetable ¥ sur FE par la formule ¥ = f*U. Dans un certain sens, les spineurs
projetables sont les spineurs sur E ”constants” le long des fibres de la fibration
E— M.

Si @ est projetable sur ®, alors X* - ® est projetable sur X - ® et V - ® est
projetable sur i ®.

Proposition 1. Soit ® un spineur sur E, projetable sur ®. Alors V- ® est pro-
jetable sur Vx®—1im, (Ax-V)-®, et Vi ® est projetable sur —; Z 1 T (AX* V)-
X;-®.

Corollaire. Si DE et D sont les opérateurs de Dirac sur E et M respecti-
Vement alors pour tout spineur ® projetable sur ®, DE® est projetable sur
Zl i X]W*(AX;V) ®. En particulier, pour E = UM on a

- 1 _
h(DYM™®) = D + 7109, (5)

ou ( est la forme de Kéahler de M.



4. Dans cette section F sera une variété riemannienne spinorielle de dimension
impaire 2m + 1 avec la connexion de Levi-Civita V. Les résultats qu’on obtient
seront utilisés dans la section suivante dans le cas ol E est le fibré UM sur M
construit ci-dessus.

Soit C'E le cone sur E, c.a.d. CE = E x R, avec la métrique g = r?gg + dr?
qui induit la connexion de Levi-Civita V. On identifie tout champ de vecteurs X
sur E avec son prolongement canonique a C'E.

On identifie 5,,,9 avec Yg,,11 par l'isomorphisme de ClJ,, 1o sur Clypqq
donné par e; - €312 — €;. On applique, mutatis mutandis, les mémes raisonne-
ments des deux sections précédentes, et on trouve, en utilisant les formules des
produits tordus ([11], p.206),

Proposition 2. Soit <I> un spineur sur CE, projetable sur ®. Alors Vx® est
projetable sur VX<I> -z X D, et Va d = 0.

Donc si £ admet un spineur de Killing de constante —5, C'E admet un spi-
neur parallele. Ceci est une maniere plus simple de classiﬁer les variétés simple-
ment connexes admettant des spineurs de Killing, sans passer par les formes de
connexion et les groupes d’holonomie, comme dans le papier initial de Bar [1].

5. Soit maintenant M une variété-limite de dimension n = 2m, m impair, et
UM — M la submersion riemannienne construite dans les sections précédentes.
Soit ¥ un spineur qui satisfait DV = AW, avec A = "+2 inf,; S. Du théoréme A
de [4] on tire que S est constant et que

A 1A -

V4+ ——X- U — J(X)- =0 6
VxS XU - 0 (X) - § =0, ©

olt ¢ = (—1)™ . En renormalisant la métrique sur M de telle manidre que S =
n (n + 2), et supposant A = ﬂ"Q—“Lzl, (6) donne

VX\IH—%X-\IJ—%J(X)-\I/:O. (7)

Soit ¥ le spineur projetable induit par ¥ sur UM. La propos1t10n 1 et (7)
montrent, aprés un calcul simple, que V¥ + £ 5 X* U et ViU + £ V- ] sont
projetables sur 0, donc ¥ est un spineur de Kllhng de XTUM de constante —£

Comme M est une variété d’Einstein-Kéhler de constante d’Einstein posi—
tive, le théoréme de Kobayashi [7] montre que M est simplement connexe. En
considérant la suite exacte d’homotopie et la suite exacte de Thom-Gysin du fibré
(UM, n, M, S"), et utilisant le choix de la classe de Chern du fibré PM fait dans
la section 2, on obtient que UM est lui aussi simplement connexe (cf. [9]). La
classification de Bar montre alors que le groupe d’holonomie du cone C'M sur
UM est un des groupes de la liste suivante (n + 2 = 4 k)



0, SU(2k), Sp(k), Spin(7).

Le cas Hol(C'M) = Spin(7) est impossible car V' définit une structure de Sasaki
sur UM, donc (cf. [1], pp.14) C'M est kdhlérienne et Ricci-plate ce qui montre
que le groupe d’holonomie de C'M est inclus dans SU(4) C Spin(7) (strictement).

On montre & présent que le cas Hol(CM) = SU(2 k) est, lui aussi, impossible.
Soit @ le relévement de U dans C'M. Le spineur ¥ est projetable, et un calcul
simple (utilisant la proposition 2), montre que ® est un spineur parallele qui
se trouve dans le noyau de la forme de Kahler sur C'M. En regardant les points
fixes de la représentation spinorielle de su(2 k) on trouve seulement deux spineurs
paralleles, dans XqC M et Y5, C M, ce qui contredit le fait que ® est dans >, C M.

Les seuls cas qui restent sont par conséquent Hol(C' M) = Sp(k) et Hol(CM) =
0. Dans chacun de ces deux cas, UM admet une 3-structure de Sasaki. Pour
montrer sa régularité, il suffit de remarquer que, si (V, X,Y) définit la 3-structure
de Sasaki sur UM, alors la projection de X et Y sur M est une distribution
intégrable et réguliére de dimension 2 sur M, dont les orbites sont des sphéres S?
(cf. [3]). De [2] on obtient que M est I'espace de twisteurs associé au quotient de
UM par la 3-structure de Sasaki, qui est une variété quaternionienne. Finalement,
un raisonnement de nature algébrique, montre que dans le cas n =81+ 2, il n’y
a pas de spineur parallele dans £,CM, sauf si CM = R""2 ce qui implique
M = CP4H+t,

Réciproquement, pour n = 81 + 6, toute variété quaternionienne N"~2 in-
duit une variété P"™ qui admet une 3-structure de Sasaki réguliere [2]. Alors le
quotient M de P par l'orbite d’un des 3 vecteurs de Killing est une variété spino-
rielle compacte d’Einstein-Kéhler de courbure scalaire constante S = n (n + 2),
et UM = P. Le cone sur P, CP, est hyperkahlérien, donc il existe un spineur
parallele ¥ dans X,CP, projetable sur un spineur ¥ sur P, qui par le para-
graphe ci-dessus est a son tour projetable sur un spineur ¥ sur M qui satisfait
(7). Un calcul simple montre que W est un spineur propre avec A = 5(”+2 , donc
A2 =225 je. M est une variété-limite. On vient de montrer le resultat sulvant

Théoréme. La seule variété-limite de dimension 8 [+2 est CP*"*!. Les variétés-
limites de dimension 81 + 6 sont exactement les espaces de twisteurs au sens de
[12] associés aux variétés quaternioniennes a courbure scalaire positive.

Q.E.D.

6. Exemples. Les seules exemples connus de variétés quaternioniennes a cour-
bure scalaire positive sont des espaces symétriques. On a trois familles

Sp(k + 1) . SU(k+2) . SO(k+4)

B = G < 5@~ ~SUm<0@) | SO0 x 0@)

et 5 exemples correspondant aux groupes exceptionnels. La premiere famille a
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comme famille de variétés-limites M*+2 = CP?**!, La famille X* induit comme
variétés-limites la famille de variétés des drapeaux (k impair)

Fii2(2,1) = {(V1,V2)| 0 € V1 C Vo C C**2 dimV; = i}

La famille Y* induit comme variétés-limites les espaces homogenes (k impair)

ZAk+2 _ SO(k +4)
S(O(k) x O(3) x O(2))

Pour des détails, on propose [12].
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