
HAL Id: hal-00125222
https://hal.science/hal-00125222v1

Submitted on 18 Jan 2007

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Cohomologie du groupe linéaire à coefficients dans les
polynômes de matrices

Antoine Touzé

To cite this version:
Antoine Touzé. Cohomologie du groupe linéaire à coefficients dans les polynômes de matrices.
Comptes rendus de l’Académie des sciences. Série I, Mathématique, 2007, 345 (4), pp.193-198. �hal-
00125222�

https://hal.science/hal-00125222v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


ha
l-

00
12

52
22

, v
er

si
on

 1
 -

 1
8 

Ja
n 

20
07

Cohomologie du groupe linéaire à coefficients dans
les polynômes de matrices

Antoine Touzé

Résumé

We compute bifunctors cohomology for matrix polynomials under
conjugation and detect candidates for universal classes in higher in-
variant theory.

1 Introduction

Depuis une douzaine d’années, la cohomologie des foncteurs a permis de
nombreux calculs et applications [6, 5, 2], parmi lesquelles la démontration
[6] de l’engendrement fini de l’algèbre de cohomologie des schémas en groupes
finis. Dans [4], Franjou et Friedlander entament l’étude de la cohomologie
H∗

P(GL,B) des bifoncteurs B strictement polynomiaux. Cet article étend
les premiers calculs effectués dans [4].

Nos résultats peuvent servir de base pour d’autres calculs et laissent
également entrevoir de nombreuses applications. Ainsi, la cohomologie d’un
bifoncteur B homogène de degré (b, b) calcule [4, Th 1.5] la cohomologie
rationnelle de GLn à coefficients dans B(kn, kn) pour n ≥ b :

H∗
P(GL,B) ≃ H∗

rat(GLn, B(kn, kn)) .

La cohomologie des bifoncteurs calcule également [4, Th 8.2] la coho-
mologie stable des groupes discrets GLn(k) sur un corps fini k. Comme il
est noté dans [3] et [4, section 8], c’est là un premier pas vers la K-théorie
de l’anneau des nombres duaux et de Z/p2

Z.

Théorème 1.1 Soit K un corps de caractéristique p > 0 et µ = (µ1, . . . , µn)
une partition de poids d. La série de Poincaré de H∗

P(GL,Sµ1(r)gl ⊗ · · · ⊗
Sµn(r)gl) est égale à la série de Poincaré des coinvarariants de H∗

P(GL,⊗d(r)gl)
sous l’action du sous-groupe Sµ1

× · · · × Sµn de Sd.

Ce théorème n’était auparavant connu que pour d < p [4, prop 4.1] et
pour d = p = 2 [4, Th 5.1]. Il donne un résultat aisément calculable à partir
du Sd-module H∗

P(GL,⊗d(r)gl) qui est explicitement décrit dans [4, Th 1.8].
En particulier, H∗

P(GL,Sµ(r)gl) est nulle en degrés impairs.
Si l’on veut étendre les résultats de [6, §1], van der Kallen explique dans

[8] l’intérêt d’obtenir des classes pour les coefficients en puissances divisées
de gl.

Proposition 1.2 Soit K un corps de caractéristique p. La série de Poincaré

de H∗
P(GL,Γp(r)gl) se déduit de celle de H∗

P(GL,Sp(r)gl) en ajoutant (t2p−2−

1)1−t2pr+1

1−t2p .
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En particulier, la série de Poincaré de H∗
P(GL,Γp(r)gl) est nulle en degrés

impairs et elle a même caractéristique d’Euler-Poincaré que celle de Sp(r)gl.
C’est en fait une conséquence de phénomènes de dualité généraux qui im-
pliquent notamment le :

Théorème 1.3 Soit F un foncteur strictement polynomial et F ♯ son dual

de Kuhn. La caractéristique d’Euler-Poincaré de H∗
P(GL,Fgl) est égale à

celle de H∗
P(GL,F ♯gl).

D’autres résultats donnant une description partielle de H∗
P(GL,Γn(r)gl)

peuvent être obtenus à partir de notre connaissance de la cohomologie de
Sn(r)gl. Par exemple :

Proposition 1.4 Le degré maximal de la cohomologie de Γpk(r)gl est pk(2pr−
2) + 2pk − 2.

La démonstration du théorème 1.1 occupe la deuxième partie de cet
article. Elle repose sur un résultat de théorie des représentations [1], un calcul
d’ Ext dans la catégorie P [2] et un argument de changement de corps. Pour
plus de clarté, le détail de cet argument est isolé dans la troisième partie.

2 Calcul de la série de Poincaré de H∗
P(GL, Sµ(r)gl)

Nous utilisons les notations suivantes. Si µ = (µ1, . . . , µn) est une parti-
tion et E∗ un foncteur exponentiel, Eµ désigne le foncteur Eµ1 ⊗ · · · ⊗Eµn .
Si A et B sont des foncteurs polynomiaux stricts, on note Hom(A,B) le
bifoncteur polynomial strict HomK(A(−1), B(−2)). Les bifoncteurs de ce
type sont dits séparables et [4, prop 2.2] donne un isomorphisme naturel :
H∗

P(GL,Hom(A,B)) ≃ Ext∗P(A,B).
Le calcul se déroule en deux étapes. La première repose sur une con-

struction d’Akin, Buchsbaum et Weyman [1, Th III.1.4 p. 244-245] que nous
reformulons ici en termes de bifoncteurs :

Théorème 2.1 Soit k un entier. L’ordre lexicographique sur les partitions

de poids k induit une filtration de Skgl par des bifoncteurs strictement poly-

nomiaux :

0 ⊆ M(k) ⊆ M(k−1,1) ⊆ · · · ⊆ M(1,...,1) = Skgl

Le premier terme M(k) est isomorphe à Hom(Λk,Λk), et si λ est une parti-

tion et λ̇ la suivante pour l’odre lexicographique on a une suite exacte courte :

Mλ̇ →֒ Mλ ։ Hom(Wλ, Sλ) .

La cohomologie du gradué de cette filtration est bien connue [2, Th 6.1].
En particulier, si Sλ/λ′ (resp. Wλ/λ′) désigne le foncteur de Schur (resp.
de Weyl) associé au diagramme gauche λ/λ′, la cohomologie du bifoncteur

Hom(Wλ/λ′

(r), S
(r)
λ/λ′

) est nulle en degré impair. En conséquence, toutes les
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suites exactes courtes associées à la filtration de Sk(r)gl scindent en coho-
mologie. La cohomologie de Sk(r)gl est donc isomorphe à la cohomologie du
gradué de sa filtration.

Si µ est une partition, la cohomologie de Sµ(r)gl se calcule de manière
similaire : le produit tensoriel des filtrations des Sµigl donne une filtration de
Sµgl qui scinde en cohomologie. Pour exprimer le résultat de façon concise,
on note (λ1|λ2| . . . |λn) le diagramme gauche tel que S(λ1|λ2|...|λn) = Sλ1

⊗
· · · ⊗ Sλn .

Proposition 2.2 Soit µ = (µ1, . . . , µn) une partition de poids d. On a un

isomorphisme d’espaces vectoriels gradués :

H∗
P(GL,Sµ(r)gl) ≃

⊕

|λ1|=µ1...|λn|=µn

Ext∗P(W
(r)
(λ1|λ2|...|λn), S

(r)
(λ1|λ2|...|λn))

Remarque 1 Si la caractéristique p est grande, l’isomorphisme de la propo-

sition peut s’obtenir directement en observant que la filtration scinde. En

effet, si λ = (λ1, . . . , λn) est une partition de poids k < p, l’application

structurelle Λλ
։ Sλ admet une section bλ. En notant m : ⊗k

։ Sk le

produit et ∆ : Λλ →֒ ⊗k le coproduit, on peut alors définir φλ comme la

composée :

Hom(Wλ, Sλ)
Hom(b♯

λ
,bλ)

−−−−−−−→ Hom(Λλ,Λλ)
Hom(∆♯,∆)
−−−−−−−→ gl⊗k

m
λ1!...λj !

−−−−−→ Skgl .

L’examen de la construction d’Akin Buchsbaum et Weyman montre alors

que ⊕φλ : ⊕Hom(Wλ, Sλ) → Skgl est un isomorphisme.

Dans la suite, on note ∆∗ le foncteur qui à un Sd-bimodule M associe le
Sd-module à gauche obtenu par restriction de l’action de Sd×S

op
d au sous-

groupe Sd = {(σ, σ−1)} ⊂ Sd × S
op
d . Si f est un foncteur des Sd-modules

à gauche vers les R-modules et M est un Sd-bimodule, on note Mf (resp
fM) le Sd-module à gauche (resp. à droite) obtenu en appliquant f à la
structure de droite (resp. de gauche).

La proposition 2.2 et [2, Th.6.1] donnent une description de H∗
P(GL,Sµ(r)gl)

à partir du Sd-bimodule H∗
P(GL,⊗d(r)gl) décrit dans [4, Th.1.8] et [2,

p.780] :

H∗
P(GL,Sµ(r)gl) ≃

⊕

|λ1|=µ1...|λn|=µn

(
s(λ1|...|λn) H∗

P(GL,⊗d(r)gl)
)

s(λ1|...|λn) .

La deuxième étape de la démonstration consiste à simplifier cette expression.
Pour cela, on peut tout d’abord supposer qu’on travaille sur un corps de base
K égal à Fp d’après [4, Prop 3.1]. De plus, on remarque que H∗

P(GL,⊗d(r)gl)
est une somme directe de bimodules élémentaires dans le sens suivant :
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Définition 2.3 Soit R un anneau. On appelle bimodule élémentaire sur R
un R-module de la forme : RSd/Sγ ⊗ RSd avec Sγ un sous-groupe de

Young, muni de la structure de bimodule donnée par l’action suivante sur la

base :

λ.e[τ ] ⊗ eσ.µ = e[λ.τ ] ⊗ eλ.σ.µ .

Lorsque p est assez grand (p > d), on dispose d’une deuxième description
de H∗

P(GL,Sµ(r)gl). En effet la multiplication m : ⊗dgl → Sµgl induit un
isomorphisme de sµ∆∗ H∗

P(GL,⊗d(r)gl) vers H∗
P(GL,Sµ(r)gl). Utilisons les

notations de la remarque 1. D’après [2, Th 6.1], l’isomorphisme ⊕φλ1
⊗· · ·⊗

φλn induit une transformation naturelle :

⊕

|λ1|=µ1...|λn|=µn

(s(λ1|...|λn) −) s(λ1|...|λn) → sµ∆∗

dont l’évaluation sur le Sd-bimodule Ext∗P(⊗d(1),⊗d(1)) est un isomorphisme.
Ce bimodule contient tous les bimodules élémentaires comme facteurs directs
et on en déduit donc une égalité valable pour tout bimodule élémentaire M
lorsque la caractéristique p est assez grande :

dim sµ∆∗ M = dim
⊕

|λ1|=µ1...|λn|=µn

(s(λ1|...|λn)M)s(λ1|...|λn) (∗)

Mais la dimension de sµ∆∗ M est indépendante de la caractéristique, et
d’après la proposition 3.5, il en va de même pour la dimension des (sµM)sλ.
Ainsi, l’égalité (∗) est en fait valable en toute caractéristique.

Le théorème découle maintenant du fait que H∗
P(GL,⊗d(r)gl) est une

somme directe de bimodules élémentaires.

3 Changement de base pour les bimodules élémentaires

Lemme 3.1 Soit M un bimodule élémentaire sur Fp et µ et λ deux di-

agrammes gauches. Les applications naturelles : (sµM)Sλ
→ sµ(MSλ

) et

sµ(MaltSλ) → (sµM)altSλ sont des isomorphismes.

Démonstration. Nous démontrons le premier isomorphisme. On a un dia-
gramme commutatif :

(sµM)Sλ

(1) // sµ(MSλ
)

( altSµM)Sλ

(2) //

OO

altSµ(MSλ
)

OOOO

La flèche (2) est un isomorphisme car les actions sont définies sur une base
de M . Par conséquent, (1) est surjective. On peut conclure car la source et
le but de (1) ont la même dimension d’après [2, Th 6.1].
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Définition 3.2 Soit M un Sd-bimodule et λ et µ des diagrammes gauches.

On définit sµMsλ comme l’image de l’application composée :

Sµalt(MaltSλ) →֒ M ։ ( Sµ̃
M)S

λ̃
.

Lemme 3.3 Soit M un bimodule élémentaire sur Z et λ et µ des dia-

grammes gauches. On a :

dim (sµ (Fp ⊗ M)) sλ ≤ rank sµMsλ

De plus, l’inégalité est en fait une égalité si p est assez grand.

Démonstration. Notons MFp le bimodule élémentaire M ⊗ Fp. On a un dia-
gramme commutatif :

Sµalt(MaltSλ

Fp
)

� _

��

// // sµ(MaltSλ

Fp
)

� _

��

≃ // (sµMFp)
altSλ

� _

��

// // (sµMFp)Sλ̃

iS
λ̃

��
MFp

// //
Sµ̃

MFp

= //
Sµ̃

MFp
// // ( Sµ̃

MFp)Sλ̃

On vérifie que iS
λ̃

est injective. Une chasse dans le diagramme montre alors

que sµMFpsλ =
(
sµMFp

)
sλ.

Regardons maintenant le diagramme de Z-modules dont les flèches ver-
ticales sont des surjections induites par la réduction modulo p : M ։ MFp :

Sµalt(MaltSλ)

����

� � // M

����

// // ( Sµ̃
M)S

λ̃

����
Sµalt(MaltSλ

Fp
) � � // MFp

// // ( Sµ̃
MFp)Sλ̃

Puisque ( Sµ̃
M)S

λ̃
est un Z-module libre, il en va de même pour sµMsλ et

on en déduit le résultat.

Lemme 3.4 Soient λ et µ des diagrammes gauches et k un entier. La di-

mension de HomP(Wµ ◦ kI, Sλ) ne dépend pas du corps.

Démonstration. Grâce à [1, Th.II.2.16 et II.3.16], les foncteurs de Schur Sλ

et de Weyl Wµ sont en fait des foncteurs polynomiaux stricts sur Z au sens
de [7, section 2]. En copiant la démonstration de [7, Prop.2.8], on montre
que le foncteur Sλ ⊗Z Fp (resp. Wµ ⊗Z Fp) obtenu par changement de base
n’est autre que le foncteur de Schur (resp. Weyl) défini sur Fp. On utilise
alors [7, Prop.2.6] pour conclure.

Proposition 3.5 Soient λ, µ des diagrammes gauches de poids d. Pour tout

bimodule élémentaire M = FpSn/Sγ ⊗ FpSn la dimension de (sµM)sλ ne

dépend pas de p.
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Démonstration. Les démonstrations de [2, Th.4.4 et Th 6.1] montrent l’égalité
suivante, valable pour tout entier k et tout nombre premier p :

dimHomP,Fp(Wµ ◦ kI, Sλ) = dim
(
sµ HomP,Fp((kI)⊗d,⊗d)

)
sλ (∗)

Soit p et q des nombres premiers, avec q suffisamment grand pour que
l’inégalité du lemme 3.3 soit une égalité pour tout Sd-bimodule élémentaire.
(Ceci est possible car il n’y en a qu’un nombre fini à isomorphisme près).
Alors pour tout bimodule élémentaire M sur Z on a l’inégalité :

dim(sµ (M ⊗ Fp))sλ ≤ dim(sµ(M ⊗ Fq))sλ .

Mais HomP,Fp((dI)⊗d,⊗d) contient tous les bimodules élémentaires comme
facteurs directs. En conséquence, (∗) et le lemme 3.4 montrent que l’inégalité
précédente est en fait une égalité, ce qui achève la démonstration.
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Norm. Sup. (4) 38(5) (2005) 773–792.

[3] L. Evens, E.M. Friedlander, On K∗(Z/p2
Z) and related homolgy

groups, Trans. A.M.S. 270 (1982) 1–46.

[4] V. Franjou, E.M. Friedlander, Cohomology of Bifunctors, (2005)

[5] V. Franjou, E.M. Friedlander, A. Scorichenko, A. Suslin, General linear
and functor cohomology over finite fields, Ann. of Math. 150(2) (1999)
663–728.

[6] E.M. Friedlander, A. Suslin, Cohomology of finite group scheme over a
field, Invent. Math. 127 (1997) 235–253.

[7] A. Suslin, E.M. Friedlander, C.P. Bendel, Infinitesimal 1-parameter sub-
groups and cohomology, J. Amer. Math. Soc. 10(3) (1997) 693–728.

[8] van der Kallen, W., Cohomology with Grosshans graded coefficients.
Invariant theory in all characteristics, 127–138, CRM Proc. Lecture
Notes, 35, Amer. Math. Soc., Providence, RI,2004.

6


