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Algebre homologique des N-complexes et
homologie de Hochschild aux racines de 'unité

CHRISTIAN KASSEL ET MARC WAMBST

Institut de Recherche Mathématique Avancée, Université Louis Pasteur - C.N.R.S.,
7 rue René Descartes, 67084 Strasbourg Cedex, France

ABSTRACT. We set up a homological algebra for N-complexes, which are graded modules
together with a degree —1 endomorphism d satisfying d = 0. We define Tor- and Ext-
groups for N-complexes and we compute them in terms of their classical counterparts
(N =2). As an application, we get an alternative definition of the Hochschild homology of
an associative algebra out of an N-complex whose differential is based on a primitive N -th
root of unity.

MATHEMATICS SUBJECT CLASSIFICATION (1991): 18G25, 18G30, 18G35, 18G99, 05A30,
81R50

KeY WORDS: homological algebra, Hochschild homology, simplicial module, q-calculus

RESUME. Nous développons une algébre homologique pour les N-complexes, c’est-da-dire
pour des modules gradués munis d’un endomorphisme d de degré —1 tel que dV = 0.
Dans ce cadre nous définissons des groupes Tor et Ext que nous calculons en fonction des
groupes Tor et Ext classiques (N = 2). Comme application, nous obtenons [’homologie de
Hochschild d’une algébre associative comme [’homologie d’un N -complexe dont la différen-
tielle s’exprime a l'aide d’une racine primitive N-iéme de ['unité.

MoTs-CLES : algébre homologique, homologie de Hochschild, module simplicial, opérateur
auz q-différences



Le point de départ de ce travail est 'observation que 1’homologie de Hochschild d’une
algebre associative A au-dessus d’un anneau commutatif k peut se définir a partir de
différentielles dans lesquelles —1 est remplacé par n’importe quelle racine de 1'unité.

Pour tout n € Z, posons C,,(A4) = A2+ sin > 0et C,(A) = 0sin < 0. Définissons
b:Ch(A) — C,_1(A) par

n—1

blap®Ra1® - - - ®ay,) = Z ¢ a® - ®a;0; 1@ - Ray + ¢ 0,00R01® - - Qa1 (0.1)
i=0

ou ¢ est un scalaire et ag,aq,...,a, € A. Fixons maintenant un entier N > 2. On vérifie

que b" = 0 dans les deux cas suivants :

(i) ¢q est une racine N-ieme de 1 différente de 1 ;

(ii) ¢ = 1 et N = 0 dans l’algebre A.

Lorsque ¢ = —1 et N = 2, 'application b est le bord de Hochschild standard et
I’homologie du complexe (C(A), b) est ’homologie de Hochschild HH,(A) de l'algebre A.
Lorsque N > 2, le couple (C(A), b) n’est plus un complexe de chaines. On peut cependant
définir des avatars ,H H,.(A) de I'homologie de Hochschild pour p=1,..., N — 1 par

~ Ker (0P : Cr(A) = Cr—p(A))
pHH(4) = Im(BN=P : Cpynp(A) = Cu(A4))

(0.2)

Notre premier résultat (dont une version cohomologique a été annoncée par Dubois-Violette
[Dub]) énonce que, sous certaines conditions, les groupes ainsi définis sont soit nuls, soit
isomorphes aux groupes de Hochschild usuels, ce qui nous donne une définition alternative
et exotique de I’homologie de Hochschild.

THEOREME 1.— Considérons un entier N > 2, un scalaire q et une algébre associative
unifere A. Sous chacune des deux hypothéses suivantes :

(a) g # 1 est une racine primitive N-iéme de ['unité,

(b) N est un nombre premier, ¢ =1 et A est une Z/NZ-algébre,
nous avons, pour tout entiern >0 et toutp=1,...,N —1,

HHy_pi1y/n(A) si n+1=p modN,
pHH,(A)= ¢ HH3pio-ny/N(A) sin+1=0 modN,

0 dans tous les autres cas.

Pour établir ce théoreme, nous nous placons dans le cadre général des IN-complexes,
c’est-a-dire des modules gradués munis d’un endomorphisme d de degré —1 tel que dV = 0.
Ces objets ont été abondamment utilisés dans les travaux récents de Dubois-Violette et al.
et de Kapranov sur le calcul différentiel quantique (c¢f. [Dub], [DK1], [DK2], [Kap]). Un
embryon d’algebre homologique adaptée aux N-complexes est apparu dans [Kap].

Dans cet article, nous avons développé systématiquement une telle algebre homologique
en définissant la notion de N-résolution projective ou injective ainsi que des groupes ,Tor et
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pExt qui jouissent de propriétés paralleles aux groupes Tor et Ext classiques. Le cadre dans
lequel nous travaillons est celui de I’algebre homologique relative d’Eilenberg et Moore.
Entre les groupes ,Tor et ,Ext et leurs pendants classiques, nous établissons des isomor-
phismes formellement similaires a ceux du théoreme 1.

Ce dernier est alors conséquence de ’isomorphisme

pHH. (A, A) =2 Tor2®47 (A, A) (0.3)

établi au §5 au moyen d’une N-résolution projective (relativement aux suites exactes
de A-bimodules munies d’un scindage k-linéaire). Pour démontrer l'acyclicité de cette
résolution, nous construisons une homotopie a I’aide d’identités remarquables dans ['algebre
des opérateurs aux g-différences engendrée par deux indéterminées X et Y soumises a la
relation Y X —gXY = 1. Ces identités sont valides précisément sous les mémes hypotheses
sur le scalaire ¢ que celles du théoreme 1.

Pour terminer, signalons que des différentielles analogues a celles de (0.1) et des
groupes d’homologie du type (0.2) ont été considérés des les années 1940. C’est ainsi
que Mayer [May]| a introduit des groupes d’homologie singuliére des espaces topologiques &
coefficients dans un corps fini Z/¢ avec une différentielle du type (0.1) dans laquelle ¢ = 1.
Spanier [Spa] a démontré que les groupes d’homologie de Mayer se réduisaient aux groupes
d’homologie traditionnels dans un théoreme dont I’énoncé est formellement le méme que
celui du théoreme 1 plus haut. Pour ¢ # 1 il y a des résultats similaires de Sarkaria
[Sarl], [Sar2] concernant ’homologie simpliciale.

Nous remercions chaleureusement Michel Dubois-Violette pour ses remarques et ses
encouragements.

CONVENTIONS ET NOTATIONS. Dans toute la suite, on fixe un entier N > 2 et un anneau
commutatif £ qu’on appellera I'anneau de base. Toutes les opérations d’algebre linéaire
effectuées le sont dans la catégorie des k-modules. Les k-algebres considérées dans ce
travail sont associatives et uniferes.

On choisit un élément ¢ de k. Pour tout n € Z, nous posons

i RS
[n]z{ o Tk

n si g=1.

Sir € N on convient que [0]! = 1 et [r]! = [1][2] - - - [r] sir > 0. Enfin, pour 0 < r,s < N—1
on définit les g-coefficients binomiaux (r, s) par




1. Généralités sur les N-complexes et leur homologie

Nous nous placons dans une catégorie abélienne A.

1.1. DEFINITIONS. Un N-compleze est un objet Z-gradué C de A muni d’'un endomor-
phisme d de degré —1 tel que d¥ = 0. On notera (C,d) la donnée d’'un N-complexe. On
dit que (C, d) est positif (resp. négatif ) si C,, = 0 pour tout n < 0 (resp. pour tout n > 0).
Un morphisme f : (C,d) — (C’,d") de N-complezes est un morphisme f : C — C’
d’objets Z-gradués de A qui est de degré 0 et tel que d'f = fd.
Deux morphismes f, g : (C,d) — (C’,d") de N-complexes sont homotopes s’il existe
un morphisme h : C' — C’ de degré N — 1 tel que

N—1
f—g=>Y_ dV'hd'. (1.1)
1=0

L’homotopie est une relation d’équivalence.

1.2. HOMOLOGIE. A tout N-complexe (C,d) et tout p=1,..., N — 1 on peut associer les
groupes d’homologie ,H,(C') définis par

D .
HA(C) = Ker(d :C, — Cn,p)

= . 1.2
Im(dN*P tCpaNep — C’n) (12)

Ces groupes sont fonctoriels, c’est-a-dire tout morphisme f : (C,d) — (C’,d') de N-
complexes induit une application f, : ,H.(C) — ,H.(C") telle que id, soit 'identité et
(fog)« = fiog.« (lorsque f et g sont composables).

1.3. LEMME.— Deuz morphismes homotopes f,g : C — C’ de N-complexes induisent la
meéme application sur les groupes d’homologie.

DEMONSTRATION.— Si z € (), tel que dPx = 0 représente un élément de ,H,,(C), alors
nous tirons de (1.1) que

p—1 p—1
f(@) = g(@) = a™N ihdi(@) =N P (30 APt (@),
i=0 i=0
ce qui montre que f et g induisent la méme application ,H, (C) — ,H,(C"). O

1.4. AcycLicITE. On dit que le N-complexe (C,d) est acyclique si ,H,(C) = 0 pour tout
n€Zettout p=1,..., N — 1. Kapranov a montré que pour que (C, d) soit acyclique, il
suffit qu'il existe p tel que , H, (C) = 0 pour tout n € Z (voir [Kap]|, Proposition 1.5).



1.5. LES MORPHISMES i, ET d.. Soit (C,d) un N-complexe. Lorsque N > 3, on a deux
familles importantes de morphismes naturels

’i* pﬂl(C) — p+1Hi(C) et d* : sz(C) — p—lHi—l(C)-

La premiere, de degré 0, est induite par I'inclusion Ker(dP) C Ker(dP™1). La seconde,
de degré —1, est induite par d : Ker(dP) — Ker(dP~!). On a le résultat suivant dont on
trouvera une démonstration dans [DK], Lemme 1.

1.6. LEMME.— Pour tous les entiers strictement positifs r, p tels que 0 < p+r < N,

il existe une longue suite exacte naturelle de la forme
ir dr
2H(C) —— 4 H(C) —  H.(C)

| o |
, .

(3

N HA(C) e Ny HA(C) ey, HL(O)

1.7. DEFINITION. Une suite ezacte courte 0 — C'—-C—=C" — 0 de N-complezes est la
donnée de morphismes C'—=C—-C" de N-complexes tels que pour tout n € Z la suite
0 — C! —Cp,—C" — 0 est exacte.

1.8. LEMME. Soit 0 — C'—5C—-C" — 0 une suite exacte courte de N-complexes. Alors
1l existe une longue suite exacte naturelle

U 5 Ux

P (C)  ——  pH(C)  ——  pH.(C)

82 T 81 J{
Vs U 5
N—pH(C") —— NH(C) —— NpH.(C)

ot 01 est une application de degré —p et J2 une application de degré —(N — p).
DEMONSTRATION.— Appliquons le lemme du serpent au diagramme de suites exactes

0— Chin — Cnpy  — Coin —0

aN-r l aN-r l aN-r l

0— C;L—I-p — n+p — C;L/—i-p —0

Nous obtenons pour tout n les deux suites exactes
0 — Ker(d¥ ?)nC! % Ker(dV ?)NC, % Ker(dV P)NC!

et

o/ T0(@Y 7)1 Coy [Tn(@VP) = O Tn(d™P) — 0,

que nous assemblons dans le diagramme commutatif de suites exactes

C;L+p/1m(dN7p) e tp/Im(dN P) LN C'?/{+p/1m(dN*P) -0

o | @ | @ |
0— Ker(d"?)nC! - Ker(dVP)NnC, —— Ker(dN=P)nC”

Une autre application du lemme du serpent nous donne la longue suite exacte désirée. O
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2. Résolutions

On se place a nouveau dans une catégorie abélienne A.

2.1. RAPPELS D’ALGEBRE HOMOLOGIQUE RELATIVE (voir [EM]). Une classe projective
dans A est un couple (P, S) ou P est une classe d’objets de A et S est une classe de suites
Y -5Y-5Y" de A telles que vu = 0, vérifiant les trois axiomes suivants :

(i) Un objet P de A est dans P si et seulement si pour toute suite Y'—-Y =Y
de S, la suite de groupes abéliens

Hom(P,Y') — Hom(P,Y) — Hom(P,Y")

est exacte.

(ii) Une suite Y'Y YY" de A est dans S si et seulement si pour tout objet P
de P, la suite

Hom(P,Y’) — Hom(P,Y) — Hom(P,Y")

est exacte.

(iii) Pour tout morphisme X — Y de A il existe un objet P de P et un morphisme
P — X de A tels que P — X — Y est dans S.

Dans une classe projective (P,S), la classe P d’objets et la classe S de suites se
déterminent mutuellement. Les objets de P sont appelés P-projectifs.

2.2. EXEMPLES. (a) (Classe projective absolue) C’est la classe projective (P,,S,) pour
laquelle S, est la classe de toutes les suites exactes de A.

(b) (Classe projective k-scindée) Supposons que la catégorie A soit k-linéaire au-dessus
de I’anneau de base k. Il existe alors une classe projective (Pi,Sk) pour laquelle Sy est
constituée de toutes les suites Y'—=Y —=Y" telles que le morphisme induit Y’ — Ker(v)
est un épimorphisme k-scindé, c’est-a-dire possédant un inverse a droite qui est k-linéaire.

Par exemple, si A est la catégorie des modules & gauche sur une k-algebre A, alors
Py est formée de tous les A-modules de la forme A®RV ou V est un k-module quelconque.

2.3. DEFINITIONS. On fixe une classe projective (P,S) de A. Un N-complexe (C,d) est
P-ezact si le N-complexe induit Hom(P, C') est acyclique pour tout objet P-projectif P.

Soit M un objet de la catégorie A. Une N -résolution P-projective de M est la donnée
d’un N-complexe positif (P, d) de A et d’'un morphisme ¢ : Py — M tels que

(i) 'objet P, est P-projectif pour tout n > 0,

(ii) la suite . . J

. —>P2 —>P1%P1 i>]\4 —0

est un N-complexe P-exact.

Nous noterons (P, d, e : Py — M) la donnée d’une N-résolution P-projective de M.

2.4. EXISTENCE DE N-RESOLUTIONS P-PROJECTIVES. Démontrons que tout objet M
de A possede une N-résolution P-projective. On sait que M a une résolution P-projective
au sens de l’algebre homologique traditionnelle. Choisissons-en une, soit (Q,(S)LM .
Considérons la suite d’applications

Qe Q=S - TS Qe M — 0 (2.1)
ou l'application identité a été insérée N — 2 fois a la place de tous les objets Q2; (i > 0).

On vérifie facilement que le N-complexe (2.1) est une N-résolution P-projective de M.
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2.5. CONTRACTION DE N-COMPLEXES. La construction du §2.4 a une réciproque. Soit
(P, d) une N-résolution P-projective d’un objet M. Etant donné p=1,..., N —1 nous lui
associons la résolution P-projective (traditionnelle) A, P

dP dN-p dP aN-r edP~1
coo—Poy_1 — Pnyp1—Pyy — Ppoy — M — 0.
Notons qu’on a des morphismes de /N-complexes

An_1P — An_oP — --- — AP — A{P (2.2)

induits par la différentielle d comme suit :

dp+1 depfl dp+1 depfl edP
— Pyng — Pnyp — Pn_q — P, — M -0

ol S T B

dP av-»r dP av-r edP~?
voi— Pon1 — Pnygp-1 — Pno1 — P4 — M —0

Nous énoncons maintenant "analogue pour les N-complexes du lemme fondamental
de I’algebre homologique.

2.6. LEMME.— Soit uw : M — N un morphisme de A. Si (P,d,e : Py — M) est une
N-résolution P-projective de M et (Q,d,e : Qo — N) est une N-résolution P-projective
de N, il existe un morphisme de N-complexes f : P — Q tel que €fy = ue.

Si g: P — @ est un autre morphisme de N-complezes tel que egy = ue, alors f et g
sont homotopes.

DEMONSTRATION.— (a) Le N-complexe

L L Q=N —0 (2.3)

étant P-exact, 'application Hom(Py, Q¢) — Hom(Py, N) est surjective. Il existe donc un
morphisme fy : Py — Qo tel que fy = ue.

Supposons construits des morphismes f; : P; — Q; pour ¢ = 0,...,n tels que df; =
fi—1d pour tout 1 < i < n. Pour simplifier, posons ¢ = d, f_1 =uet f =0si k < —1.
On a ainsi d¥ = 0 pour le N-complexe (2.3) tout entier et df; = f; 1d pour tout i < n.
L’hypotheése de récurrence entraine que

dN_lfnd = fn—N+1dN_1d - fn—N—I—ldN =0.
L’exactitude de la suite
Hom(Pn—l—la Qn+1) — HOIII(Pn+1, Qn) - Hom(Pn—l—l; Qn—N—H)
implique Dexistence de f,,1+1 : Pri1 — Qny1 tel que df,11 = frd.
(b) Si g : P — @ est un autre morphisme de N-complexes tel que €gy = ue, alors
e(fo — go) = ue — ue = 0. L’exactitude de la suite

HOHI(P(), QN—l) d HOID(P(), Qo) — HOIH(P(), N)
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nous donne un morphisme hg : Py — Qn—_1 tel que fo — go = d¥ he.

Supposons construits des morphismes hy : Py — Qr4+n—1 pour k =0,...,n tels que
N—1
fe— gk = Z dN " h d!
1=0

avec la convention hy, = 0 si k < 0. Alors

N-1
A(frir = gni1) = (fn —gn)d = dV " hy_y d'H
1=0
N-2 . ' N-1 ' .
_ Z dN_Z_lhn_i d’H—I — d<z dN_Z_lhn—l—l—’L’ d2>
1=0 =1

Et donc dF = 0 avec
N-1 . _
F = fn+1 — OIn+1 — <Z dN_z_lhyH_l_i dz)
i=1

La suite
Hom(P41,Qnin) — Hom(P, 11, Qnt+1) — Hom(Poi1, @Qn)

étant exacte, il existe un élément h,.1; € Hom(P, 11, Qnin) tel que F = d¥~1h, ;. Par
conséquent,
N—1
fot1 = Gns1 = d™ Thugr + Z d¥ T g d

1=1
N—-1
_ Z dN?Z?lhn—l—l—i dv.
=0

On construit ainsi, de proche en proche, une homotopie entre f et g. O

3. Les groupes ,Tor? (M, N)

Soit A une k-algebre et soit g4mod (resp. mod4) la catégorie abélienne des A-modules a
gauche (resp. & droite). Dans chacune de ces catégories, nous distinguons deux classes
projectives, a savoir la classe projective absolue (P,,S,) et la classe projective k-scindée
(Pr, Sk). Chaque classe projective fournit un bifoncteur gradué Tor*A(—, -).

Fixons I'une des classes projectives précédentes (P,S) et considérons un A-module a
droite M et un A-module a gauche N.



3.1. PROPOSITION.— Soit (P,d,e : Py — M) une N-résolution P-projective de M et
(Q,d,e : Qo — N) une N-résolution P-projective de N. Pour toutp =1,...,N — 1 et
tout n € N, on a

pHn (PR 4N, d®id) = ,H, (M ®4Q,id®od)
Torf(n_p+1)/N(M,N) si n+1=p modN,
= Torén+27N)/N(M,N) sin+1=0 modN,
0 sinon.
3.2. DEFINITION. La proposition précédente montre que les groupes ,H,.(P® 4N, d®id)

et ,H,(M®4Q,id®d) sont indépendants des N-résolutions P-projectives choisies. Nous
pouvons donc poser

pTor (M, N) = ,H,(P@sN) = ,H,(M®4Q) (3.1)

ou (P,d,e : Py — M) est une N-résolution P-projective de M et (Q,d,e: Qo — N) est
une N-résolution P-projective de N.

3.3. COROLLAIRE.— Les groupes pTOI‘;? (M, N) sont liés aux groupes Tor;? (M, N) par
Torgl(n_erl)/N(M,N) si n+1=p modN,

pTor (M, N) = Torén—i—Q—N)/N(MaN) si n+1=0 mod N,

0 S1Non.

3.4. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.1.— Soit p un entier compris entre 1 et N—1.
Nous allons calculer ,H,(P® 4N, d®id). Les groupes ,H.(M®4Q,id®d) se calculent par
la méme méthode.

Le complexe A, P construit au §2.5 a partir de la N-résolution P-projective est une

résolution P-projective de M au sens usuel. Il en résulte que Torf (M, N) est I’homologie
du complexe A,P@AN = A,(PRaN) :

d®id)P d®id)N P d®id)? d®id)V P
Y 1 @aN Y Py 1 @aN Y Py e N T i@ AN — 0.
Par conséquent,

T0r124n(M7 N) = pHnN+p—1(P®AN) et Torgln_i_l(M, N) = N—pH(rH—l)Nfl(P@AN)

pour tout entier n > 0. En particulier, le groupe y_pHni1)nv—1(P®4N) ne dépend pas
de p, ce qui nous permet d’écrire

Toré4n+1(M7 N) = pHpiyn—1(P®aN).
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On en déduit aussitot le calcul de ,H,(P®4N, d®id) lorsque n + 1 = 0 ou p modulo N.
Si N =2 il n’y a plus rien a montrer.

Si N > 2, il nous reste a établir la nullité de ,H,,(P®4N, d®id) lorsque n+ 1 # 0,p
modulo N. Pour alléger les notations, posons ,H,,(P®4N, d®id) = ,H,.

Du morphisme de résolutions A, ;P — A,P défini au §2.5, nous déduisons un
quasi-isomorphisme A, 1 P&s4N — A,PR4N. En particulier, en degré pair 2k, il in-
duit ’isomorphisme

(d®id)s : pr1HeN+p = pHEN+p-1

qui n’est autre que le morphisme d, du §1.5. En degré impair 2k—1, il induit I'isomorphisme
idy : Nep—1Hgn—1 — N—pHrN-1

qui s’identifie avec le morphisme 7, du §1.5.
Soit r > 0 un entier tel que p +r < N. Du lemme 1.6 nous tirons la suite exacte
i dr
rTHin-1 — ripHin—1 — pHin—1—r

-N—r—p
*
P
d*

N—erN—l—r - N—r—kaN—l—r—p-

D’apres ce qui précede, le premier morphisme % est un isomorphisme ; il en est de méme du
dernier morphisme d%. On en déduit que le groupe pHin—1—, est nul. En d’autres termes,
pH, = 0lorsque n+1= N —r modulo N. Comme les conditions r > 0 et r+p < N sont
équivalentes a la condition p < N —r < N, on a démontré que ,H, =0 lorsquen+1=s
avec p < s < N.

Pour établir que ,H,, = 0 lorsque n + 1 = s avec 0 < s < p, prenons 'entier r tel que

O<r<petr+p<N, et considérons la suite exacte également tirée du lemme 1.6
ay-r ir
N—rHgi)yN—r—1 — p—rHiNip—r—1 — pHpNtp—r—1

Comme précédemment, les morphismes extrémes sont des isomorphismes. On en déduit
que pHipN4p—r—1 = 0. Ainsi, on a prouvé que ,H, = 0 lorsque n + 1 = p — r modulo N.
On conclut en remarquant que p — r parcourt tous les entiers s tels que 0 < s < p. O

3.5. FONCTORIALITE. Les modules ,Tor (M, N) sont fonctoriels en M et N. Cela résulte
du lemme 2.6 ou de 'identification donnée par le corollaire 3.3.

3.6. PROPOSITION. (a) Soit 0 — N’ — N — N” — 0 une suite P-exacte courte de
N-complexes de A-modules a gauche. Pour tout A-module a droite M il existe une longue
suite exacte naturelle

pTor (M,N") ——  ,Tor.(M,N) —— ,Tor,(M,N")

n] n |

n—pTor,(M,N") —— n_,Tor,(M,N) «—— n_,Tor.(M,N’)
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(b) De méme, si 0 — M' — M — M" — 0 est une suite P-exacte courte de N-
complexes de A-modules a droite et si N est un A-module a gauche, alors il existe une
longue suite exacte naturelle

pTor,(M''N) —— ,Tor,(M,N) —— ,Tor,(M",N)

o] N

N—pTory,(M" ,N) «—— pn_p,Tor,(M,N) «—— n_,Tor,(M',N)

Dans les cas (a) et (b), Uapplication 0y est de degré —p et 0o de degré —(N — p).

DEMONSTRATION.— Nous nous contenterons d’établir (a). Le point (b) se démontre de
maniere similaire.
Soit (P,d,e : Py — M) une N-résolution P-projective de M. Considérons la suite de
N-complexes
0 — PRsN' — PR4N — P4N" — 0. (3.2)

La suite (3.2) est exacte a droite. Si nous montrons que P,@ 4N’ — P,®4N est injectif
pour tout n > 0, alors la suite (3.2) est exacte, ce qui permet de lui appliquer le lemme 1.8
et de conclure.

Lorsque nous sommes dans le cas de la classe projective absolue, le N-complexe
est constitué de A-modules qui sont facteurs directs de modules libres. L’injectivité de
P,2aN" — P,®4N se ramene au cas ou P, est un A-module libre, ¢’est-a-dire un cas ou
I'injectivité est triviale.

Lorsque nous sommes dans la situation de la classe projective k-scindée (P, Sk ), alors
P, est de la forme V®A avec la structure naturelle de A-module a droite. L’exactitude
de (3.2) se réduit alors a celle de la suite de k-modules

0—>VeN - VN - VN" =0

pour tout k-module V. Cette derniere est bien exacte. En effet, la Pr-exactitude de la
suite 0 — N/ — N — N” — 0 implique qu’elle est exacte et scindée dans la catégorie des
k-modules (et réciproquement), propriété qui est préservée par le foncteur V@—. 0

3.7. CARACTERISATION DES BIFONCTEURS ,Tor. La famille de bifoncteurs gradués
pTor(—, =) (0 < p < N) est caractérisée par les trois propriétés (i), (ii), (iii) ci-dessous
ou M désigne un A-module a droite et N un A-module a gauche.

(i) Pour tout p tel que 0 < p < N, on a

pTort (M, N) = M®4N.
(ii) Si P et @ sont des modules P-projectifs et sin #p—1, on a
pTor, (P, N) = 0=, Tor; (M, Q).

(iii) La proposition 3.6 est vérifiée.
Pour la démonstration, on procede comme dans le cas classique.
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4. Les groupes Ext’(M,N)

Soit A une k-algebre et gmod la catégorie abélienne des A-modules a gauche. Nous nous
restreignons volontairement aux deux classes projectives (Pa,Sa) et (Px,Sk) considérées
aux §62-3. A chacune de ces classes correspond la classe Z formée de tous les A-modules

tels que la suite
Hom(Y"”,I) — Hom(Y, I) — Hom(Y', I)

soit exacte pour toute suite Y/ ——Y —=Y" de S. Un élément de 7 est appelé un module
T-injectif.

Ainsi, si § = S, est la classe de toutes les suites exactes de 4mod, alors Z est constituée
de ce que l'on appelle d’habitude les A-modules injectifs. Par contre, si § = Sy, alors 7 est
la classe des A-modules de la forme Homy (A, V') sur lesquels A opere par (af)(a’) = f(a'a)
pour tout f € Homy(A,V) et a,d’ € A.

4.1. DEFINITION. Un N-complexe (C,d) est Z-ezact si le N-complexe Hom(C,I) est
acyclique pour tout objet Z-injectif I.
Une N-résolution Z-injective d’'un A-module M est la donnée d’'un N-complexe Z-
exact
0-M-1r Y1, L, % (4.1)
tel que le module I,, est Z-injectif pour tout n < 0.
Nous noterons (I,d,n: M — 1) la donnée d’une N-résolution Z-injective de M.

4.2. RAPPORT AVEC LES RESOLUTIONS INJECTIVES TRADITIONNELLES. L’existence de
N-résolutions Z-injectives se démontre comme au §2.4. On part d’une résolution Z-injective
de M au sens de I’algebre homologique usuelle

/Ny AN LI S

On obtient une N-résolution Z-injective de M en insérant ’application identité N — 2 fois
a la place de tous les modules J_y; (i > 0).

Réciproquement, si on part de la N-résolution Z-injective (4.1), on a, pour tout p tel
que 0 < p < N, la résolution Z-injective usuelle AP.J

*1 qN-—r dP dN—» dP
OHM—”(p ) — L (n-1) — L (Ntp-1) — I_@n—1) — - (4.2)

Les résolutions API sont liées par des morphismes de N-complexes
A'P - AP — ... 5 AN72p L AN-LP (4.3)

définis comme suit :

et aN-p dr aN-r dP
0 — M —)77 If(pfl) — If(Nfl) — I (N+p 1) — If(QN—l) —_> s

id d id d id
0— J\g = I£o " I(zlvn e f(zlwp) . I(z£r1> o
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Le lemme 2.6 a le pendant suivant dont nous laissons la démonstration au lecteur.

4.3. LEMME.— Soit w : M — N wun morphisme de A. Si (I,d,n : M — Iy) est une
N-résolution T-injective de M et (J,d,n: N — Jy) est une N-résolution Z-injective de N,
il existe un morphisme de N-complexes f: 1 — J tel que fon = nu.

Sig: 1 — J est un autre morphisme de N-complezes tel que gon = nu, alors f et g
sont homotopes.

Nous fixons maintenant I'une des deux classes projectives (P,,S.) et (Px,Sk) de
la catégorie abélienne gmod. Il lui correspond une classe injective Z et des bifoncteurs
EXtZ(_v _)'

Considérons des A-modules a gauche M et N. Soit (P,d,e : Py — M) une N-
résolution P-projective de M et (I,d,n : N — Iy) une N-résolution Z-injective de N.
Graduons Hom 4 (M, I) et Hom4 (P, N) par

Homuy (M, I), = Homus(M,I,) et Homa(P,N), =Homyu(P_,, N)

et munissons-les des endomorphismes de degré —1 donnés respectivement par f — do f
et g — god pour tout f € Homu(M,I) et ¢ € Homu(P, N). On obtient ainsi des
N-complexes négatifs.

4.4. PROPOSITION.— Sous les hypothéses précédentes, pour tout p=1,...,N — 1 et tout
n €N, on a

JH . (Homa(M, I)) = pH_(Homu(P, N))

Exti(n+1—(N—p))/N(M, N) st n+1=N —p modN,
= Ext@ 2NN si n+1=0 mod N,

0 sinon.

DEMONSTRATION.— Le complexe A, P construit au §2.5 est une résolution P-projective
de M au sens usuel. De méme, API est une résolution Z-injective de N. On peut donc
calculer les groupes Ext (M, N) a partir des complexes Hom 4 (M, APT) et Hom4 (A, P, N).
On obtient pour tout n € N

Exty"(M,N) = n—pH_(un1p—1)Homa (M, 1)) = yH_(unin—p—1)(Homa (M, I))
= N—pH_(nn+p-1)(Homa (P, N)) = yH_(nniN—p-1)(Homa (P, N))

et
Exty" " (M, N) = pH_((ni1)yv—1)(Homa (M, I)) = yH_[(11)n—1](Homa (P, N)).

On en déduit, comme au §3.4, le calcul de ,H_,,(Homu4 (M, I)) et de ,H_,(Hom4 (P, N))
lorsque n +1 =0 ou N — p modulo N.
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Quant aux autres cas, on les traite au moyen des morphismes de résolutions (4.3) en
procédant comme au §3.4. O

4.5. DEFINITION. La proposition précédente montre que les groupes ,H,(Hom4 (M, I))
et ,H.(Homa (P, N)) sont indépendants des N-résolutions choisies. Nous pouvons donc
poser

pExty (M, N) = ,H_,(Homu(M,I)) = ,H_,(Homu (P, N))

ou (P,d,e : Py — M) est une N-résolution P-projective de M et (I,d,n: N — Iy) est une
N-résolution Z-injective de N.

4.6. COROLLAIRE.— Les groupes ,Ext’y (M, N) sont donnés par

Exty" T W=P)IN U NY  sin+1=N—p modN,
pEXt} (M, N) = Ext@"t*=M/N s N sin+1=0 modN,

0 Sinon.

4.7. CARACTERISATION DES BIFONCTEURS pExt. Les modules ,Ext; (M, N) sont fonc-
toriels en les A-modules & gauche M et N. Ils sont caractérisés par les propriétés (i)—(iv)
ci-dessous.

(i) Pour tout p tel que 0 < p < N, on a

LExtY P (M, N) = Homu (M, N).

(ii) Pour tous n et p tels que n # N —p— 1, tout module P-projectif P et tout module
Z-injectif I, on a
pExty (P, N) =0 = ,Ext’y (M, I).

(iii) Soit 0 — N’ — N — N” — 0 une suite P-exacte courte de N-complexes de
A-modules. Pour tout A-module M il existe une longue suite exacte naturelle

(M N) s Exty(MN)  ——  Exth (M, N")
(92 T 81 l
N—pExty (M,N") «—— nN_pExt)(M,N) «—— n_p,Ext(M,N’)

(iv) De méme, si 0 — M’ — M — M"” — 0 est une suite Z-exacte courte de N-
complexes de A-modules et si N est un A-module quelconque, alors il existe une longue
suite exacte naturelle

JExti(M",N)  —— Exti(M,N) —— Exti(M’,N)

o] N

N_pExty (M',N) «—— N_,Ext)h(M,N) «—— n_,Exty)(M" N)
Les applications 0; et 0y ci-dessus sont de degrés respectifs p et N — p.
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Dans la démonstration de ’exactitude des longues suites précédentes pour le cas ou
S = Sk, on utilise les isomorphismes d’adjonction

Homy (A®,V, M) = Homy(V, M) et Homa(M,Homy(A,V)) = Homy(M,V)

ou M est un A-module a gauche et V' un k-module.

5. Démonstration du théoreme 1

Dans ce paragraphe nous aurons besoin des deux hypotheses (Hp) et (H;) suivantes, déja
mentionnées dans 'introduction. Elles portent sur 'entier N > 2, I’anneau commutatif &k
et ’élément ¢ de k.

(Hp) On a [N] =0 dans k.
(H;) L’hypothese Hy est vérifiée et, de plus, [p] est inversible dans k pour tout 0 < p < N.

L’hypothese (Hp) est équivalente a : soit ¢ est une racine N-ieme de 'unité différente
de 1, soit ¢ =1 et N =0 dans k.

L’hypothese (H;) est équivalente & : soit ¢ est une racine primitive N-ieme de I'unité,
soit ¢ = 1, 'entier N est premier et k est une algebre sur le corps Z/N.

5.1. MODULES SIMPLICIAUX. Soit (C,d;, s;) un k-module simplicial muni d’applications
face d; et dégénérescence s;. On a notamment les formules de commutation simpliciales

Sj—ldz' sit < j,
didj = dj_ldi sit<j et diSj = id sit=73,74+1,
dei,1 sig > j + 1.

Pour tout scalaire ¢ € k, on définit d : C},, — C),_1 par
d=>Y q'd. (5.1)
i=0
Kapranov ([Kap|, Proposition 0.2) et Dubois-Violette ([Dub|, Lemme 3) ont observé que

'on a d¥ = 0 sous 'hypothese (Hp).

5.2. PROPOSITION.— Awec les notations précédentes, définissons § : C,, — Cp_1 par
n—1
5= Z q d;. (5.2)
i=0

On a 8N = 0 sous I’hypothése (Hy) ; si, de plus, I'hypothése (Hy) est vérifiée, alors (C,9)
est un N-complexe acyclique.

15



Nous allons nous placer dans la situation plus générale suivante. Supposons que
0:C, — C,_1 soit de la forme

n—1
0= Z an-1-iq" d;
i=0

ou ag, ai, ... sont des scalaires fixés une fois pour toutes.

5.3. LEMME.— Si l’on pose (N, j, k) = Zévz_ok ¢®Up—k—j—s, ON G

N
(SN = Z qi1+i2+-..—|—iN H (N, ik; k) diNdiN71 .. 'dizdil'

0<i1<io<---<in<n—N k=1

DEMONSTRATION.— Nous allons procéder par récurrence sur I’entier N. La formule est
vérifiée lorsque N = 1. Supposons qu’elle le soit pour un entier N > 1. Nous avons

n—N-—1
5N+1 = 55N = ( Z Un—N—-1—j qjdj)éN
7=0

N
= Z qi1+m+iN+j Ap—N—-1—j H (N, ’I;k, k)) djdiN - -dil

0<i;<---<iny<n—N k=1
0<j<n—N-1

N
_ Z S,
r=0

ol S, est la somme des termes précédents pour lesquels on a ’encadrement @, < j < 4,41
si0 <7 < N—1 (convenons que ig = 0) et iy < jsir = N. Des relations de commutation
simpliciales on tire pour r < N

N
Sr = Z qi1+m+iN+j an,Nflfj H (N, ik, ]9) diN,1 e dir_;_lfldjdz} e dil .
k=1
En renommant les indices, on obtient
r N
S, = Zqi1+-..+iN+1qN—T’ Qe N—1—ipsr H (N, ig, k) H (Nyigs1 + 1, k) dig, diy - - diy
k=1 k=r+1

ou la somme est prise sur 0 <i; <--- <iyy; <n— N — 1. Posons

r N
= ¢V an-no1oi, || (Noin k) [ (Nyigga +1,k)
k=1 k=r+1

si0<r <N —1; sinon,

N
oy = (N+1,ZN+1,N+1) H (Nalkak)
k=1
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En sommant sur »r =0,..., N, on a

N
SN+L _ Z girtin (Z <I>r> Ain sy ---diy-
0§21§§ZN+1§TZ—N—1 =0
Il ne reste plus qu’a montrer que
N N+1
> &= [ (N+1,ix k).
r=0 k=1

Remarquons que, pour tous les entiers 1, k,

(N+1,ik)— (N,i, k) =¢" " *a,_1_ny_; et (Nyi+1,k)=(N+1,3,k+1).

Par conséquent,

r N
O, = [(N+Lirgr,r+1) = (Nirsr,r + 1)) [ (Vi k) [ (V+Likga b+ 1)
k=1 k=r+1
T N+1 r+1 N+1
=[] Vie.k) J] V+1iek) = [] (Noin k) J] (N 41,0 k).
k=1 k=r+1 k=1 k=r+2
Les termes de la somme Z o ©r s’éliminent deux a deux sauf HN+1 (N +1,ix, k). O
5.4. COROLLAIRE.— D¢éfinissons o : C,, — C,,_1 par
5= q¢'di+[]¢" 'dn (5.3)

ou £ est un entier quelconque. Alors 6 = 0 sous I’hypothése (Hyp).
DEMONSTRATION.— Comme [¢] = [m] lorsque £ = m modulo N, nous pouvons nous
limiter au casou 0 </ < N — 1.

Supposons dans un premier temps que ¢ = 1. Nous appliquons le lemme 5.3 au cas
ou a; = 1 pour tout ¢ > 0. Le produit Hivzl (N, iy, k) est nul, et donc 6% = 0, car

N—
N7’17 annlzl s — qsz

s=0

[y

Si maintenant ¢ = 0, alors 6 = Y ;- 02 ¢‘d;. En remplacant n par n — 1, on se rameéne
au cas ¢ = 1.

Si ¢ > 1 on applique le lemme 5.3 avec ag = [¢] et a; = 1 pour tout ¢ > 1. Montrons a
nouveau que le produit chV:1 (N, ik, k) est nul en établissant la nullité d’un de ses facteurs.
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Lorsque i1 < n— N, on a ap—N—j;+r = 1 pour r > 0. Alors le facteur (N,iy,1) est
nul en vertu du méme calcul que dans le cas ¢ = 1.

Lorsque i1 = n — N, il en est a fortiori de méme de 7,. Maintenant, c’est le facteur
(N,ig, ¢) qui est nul. En effet,

N—¢ N—¢
(N7 if; ﬂ) - Z qs Ap—p—i,—s = qs AN—¢—s
s=0 s=0
N—{—1
="+ Y ="+ [N -1
s=0

En conclusion, 6V = 0. O

Avant de passer a la démonstration de la Proposition 5.2, démontrons deux relations
dans la k-algebre D, engendrée par les variables X et Y et la relation Y. X — ¢XY = 1.

5.5. LEMME.— Sous ’hypothese (Hy) on a les relations suivantes dans D, :

N—-1
D XNTEly NoL xR = [N - 1]
k=
N—-1
yN—k—1xN-lyk _ (_1)N—1q—N(N—1)/2[N ]
k=0
DEMONSTRATION.— Commencons par établir la premiere relation. Remarquons tout

d’abord que dans D, on a la formule!
¢
YVIXF=S g () (K[ — 1] - [k — r 4+ 1 XFE YT (5.4)
r=0

pour tout k,¢ > 0. Elle peut se démontrer par récurrence sur £. Pour ¢ = 0, il n’y a rien
a établir. Pour ¢ =1 la formule (5.4) a la forme

YXF =" XFY 4 [k XF, (5.5)

formule qu’on établit par récurrence sur k. Pour £ > 1, on calcule Y/X* = V(Y1 XF) 3
partir de la formule (5.4) pour Y =1 X* et de (5.5).

1 L’algébre Dy s’obtient aussi comme extension d’Ore de ’algébre de polynémes k[X] & 'aide des opérateurs

Oq et T4 définis plus bas. La formule (5.4) est un cas particulier d’identités du méme type valides dans toute

extension d’Ore.

18



En utilisant (5.4) on obtient

N—1
Z XN—k:—lyN—le:
k=0
N—1 N—1
— Z q(Nfl—T)(k—v") (N —1—r, 7,) [/f] [k _ 1] L [/f —r 4 1] XN-1-ryN-1-r
k=0 r=0
N-—1
= (N —=1—=r,7)a(r) XN-1-ryN-1-r
r=0
ou

a(r) = i gD (e — 1] - [k — 7+ 1]

Nous affirmons que a(r) =0 pour 0 <r < N — 1. Il en résulte que

N—1

> XNTRAYNTIL YR = (0,N —1)a(N - 1) = [N — 1],

k=0
ce qui démontre la premiere identité du lemme 5.5.

Pour établir la nullité de a(r) lorsque 0 < r < N — 1, introduisons sur ’algebre de
polynémes k[X] l'opérateur aux ¢-différences 0, défini par
By(X*) = [k X*1

pour tout £ > 0. Alors

a(r) = K[k —1]---[k — 7 +1] X'H"|

X:qN—l—'r

Admettons pour I'instant que
XN 1 (XN -1
o (S ) = (-1 i ) . (5.6)
T\ X -1 (X -1(X—-1)---(¢"X —1)
Si ¢ =1, alors N est un nombre premier sous ’hypothese (H;) et donc

(XN -1) (X — )N N
(X—l)(qX—l)---(qu_D:(X_l)r+1:(X—l) ,

polynéme qui admet 1 comme racine lorsque » < N — 1. Par conséquent,

a(r)=(-1)"r (X — 1)N’7“71|X:1 = 0.
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Si g # 1, alors ¢ est une racine primitive N-ieme de 1, ce qui nous permet d’écrire
X% —1 comme produits des polynémes (X — ¢~ %) oui=0,..., N — 1. Il en résulte que

N-1

_ q—r(r+1)/2 H (X . q—i)
i=r-+1

(XN -1)
(X-1D(@X-1)---(¢"X = 1)

s'annule pour X = ¢V 17" = ¢~ "t La nullité de a(r) pour r < N — 1 en découle.
Il reste a démontrer (5.6). Posons

XN 1
P. =0 .
T\ X -1
On va établir (5.6) par récurrence sur r. C’est vrai pour r = 0. On sait que 'opérateur 9,

est une 7,-dérivation de k[X] ou 7, est 'automorphisme d’algebre qui envoie X sur ¢X,
c’est-a-dire que ’on a

Bq(Png Pn) == Z Tq(Pl ---Pifl)aq(Pi)PH-l Pn (57)
i=1
pour tous Py, Py, ..., P, € k[X]. Supposons la formule (5.6) démontrée jusqu’au cran r.

Appliquons 'opérateur 9, aux deux membres de I'identité
D)"Y = 1) = (X = D(¢X —1)(¢"X — 1)P-.

A gauche, on obtient (—1)"[r]![N]X~ ! qui est nul sous Phypothése (Hy). A droite, la
formule de Leibniz (5.7) donne

@X =1 (@ X = 1)U+ g++¢) Bt (X = )P ).

Par conséquent,

[r + 1] P,

1IN — 1)

- (_1)T+1 ’
(X =1)(¢gX =1)---(¢"X = 1)(¢""1X — 1)

Pr+l:_

ce qu’il fallait démontrer.

La seconde formule du lemme 5.5 se raméne a la premiere comme suit. Considérons
I’algebre Dg engendrée par les variables X et Y et la relation YX — ¢ XY = 1. Elle est
obtenue de D, en remplagant g par ¢~ !. Dans D(’J la premiere formule du lemme 5.5 s’écrit

N —

—_

XN,kfli}Nlek — q*(Nfl)(N72)/2[N — 1]' (58)
k=0

Il ne reste plus qu’a lui appliquer le morphisme d’algebres o : D — D, défini par

a(X)=—qY et aY)=X,

ce qui nous donne la seconde formule du lemme. O
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5.6. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5.2.— L’assertion 6%V = 0 résulte du corol-
laire 5.4 avec ¢ = 1.
Etablissons maintenant I’acyclicité de (C, §). Considérons I’application o : C;, — Cj 11
définie par 0 = ¢ "s,. On a
do —q tod = id.

En effet, les relations de commutation simpliciales donnent

n n—1
50_ = Z qi_ndiSn = Z qi_ndisn + dnsn
1=0 1=0
n—1 n—1
= Z ¢ "sp_1d; +id = ¢ " 851 (Z qzdi> +id
1=0 1=0

=q 'od +id.
Sous I’hypothese (H;) on peut appliquer la premiere formule du lemme 5.5 avec X = 6 et
Y = —¢~ !0, ce qui donne

N—-1
(DN g WY TGN RN TG = [V - 1)1d,

k=0
Puisque [N — 1]! est inversible sous nos hypotheses, I’application 0¥ ~! convenablement
normalisée est une homotopie entre I’identité et ’application nulle. O

5.7. REMARQUE.— Le N-complexe C' muni de la différentielle (5.3) est encore acyclique
lorsqu’il existe une application linéaire s : C,, — C), 11 telle que

dQS =id et diS = Sdi_l

pour tout ¢ > 0. En effet, dans ce cas on a
n—1 n—1
ds = Z q"dis + [0 ¢" dps = dys + Z q"dis+ [0 ¢" dps
i=0 i=1
n—1 .
=id + Z qZ sd;_1 + [f] q” Sdp—1
i=1
n—2
=id+ Y ¢ sd; + [(] ¢" sdp_y = id + q50.
i=0
La relation ds — gsé = id nous permet d’appliquer la seconde formule du lemme 5.5 avec
X =set Y =9, et d’obtenir ainsi 'identité

N-1
D SNTEEN TG = ()N g NVED2 (N — q)tid.
k=0

On conclut comme au §5.6.

Ceci s’applique, en particulier, au cas { = —1, ot l'on retrouve la différentielle d,
considérée dans [Dub]. De méme, le lemme 2 de [Dub] qui déduit 'acyclicité de (C,d) de
I’existence d’une application s vérifiant sd — ¢gds = id, peut se démontrer a ’aide de la
premiere identité du lemme 5.5.
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5.8. APPLICATION. Soit A une algebre associative unifere et (C(A),d;, s;) le module
simplicial de Hochschild de A. Rappelons que Cp(A) = A®("+1) et que les applications
di : C(A) — Cr_1(A) et s; 1 Cp(A) — Cpy1(A) sont données pour ag, ay,...,a, € A et
1 =0,...,n par

ap® - - ®¥a;0;41Q - - - Ray si0<i<n-—1,
di(ap®a1® - - - @ay) = N
ApaoRa1Q ++* Xy —1 S11=n,

et
si(ap®a1® -+ Ray,) = ap® - Ra;R1RA;+1® - + - Ray,.

5.9. PROPOSITION. Soit B = A®RA° lalgébre enveloppante de l’algebre associative uni-
fére A. Posons P, = A®("*2) sin >0 et P, =0 sin < 0. On définite : Py — A et
d: P, — P,_1 par

n
6(&0@&1) = apaq et d'(a0®a1® st ®an+1) = Z qi ap® - - - ®aiai+1® cee ®an_|_1
1=0

ol ag,ay,...,an, € A. Alors (P,d',e : Py — A) est une N-résolution de A pour la classe
projective k-scindée (Py,Sk) de pmod.

DEMONSTRATION.— Les B-modules P,, sont des modules projectifs relativement aux mor-
phismes k-scindés puisqu’ils sont de la forme AQA®"®A = BRA®". L’acyclicité du N-
complexe (P,d',e: Py — A) est une conséquence de la proposition 5.2. O

5.10. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.— Considérons la N-résolution Pj-projective
(P,d';e : Py — A) de B-modules fournie par la proposition 5.9. Un calcul facile mon-
tre que le N-complexe (P®pA,d' ®id) est isomorphe au N-complexe (0.1) (C.(A),b) de
I'introduction. Par conséquent, son homologie coincide avec les avatars de I’homologie de

Hochschild définis par (0.2) :
yH.(PopA,d®id) = ,HH.(A).
Or, d’apres la définition 3.2 appliquée a la méme N-résolution Pi-projective, on a
yH. (PopBA, d®id) = ,Tor? (A, A),

d’olt nous tirons l'isomorphisme (0.3) de l'introduction. On termine la démonstration
du théoréme 1 en utilisant le corollaire 3.3 et en rappelant que ’homologie de Hochschild
usuelle (¢’est-a-dire celle du complexe de Hochschild standard) est isomorphe & TorZ (A4, A).
g

5.11. REMARQUE.— Les mémes méthodes permettent de donner une version cohomo-
logique du théoreme 1. Nous laissons au lecteur le soin de 1’énoncer.
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