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LE COMPLEXE MOTIVIQUE DE DE RHAM

Florence LECOMTE et Nathalie WACH

Strasbourg

ABSTRACT. Sur un corps de caractéristique 0, nous construisons un complexe motivique de De Rham
qui permet de généraliser la cohomologie de De Rham d’une variété lisse à tout motif au sens de
Voevodsky.

Introduction

Sur un corps de caractéristique 0, nous disposons grâce aux travaux de Voevodsky de la catégorie
triangulée tensorielle DM−(k) des complexes motiviques et de sa sous-catégorie pleine DMgm(k) des motifs
géométriques. La catégorie DMgm(k) est engendrée comme catégorie triangulée par les motifs des schémas
projectifs lisses. Utilisant cette description, Annette Huber [H00] a défini un foncteur de DMgm(k) vers la
catégorie des réalisations mixtes qu’elle a construite dans [H95].
Dans ce travail, nous proposons une définition de la réalisation de De Rham d’un complexe motivique M

de DM−(k) qui étend la composante de De Rham des réalisations de A.Huber. Plus précisément, nous
construisons un complexe motivique Ω

•, ind-objet de la catégorie DM−(k), appelé complexe motivique de
De Rham et qui, par troncature par tout entier n, permet d’obtenir une suite d’objets τ≤n Ω

• de DM−(k).
On définit alors la réalisation de De Rham d’un objet M de DM−(k) par sa p-ième composante, en posant,

Hp
DR(M) = lim−→

n

HomDM−(k)(M, τ≤n Ω
•[p]),

pour tout entier p. Le complexe Ω
• est défini par

Ωp(X) = 0 si p ≤ 0,
= Γ(X,OX) si p = 0,
= Γ(X, Ωp

X) si p ≥ 1,

pour X schéma lisse sur k et Ωp
X le faisceau des p-formes différentielles sur X . Il représente la cohomologie

de De Rham dans le sens que pour X schéma lisse sur k de dimension ≤ n, on a

H
p
DR(X) = HomDM−,eff (k)(M(X), τ≤nΩ•[p]),

où M(X) est le motif associé à X .

Les complexes motiviques sont construits à partir des faisceaux de Nisnevich avec transferts; la difficulté
essentielle de ce travail consiste à munir de transferts les préfaisceaux X 7→ Ωp

X(X) des p-formes différentielles
des schémas lisses sur k.

THEOREME

Soient X et Y deux schémas lisses de type fini sur k et soit W une correspondance finie au sens de Voevodsky
[V00] de X vers Y . Alors, pour p ≥ 1, il existe un morphisme

Ωp
Y (Y ) −→ Ωp

X(X)

compatible aux compositions des correspondances.

La démonstration repose principalement sur les travaux de Suslin et Voevodsky [SV96]. Mais contrairement
à (loc. cit.) les faisceaux Ωp considérés ici ne vérifient pas de descente galoisienne. C’est pourquoi nous avons
recours aux travaux de C. Knighten sur les différentielles de Zariski [K73].

Cet article constitue une première étape dans notre travail de généralisation des réalisations des motifs
géométriques aux complexes motiviques [LW].

1 Un complexe de faisceaux de Nisnevich

Pour chaque entier p ≥ 1, on considère le préfaisceau sur la catégorie des schémas lisses sur k défini par

Ωp : Sm(k) −→ Ab
X 7−→ Ωp

X(X) .
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PROPOSITION 1.1 Ωp est un faisceau pour la topologie de Nisnevich, pour tout p ≥ 1.

DEMONSTRATION : Ω1 est un faisceau pour la topologie étale sur Sm(k). En effet, pour tout schéma X lisse
sur k, Ω1

X est un faisceau pour la topologie de Zariski sur X et il suffit de vérifier (cf [Mi] p50, prop 1.5) que
pour tout morphisme étale X = Spec A→ Y = Spec B entre des schémas affines sur k, la suite

Ω1
Y (Y ) −→ Ω1

X(X) −→
−→

Ω1
X×Y X(X ×Y X)

est exacte.
Les anneaux A et B sont lisses sur k, A est étale sur B, donc Ω1

B/k est libre sur B et Ω1
A⊗BA/k =

(A⊗B A)⊗B Ω1
B/k est libre sur A⊗B A. L’exactitude de la suite s’en déduit directement.

La topologie de Nisnevich étant moins fine que la topologie étale, Ω1 est un faisceau pour la topologie de
Nisnevich sur Sm(k).
De même, Ωp est un faisceau pour la topologie étale, par application directe du théorème de changement de
base pour les algèbres extérieures (cf [Ma], Appendice C) . On obtient donc un faisceau pour la topologie de
Nisnevich. ⋄

COROLLAIRE 1.2 Le complexe Ω0 → Ω1 → · · · → Ωp → · · · est un complexe de faisceaux pour la topologie
de Nisnevich.

2 Un théorème de descente

Il s’agit à présent de munir les faisceaux Ωp de transferts. D’après un résultat de Suslin et Voevodsky
([SV96]), tout faisceau vérifiant la propriété de descente galoisienne peut être muni de transferts, via la
trace. Or les faisceaux Ωp ne vérifient pas cette propriété, même si l’on se ramène à une base lisse, comme
le montre l’exemple ci-dessous (remarque 2.2) transmis par L. Illusie.

Il est néanmoins possible d’adapter la démonstration de [SV96] en généralisant un théorème de Knighten
([K73]) sur le bidual de Ωp

X en tant que OX -module, considéré ici comme un faisceau pour la topologie de
Zariski sur X .
Nous nous plaçons dans la situation où X est un schéma irréductible et lisse sur k, W la normalisée de X
dans une extension galoisienne modérément ramifiée du corps des fonctions K(X) de X , de groupe de Galois
G et commençons par construire une application Ωp

W (W ) → Ωp
X(X), qui cöıncide avec la trace lorsque W

est lisse.

THEOREME 2.1
Soit X est un schéma irréductible et normal sur k et supposons que W soit la normalisée de X dans une
extension galoisienne modérément ramifiée du corps des fonctions K(X) de X , de groupe de Galois G.
Notons (Ωp

X)∗∗ (respectivement (Ωp
W )∗∗) le bidual de Ωp

X (respectivement Ωp
W ) en tant que OX -module

(respectivement OW -module); alors il existe une application naturelle

(Ωp
X)∗∗(X)→ (Ωp

W )∗∗(W ),

qui induit un isomorphisme (Ωp
X)∗∗(X) ≃ (Ωp

W )∗∗(W )G.

REMARQUES 2.2 :
i) C. Knighten ([K73]) en a publié une démonstration détaillée pour Ω1 dans le cas où k est algébriquement
clos et propose également des contre-exemples dans des cas de ramification sauvage.
ii) Lorsque X est lisse sur k, Ωp

X est un faisceau localement libre sur X et l’application naturelle Ωp
X → (Ωp

X)∗∗

est un isomorphisme pour tout entier p ≥ 1; on peut alors définir l’application suivante, que l’on note αW/X :

Ωp
W (W )→ (Ωp

W )∗∗(W )
1

♯G

∑
g∈G

g∗

−−−−−−−→ ((Ωp
W )∗∗(W )G ∼

−−−→ (Ωp
X)∗∗(X)

∼
←−−− Ωp

X(X) .

iii) Exemple : posons A = k[u, v] et B = A[x, y]/(x3−uv2, y3−u2v, x2−yv, y2−xu, xy−uv); alors B est un
anneau libre sur A, l’extension des corps de fractions est une extension galoisienne de degré 3, de groupe de
Galois G = µ3 lorsque k contient les racines troisièmes de l’unité. On peut montrer qu’il existe un élément
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primitif (plus précisément B = A[G](1 + x + y)), mais (Ω1
B/A)G 6= {0} : en effet la forme xdy est invariante

par G.

DEMONSTRATION : La démonstration est calquée sur celle de C. Knighten ([K73]).

a) Construction de l’application (Ωp
X)∗∗(X)→ (Ωp

W )∗∗(W )

PourM et N deux faisceaux de OX -modules, notons :

– HomX(M,N ) le faisceau U 7→ HomOU (M|U ,N|U ),

– AltpX(M,N ) le faisceau associé au préfaisceau U 7→ Altp
OU

(M|U ,N|U ), des formes p-différentielles alternées
de M dans N ,

– Dk(OU ,M) le faisceau associé au préfaisceau U 7→ Dk(OX(U),M|U ), des k-dérivations de OX dansM.

Le lemme suivant n’est qu’une réécriture des propriétés universelles des formes différentielles de Kähler (cf
[K73], lemme 2, p 67) et des algèbres extérieures.

LEMME 2.3
i) (Ω1

X)∗ = HomX(Ω1
X ,OX) = Dk(OX ,OX)

ii) (Ωp
X)∗ = HomX(Ωp

X ,OX) = AltpX(Ω1
X ,OX).

Puisque sur un schéma normal les faisceaux duaux sont sans torsion, on peut en donner une description
explicite des éléments. Pour tout ouvert U de X , on a

(Ω1
X)∗(U) = {D ∈ Dk(K(X), K(X)) tel que ∀x ∈ U, D(Ox) ⊂ Ox}

et similairement

(Ωp
X)∗(U) = {D ∈ Altp

k(Ω1
K(x)/k, K(X)) tel que ∀x ∈ U, D((Ω1

X,x)p) ⊂ Ox}.

Puisque (Ωp
X)∗∗(U) est sans torsion, l’application naturelle (Ωp

X)∗∗(U) → Ωp
K(X)/k est injective et la

description précédente permet de reconnâıtre les éléments de Ωp
K(X)/k provenant de (Ωp

X)∗∗(U). Nous pouvons

écrire la propriété caractéristique des éléments du bidual

(P1(U)) (Ω1
X)∗∗(U) = {ω ∈ Ω1

K(X)/k tel que ∀x ∈ U, ∀D ∈ Dk(Ox,Ox), D(ω) ∈ Ox}

et similairement

(Pp(U)) (Ωp
X)∗∗(U) = {ω ∈ Ωp

K(X)/k tel que ∀x ∈ U, ∀D ∈ Altp
k(Ω1

X,x,Ox), D(ω) ∈ Ox}.

C’est la propriété P1 qui définit les différentielles de Zariski dans [K73].

Comme l’application f : W → X est dominante, elle induit une extension de corps K(X) → K(W ). Pour
construire l’application (Ωp

X)∗∗(X) → (Ωp
W )∗∗(W ), il suffit de s’assurer que, pour p ≥ 1, si ω ∈ Ωp

K(X)/k

vérifie la propriété Pp(U) pour un certain ouvert U de X , son image ω′ par l’application canonique
Ωp

K(X)/k → Ωp
K(W )/k vérifie la propriété Pp(f

−1(U)) sur W .

On utilise le fait que le bidual (Ωp
X)∗∗ (respectivement (Ωp

W )∗∗) est un faisceau de modules réflexifs pour la
topologie de Zariski sur X (respectivement sur W ), c’est-à-dire, pour U ouvert de X , on a

(Ωp
X)∗∗(U) = ∩P∈U,dimP=1(Ω

p
X)∗∗P

et de même pour les ouverts de W . Il suffit alors de montrer la propriété en des points de codimension 1
et, comme X et W sont normaux, les anneaux locaux des points de codimension 1 sont des anneaux de
valuation discrète. On se ainsi ramène localement à X = Spec A et W = Spec B où A et B sont des anneaux
de valuation discrète (cf [K73]). ⋄

3



b) L’isomorphisme (Ωp
X)∗∗(X) ≃ (Ωp

W )∗∗(W )G

A nouveau, la démonstration repose sur le fait que (Ωp
X)∗∗ et (Ωp

W )∗∗ sont des faisceaux de modules réflexifs
et il suffit de montrer l’isomorphisme lorsque X = Spec A et W = Spec B où A et B sont des anneaux
de valuation discrète. Dans cette situation Ωp

A/k (resp Ωp
B/k) est un A-module libre de type fini (resp un

B-module libre) et s’identifie à son bidual. ⋄

3 Transferts

Si X1 et X2 sont des schémas lisses sur k et Z ⊂ X1 ×k X2 un sous-schéma fini sur X1 et surjectif sur une
composante irréductible de X1, il s’agit de construire, pour tout p ≥ 1, une application TZ : Ωp

X2
(X2) →

Ωp
X1

(X1). L’application Z →֒ X1 ×k X2 → X2 composée de l’injection et de la projection sur X2 définit
une flèche Ωp

X2
(X2) → Ωp

Z(Z). Il suffit de construire une application TZ/X1
: Ωp

Z(Z) → Ωp
X1

(X1) pour tout
morphisme Z → X1 fini et surjectif sur une composante irréductible de X1 et de vérifier la compatibilité de
ces applications avec la composition des correspondances.

La suite de cette partie consiste à vérifier que la démonstration de [SV96] s’adapte dans notre situation.

3.1 Construction de TZ/X

Pour X lisse et irréductible sur k, Z → X irréductible, fini et surjectif sur X , on note W la normalisée de X
dans une extension galoisienne de K(X) contenant le corps des fonctions K(Z) de Z. Alors HomX(W, Z) 6= ∅
et on pose (cf [SV96])

TZ/X = αW/X ◦ (
∑

q∈HomX(W,Z)

q∗) ,

où αW/X : Ωp
W (W )→ Ωp

X(X) est l’application définie ci-dessus (REMARQUE 2.2.).

LEMME 3.1.1 L’application TZ/X ne dépend pas du schéma normal W choisi.

DEMONSTRATION : considérons W1 et W2 deux schémas normaux sur X tels que les extensions K(Wi) soient
galoisiennes sur K(X), K(Z) ⊂ K(Wi) pour i = 1, 2 et tels qu’il existe une application f : W1 → W2 finie
et surjective. Il s’agit de montrer que le diagramme suivant est commutatif :

Ωp
W1

(W1)

αW1/X

%%KKKK
KKK

KKK

Ωp
Z(Z) (1)

∑
q∈HomX (W1,Z)

q∗

99sssssssss

∑
q∈HomX1

(W2,Z)
q∗

%%KKKKKKKKK
(2) Ωp

X(X)

Ωp
W2

(W2)

f∗

OO

αW2/X

99ssssssssss

(1) comme Z est irréductible et Wi → X est un recouvrement pseudo-galoisien (au sens de [SV96]) tel que
HomX(Wi, Z) 6= ∅, l’application naturelle

HomX(Wi, Z)→ HomK(X)(K(Z), K(Wi))

est bijective et le cardinal de HomX(Wi, Z) est égal au degré séparable de l’extension [K(Z) : K(X)] ([SV96],
lemme 5.7 ), d’où le fait que l’application

HomX(W2, Z) −→ HomX(W1, Z)
q 7−→ q ◦ f

est une bijection et le triangle (1) commutatif.
(2) Puisque f : W1 →W2 est un morphisme dominant entre schémas normaux , l’application

f∗ : (Ωp
W2

)∗∗(W2)→ (Ωp
W1

)∗∗(W1)

existe par le théorème 2.1. On note G1 (respectivement G2) le groupe de Galois de K(W1) sur K(X)
(respectivement de K(W2) sur K(X)). On est dans la situation où K(W2) ⊂ K(W1); le groupe G2 est alors
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un quotient de G1 et l’extension K(W1)/K(W2) est galoisienne de groupe de Galois H = {h ∈ G1 tel que
h(x) = x pour x ∈ K(W2)}. La fonctorialité s’exprime par la commutativité du diagramme suivant :

(Ωp
X)∗∗(X) ≃ Ωp

X(X)

∼

uukkkkkkkkkkkkkkk

∼

))SSSSSSSSSSSSSSS

((Ωp
W1

)∗∗(W1))
G1 ((Ωp

W2
)∗∗(W2))

G2

(Ωp
W1

)∗∗(W1)

1
♯G1

∑
g∈G1

g∗

OO

1
♯H

∑
h∈H

h∗

.. (Ωp
W2

)∗∗(W2)

1
♯G2

∑
g∈G2

g∗

OO

f∗

nn
∼ // ((Ωp

W1
)∗∗(W1))

H

Ωp
W1

(W1)

OO

Ωp
W2

(W2)
f∗

oo

OO

⋄

REMARQUE : ce dernier lemme est valable aussi sur un corps de caractéristique p > 0, auquel cas, on suppose
simplement que l’extension K(W )/K(X) est normale de degré non divisible par p et on modifie l’expression
de TZ/X par (cf [SV96])

TZ/X = [K(W ) : K(X)]insép

∑

q∈HomX(W,Z)

q∗ .

3.2 Extension à Z non irréductible

Soit Z un sous-schéma de X1 ×k X2 fini et surjectif sur X1 et notons Zi pour 1 ≤ i ≤ d, les composantes
irréductibles de Z de multiplicités ni. Le cycle associé à Z est alors [Z] =

∑
1≤i≤d ni[Zi] et on étend la

définition précédente par linéarité :

T[Z] =
∑

1≤i≤d

niTZi : Ωp
X2

(X2) −−−→ ⊕1≤i≤d Ωp
Zi

(Zi)

∑
1≤i≤d

niTZi/X1

−−−−−−−−−−−→ Ωp
X1

(X1).

4 Composition des correspondances

Il reste à vérifier que le faisceau Ωp, muni des transferts construits ci-dessus est un faisceau sur la catégorie
Smcor(k).

Soient X1, X2 et X3 des schémas lisses et irréductibles sur k, Z ⊂ X1×X2 un sous-schéma irréductible, fini
et surjectif sur X1 et Z ′ ⊂ X2 ×X3 un sous-schéma irréductible, fini et surjectif sur X2. Par composition,
on peut définir une application TZ′ ◦ TZ : Ωp

X1
(X1)→ Ωp

X3
(X3).

D’autre part, si p13 : X1 × X2 × X3 → X1 × X3 est la projection, on note p13∗([Z ×X2 Z ′]) = [Z ′] ◦ [Z]
(composition des cycles au sens de [V00]) et le morphisme p13∗(Z ×X2 Z ′) → X1 est fini et surjectif . Ceci
permet de définir l’application

T[Z′]◦[Z] : Ωp
X1

(X1)→ Ωp
X3

(X3) .

PROPOSITION 4

Sous les notations précédentes, TZ′ ◦ TZ = T[Z′]◦[Z].

La suite de ce chapitre est consacrée à la démonstration de cette proposition.

4.1 Image directe

Soit X un schéma lisse et irréductible sur k, Z ′ irréductible et Z
p

−−−→Z ′ → X des morphismes finis et
surjectifs. Notons Zi les composantes irréductibles de Z, ni leurs multiplicités et di = [K(Zi) : K(Z ′)].
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LEMME 4.1.1 Le diagramme suivant est commutatif

⊕1≤i≤dΩ
p
Zi

(Zi)

∑
1≤i≤d

niTZi/X

// Ωp
X(X)

Ωp
Z′(Z ′)

p∗

ggOOOOOOOOOOO Tp∗([Z])

99ttttttttt

avec p∗([Z]) =
∑

1≤i≤d dini[p(Zi)] =
∑

1≤i≤d dini[Z
′].

DEMONSTRATION : On introduit une normalisation W de X dans une extension galoisienne de K(X)
contenant à la fois K(Z ′) et tous les K(Zi) et l’on se ramène à montrer que le triangle suivant, où
n =

∑
1≤i≤d nidi,

⊕1≤i≤dΩ
p
Zi

(Zi)

∑
1≤i≤d

qi∈HomX (W,Zi)

niq
∗
i

// Ωp
W (W )

Ωp
Z′(Z ′)

p∗

ggOOOOOOOOOOO
n
∑

q′∈HomX (W,Z′)
q′∗

99ssssssssss

est commutatif.
Or, puisque W est normal et W → X est pseudo-galoisien, il en est de même de W → Z ′ et HomZ′(W, Zi) =
HomK(Z′)(K(Zi), K(W )) est de cardinal di ([SV96], lemmes 5.3 et 5.7). Tout q′ ∈ HomX(W, Z ′) fixé induit
une application HomZ′(W, Zi)→ HomX(W, Zi) injective et la composée

Ωp
Z′(Z ′)

p∗
i // Ωp

Zi
(Zi)

∑
qi∈HomX (W,Zi)

q∗
i

// Ωp
W (W )

est l’application diq
′∗, d’où le résultat.⋄

CONSEQUENCE : le lemme s’applique dans la situation suivante. Pour X1, X2 et X3 des schémas lisses et
irréductibles sur k, Z ⊂ X1 ×X2 un sous-schéma irréductible, fini et surjectif sur X1 et Z ′ ⊂ X2 ×X3 un
sous-schéma irréductible, fini et surjectif sur X2, notons Zi, pour 1 ≤ i ≤ d, les composantes irréductibles de
Z×X2 Z ′ de multiciplités ni et de même Z ′

j , pour 1 ≤ j ≤ f , les composantes irréductibles de p13(Z×X2 Z ′)
de multiciplicités n′

j . On a alors [Z ×X2 Z ′] =
∑

1≤i≤d ni[Zi],

p13∗([Z ×X2 Z ′]) =
∑

1≤i≤d

nip13∗[Zi] =
∑

1≤j≤f

n′
j [Z

′
j]

et la commutativité du diagramme

⊕1≤i≤dΩ
p
Zi

(Zi)

∑
1≤i≤d

niTZi/X1 // Ωp
X1

(X1)

⊕1≤j≤fΩp
Z′

j
(Z ′

j)

p∗
13

hhQQQQQQQQQQQQ
∑

1≤j≤f
n′

jTZ′
j

/X1
.

77ppppppppppp

4.2 Composition

PROPOSITION 4.2.1 Introduisons W ′ (resp W ) une normalisation de X2 (resp de X1 ) dans une extension
galoisienne de K(X2) (resp de K(X1)) contenant K(Z ′) (resp K(Z) et K(Zi) pour tout i, 1 ≤ i ≤ d),
de groupe de Galois G′ = Gal(K(W ′)/K(X2)) (resp G = Gal(K(W )/K(X1))). Le diagramme suivant est
commutatif :
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⊕1≤i≤dΩ
p
Zi

(Zi) ∑
1≤i≤d

qi∈HomX1
(W,Zi)

niq
∗
i

,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

Ωp
Z′(Z ′)

p∗
23

22eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

∑
q∈HomX2

(W ′,Z′)
q∗

%%KKKKKKKKKK
Ωp

W (W )

Ωp
W ′(W ′)

α // (Ωp
W ′)∗∗(W ′)

1
♯G′

∑
g∈G′ g∗

// (Ωp
W ′)∗∗(W ′)G′ ∼ // Ωp

X2
(X2)

p∗
2 // Ωp

Z(Z)

∑
q∈HomX1

(W,Z)
q∗

::ttttttttt

DEMONSTRATION : la démonstration suit pas-à-pas celle de [SV96]; il s’agit juste de vérifier qu’elle reste
valable malgré le passage par le bidual.
Choisissons W ′

0 une composante irréductible de W ′ ×X2 Z et prenons W la normalisation de W ′
0 dans une

extension galoisienne de K(X1) contenant K(W ′
0) et K(Zi) pour 1 ≤ i ≤ d. Nous sommes dans la situation

suivante, où les flèches verticales sont finies et surjectives sur une composante irréductible du but.

W

s

��
qi

��

W ′
0

�

� //

r′
i

��

π′

''
W ′ ×X2 Z //

r′

��

W ′

q′

��
p′

��

Zi

$$JJJJJJJJJJJ
�

� // Z ′ ×X2 Z
p23 //

p12

��

Z ′

p′
1

��
Z

π //

p1

��

X2

X1

De plus,
– les flèches π′ : W ′

0 →W ′ et p′ = p′1 ◦ q′ : W ′ → X2 ne dépendent pas du choix de q′ ∈ HomX2(W
′, Z ′);

– pour chaque q′ ∈ HomX2(W
′, Z ′), il existe r′ : W ′ ×X2 Z → Z ′ ×X2 Z unique par propriété universelle du

produit fibré;
– comme W ′

0 est irréductible, pour chaque r′, il existe i, 1 ≤ i ≤ d unique tel que r′(W ′
0) = Zi = r′i(W ) et

r′i est fini et surjectif.

LEMME 4.2.2 Pour a ∈ Ωp
Z′(Z ′),

∑

q∈HomX1 (W,Z)

q∗ ◦ p∗2 ◦ TZ′/X2
(a) =

1

[K(W ′
0) : K(Z)]

∑

s∈HomX1 (W,W ′
0)

s∗ ◦ π′∗ ◦ p′∗ ◦ TZ′/X2
(a).

DEMONSTRATION :

∑

q∈HomX1 (W,Z)

q∗ ◦ p∗2 ◦ TZ′/X2
(a) =

∑

q∈HomX1(W,Z)

s∗ ◦ π′∗ ◦ p′∗ ◦ TZ′/X2
(a).

Par le lemme 5.9 de [SV96], on sait que W ′
0/Z est pseudo-galoisien de groupe

G′ = HomK(Z)(K(W ′
0), K(W ′

0)) = HomK(Z)(K(W ′
0), K(W )) ;
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de plus, comme W est normal

HomX1(W, Z) = HomK(X1)(K(Z), K(W ))

et
HomX1(W, W ′

0) = HomK(X1)(K(W ′
0), K(W )).

L’application
HomK(X1)(K(W ′

0), K(W )) −→ HomK(X1)(K(Z), K(W ))
s 7−→ q = s|K(Z)

est surjective et ses fibres sont de cardinal [K(W ′
0) : K(Z)]. En effet, s et s′ ont même image si et seulement

s’il existe t ∈ HomK(Z)(K(W ′
0), K(W ′

0)) tel que s′ = s ◦ t et HomK(Z)(K(W ′
0), K(W ′

0)) est de cardinal
[K(W ′

0) : K(Z)].
On en déduit le lemme.⋄

LEMME 4.2.3
p′∗ ◦ TZ′/X2

(a) =
∑

q′∈HomX2 (W ′,Z′)

q′∗(a) .

DEMONSTRATION : Rappelons que p′∗ ◦ TZ′/X2
(a) = p′ ∗ ◦( 1

♯G′

∑
g∈G′ g∗) ◦ α ◦

∑
q∈HomX2 (W ′,Z′) q∗. Par

fonctorialité g∗ ◦ α = α ◦ g∗ pour g ∈ G′ = HomX2(W
′, W ′); d’autre part, le noyau de α est (Ωp

W ′ )tors et,
comme X2 est lisse, Ωp

X2
(X2) n’a pas de torsion, on en déduit que la composée

Ωp
W ′(W ′)

α // (Ωp
W ′ )∗∗(W ′)

1
♯G′

∑
g∈G′ g∗

// ((Ωp
W ′ )∗∗(W ′))G′

∼

��
Ωp

X2
(X2)

p′∗

llXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

induit l’identité sur Ωp
X2

(X2), d’où le résultat.⋄

On obtient alors

∑

q∈HomX1 (W,Z)

q∗ ◦ p∗2 ◦ TZ′/X2
(a) =

1

[K(W ′
0) : K(Z)]

∑

s∈HomX1
(W,W ′

0
)

q′∈HomX2
(W ′,Z′)

s∗ ◦ π′∗ ◦ q′∗(a).

La fin du calcul repose sur le résultat suivant :

LEMME 4.2.4 Pour i, 1 ≤ i ≤ d, notons ai le pull-back de a dans Ωp
Zi

(Zi), de telle sorte que π′∗ ◦ q′∗(a) =∑
1≤i≤d r′i

∗(ai). Alors

∑

s∈HomX1
(W,W ′

0
)

q′∈HomX2
(W ′,Z′)

s∗ ◦ π′∗ ◦ q′∗(a) =
∑

1≤i≤d

r′
i
∈HomZ (W ′

0
,Zi)

qi∈HomX1
(W,Zi)

ni[K(W ′
0) : K(Zi)]qi

∗(ai).

DEMONSTRATION :
Dans notre situation, les résultats de [SV96] ( 5) s’appliquent, d’où

i) ni = {q′ ∈ HomX2(W
′, Z ′) tel que q′ 7→ r′i},

ii) [K(Z ′] : K(X2)] =
∑

1≤i≤d ni[K(Zi) : K(Z)] et
iii) HomZ(W ′

0, Zi) = HomZ(W, Zi).
On peut transformer l’expression

∑

s∈HomX1
(W,W ′

0
)

q′∈HomX2
(W ′,Z′)

s∗ ◦ π′∗ ◦ q′∗(a) =
∑

s∈HomX1 (W,W ′
0)

∑

1≤i≤d

r′
i
∈HomZ (W ′

0
,Zi)

nis
∗ ◦ r′i

∗(ai).
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Chaque r′i ∈ HomZ(W ′
0, Zi) définit un plongement r′i : K(Zi) −֒−−→ K(W ′

0) et une application

HomK(X1)(K(W ′
0), K(W )) −→ HomK(X1)(K(Zi), K(W ))

s 7−→ s|K(Zi) = s ◦ r′i = qi ,

dont les fibres sont de cardinal [K(W ′
0) : K(Zi)], d’où le lemme.⋄

Pour achever la démonstration de la proposition et conclure, il suffit de remarquer que [K(Zi) : K(Z)] et
HomZ(W, Zi) ont même cardinal.

CONSEQUENCES : i) La construction des transferts ci-dessus commute avec la différentielle et on obtient
un complexe de faisceaux de Nisnevich avec transferts, objet de D(ShvNis(Smcor(k))) , noté Ω• et appelé
complexe motivique de De Rham.

ii) De plus pour tout n entier, considérons

τ≤nΩ• : Ω1 → · · · → Ωn−1 → Kerd,

le complexe tronqué. C’est un complexe borné supérieurement de faisceaux de Nisnevich avec transferts,
dont la cohomologie est invariante par homotopie, ce qui en fait un objet de DM−,eff(k).

5 Réalisation de De Rham

DEFINITION 5.1 La réalisation de De Rham d’un motif effectif M objet de DM−,eff(k) est le k-espace vectoriel
gradué dont le terme de degré q est

H
q
DR(M) = lim−→

n

HomDM−,eff (k)(M, τ≤n Ω
•[q]).

REMARQUES 5.2 :

i) Le foncteur H•
DR ainsi construit, limite inductive filtrante de foncteurs Hom, est un foncteur homologique.

ii) Si M est le motif M(X) d’un schéma X lisse sur k, de dimension inférieure ou égale à n, alors

H
q
DR(M(X)) = HomDM−,eff (k)(M(X), τ≤n Ω

•[q])

et

HomDM−,eff (k)(M(X), τ≤n Ω
•[q]) = H

q
Nis(X, τ≤n Ω

•) = H
q
Zar(X,Ω

•) = H
q
DR(X)

( cf [V00], propositions 3.1.9 et 3.1.12) et l’on voit ainsi que H
q
DR(M(X)) est le q-ième groupe de cohomologie

de De Rham de X .

PROPOSITION 5.2 a) La réalisation de De Rham du motif de Tate est H0
DR(Z(1)) = k et Hp

DR(Z(1)) = 0
pour p 6= 0.

b) La réalisation de De Rham induit un foncteur de la catégorie DM−(k) dans la catégorie des k-espaces
vectoriels gradués.

DEMONSTRATION

a) Cela découle directement du triangle distingué (Z(1))[2]→M(P1)→ Z→ Z(1)[1].

b) Par le théorème de simplification de Voevodsky ( ”cancellation theorem” cf [MVW]16.25), on a des
isomorphismes HomDM−,eff (k)(M(p), (τ≤n Ω

•[q]) ⊗ Z(p)) = HomDM−,eff (k)(M, τ≤n Ω
•[q]) pour un objet M

de DM−,eff(k) et tout entier p ≥ 1, ce qui permet d’étendre le foncteur aux complexes motiviques non
effectifs en posant

H
q
DR(M) = lim−→

n

HomDM−,eff (k)(M(p), τ≤n Ω
•[q]⊗ Z(p)),

pour p assez grand. ⋄
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PROPOSITION 5.3 La réalisation de De Rham présentée ici cöıncide avec celle définie par A. Huber sur la
catégorie des motifs géométriques.

DEMONSTRATION : c’est une conséquence de la proposition 2.1.2 de [H00] et du fait que, pour un schéma
projectif lisse, la réalisation de De Rham du motif associé cöıncide avec la composante de De Rham du
foncteur de [H00]. ⋄
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