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Avant-propos

Cet ouvrage est le fruit de cours effectués a ’Ecole Polytechnique (DEA de Mécanique
des solides et des structures, formation doctorale) et également (en 1993) & la Faculté
de Mathématiques de 'université de Bucarest.

Son propos est d’exposer la théorie et la mise en ceuvre numérique des méthodes
d’équations intégrales de frontiere, comblant ainsi ce qui nous semble étre un vide de la
littérature francophone. Compte tenu du nombre et de la diversité des développements
et applications existants ou potentiels, ce document ne prétend aucunement couvrir
I’ensemble du sujet. Un large éventail d’aspects est néanmoins abordé, parmi lesquels :

e problemes scalaires (Laplace, Poisson, Helmholtz. ..) et vectoriels (élasticité liné-
aire) ;

statique et dynamique en domaine fréquentiel ou temporel ;
e approches par collocation et variationnelles ;

e mise en ceuvre et exemples numériques ;

dérivation des équations intégrales dans un domaine variable ;
e prise en compte de symétries géométriques ;
e représentations intégrales hypersingulieres et applications aux solides fissurés.

Ce texte, congu pour étre raisonnablement autosuffisant sinon exhaustif, a I’ambition
de permettre une bonne compréhension des fondements et des difficultés des méthodes
d’équations intégrales, d’en délimiter les domaines d’applications existants et les po-
tentialités, et de fournir les éléments nécessaires aux applications numériques.
L’exposé est principalement axé sur les problemes avec géométries tridimension-
nelles. Les travaux antérieurs de I’auteur influencent la présentation du sujet adoptée,
notamment a travers le recours systématique a la régularisation indirecte, qui conduit
a des formulations faiblement singulieres et adaptées aux applications numériques.
Elle correspond aux recherches et a la pratique modernes, et s’écarte de ’approche,
employée dans les ouvrages classiques, qui repose sur la notion d’intégrale en valeur
principale de Cauchy. En particulier, 'obtention de formulations intégrales sous forme
régularisée, équivalentes a celles données dans la littérature classique mais ne faisant
intervenir que des singularités faibles d’évaluation numérique aisée, est traitée en détail.
Pour aborder cet ouvrage, le lecteur doit avoir une certaine familiarité avec les
équations aux dérivées partielles associées a certains des contextes physiques évoqués
(solides, fluides, acoustique...) et avec les techniques usuelles d’approximation par
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éléments finis. Les notions classiques d’analyse vectorielle (opérateurs différentiels
classiques, intégrales multiples. .. ), de géométrie différentielle élémentaire (courbes et
surfaces), ainsi que lalgebre tensorielle et ses conventions, sont supposées connues.
Il n’est pour ainsi dire pas fait usage de notions mathématiques abstraites (analyse
fonctionnelle), de sorte que 'ouvrage conserve un caractere relativement élémentaire.

De nombreuses références bibliographiques, francaises et étrangeres, sont fournies.
Certains points techniques sont traités en annexe.

Ce document a été composé par I’auteur a ’aide du traitement de textes scientifiques

ITEX.
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Introduction

La modélisation d’un grand nombre de situations d’intérét pratique pour l'ingénieur
conduit a la recherche de solutions d’équations aux dérivées partielles, assorties de con-
ditions aux limites et, pour les problemes d’évolution, de conditions initiales, posées
notamment par la mécanique des solides ou des fluides, 1'acoustique, la thermique,
I’électromagnétisme. .. Ces équations sont généralement posées sur des domaines géo-
métriques ne permettant pas ’emploi des techniques classiques de recherche de solu-
tions exactes : séparation de variables, transformations intégrales.. ., et doivent donc
étre résolues par des méthodes numériques. Les plus couramment utilisées sont les
différences finies, les éléments finis et les éléments de frontiere ; la méthode des carac-
téristiques ou 'approche spectrale sont également rencontrées.

La méthode des éléments de frontiere repose sur la discrétisation d’équations inté-
grales de frontiere. L’étude de ces dernieres a commencé il y a plus d'un siecle et
constitue une branche importante de la physique mathématique classique : la théorie
du potentiel (voir, par exemple, les ouvrages de Kellogg [4], Gunther [3]). L’identité
intégrale de Somigliana pour 1’élastostatique, par exemple, a été publiée en 1886 [9]. Le
développement de la méthode des éléments de frontiére en tant qu’outil de résolution
numérique est toutefois postérieur a celui des méthodes d’éléments finis et de différences
finies. Les premiers développements numériques ont été proposés durant les années
1960 : Shaw [8], Rizzo [7], Cruse [2], pour n’en citer que quelques-uns.

La théorie du potentiel classique traite surtout de champs scalaires (température,
potentiel électrostatique, ondes acoustiques, potentiel des vitesses d'un fluide par-
fait...) vérifiant des équations aux dérivées partielles faisant intervenir le laplacien :
équations de Poisson, des ondes, de la diffusion. . . Par exemple, des solutions de 1’équa-
tion de Poisson Au+ f = 0 peuvent étre représentées comme combinaisons de potentiels
créés dans 'espace par des sources distribuées sur un volume V' ou une surface .5, tels
que les potentiels newtoniens :

1 av,
uw) = - | =

les potentiels de simple couche :

1 ds,
uw) = - o=

les potentiels ou de double couche :

ul() = - /S bl L s,

T ar only—




2 INTRODUCTION

On peut ainsi ramener la résolution de I’équation de Poisson a une équation intégrale,
posée sur la frontiere du domaine d’étude (la distribution f du potentiel newtonien
étant donnée : forces, masse, production de chaleur...), d’inconnue ¢ ou ¥. On
note que les potentiels sont exprimés en termes d’intégrales singulieres pour © € V, S.
L’étude de 'existence d’une solution, pour des conditions aux limites données, est alors
ramenée & celle de 'existence d’une solution a une équation intégrale de frontiere, ce qui
permet d’appliquer les théoremes de Fredholm (cf. Tricomi [10]), étendus aux équations
intégrales singulieres multidimensionnelles. Cette démarche a été étendue a 1’élasticité
statique et dynamique, notamment par Kupradze [5], [6], qui a défini des potentiels
élastiques similaires aux potentiels scalaires et démontré, au moyen d’une approche de
régularisation, que les théoremes de Fredholm sont applicables aux équations intégrales
pour les problemes fondamentaux de 1’élasticité.

Les équations intégrales issues de la théorie du potentiel portent sur une incon-
nue intermédiaire : une distribution (réelle ou fictive) de sources, et sont qualifiées
d’“indirectes”. Elles sont classiquement utilisées pour la formulation des problémes
fondamentaux (de Dirichlet, Neumann ou Robin). D’autres formulations intégrales,
dites “directes”, établissent une relation entre les variables physiques (potentiel et flux,
déplacement et vecteur-contrainte) sur la frontiere du domaine d’étude, et leur appli-
cabilité n’est pas restreinte a des conditions aux limites spécifiques.

Les équations intégrales, directes comme indirectes, doivent bien sir étre résolues
numériquement dans la plupart des cas, ce qui a entrainé 'apparition de la méthode des
éléments de frontiere. Celle-ci repose fortement sur I’adaptation de notions initialement
créées et développées dans le contexte de la méthode des éléments finis (Batoz et Dhatt
[1]) : maillage, interpolation par fonctions & support borné. L’avantage conceptuel des
méthodes intégrales sur d’autres techniques comme les éléments finis est le gain d’une
dimension d’espace pour la discrétisation : le support des inconnues est la frontiere, et
non le domaine qu’elle limite.

Eléments finis vs. ¢éléments de frontiére. La question de Defficacité relative des
méthodes d’éléments finis et d’éléments de frontiere, objet de nombreuses discus-
sions, nous semble peu pertinente. La méthode des éléments finis occupe une position
dominante, son champ d’application étant incontestablement plus vaste que celui des
méthodes intégrales, et notre intention dans cet ouvrage n’est nullement de défendre
un point de vue contraire. Les méthodes intégrales présentent une supériorité pour le
traitement de certaines situations (problemes linéaires, propagation d’ondes, présence
de milieux infinis, frontiéres mobiles ou inconnues). Il faut donc sans doute considérer
les deux approches comme complémentaires plutot que concurrentes ; l'intersection de
leurs domaines de compétences est d’ailleurs loin d’étre vide. Ce point de vue est parfois
concrétisé par certaines méthodes mixtes reposant sur 'utilisation couplée des éléments
finis (pour la portion du domaine d’étude siege de non-linéarités ou d’hétérogénéités
de comportement) et de frontiere (pour la partie complémentaire du domaine).

Organisation de 'ouvrage

Un chapitre introductif discute le champ d’application des méthodes intégrales et rap-
pelle brievement les équations de quelques classes de problemes qu’il est possible de
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résoudre numériquement par éléments de frontiere.

Le corps de 'ouvrage est divisé en quatre parties principales. La premiere traite des
équations intégrales associées a des problemes statiques et décrit les aspects généraux
de la discrétisation par éléments de frontiere. Elle introduit des concepts qui sont essen-
tiels, notamment en raison du fait que les difficultés liées a la manipulation d’opérateurs
intégraux singuliers sont concentrées dans les termes statiques, et constitue donc le
“noyau dur” de l'ouvrage. Elle s’achéve par un court chapitre rappelant quelques
résultats mathématiques classiques de la théorie du potentiel.

La seconde partie présente les méthodes intégrales pour des problemes d’évolution :
équations des ondes scalaires ou élastiques, en régime temporel ou fréquentiel, ainsi
que I'équation de la diffusion.

La troisieme partie regroupe quelques développements résultant de recherches récen-
tes : équations intégrales variationnelles pour les problemes aux limites mixtes, réduc-
tion du maillage par exploitation des symétries géométriques, dérivation des équations
intégrales par rapport a un domaine variable.

La quatrieme et derniere partie concerne deux aspects complémentaires impor-
tants pour la mécanique des solides : les solides élastiques fissurés et la résolution de
problemes avec déformations ou contraintes initiales et de problemes élastoplastiques en
petites transformations. Ces derniers constituent une classe importante de probléemes
non-linéaires susceptibles d’étre résolus numériquement par méthodes intégrales.

Une bibliographie générale, assez volumineuse, distingue ouvrages de référence et
articles représentant des jalons importants. Enfin, quelques compléments plus tech-
niques sont donnés en annexe : opérateurs différentiels tangentiels et intégration par
parties sur des surfaces, fonctions de forme classiques ou modifiées. D’autres annexes
sont renvoyées a la fin de certains chapitres.

Notations

Certaines conventions et notations, que nous définissons ici, sont utilisées fréquemment
dans cet ouvrage. Leur emploi est implicite, et les cas d’utilisation d’une maniere autre
que celle définie ci-apres font 'objet d’'une mention explicite.

INDICES, VECTEURS, TENSEURS. Les caractéres maigres (f, ... ) désignent des
grandeurs scalaires, et les caracteres gras (z, u, A, U, X... ) des grandeurs vecto-
rielles, matricielles ou tensorielles. De maniere générale, la convention de sommation
d’Einstein est employée, sauf mention explicite du contraire. Les indices romains :
i,7,k,1... (resp. grecs : «,3,7,d...) prennent les valeurs 1,2, 3 (resp. 1,2).

GEOMETRIE. On note & = x;e;, Yy = y;€;, 2 = ze; des points de 'espace euclidien
tridimensionnel R?, rapporté & un repeére cartésien orthonormé R = (O, ey, e, €3).
Pour les solutions élémentaires (champs créés par une source ponctuelle), on con-
vient de désigner par y le point courant et par x,z des points fixés (sources, points
d’observation, points de collocation. ..). Une normale unitaire & une surface est notée
n ; sauf mention contraire, la normale a la frontiere d’'un domaine est prise extérieure
au domaine.



4 INTRODUCTION

OPERATEURS DIFFERENTIELS. La dérivation partielle est souvent notée par une vir-

gule :
af _ 02/ of
Oyi

8x = J,x 8x8y = f,?{:y = fﬂ o
De plus, dans le cas de quantités (scalaires, vectorielles, tensorielles) fonctions de deux
points de ’espace, nous convenons de noter :

0 0
ﬁj(way) = 8_%f(wvy) fJ(way) = 8—%f(wvy)

La dérivée normale sera notée (-) ,, :

fn() = fiynily)  falz,y) = fi(z, y)ni(y)

De plus, nous utiliserons les notations suivantes pour certains opérateurs différentiels.
Gradient : V(-) = () ;Qe;.

Gradient surfacique : Vs(-) = V() — (-),, ®n. En coordonnées cartésiennes or-
thonormées, on pourra écrire :

Vs() = Di()®ei  Di() = ()i = () nn
définissant ainsi la notation D; : trace tangentielle de la dérivation partielle.

Divergence : div = V(+) : 1. En coordonnées cartésiennes orthonormées :
divu = Uj 5+

Divergence surfacique : divs(-) = div (-) — (*) n.1 = D;(-).€;.
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Principe et champs d’application

Ce chapitre introductif débute par une breve présentation du principe permettant de
formuler des équations intégrales (section 1.1). Une discussion générale des domaines
d’application des méthodes intégrales est ensuite proposée (section 1.2). Une revue
de situations physiques gouvernées par des équations aux dérivées partielles faisant
intervenir le laplacien (sections 1.3 & 1.5), complétée par un rappel des équations de
I’élasticité linéaire, donne une idée des probléemes qu’on peut envisager de résoudre
a l'aide d’une formulation intégrale. Un grand nombre de situations physiques sont
gouvernées par une équation de Laplace ou de Poisson, scalaire ou vectorielle, et sont
donc susceptibles d’étre abordées par les méthodes exposées aux chapitres 2 et 3.

1.1 Principe

Un probléme aux limites, d’inconnue u, posé sur un domaine Q@ C R™ (n = 1,2,3) et
associé a un opérateur aux dérivées partielles du second ordre £ présente typiquement
la structure suivante :

Lu+f=0 dans Q

U= g sur S, (1.1)

T™(u) = g2 sur St

ou g1, g2 et la source f sont données, et u — T"(u) est un opérateur différentiel du
premier ordre sur u et linéaire par rapport a la normale unitaire n a 92 extérieure a
Q ; Sy, ST définissent une partition de la frontiere 9).

On montre qu’il est possible d’associer a chaque opérateur £ une formule de réci-
procité :

/ (Luv — Low)dV = / (T"(uw)w = T"(v).u)dS (1.2)
Q a0

Remplagons alors v par une solution particuliere, dite élémentaire, qui vérifie I’équation
locale (1.1); pour une source ponctuelle f(y) = §(y — x) appliquée en un point fixé
x & 0N ; notons G(x,y) cette solution élémentaire, fonction du point courant y. On
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rappelle que la mesure de Dirac §(y — «) est définie par la propriété :

k=1 €N
/Qd(y —x)u(y) dV, = ku(x) avec { =0 :; 20 (1.3)

La substitution de v par G dans I'identité de réciprocité (1.2) conduit ainsi a la relation
suivante, vraie pour ¢ 92 :

() = / )Gl y) AV, + / () T"C(a,y) — T™u(y)G(@.y)]dS,  (14)
Q 1519

Cette formule de représentation intégrale donne explicitement la valeur de u en tout
point @ intérieur a 2 comme somme :

e d’une intégrale de domaine contenant la source f, solution particuliere de (1.1); ne
vérifiant en général pas les conditions aux limites (1.1)2 3 ;

e d’'un terme intégral sur 9 faisant intervenir les valeurs de w,T™u, pour moitié
prescrites par les conditions aux limites (1.1)2 3 et pour moitié inconnues.

Elle réalise ainsi une “quasi-inversion” de 1’équation (1.1);, le calcul de u dans Q
étant ramené a celui des valeurs de (u, T™u) sur 0f restées inconnues apreés prise en
compte des conditions aux limites (1.1)3 3. Il est ainsi possible de restreindre le support
géométrique de la phase de résolution (détermination d’un champ inconnu), et donc
une éventuelle discrétisation, a la frontiere ) : on a “gagné” une dimension d’espace.

PRINCIPE DE LA METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES. La formule de représenta-
tion (1.4) n’est a priori valable que pour x ¢ 9. 1l reste donc a formuler une équation
intégrale de frontiere qui ne porterait que sur les valeurs a la frontiere de u, T"u. Toute-
fois, il s’avere que, pour les problémes bi- ou tridimensionnels, les solutions élémentaires
G sont telles que T"G présente en x € 0f) une singularité non intégrable, et il n’est
donc pas correct d’écrire directement (1.4) pour x € 9. L’obtention d’une équation
intégrale de frontiere & partir de (1.4) repose donc sur un passage & la limite. Une fois
celui-ci accompli, la méthode des équations intégrales procéde en deux temps :

1. Résolution de I’équation intégrale de frontiére, permettant de connaitre les valeurs
de (u,T™u) |aq en tout point de 9€.

2. Application de la formule de représentation intégrale (1.4), permettant le calcul
explicite de la valeur de u(x) en tout point intérieur x.

Ceci doit étre considéré comme le canevas d’'une méthode de résolution numérique,
applicable a des géométries et des conditions aux limites quelconques, la résolution
analytique des équations intégrales n’étant que rarement envisageable.

REMARQUE. On note qu’aucune condition aux limites n’entre dans la définition de
G, qui n’est donc pas définie de maniere unique. Le plus souvent, on utilise la solution
(G associée a 'espace infini R™ entier, qui est le choix le plus simple.
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1.2 Domaines d’application

La formulation d’équations intégrales de frontiere est intimement liée a la présence
d’un opérateur différentiel linéaire dans les équations locales vérifiées par les champs
physiques ; les équations intégrales indirectes reposent sur un principe de superposition.
Les méthodes d’éléments de frontiere permettent donc principalement la résolution
numérique de problemes régis par des équations aux dérivées partielles linéaires : équa-
tion de Laplace ou de Poisson (problemes de potentiel scalaire, d’origines physiques tres
nombreuses), équation des ondes en régime fréquentiel ou temporel (propagation acous-
tique ou électromagnétique), équations de 1’élastostatique ou de ’élastodynamique
linéaires, équation biharmonique (flexion des plaques élastiques). Les milieux physiques
considérés doivent avoir des caractéristiques homogenes.

MECANIQUE DES SOLIDES DEFORMABLES. Dans le domaine de la Mécanique des
solides, les éléments de frontiere sont notamment appliqués au calcul des structures
élastiques. Dans ce cas, les efficacités relatives (en termes de nombre d’inconnues et
de temps de calcul) des méthodes d’éléments finis et d’équations intégrales dépendent
entre autres du caractere massif ou élancé du solide considéré. De nombreuses appli-
cations concernent également les solides fissurés, dans le cadre de la mécanique de la
rupture fragile : les difficultés soulevées par le maillage par éléments finis de domaines
tridimensionnels fissurés, liées en particulier & la nécessité de raffiner le maillage autour
du front de fissure, rendent avantageux ’emploi d’éléments de frontiere, en particulier
pour I'étude de I'avancement d’un front de fissure.

PROBLEMES EXTERIEURS. Un des points forts des méthodes fondées sur les équations
intégrales est la possibilité de traiter des domaines infinis ou semi-infinis sans avoir a
tronquer artificiellement le domaine d’étude. Ce point est particulierement important
en dynamique, ol une frontiere artificielle crée des réflexions parasites (non physiques)
d’ondes sortantes. De plus, I'utilisation de méthodes d’éléments finis ou de différences
finies pour les problémes de propagation d’ondes pose d’autres difficultés liées au fait
que la discrétisation du domaine introduit une anisotropie artificielle des propriétés
de propagation du milieu modélisé!. Les problemes faisant intervenir des milieux
considérés comme infinis sont donc prioritairement traités par équations intégrales
et éléments finis de frontiere, notamment en dynamique. Ceci correspond a des ap-
plications pour lacoustique (propagation en milieu ouvert, aérien ou sous-marin), la
simulation des ondes élastiques (par exemple en géophysique, sismologie et génie para-
sismique), la propagation des ondes électromagnétiques, le calcul des champs élastiques
créés par des inclusions, ainsi que tous les problemes couplés dont I'un des composants
occupe un domaine infini (couplage sol/structure ou sol/fluide/structure).

PROBLEMES AVEC NON-LINEARITES. Le fait que les formulations intégrales reposent
sur la présence d’un opérateur linéaire n’implique pas I'impossibilité de considérer des
non-linéarités géométriques ou de comportement. Quand les équations du probleme

Voir la référence BAMBERGER A., CHAVENT G., LAILLY CL. : Etude de schémas numériques pour
les équations de l’élastodynamique linéaire, Institut National de Recherche en Informatique et en
Automatique, rapport no. 41, 1980.
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présentent une partie non-linéaire (comportement élasto-plastique, non-linéarités liées
& des conditions aux limites ou des variations du domaine géométrique d’étude), on
est conduit a la résolution d’une succession de problemes linéaires. Les contributions
des non-linéarités prennent souvent la forme de termes additionnels de sources (assi-
milables a des déformations ou contraintes initiales pour le cas de 1’élastoplasticité),
qui conduisent & des intégrales de domaine connues (le support des inconnues étant
toujours la frontiere), ce qui fait perdre une partie de avantage & formuler un probleme
sur la frontiere plutét que sur le domaine. Il est difficile & ’heure actuelle de donner
un jugement définitif quant a l'efficacité comparée des méthodes d’éléments finis et
d’équations intégrales pour le traitement de non-linéarités, qui dépend fortement de
I’étendue relative de la zone géométrique atteinte par les non-linéarités.

DOMAINES VARIABLES OU INCONNUS. La méthode des équations intégrales est aussi
bien adaptée a la résolution de problemes dont une variable principale est le domaine,
variable ou inconnu : propagation de fissures ou de zones d’endommagement, optimi-
sation de la forme de structures, problémes inverses & domaine inconnu (identification
d’obstacles, d’inclusions, de fissures. . . ), probleémes & surface libre inconnue (simulation
de nappes aquatiques souterraines, ondes de gravité). Cet aspect de I'utilisation des
méthodes intégrales est encore dans une phase de développement, et devrait progresser
fortement durant les prochaines années.

1.3 Conduction de la chaleur

La température 7' d’un milieu © de conductivité k (homogene mais éventuellement
anisotrope, k étant alors un tenseur d’ordre 2 symétrique), régi par la loi de Fourier (flux
thermique ¢ relié a T' par ¢ = —k.VT), a 1’équilibre thermique sous leffet d’une source
de chaleur interne répartie r et de sollicitations externes (température ou flux thermique
imposés, condition d’échange avec le milieu ambiant), vérifie I’équation locale :

div(k.VT)+r=0 (1.5)
qui, pour une conductivité isotrope (k = kI), se réduit & une équation de Poisson :
EAT +r =0 (1.6)

En régime transitoire, la température T dépend également du temps et vérifie
I’équation locale de la diffusion :

oT
ol c est la chaleur massique et p la masse volumique.
Les formulations intégrales associées a I’équation de Poisson (1.6) ou sa généralisa-
tion anisotrope (1.5), font I'objet des chapitres 2, 3 ; celle associée a 1’équation de
diffusion (1.7) étant traitée au chapitre 9.
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CONDUCTIVITE THERMIQUE NON-LINEAIRE. Le cas ol la conductivité est fonction
de la température (k = k(T')) peut étre ramené & une équation de Laplace grace a la
transformation de Kirchhoff, qui consiste en I'introduction d’une inconnue auxiliaire ¢
définie par :

T(y)
o) = - / K(r)dr (1.8)

To

de sorte que I’équation de la chaleur (1.6) se ramene & :
Ap=r

Le flux thermique est alors donné par :
q=Vo

Ainsi, la transformation (1.8) linéarise I’équation locale de conduction (1.6) et les con-
ditions aux limites en flux imposé. Si la température est donnée en un point, la trans-
formation (1.8) lui associe une valeur donnée de ¢, et le probleme en ¢ est linéaire.

1.4 Ecoulement de fluides

ECOULEMENTS DE FLUIDES PARFAITS. Le champ des vitesses U(y,t) d'un écoule-
ment de fluide parfait (c’est-a-dire non visqueux) incompressible et irrotationnel dérive
d’un potentiel ¢(y,t) : U = V¢ qui satisfait (condition d’incompressibilité) I’équation
de Laplace :

Ap=0

Cette équation locale est complétée par des conditions aux limites cinématiques :
imperméabilité de parois ou d’obstacles (¢, = V¢.n = 0), donnée d’une vitesse a
Iinfini... ou dynamiques : équilibre avec la pression ambiante... de sorte que ¢ soit
solution d’un probleme bien posé. Bien que le laplacien ne porte que sur les coordonnées
spatiales, ¢ pourra (en cas d’écoulement instationnaire) dépendre du temps. Une fois le
potentiel des vitesses calculé (par exemple par la méthode des éléments de frontiere. . . ),
le théoreme de Bernoulli généralisé :

p, 19 ¢
p+2|U| +g+ 5 =C
(g : intensité de la pesanteur, p : masse volumique, C : constante valable dans toute
la région fluide) permet I’évaluation du champ de pression p(y,t) en tout point y de
la région fluide et & tout instant ¢.

On peut également faire dériver U d’un potentiel vecteur : U = rot), qui vérifie
(condition d’irrotationnalité) I’équation de Laplace vectorielle :

Atp =0

Le potentiel vecteur devient scalaire (¢ = 1es) pour les écoulements plans perpendi-
culaires a e3 et vérifie donc 1’équation de Laplace a deux dimensions.
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ECOULEMENTS SOUTERRAINS. L’écoulement souterrain d’un fluide parfait incom-
pressible et suivant la loi de Darcy (U = —k.V ¢, ot ¢ = p/p+ gz est la charge statique
et k le tenseur des conductivités hydrauliques) est un autre exemple de probléeme gou-
verné par ’équation de Laplace :

kA¢p =0 (cas isotrope) div (k.V¢$) =0 (cas anisotrope)

ACOUSTIQUE. Le potentiel des vitesses ¢ pour les petits mouvements irrotationnels,
autour du repos (U(y,t) = 0, p(y,t) = po, p(y,t) = po), d’un fluide parfait compres-
sible barotrope (la loi de comportement donne p en fonction de p : p = h(p)) vérifie
I’équation des ondes scalaire :
2
~52t=0 =)
c? Ot c dp

¢ étant la célérité des ondes acoustiques. Les variables physiques sont alors reliées au
potentiel des vitesses par :

U(y7 t) = V¢(y7 t)

0
p(y,t) —po = —poa—f + Cste(t)

p(y,t) — po = Cl?[p(y, t) — po

Les formulations intégrales pour 1’équation des ondes font 1'objet des chapitres 7 (varia-
ble temporelle) et 8 (variable fréquentielle).

ECOULEMENTS LENTS DE FLUIDES VISQUEUX INCOMPRESSIBLES. Les champs de
vitesse U et de pression p d’un fluide incompressible de viscosité p vérifient I’équation
de Navier-Stokes et la condition d’incompressibilité :

—Vp+ pAU =p <8a—lt] + VU.U) — pges
divU =0
qui se réduisent, pour les mouvements lents stationnaires et en I’absence de gravité, a :
—Vp + pAU=0
{ divU=0

Elles sont associées a des conditions aux limites cinématiques (exemples : adhérence
a un obstacle (U = U gpstacie), vitesse a Uinfini donnée) ou dynamiques (exemple :
équilibre avec la pression ambiante). La formulation intégrale du systéme de Stokes
est traitée au chapitre 9.

1.5 Electromagnétisme

Les champs électrique E et magnétique B ainsi que la densité de charge électrique p
dans un milieu linéaire, isotrope, homogene et stationnaire (conductivité électrique o,
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susceptibilités électrique . et magnétique x,,) vérifient les équations de Maxwell :

disz# I‘otE—l—a—B:O
eo(1+ xe) ftaE (1.9)
divB =0 rOtB_c_QE = po(l + xm)oE

ott ¢ = (g0(1 + xe)po(1 + xm)) ! est la célérité des ondes électromagnétiques dans le
milieu considéré ; g = et pp = sont les constantes du vide. Une combinaison adéquate
des équations ci-dessus donne les équations aux dérivées partielles vérifiées par E, B :

1 0°E OFE 1
_c_QW_HO(l—'—X’n)UE:mVP w10,
19°B 0B '
“Z e — po(1 +Xm)<7§ =0
ELECTROSTATIQUE. Le champ électrique dérive d’un potentiel scalaire : E = —VV,
qui vérifie I’équation de Poisson :
p
AV+80(1+X6) =0 (1.11)

L’état électrostatique induit par un domaine chargé €2 est alors obtenu par résolution
de 1’équation ci-dessus assortie de conditions aux limites sur la frontiere : potentiel
donné (V = Vp), isolation (VV.n = 0), etc.

ONDES. Si les constantes physiques en présence sont telles que :
oeo(1 4+ xe)pa(1 4+ xm)* < 1

le terme de diffusion dans (1.10) est négligé devant celui de propagation. Les champs
E, B vérifient alors (en 1’absence de charge électrique) I’équation des ondes (chapitre
7) vectorielle :

1 9°H
- —_-——"-0 (H=E,B

Si on suppose des variations temporelles sinusoidales (H (y,t) = H (y)e™"), on obtient
I’équation de Helmholtz (chapitre 8) vectorielle :

AH

{A+w’}H=0 (H=E,B)
qui résulterait aussi d’une transformation de Fourier en temps.
INDUCTION. Inversement, si les constantes physiques en présence sont telles que :
eo(1+xe)up(L + xm)* > 1

le terme de propagation dans (1.10) est négligé devant celui de diffusion. Les champs
E, B vérifient alors (en ’absence de charge électrique) I’équation vectorielle de diffusion
(voir chapitre 9) :

AH — o1+ x)s il ~ 0 (H = B, B)
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On cherche souvent a évaluer les courants de Foucault j = oF induits dans un solide
conducteur par 'application d’'un champ magnétique extérieur By connu, et I’échauf-
fement (souhaité ou nuisible) créé par effet Joule induit.

PROBLEMES BIDIMENSIONNELS. Le champ magnétique dérive d’un potentiel vecteur :
B =rotA. En deux dimensions d’espace, on peut se ramener a un potentiel scalaire
A = Aej et poser (par exemple) les problemes de propagation de champs électro-
magnétiques ou d’induction en termes d’équations des ondes ou de diffusion scalaires.

1.6 Elastostatique linéaire
L’équilibre élastique d’un solide occupant le domaine €2, sous 'hypothése des petites

perturbations, est caractérisé par les équations locales suivantes reliant les champs de
déplacement u, de déformation € et de contrainte o vérifiées en tout point de €2 :

gij = (i +uj:)/2 (1.12)
0ij = Cijriert = Cijki Uk, (1.13)
oijj +pFi =0 (1.14)

dans lesquelles la distribution massique de forces F' peut traduire des effets variés : pe-
santeur, inertie ou effets thermiques (voir chapitre 4), termes inélastiques, déformations
ou contraintes initiales (voir chapitre 14)... Les constantes élastiques du matériau, qui
interviennent dans la relation de comportement élastique (1.13), sont regroupées dans
le tenseur du quatrieme ordre C, dit tenseur de Hooke. Celui-ci vérifie les symétries :

Cijit = Criij = Cjirt = Ciji (1.15)

de sorte que le comportement élastique le plus général est représenté par 21 coef-
ficients indépendants. Tout triplet (u,o, F) vérifiant (1.12-1.13-1.14) sera qualifié
d’état élastostatique sur €.

La frontiere 02 supporte par ailleurs des conditions aux limites : par exemple,
efforts de contact t” appliqués sur St C 99 :

T'(u)=on=t" sur St
et déplacements u” imposés sur la portion complémentaire S, = 9Q — St :
D

u=u sur S,

Les relations (1.12), (1.13), (1.14) combinées conduisent a I’équation de Navier gouver-
nant les déplacements :

A*'u+pF =0 avec A'u = Cyjpugje; (1.16)
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ELASTICITE ISOTROPE. Le tenseur de Hooke C' ne dépend alors plus que de deux cons-
tantes élastiques indépendantes : A, i (constantes de Lamé) ou E, v (module d’Young
et coefficient de Poisson), avec :

\ = vE _ E
T2+ P+ o)
Il est donné par :
2v
Cijrr = MijOrt 4 p(dir 051 + 6qdj) = N(E(Sijékl + 0ikdj1 + ditdjk) (1.17)

L’expression du vecteur-contrainte en fonction du déplacement est :
T"(u) = 2pu , + Andivu + un A rotu (1.18)
L’opérateur A* de '’équation de Navier (1.16) s’écrit :
A" = pA+ (A + p)Vdiv (1.19)

Enfin, on rappelle que toute solution de 1’équation de Navier isotrope (1.16)—(1.19)
admet une représentation de la forme :

u=2(1-v)AG — V(divG) (1.20)
ou, par substitution de (1.20) dans (1.16), le vecteur de Galerkin G vérifie :

p —
MmMAAG + 2u(1—z/)F_O

ELASTICITE ANTIPLANE. Il s’agit de situations particulieres ot le domaine d’étude 2
est invariant par translation le long de es et le champ de déplacement est cherché de
la forme :

u(y) = u(y1,y2)es

Dans ce cas, les seules composantes non nulles de € et o sont :
2603 =Uq 0a3 =2UEq3 (a=1,2)
et ’équation de Navier (1.16) se réduit & I’équation scalaire :
Asu+F =0

c’est-a-dire ’équation de Poisson en deux dimensions.
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CHAPITRE 1.

PRINCIPE ET CHAMPS D’APPLICATION




Partie 1

Statique






Représentations et équations intégrales pour
’équation de Poisson

Ce chapitre décrit les représentations et équations intégrales pour les probléemes associés
a I’équation de Poisson:
Au+b=0 y €N (2.1)

posée sur un domaine borné tridimensionnel €2, d’inconnue u (nommée potentiel dans
ce chapitre), la source b étant donnée. Le champ u est également astreint & vérifier une
condition & la limite en tout point de la frontiere 9. Les problemes fondamentaux
associés a I’équation (2.1) correspondent aux cas du flux imposé sur toute la frontiere
(probléme de Neumann):

a(y) = Vuly)n(y) =d"(y)  (y €oQ)

et du potentiel imposé sur toute la frontiere (probléme de Dirichlet):

u(y) =u(y)  (y €09

On considere aussi fréquemment des conditions mixtes: flux donné sur une partie S
de la frontiere et potentiel donné sur la partie complémentaire S, = 9 — S;. Des
conditions aux limites plus générales sont parfois envisagées, par exemple la donnée
d’une combinaison linéaire du potentiel et du flux'.

Le corps de I'exposé porte sur les situations tridimensionnelles, le passage aux pro-
blemes plans étant traité en section 2.5.

HYPOTHESES GEOMETRIQUES. On considere un domaine borné? Q C R?, dont la

frontiere 92, supposée réguliere (C? au moins) par morceaux, admet la présence de

coins ou d’arétes® et n’est pas nécessairement connexe?. L’intérieur de chacune des

IPar exemple, certains échanges thermiques avec I’extérieur d’un milieu conducteur 2 sont tels
que le flux thermique & travers 92 est proportionnel a la différence entre les températures extérieure
ambiante et de surface du corps.

?L’extension aux domaines infinis est traitée en section 2.3.

3Plus généralement, on admet la présence d’un nombre fini de points oll concourent plusieurs plans
tangents, comme les sommets d’un polyedre, mais pas de points de rebroussement.

4Penser & un domaine avec plusieurs cavités.
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composantes connexes est supposé de mesure non nulle, excluant la présence de lignes
ou surfaces de discontinuité telles qu’écrans, fissures... qui relevent d’un traitement
distinct (chapitre 5). La normale unitaire est, par convention, extérieure & €.

2.1 Représentation intégrale

La démarche permettant d’établir une formule de représentation intégrale, présentée
en section 1.1 pour un opérateur différentiel linéaire quelconque L, est maintenant
appliquée avec £ = A (laplacien) et T" = V().n (dérivée normale).

IDENTITE DE RECIPROCITE. Multiplier I’équation de Poisson d’inconnue u! par un
champ u? et intégrer le résultat sur © conduit &:

/ g u?dsS + / (b'u? — Vur.Vu?) dV =0 (2.2)
o9 Q

par application & v = u2Vu! de la formule de la divergence:

/divv dV:/ (v.n)dS
Q 0

Si (u',u?) sont deux potentiels vérifiant (2.1) avec les sources (b', %), Papplication de
la formule (2.2) & (u', ¢*, b') pour la fonction-test u? puis & (u?, ¢%, b?) pour la fonction-
test u! suivie de la soustraction membre & membre des relations obtenues conduit &
I'identité de réciprocité:

/ (¢*u? — ¢*u')dS = / (V*u' —b'u?) dV (2.3)
o9 Q

Celle-ci peut aussi, compte tenu de I’équation de Poisson vérifiée par les deux états,
étre écrite sous la forme bien connue de la troisiéme formule de Green:

/ (¢*u? — ¢*u')dS = / (u?Au' — u' Au?) dV (2.4)
19) Q

SOLUTIONS ELEMENTAIRES. Soit £ un ouvert de R3. On appelle solution élémen-
taire une solution G(x,y) de (2.1) pour une source ponctuelle unitaire b(y) = é(y — x)
appliquée en un point fixé & € F, vérifiant donc:

Gij®,y)+ély—x)=0 (yeE) (2.5)

la notation f; désignant par convention la dérivée partielle de f(«,y) par rapport a
la composante y; du point courant y. La solution élémentaire G(x,y) est considérée
comme fonction du point courant y, le support {x} de la source ponctuelle étant fixé.
On introduit également la notation H(x,y) pour désigner le flux au point y dans la
direction n associé a G(z, y):

H(z,y) = G (=, y)n;(y) (2.6)
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Figure 2.1: Domaine d'étude €2 et domaine auxiliaire E servant a définir G(z,y).

Sur le plan du principe, on peut définir une solution élémentaire pour tout choix du do-
maine E et des conditions aux limites sur OE°. Toutefois, cette définition n’a d’intérét
pratique que quand une expression analytique de G(z,y) est connue.

Equilibre global. Pour toute solution élémentaire vérifiant (2.5), pour tout do-
maine 2 C F et tout point fixé x € E,x ¢ 99, l'intégration sur Q de ’équation (2.5)
et lapplication de la formule de la divergence conduisent a 1’identité:

k=1 =€

k=0 &0 (2.7)

K+ H(z,y)dS, =0 avec {
o9

qui exprime ’équilibre entre le flux H & travers 02 et la source ponctuelle unitaire
exercée en .

Solution élémentaire pour I'espace infini. Le champ créé dans 'espace infini £ =
R3 par une source ponctuelle unitaire placée en x et le flux associé sont égaux a:

1 1
Glay) = —  H@wy) = ——— 2.8
@y)= o H@y) =g (2.8
our = |r| = |y — x| est la distance euclidienne entre la source x et le point courant y

et r, est la dérivée de r dans la direction n (dérivée normale):

Yi — X4
Tn =T,:N; = ” n;

La solution élémentaire (2.8) est singuliere en y = x (r = 0), ce qui était prévisible:
une source concentrée d’'intensité finie crée nécessairement, en son point d’application,
un champ infini. On a d’autre part:

Glz,y) =Gy,z) G ®y)=-G4y) (2.9)

ou la notation f; désigne par convention la dérivée partielle de f par rapport a la
composante z; du point source x.

5En statique, des données aux limites en flux pour G doivent respecter la contrainte de 1’équilibre
avec la source ponctuelle, éq. (2.7).
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Autres solutions élémentaires. 11 existe quelques autres configurations pour les-
quelles la solution élémentaire a une expression analytique connue. Pour des conditions
de Dirichlet homogenes sur OF, on parle de fonction de Green du domaine E.

e Demi-espace: E est la région de 'espace y3 < 0. Notant & = (1,22, —2x3) le
symétrique du point source @ par rapport au plan y3 = 0 et 7 = |y — Z|, on
peut construire par la méthode des images les solutions élémentaires vérifiant une
condition de Dirichlet (G(x,y) =0 en y3 = 0):

1 /1 1
GP(x,y)=— (- —= 2.10
@ =4 (+-1) (2.10)
ou une condition de Neumann (H(x,y) =0 en y3 = 0):
1 /1 1
GN(z,y)=— |-+ = 2.11
@v =4 (1+1) 2.11)

Figure 2.2: Demi-espace et méthode des images.

e Sphére: E est la sphere centrée a l'origine et de rayon a, et la source ponctuelle
x est & une distance pp < a du centre. Notant & = (a?/p?)x Iinverse de x par
rapport & la sphere et 7 = |y — Z|, le champ:

Gla,y) = — (1 + = 1) (2.12)

AT \r pog

Propriétés générales des solutions élémentaires. Toutes les solutions élémentaires
sont singulieres en y = x. De plus, cette singularité est égale a celle de la solution de
Iespace infini si & ¢ OF mais en differe si @ € OF.

D’autre part, considérons une solution élémentaire pour un certain domaine FE et
des sources ponctuelles unitaires appliquées en x et en y. Cela définit un couple d’états
qui vérifie I'identité de réciprocité (2.3):

/6 [H(@.2)G(y.2) - H(y. 2)G(a. 245, = Gla.y) ~ Gly.2)

Cette équation entraine que la propriété (2.9) est vérifiée par toute solution élémentaire
présentant des conditions aux limites (en potentiel ou flux) nulles sur ES.

6Cela inclut la décroissance & ’infini, par exemple pour E = R3.
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FORMULES DE REPRESENTATION INTEGRALE. La formule de réciprocité (2.3) est ap-
pliquée a I’état inconnu (u,q,b) et & une solution élémentaire définie par (2.5); le
point-source est pris hors de la frontiere 99). Cela conduit a:

[ sw=anwav, = [ {aw6la.y) - uww)} i, + [ by,
De plus, par définition de la mesure de Dirac, on a:

k=1 e
/5 —x)u(y)dV, = ku(x) avec { k=0 20 (2.13)

ce qui permet d’établir les résutats qui suivent.

FORMULE DE REPRESENTATION INTEGRALE DU POTENTIEL. Si x est un point inté-
rieur a 2, la valeur u(x) d’une solution de 1’équation de Poisson est donnée en fonction
de la source b et des valeurs prises par (u,q) sur la frontiere 9Q par la formule de
représentation intégrale:

@) =/ {a(v)G(z, y) —u(y)H(z,y)} d5y+/ b(y)G(z,y)dV, (2.14)
o2 Q

avec k = 1 pour & € Q (représentation intérieure) ou k = 0 pour & ¢ 2 (représentation
extérieure).

FORMULE DE REPRESENTATION INTEGRALE DU GRADIENT. Quand = ¢ 09, les
intégrales de (2.14) sont des fonctions différentiables de x. La représentation intégrale
du gradient de u est donc obtenue par simple dérivation de (2.14) sous le signe intégral:

Ku () = {qG (x,y) —u(y)n;(y)Ge(z,y)} dS,

/ b(y y)dv, (2.15)

Variante de la représentation du gradient. Dans le cas ou la solution élémentaire
(2.8) est utilisée dans (2.15), on peut exploiter la propriété (2.9) d’échange des dérivées
par rapport a et y pour reformuler (2.15) comme:

rug(®) = | {uly)n;(Y)G (@, y) - q(y)G iz, y)} dSy—/ b(y)G i(x,y)dV,
a0 Q

On procede ensuite a une intégration par parties. En effet, pour toute surface fermée
S ne contenant pas x, on a:

/ ()G (@, y)n; () dS, = / w()[D3:G.j (@, y) + G g3 (. y)ns ()] S,
S S

de maniere & faire apparaitre 'opérateur différentiel tangentiel D;;() = ni(),; — n;() .4
défini en annexe A. D’autre part, G vérifie G j;(z,y) = 0 sur S puisque = ¢ S. 1l
reste & appliquer I'identité (A.7) d’intégration par parties, ce qui donne:

/ u(y)D;iG (. y) dS, = / Diju(y)G (. ) dS,
S S
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Ce schéma d’intégration par parties apparait par exemple dans Kupradze [3], Sladek
et Sladek [4]. Les composantes du gradient du potentiel sont ainsi données par:

Hun:(w)=/ {Diju(y)G j(z,y) — q(y)G i(z,y)} dSy—/b(y)G,i(%y)dVy (2.16)
o0 Q

Cette formule présente 'avantage de ne comporter que des intégrales en |y — w|_1’_2,

contrairement & (2.15) qui présente également un terme en |y —z|”>. On ne sait
cependant 1’établir que pour la solution élémentaire (2.8).

NECESSITE D’UNE EQUATION INTEGRALE. Pour un point d’observation x intérieur
a €2, les expressions (2.14), (2.15) donnent ainsi la valeur en un point intérieur & du
potentiel u et de son gradient en termes des sources b et des valeurs prises par (u,q)
sur la frontiere 9N2. Pour tout probléme bien posé, la moitié des valeurs de (u, q) |oq
est donnée par les conditions aux limites, ’autre moitié restant inconnue. Les formules
(2.14), (2.15) montrent que la résolution d’un probleme aux limites se ramene a la
détermination de celles des valeurs de (u,q) |an qui ne sont pas prescrites par les
conditions aux limites. Elles réalisent une “quasi-inversion” de 1’équation de Poisson
(2.1), reportant la recherche d’inconnues sur la frontiére.

Si G(x,y) est la fonction de Green de Q, et donc vérifie G(x,y) = 0 sur 99, les
formules de représentation (2.14), (2.15) donnent directement la solution explicite pour
le probleme de Dirichlet:

u(x) = — /89 u? (y)H (,y) dS,

Cette situation favorable est toutefois exceptionnelle car la fonction de Green n’est
connue que pour quelques domaines particuliers de formes tres simples.

11 faut toutefois noter qu’un choix judicieux de la solution élémentaire permet parfois
de réduire la portion de frontiére sur laquelle des inconnues subsistent. Par exemple, si
on considere le domaine 2 = F — C, occupant un demi-espace F privé d’une cavité C,
le support géométrique des inconnues est restreint & dC' si on utilise dans (2.14) celle
des solutions (2.10)—(2.11) correspondant au type de conditions aux limites imposées
sur le demi-espace. Si u est imposé sur OF et 0C, cela donne:

u(z) = —/ uP (y)HP (x,y)dS, +/ {q(y)GP (z,y) —uP(y)HP (z,y)} dS,
OF aC

ou seul le flux ¢ a travers dC est inconnu.

2.2 Equation intégrale de frontiere

Il reste donc en général a définir une équation intégrale de frontiére portant seulement
sur les valeurs de (u,q) & la frontiere. Il n’est toutefois pas correct de se contenter
d’écrire (2.14) ou (2.15) pour des points x pris sur la frontiere: H(x,y) étant singulier
comme |y — |2, I'intégrale sur OS2 cesse a priori d’avoir un sens pour z € dQ. D’autre
part, la relation (2.13) ne vaut que pour © ¢ 9. L’établissement d’une équation
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Figure 2.3: Demi-espace avec cavité.

n(x) 9Q

Figure 2.4: Voisinage d'exclusion v (x) et autres notations utilisées pour le passage
a la limite.

intégrale doit donc recourir a une procédure de passage a la limite permettant de tenir
compte du caractere singulier de la solution élémentaire employée.

Soit & un point fixé de 91, et supposons que 9 est C? en . Pour ¢ > 0 fixé,
on considere” un voisinage v.(x) de @, connexe, de diametre < e, appelé voisinage
d’exclusion. Le domaine Q. () = Q — v.(x) obtenu en retranchant de € le voisinage
ve(x) (figure 2.4) est tel que le point x est extérieur a Q. (x). La frontiere de 2. est
alors 0. = (OS2 — ec) + se, en posant s, = QN Jv., e = I Nwv.. L’idée poursuivie
est de prendre la limite € — 0 dans la formule de représentation (2.14) écrite pour le
domaine €).; cette derniere s’écrit, puisque x est extérieur a {.:

0 =/ b(y)G(z, y) dV, +/ {a(y)G(z,y) —u(y)H(z, y)} dS,  (2.17)
Q (0Q—ec)+se

€

Dans un premier temps, on remarque que l'identité (2.7) entraine:

0=u(e) [ H(z,y)ds,
(00—ec)+se

7Ces définitions s’inspirent de Guiggiani et coll. [2].
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La soustraction membre a membre des deux dernieres égalités donne alors:

0= / b(y)G(z,y)dV, +/ {a(y)G(z, y) — [u(y) — w(z)|H(z,y)} dS,
Q. (0Q2—ec)+se
(2.18)
Si ’hypothese de régularité® v € C%* en x, c’est-a-dire:
e, C) >0,  Ju(y) —u(x)| < Cly —=|*
est satisfaite par u, alors le flux ¢ vérifie?, pour y voisin de x:
la(y)| < Cly — ="
et on a, compte tenu des propriétés de singularité (4.11):
[u(y) — u(@)]|H (z, y)| Cly—a*?
l1(y)G ()| < Cly—a|"”

Le passage a la limite ¢ — 0 dans (2.18) est maintenant considéré. Les intégrales sur
Se, sur 02 — e, et sur §2. sont traitées séparément.

IN

(2.19)

Intégrale sur s.. En raison de (2.19) et puisque |y — x| ~ ¢, dS, ~ e?dw (ol w
est langle solide vu du point x), on a:

{[u(y) — w(@)]H (z,y) — q(y)G(z,y)} dSy = O(e”)dw
et donc:

lim/ {Ju(y) — w(x))H(z,y) — q(y)G(z, y)} dS, =0

e—0

Intégrale sur 02 — e.. En raison de (2.19), l'intégrand se comporte au voisinage
de & comme:

[u(y) — w(@)H (@, y) — q(y)G(@,y) ~ |y — 2|
et la limite pour € — 0 de l'intégrale sur 092 — e, dans (4.29) est simplement U'intégrale
impropre correspondante sur 9€):

lim {lu(y) — u(x)|H(z, y) — q(y)G(z,y)} dS,
ON—ec

- /8 Aluly) ~ u@)H @.9) - a(w)Gla.9)} 45,

Intégrale sur Q.. En raison de la faible singularité ~ |y — x|~" de G(z, y), elle ne
pose pas de difficulté, et tend vers l'intégrale impropre correspondante sur 2:

iim [ bw)G9)aV, = [ v)Gle.y)av,

e—0 Q
€

8C’est la “continuité au sens de Holder” d’exposant o, hypothese plus forte que la continuité simple
mais plus faible que la différentiabilité.

9En supposant X et y situés sur une méme composante réguliere de 9Q et la continuité C%* de la
normale n en x.
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EQUATION INTEGRALE DE FRONTIERE. Le passage a la limite ¢ — 0 dans I'identité
(2.18) conduit donc & ’équation intégrale de frontiére recherchée:

/ {lu(y) —u(@)|H(z,y) — ¢(y)G(@,y)} dS, = / b(y)G(z,y)dv,  (2.20)
o2 Q

Celle-ci, qui lie les valeurs des variables (u, ¢) sur S et ne fait pas intervenir de quantité
inconnue dans le domaine, gouverne toute solution de 1’équation de Poisson sur
vérifiant les hypotheses (2.19). Elle ne fait intervenir que des intégrales convergentes,
présentant des singularités en y = x intégrables. C’est le résultat principal de ce
chapitre.

L’équation intégrale (2.20) redonne pour x ¢ 9N2 la représentation intégrale (2.14)
et couvre donc toutes les positions relatives de @ par rapport & £ (ceci découle de
I'identité (2.7)). Elle est donc valable pour tout & dans le domaine de définition E de
la solution élémentaire considérée.

PRESENTATION CLASSIQUE. Elle consiste a effectuer le passage & la limite ¢ — 0 dans
(2.17) directement, sans utiliser I'identité (2.7), et donne I’équation intégrale sous la
forme:

r@u(x) + [ {u(y)H(z,y) —q(y)G(z,y)} dS =/b(y)G(ﬂf,y)dVy (2.21)
o Q

L’intégrale contenant H(x,y) est convergente (voir I'annexe 2.3). Le terme libre r(x)
est défini par:
kK(z) =lm | H(z,y)dS,
e—0 s
et vaut 1/2 si @ est un point régulier de 99.

On a préféré établir et présenter I’équation intégrale de frontiere sous sa forme
régularisée (2.20) par souci d’homogénéité de 'ouvrage. En effet, anticipant sur le
chapitre 4, la situation en élasticité est plus complexe dans la mesure ou la formulation
intégrale non régularisée fait cette fois intervenir des intégrales non convergentes au
sens ordinaire.

MOTIVATION A POSTERIORI DE LA DEFINITION DES SOLUTIONS ELEMENTAIRES.
L’utilisation de solutions élémentaires singulieres étant source de difficultés, on peut
s’interroger sur les raisons conduisant a leur intervention. Pour cela, discutons quelques
choix envisageables pour le support géométrique D de la source b? associée au champ
auxiliaire u? dans I'identité de réciprocité (2.3).

e D C Q est un ouvert de R3. Dans ce cas, (2.3) donne:

/ (¢*u? — ¢*u')dS = / b2ut dV — / blu? dV
o0 D Q

cette relation porte sur I’inconnue u! par I'intermédiaire des valeurs non seulement
de u!, ¢! sur 99 mais aussi de u! sur D. Par conséquent, elle ne peut conduire ni &
une équation intégrale de frontiere ni & une formule de représentation de u' en un
point intérieur x € 2.
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Figure 2.5: Domaine Qi pour le passage a la limite r — oco.

e D = (): absence de source pour 1'état auxiliaire. Dans ce cas, (2.3) donne:

/ (¢*u? — ¢*u')dS = —/ blu? dV
o9 Q

cette relation porte sur 'inconnue u! par I'intermédiaire des valeurs de u!, ¢' sur
0f) seulement, et constitue bien une équation intégrale de frontiere. Par contre, elle
ne permet pas d’écrire une formule de représentation de u' en un point intérieur
x € Q. De plus, I'équation intégrale obtenue est du type Fredholm de premiere
espeéce, connue pour étre trés sensible aux erreurs sur les données (Tricomi [5]).

e D = {z}, x € R3: source ponctuelle unitaire appliquée en x. Ce choix, on I'a vu,
permet d’obtenir représentations intégrales et équations intégrales de frontiere. Ces
dernieres peuvent de plus étre mises sous la forme (2.28) d’équations de Fredholm
de deuxieme espece, stables par rapport aux erreurs sur les données.

2.3 Problemes extérieurs et conditions a I’infini

On consideére maintenant un domaine Q = R3 — ), Q étant borné; la normale 7 & 99
est prise extérieure a 2. On suppose momentanément b = 0. Le propos de cette section
est de montrer que ’équation intégrale (2.20) et la représentation (2.14) sont encore
valables pour un domaine infini, & condition que wu, ¢ vérifient certaines conditions de
décroissance a l'infini. On peut pour cela procéder a un passage a la limite pour un
domaine borné arbitrairement grand. Pour un point € R?, on consideére une surface
fermée réguliere Sy choisie de fagon a enfermer la boule de centre x et de grand rayon
R fixé et & entourer la frontiere 9. L’équation intégrale (2.20) est alors écrite pour le
domaine borné Qr C Q limité extérieurement par Sg (figure 2.5):
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/8 Aluly) ~ u(@)H @.9) ~ a(w)Gla.9)} 45,
- | taw)Gley) - [uly) ~ u@)H @9} 45,

ol, puisqu’on se propose de faire R — 00, la solution élémentaire utilisée est nécessaire-
ment celle du milieu infini. Le point x étant par construction intérieur a Sg, I'identité
(2.7) pour Sk permet de transformer I’équation ci-dessus en:

- {[u(y) — u(@)|H(z,y) — q(y)G(z,y)} dS,

= —u(z) + ; {e()G(z, y) —u(y)H(z,y)} dSy (2.22)

La solution élémentaire (2.8) et I’élément différentiel de surface sur Sg vérifient:
G(z,y) =O0(1/R)  H(z,y)=O0(1/R*)  dS,=O(R*)dw (y € Sr)
(w: angle solide algébrique vu de x). On voit ainsi qu’il suffit que u, g vérifient:
u=o(l) g=o(R™) (y € Sgr) (2.23)

pour obtenir:

lim g {u(y)H(x,y) — q(y)G(x,y)} dS, =0

R—o0
et ceci ne dépend pas de la forme précise de la surface Sg.
EQUATION INTEGRALE POUR LES PROBLEMES EXTERIEURS. Le passage & la limite

R — oo dans (2.22) a donc pour résultat I’équation intégrale pour un domaine Q non
borné:

ug(x) + ” {[u(y) —u(z)]H(z,y) — q(y)G(z,y)} dS, =0 (2.24)

qui gouverne toute solution de I’équation de Laplace sur Q vérifiant les conditions de
décroissance (2.23). Ce résultat differe de son homologue (2.20) pour un domaine borné
par l'apparition d’'un “terme libre” w(x) hors signe intégral et par Porientation de la
normale unitaire n, extérieure a € donc intérieure & 9.

FORMULES DE REPRESENTATION INTEGRALE. L’équation (2.24) peut étre prise pour
tout point source . Pour x ¢ 9, l'identité (2.7) appliquée & 02 devient, compte tenu
du fait que n est intérieure a O:

k=1 e

(1-k)— | H(z,y)dS, =0 aVeC{,.;:o x

o9
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Cette formule, appliquée a I'équation (2.24) pour & ¢ 912, entraine

ru(e) = - {a(y)G(z,y) —q(y)H(z,y)} dS,

Ce résultat est identique a (2.14). La méme formule de représentation est donc appli-
cable aux domaines bornés ou non bornés (la normale, toujours extérieure au domaine
considéré, change d’orientation).

COMPORTEMENT A L’INFINI DES CHAMPS DONNES PAR REPRESENTATIONS INTEGRA-
LES. Réciproquement, on montre facilement que tout potentiel © donné par représen-
tation intégrale vérifie les conditions de décroissance (2.23).

SOURCES NON NULLES. Le passage a la limite R — +o00 et la formule (2.14) restent
valables en présence de sources volumiques b sous la condition:

lim
R—o0

/Q b(y)G(x,y)dV,| < +oo

Sinon, il faut procéder par superposition, en supposant connue une solution particuliere
uP de I’équation de Poisson: on pose u = u®+u’ et prend u?, solution de I’équation de
Laplace, comme inconnue. Il faut aussi utiliser une solution particuliere et procéder par
superposition en cas de données & 'infini (exemple: écoulement potentiel avec vitesse
a l'infinie donnée).

REMARQUES. Si le support géométrique de la source b est une partie bornée de Q et
en l'absence de données a I'infini, (u,q) se comportent & I'infini comme un multiple de
la solution élémentaire (G, H) et décroissent donc comme R~! et R~2 respectivement,
satisfaisant ainsi les conditions (2.23).

Les résultats établis dans cette section montrent que la résolution d’un probleme
extérieur peut étre ramenée a une équation intégrale sur une frontiere bornée. Cela
dispense en particulier de devoir considérer un domaine tronqué a une distance finie ou
introduire des “éléments infinis” (Bettess [1]) qui tiennent compte de la forme asymp-
totique de la décroissance a I'infini. Les méthodes d’équations intégrales sont ainsi tres
attractives pour les problemes extérieurs.

2.4 Représentations et équations intégrales
indirectes

Considérons simultanément un domaine borné 2 et le domaine non borné complémen-
taire Q = R? — Q, et soient u, @ des solutions de 1’équation de Laplace sur Q et Q
respectivement (problemes intérieur et extérieur, avec b = b = 0). Si x est un point
intérieur & €, la formule de représentation (2.14) donne:

u(z) = | {q(y)G(x,y) —u(y)H(x,y)} dS,
o0

0=/ {a(y)G(z,y) —u(y)H (z,y)} dS,
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soit, apres addition membre & membre:

u(z) = - {4+ D(W)G(w,y) — (u—a)(y)H(z,y)} dS, (2.25)

ou H est pris par convention pour la normale n extérieure a Q.

e Représentation de u par potentiel de simple couche. Supposons le potentiel u con-

tinu a la traversée de 0Q): u = @ sur 012, et introduisons le saut ¢ du flux a travers
o0

p=d+q=—(Vi—Vu)n

L’identité (2.25)) conduit alors & la représentation intégrale de u par potentiel de
simple couche de densité ¢:

wx) = | o(y)G(z,y)dS, (2.26)
o

e Représentation de u par potentiel de double couche. Supposons le flux ¢ continu
a la traversée de 9Q: ¢ + ¢ = 0 sur 012, et introduisons le saut 1 du potentiel &
travers 0€2:

Y=u—u

L’identité (2.25) conduit alors & la représentation intégrale de w par potentiel de
double couche de densité 1):

u(x) = Y(y)H (z,y) dSy
o9

Ces deux sortes de représentations sont qualifiées d’indirectes car exprimées en termes
d’intégrales contenant des inconnues intermédiaires (densité ¢ ou ¥) et non les variables
physiques u,q. Les définitions précédentes montrent que toute fonction harmonique
dans  ou Q admet une représentation indirecte. Réciproquement, tout potentiel de
simple ou double couche est harmonique dans 2 et §, soit:

A, / Sy)C(@,y)dS, =0 A, | dy)H(z,y)dS, =0
o0 o0

résultat classique qui découle facilement des propriétés de la solution élémentaire
G(z,y). )

Les formules (2.26), (2.4) prises pour @ intérieur & Q donnent les représentations
indirectes du potentiel @ solution du probleme extérieur, les définitions de ¢, et
l'orientation de m étant inchangées!®.

100n peut également poser ¢ = ¢ + G, ¥ = u — @ et prendre n = 0, normale extérieure & Q, ce
qui revient au méme mais transpose de maniére cohérente les conventions adoptées pour le probleme
intérieur.
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EQUATIONS INTEGRALES INDIRECTES. ~ Prenons les équations intégrales (2.20) en « €
0 pour (u,q,b = 0) (probléeme intérieur) puis (2.24) pour (u,q,b = 0) (probleme

extérieur), ce qui donne'!:

a(e) - [ owGlyds,~ [ [y - vi@)H.y)ds, =0
Gle) Gle)
Considérons par exemple le probleme intérieur de Dirichlet pour 1’équation de Laplace:
Au=0 (yeQ) u=u" (yecon)

e Formulation par potentiel de simple couche. Le potentiel est supposé continu a
travers 9Q: u = 4 = u” et 1 = 0 sur Q. Cela conduit & une équation intégrale
indirecte d’inconnue ¢ pour le probleme de Dirichlet

| O@)ow)ds, =u@) (@< d0)

qui a la structure d’une équation de Fredholm de premieére espece (Tricomi [5]). Les
valeurs du potentiel u dans 2 sont ensuite données par la représentation (2.26).

e Formulation par potentiel de double couche. Le flux est supposé continu a travers
0Q: 1 = 0 sur 0f). Puisque @ = u + 1 = u” 4+ 1), on obtient une équation intégrale
indirecte d’inconnue 1 pour le probleme de Dirichlet

—h(x) + /m[w(y) —(@)]H (x,y)dS, =u"(z)  (x€09Q) (2.27)

qui peut aussi, & partir de (2.21), étre écrite sous la forme non régularisée

0@+ [ @@y s, = @) @eon)  (229)
o

qui a la structure d’une équation de Fredholm de deuxieme espece. Les valeurs du
potentiel u dans € sont ensuite données par la représentation (2.4).

Les équations indirectes pour le probleme de Neumann seront traitées au chapitre 5.

2.5 Problemes plans

L’exposé a porté jusqu’ici sur des problemes tridimensionnels. La construction de
représentations et d’équations intégrales au moyen d’une identité de réciprocité et
d’une solution élémentaire est bien stur également possible pour les problemes bidi-
mensionnels. Une autre voie consiste & considérer ces derniers comme des problemes
tridimensionnels particuliers, invariants par translation selon la direction eg, et intégrer
par rapport a y3 les équations intégrales tridimensionnelles.

W (x,y) est calculé avec la normale i extérieure & 9Q.
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Le domaine €2 est donc supposé de la forme 2 = D x R, ou D est un ouvert du
plan y1ys2, et (u,q,b) indépendants de y3. L’équation intégrale (2.20) pour le domaine
tridimensionnel §, de frontiere 9D x R s’écrit:

/8 D[u(zj)—u(a*:)] /]R H(%,y)dyz ds, — /8 i q(y) /]R G(%,y) dys dsy
Z/Db(z])/RG(a?,y) dys dDy (2.29)

en notant ¥ = (x1,72), ¥ = (y1,y2) les points dans R2. Elle suggere de définir une
solution élémentaire bidimensionnelle par intégration de la solution élémentaire tridi-
mensionnelle:

G )ap = / GEy)dys  [H(E Dp = / H(E, y) dys (2.30)

sous réserve que ces intégrales soient convergentes. La solution élémentaire tridimen-
sionnelle est supposée invariante par translation!? suivant es; elle ne dépend donc de
x3,ys qu'a travers (y3 — x3), de sorte que {G, H}(Z,y) = {G, H}(x, 7). On peut donc
poser (toujours sous réserve de convergence):

[G(:f,ﬂ)]gD:‘/RG(:B,ﬂ)dxg [H({f,ﬂ)]gp Z‘/H%H(:B,g)dwg (231)

définissant ainsi [G, H]ap comme la réponse & une superposition de sources ponctuelles
disposées sur les points de la droite dirigée par e3 et passant par . La résultante de
ce systeme de sources est infinie.

Anticipant la possibilité d’intégrales divergentes dans (2.31), on va d’abord refor-
muler I’équation (2.29) en notant qu’en vertu de I’équilibre entre les flux sur 9D et la

source b on a:
[ a@as,+ [ v@an, o
oD D

Soit alors Z # & un point fixé de D. L’identité précédente est multipliée par G(x, 2),
intégrée par rapport a ys et retranchée de (2.29), ce qui donne:

| @) (@) [ H@ g deds, - [ @) [ 6@.0) - 6.2 dmds,
aD R oD R
- / b(j) / G2, §) — Glw, 2)] desdD,  (2.32)
D R
SOLUTION ELEMENTAIRE POUR LE PLAN INFINI. Elle est obtenue & partir de la solu-

tion élémentaire pour £ = R®. On remarque tout d’abord que la définition (2.30) de
[G]2p conduirait & une intégrale divergente:

dzs = +o0 (2.33)

1 1
Sdag = | ———
RT R \/p?+ a3
12En toute rigueur, cette hypothése n’est pas obligatoirement vérifiée mais les contre-exemples sont
“tordus” et ne présentent aucun intérét pratique.
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(avec p? = (y1 — 21)? + (y2 — 22)?). 1l faut donc définir [Glap & partir de (2.32), et
ainsi:

1 1 1
G(z,7 = —/ — dz
e = 3z R<¢p2+x§ \/p’2+x§> 3

—+oo
1 x3 +\/p*+ a3 p
= — |Log | ——————=—
dm x3+\/pPtaz e )|

1 p
= ——1 —
2m & o
D’autre part, on a
- 1 (§—%)n
[H(Z,9)l2p i Jo (2 1 222 T3
1 (§—2)m
o2 p?

Finalement, la solution élémentaire pour le plan infini est donnée par:

G(i, Lo ” H @G L pin 2.34

[G(Z,9)]2p = o Og; [H(Z,9)]2p = —%7 (2.34)
La recherche directe d’une solution élémentaire de ’équation de Poisson bidimension-
nelle donnerait le méme résultat que 'intégration de la solution élémentaire tridimen-
sionnelle présentée ici. La solution [G]op obtenue est définie & une constante pres, via
le choix arbitraire de Z (et donc de p’). Elle est singuliere comme logr en § = . Son
comportement & Uinfini est assez curieux: [G]ap — oo pour p — oo. Ceci, ainsi que
la divergence de 'intégrale (2.33), s’explique par le fait que [G]ap est le potentiel créé
dans I'espace infini tridimensionnel par une source de résultante infinie.

EQUATION INTEGRALE. L’équation intégrale vérifiée par toute solution de ’équation
de Poisson bidimensionnelle s’écrit ainsi:

{lw(®) —w(@)]H(Z,9) — q(@)G(Z,9)} dsy = / b(H)G (%, y) dD, (2.35)
oD D

avec (G, H) = ([G)ap, [H]2p). Elle est valable pour # € R? et donne la représentation
intégrale de u(Z) pour Z ¢ 0D. Les équations et représentations intégrales ont ainsi la
méme forme en deux ou trois dimensions.

PROBLEMES EXTERIEURS. Le passage & un domaine non borné D = R? — D (avec
b = 0) se fait comme pour le cas tridimensionnel. Il découle du comportement & 'infini
de la solution élémentaire bidimensionnelle (2.34) que tout potentiel w vérifiant les
conditions suffisantes de décroissance

u(y) = O(R™®), Vu(y)=O0R ') (y € Sr, R — +00) (2.36)
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est gouverné par ’équation intégrale:

u(z) + [u(y) — u(2)|H(Z,9) — ¢(§)G(Z,9)} dsy =0

{
oD

Comme en trois dimensions, pour & ¢ 9D, la représentation intégrale de u(Z) a une
forme identique que le domaine D soit borné ou non (seul le signe de la normale & 9D
change).

Annexe 2.1 — Quelques formules utiles
Soient x,y deux points de R™. La norme euclidienne r du rayon vecteur r
r=y—x=(y;—x;)e; =rie; r=|r|
admet des dérivées partielles données par
ri = @ rij = -0 = 1.15)
Tijk = %(BT,ir,jr,k — 0357k — 0T j — OjkT i)

(2.37)

et on note que le vecteur Vr = r;e; est unitaire: r;r; = 1. Les formules ci-dessus
permettent facilement d’établir:

n—1 1 n—3

A= (yza) (2.38)

Ar = 3
r r r

Annexe 2.2 — Calcul de la solution élémentaire du
laplacien

La solution élémentaire G(x, y) du laplacien pour I'espace tridimensionnel infini vérifie:
Gaa(®,y) +0(y —x) =0 y € R’ — {z} (2.39)

La transformée de Fourier G de G par rapport a la variable tridimensionnelle y, définie
par

~ 1 .
G =—— [ G ~i5v5 gy, 2.40
@.6) = g [ Cloyeom ay (2.40)
est appliquée a ’équation (2.39), ce qui donne:

) 1
&G (x, §) + @3

e~ it —

en posant & = |€|n = &n et |n| = 1. La solution G(x,y) est obtenue par transformée
de Fourier inverse:

1 e €n;(y;j—x;
G(;];7y): W/O /Se'gnj(JJ 7)dwd§ (241)
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(dw désignant I'élément différentiel d’angle solide sur la sphere unité S définie par
[n| = 1). D’autre part, remarquant que le changement de variable n — —n laisse S
invariante, on peut écrire:

“+oo
/ {/ eiﬁm(ijj)dw}df
0 s

+oo

= 1/ {/ eiém(yj—mj)dw+/e—z’&m(yj—mj)dw}dg

2 Jo s s
1 +oo , o
- {/ /ezém(yj—mj)dwdg_,_// ezém(yj—rj)dwdg}
2 0 S S J—oo

“+o0
= 1/ /eiénj(yj—mj)dwdg (2.42)
2 —oco JS

L’intégration par rapport a £ redonne une mesure de Dirac:

+oo
/ eiﬁm(yrﬂﬂj)dg =2m8(n; (y; — ;) (2.43)

— 00

Un repére orthonormé direct (a1, az, as) est maintenant introduit, tel que y—x = ras.
On a alors 7 = rsin p(cos aby + sinabs) + r cos pas et dw = sin pdfdeo (0, ¢ désignant
les angles des coordonnées sphériques de centre et d’axe as3), puis n.(y —x) = r cos ¢.
Par conséquent, (2.41), (2.42) et (2.43) conduisent au résultat recherché:

1 27 i
G(z,y) = @/0 d@/o d(r cos ) sin pdg

1 27 T du
=— df O(u)—
82 /0 ,/_T () r

1
T dar

SOLUTION ELEMENTAIRE DU BILAPLACIEN. Puisque Ar = 2/r, le résultat précédent
permet immédiatement d’établir que I’équation biharmonique

AAu =0

a pour solution élémentaire dans R3:

r

MILIEU ANISOTROPE. On considére ’équation
kijuﬁ'j =0 (244)
ou le tenseur k est symétrique et défini positif. Le changement de coordonnées:

Y = k71/2.y
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donne alors, posant v(Y') = u(y):

—1/2 —1/2,-1/2
i =vrkp;" wi; =v.1kp; /ij/ kiju,ij = v1r

Cela montre que I’équation de conduction anisotrope (2.44) est transformée en 1’équa-
tion de Laplace dans les coordonnées Y;. Par conséquent, la solution élémentaire
G(x,y), de (2.44) est simplement obtenue a partir de la solution élémentaire isotrope
G(X,Y) en faisant Y = k™/2.y, ce qui donne:
_ 1 1

Ar |k|M2 T

1 1
G(x,y) = ———= log — E =R?
@)= less (=R

G(z,y) (E =R%

avec:

k| = det(k) =(y-z) K (y -

Les solutions élémentaires pour le demi-espace et le demi-plan sont donc ici aussi
obtenues par la méthode des images.

Annexe 2.3 — Intégrabilité de r,,/r’

Soit S une surface réguliere orientée, le sens de la normale unitaire n étant donc choisi
a priori'3, et © € S. Supposons que S admette une description paramétrique de la
forme

r=y—x=r(¢,0)e, (2.45)
¢ € [0,7],0 € [0,27] étant les angles sphériques d’axe ez et d’origine prise en x, et
r(¢,0) une fonction différentiable!4. La relation

ndSy = (r ¢ AT )dopdd

est vraie pour toute surface paramétrée, n étant la normale calculée a partir du
paramétrage (2.45) et dont l'orientation peut donc différer de celle de n. Puisque

L) :7"74)67«4—7"64) T :T796r+7"8in§069
on obtient:
ndS, = (r? sin e, — T ¢ Sin pey — 11 geg)dpdd

et donc:
. dSy

ds ds
7 r—2y =ra-—g = re,,.ﬁr—By = sin wd¢pdl

(remarque: on a toujours, par construction, 7z.e, > 0). On en déduit que

/r,nd—fy z/dw:w(ac,S) (2.46)
s s

r

13Par exemple, si S est fermée, n est la normale extérieure & S.
140n suppose donc que tout rayon issu de x ne coupe qu’une fois S.
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ol dw est I'élément différentiel d’angle solide algébrique!® et w(x,S) l'angle solide
algébrique sous lequel @ voit S. L’intégrale |, S r~2r ., dS, est en particulier convergente.
Si S est fermée, on a notamment:

ds
/Sr,ﬁr—Qy = /de =27 (2.47)

Une surface S quelconque, réguliere, admet une partition S = Sp,..., Sy telle que
chaque S; soit descriptible par (2.45), de sorte que (2.46) reste vraie.
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Résolution numérique des équations
intégrales par éléments de frontiere

Ce chapitre traite de la méthode des éléments de frontiere pour 1’équation de Poisson
Au + b = 0. Par commodité de présentation, les sources b sont d’abord supposées
nulles, leur prise en compte étant traitée en section 3.6.

En l’absence de sources, le potentiel u et le flux ¢ vérifient I’équation intégrale
régularisée (2.20), que nous rappelons:

- {[u(y) — u(@)|H (2, y) — q(y)G(z,y)} dS, =0 (3.1)

le point de collocation x étant pris sur 9). Ce chapitre expose la méthode de collocation,
qui consiste a discrétiser I’équation intégrale prise en un nombre fini de points de
collocation x, suffisant pour fournir au moins autant d’équations que le probléeme discret
compte d’inconnues.

La discrétisation par éléments de frontiere résulte d’une transposition directe des
méthodes de représentation de la géométrie et des variables par fonctions de forme
et valeurs nodales classiquement utilisées dans le contexte des méthodes d’éléments
finis. Ce choix est principalement motivé par des exigences de généralité et de sou-
plesse: pouvoir décrire et traiter, par une approche unifiée, des problemes aux limites
posés sur des domaines de forme quelconque et supportant des conditions aux limites
quelconques.

3.1 Représentation de la géométrie par éléments de
frontiere

Le point de départ de la discrétisation consiste en I'introduction d’une partition de la
frontiere 02 en Ng éléments de frontiére E1, ..., Eyn, disjoints: 00 = Ui\fl E.. Les E,
sont ainsi des portions de courbes (domaine €2 plan) ou de surfaces (domaine Q tridi-
mensionnel). L’équation intégrale (3.1) est alors écrite comme une somme d’intégrales
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élémentaires:

Ng

> | () —u@)H (@ y) — )G, y)} 5, =0
e=1 ¢

Le calcul effectif de ces derniéres repose sur une description analytique de chaque

élément de frontiere, par un paramétrage:

£€Ae_)y(£)€Ee (]-SGSNE)

chaque élément E. de I'espace physique étant rapporté a un élément de référence A,
segment de la droite réelle &€ = (£) si O est une courbe ou domaine du plan € = (£, &2)
si 0N est une surface.

DESCRIPTION DES ELEMENTS PAR N(EUDS ET FONCTIONS DE FORME. Le plus sou-
vent on ne cherche pas & représenter exactement la frontiere 02, opération en général
complexe et se prétant peu a des algorithmes généraux et applicables a des classes
étendues de frontieres 0€2. On préfere introduire des descriptions paramétriques géné-
riques (généralement polyndmiales), dépendant pour chaque élément d’un petit nombre
de coefficients. Ce procédé ne permet en général que la construction d’une frontiere
approchée 00 = Uévfl E. de 99, mais donne en contrepartie une méthode unifiée de
représentation de frontieres quelconques.

Figure 3.1: Elément de frontiére F. et élément de référence A,.

Ces considérations ne font que reprendre celles qui ont conduit aux représentations
de domaines par éléments finis. Les éléments de frontiere classiques reposent ainsi sur
la représentation par nceuds et fonctions de forme. Les éléments de référence A, sont
choisis de forme simple: segment & € [—1, 1] pour les problémes plans, carré & € [—1,1]2
ou triangle & > 0,6, > 0,1 —-& — & > 0 pour les problemes tridimensionnels. Chaque
élément F, de la frontiere approchée 02 est décrit par un paramétrage de la forme:

N
e —y&) =) Nuly™ EeA, (32)
m=1

pour lequel on suppose donnés:
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e N, points y', ..., y™Ve de 00 appelés neeuds géométriques, donnés ici en numérota-
tion locale 1 < m < N,.

e N, fonctions de forme N1(€),..., Ny, (&) (habituellement polynémiales), vérifiant
les propriétés suivantes:

Ne
Np(€7) = dpq Ny(§) =1 VEeA, (3.3)
m=1
ou &7 € A, est antécédent du nceud y? € E.. Il y a bien sir un lien entre le
nombre N, de nceuds choisi pour décrire I’élément et le type de fonction de forme
utilisé.

te,

[r1
7 ' 5
"o

1 J_
__.8____i9 —;
1 |2 3

i-l

(A

Figure 3.2: Paramétrage d'un élément de frontiere quadrangulaire a 9 nceuds.

Ce formalisme permet de définir sans difficulté des éléments de frontiere courbes.
D’autre part les intégrales élémentaires sont calculées au moyen du changement de
variable inverse de (3.2); ainsi tous les éléments curvilignes (resp. triangulaires, qua-
drangulaires) sont rapportés au méme segment (resp. triangle, carré) de référence.

CONSTRUCTION DE LA FRONTIERE APPROCHEE. Elle consiste & accomplir les étapes
suivantes:

1. Choix de Ny neeuds géométriques y',. ..,y situés sur Q. Cette information
est consignée sous la forme d’une table de coordonnées, donnant pour chaque p
(1 <p < Np) les coordonnées cartésiennes du noeud yP.

2. Partition de 99 en Ng éléments (segments, triangles ou quadrangles curvilignes).
La table de connectivité e,q — m(e, q) donne, pour un noeud y¢ de numéro local ¢
sur I’élément de numéro e, son numéro global m(e,q) (1 < m(e,q) < Ny). Inverse-
ment, Pélément E, est défini par la donnée des N, nceuds y™(eb ... ym(eNe),

Les tables de coordonnées et de connectivité sont les deux composants essentiels du
maillage, et le définissent completement. La surface approchée complete résulte alors
d’une interpolation de type (3.2) sur chaque élément.
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CONSTRUCTION DES FONCTIONS DE FORME. Toute représentation approchée de 02
en éléments de frontiere (E1,..., En,) doit étre telle que deux éléments voisins se
raccordent exactement et ne présentent entre eux ni recouvrement, ni "trous”. Les
fonctions de forme classiquement utilisées en éléments finis sont construites pour vérifier
ces criteres (quelques familles de fonctions de forme usuelles sont rappelées en annexe
B.2). Il est nécessaire que deux éléments adjacents partagent les mémes noeuds-frontiere
(caractere conforme du maillage). L’approximation de 99 par noeuds et fonctions de
forme garantit alors

e l'existence et la continuité du plan tangent et de la normale en tout point intérieur
d’un élément;
e La continuité et le non-recouvrement de 99 A la jonction entre deux éléments.

Le plan tangent et la normale sont généralement discontinus a la traversée de la frontiere
entre deux éléments.

TANGENTE ET NORMALE. La géométrie différentielle classique donne alors la tangente
T unitaire ainsi que I’élément d’abscisse curviligne ds au point y(§) d’un élément de
frontiere curviligne comme:

N,
T==Y N©y!  ds=Jd§ = (3.4)
g=1

Ne
> Ni(©)y"
q=1

la normale unitaire étant alors donnée par:
n=eNT soit  nj; = ey

De méme, la normale unitaire n et I’élément d’aire d.S au point y(&) d’un élément de
surface sont donnés par des formules classiques de la théorie des surfaces:

n— %(al nap) S = J(€)de (3.5)
avec:
9 9 9 1/2
J(€) = lax A as| = {Ja1 |azl ~ (a1.02)*} (3.6)

ou (a1, az) sont les vecteurs de la base naturelle du plan tangent & E. en y(&) associée
au paramétrage (3.2):

aa(€) =) Neal®y? (a=12) (3.7)

J(€) est le jacobien du changement de variable y — £ inverse du paramétrage (3.2) de
Pélément de surface. Il faut évidemment que (a1, az) soient linéairement indépendants
pour tout & € A, pour avoir J(&) > 0, condition nécessaire pour que 1’élément E,. soit
non-dégénéré.
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EXEMPLE: FACETTES TRIANGULAIRES PLANES. C’est la méthode la plus simple
d’approximation de surfaces par éléments de frontiere. On définit une partition de
la surface considérée en triangles (curvilignes), dont les sommets y!,...,y"~ (numé-
rotation globale) sont pris comme nceuds géométriques. La surface approchée est alors
constituée des facettes planes triangulaires dont les sommets sont ceux des triangles
curvilignes constituant la partition de la surface réelle. Chacun de ces éléments de
frontiere a donc trois nceuds (les sommets du triangle) et peut étre paramétré sur le
triangle de référence. Le paramétrage (3.2) utilise des fonctions de forme linéaires:

y=&4y' +6Y° + (1 - & — &L)y° (3.8)
La base naturelle associée est donnée par:
ar = y! — o’ as = y? — o’

Le calcul de J, n et dS par (3.5) et (3.6) est immédiat. Bien entendu, 'approximation
ainsi construite est d’autant meilleure que les nceuds sont plus nombreux et la taille
des éléments plus petite. Le placement des nceuds aux sommets des triangles assure la
continuité de la surface décrite sur chaque triangle par le paramétrage (3.8).

=]

Figure 3.3: Approximation de la frontiére d'un domaine tridimensionnel par éléments
de frontiere triangulaires plans.

EXEMPLE: SEGMENTS CURVILIGNES. Une courbe fermée est découpée en Np seg-
ments curvilignes. Sur chacun d’eux, on considere trois noeuds: les deux extrémités
y!,y? et un point intermédiaire y? (numérotation locale), soit un total de Ny = 2Ng
noeuds. Avec la numérotation globale décrite par la figure 3.4, la table de connectivité
serait:

e 1 2 3 Ng
q 1 2 3[1 2 3[1 2 3[... ... .. 1 2 3
[me,g9 |1 2 3]3 4 5]5 6 7]... ... ...]2Ng—1 2Np 1|

Le paramétrage (3.2) utilise sur chaque élément des fonctions de forme quadratiques:

y = %g(g Dyt 4+ (1 -y + %5(5 +1)y*  fel-1,1] (3.9)
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Figure 3.4: Approximation de la frontiere d'un domaine plan par éléments de frontiere
curvilignes.

et on trouve: )
Tds =[5 —y') + €y +y’ - 297))de

3.2 Discrétisation des inconnues

La représentation des variables u, ¢ sur la frontiere reprend encore le formalisme de la
méthode des éléments finis. Une famille de N points de 9 2, ..., 2™ (en numérotation
globale), appelés neeuds d’interpolation, est choisie. Chacun des Ni(e) nceuds d’inter-
polation z* (1 < k < Ni(e), en numérotation locale) situés sur I’élément E. ou sa
frontiere est associé a une fonction d’interpolation My, (€), vérifiant les propriétés (3.3).
Une approximation des variables u, ¢ sur F, est définie par:

Ni(e) Ni(e

)
i(y) =Y Mg(&)u iy) =Y M(&)q" (€€ A.) (3.10)
k=1 k=1

oit les (u*,¢*) (1 < k < Ni(e)) sont les valeurs nodales i(z*),G(z") du potentiel et du
flux aux noeuds d’interpolation; y et & étant homologues par le paramétrage (3.2).

INTERPOLATIONS CONFORMES, NON CONFORMES, ISOPARAMETRIQUES. Une inter-
polation est dite conforme quand elle est construite de maniére & garantir la continuité
du champ interpolé a la jonction de deux éléments. Les conditions de conformité sont
les mémes que pour I'interpolation géométrique.

L’équation intégrale) (3.1 n’a de sens que si u € C%* (o > 0) en x, ce qui implique la
continuité de u en @. Par conséquent, bien qu’on puisse a priori envisager d’approcher
u, continu sur 92, par une représentation & présentant des discontinuités (par exemple
a l'aide de fonctions constantes par élément), celle-ci doit étre continue au point de
collocation x. 1l existe donc des choix incompatibles de fonctions d’interpolation My, (&)
et de points de collocation x: par exemple, utiliser des fonctions M} constantes par
élément n’est possible que si & est intérieur & un élément. Les interpolations conformes
sont de loin les plus utilisées pour u, et une étude comparative (Manolis et Banerjee
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[11]) conclut nettement en leur faveur. En revanche, une interpolation non conforme
de ¢ est acceptable, physiquement aussi bien que mathématiquement.

La définition (3.10) est écrite en termes des mémes fonctions d’interpolation pour
u et ¢q: ce choix est fréquent mais pas obligatoire. Il est parfois bon d’utiliser des
interpolations différentes pour u et ¢, notamment en présence d’arétes ou de coins.

Le plus souvent, les noeuds géométriques sont aussi pris comme nceuds d’interpo-
lation; on a alors Ny = Ny et y* = z*, (1 < i < Ny), et les fonctions de forme et
d’interpolation sont alors identiques: Ny(§) = Mp(§), (1 < k < Nn). Ce type de
représentation, dit isoparamétrique, est nécessairement conforme pour u et q.

3.3 Construction et résolution numérique du
probleme discrétisé

DISCRETISATION DE L'EQUATION INTEGRALE. La méthode de collocation consiste a
forcer I’équation intégrale (3.1) & étre vérifiée exactement en certains points de collo-
cation x°, en nombre fini N.. Une fois le maillage créé, la discrétisation est effectuée
par report des interpolations (3.2) pour la géométrie et (3.10) pour les variables dans:

Ng
S [ {la) - a@HE ) - dw)Ga )} 45, =0 (1 <cs N

Cette équation fait intervenir des intégrales élémentaires régulieres (x¢ ¢ E.) ou sin-
gulieres (¢ € E.). Pour un point & € 992 donné, posons:

I(x) ={e€[l,Ng|,x € E.] I(z) = [1,Ng] — I(z)

En d’autres termes, une intégrale élémentaire sur E. est singuliere pour e € I(x) et
réguliere pour e € I(x); le support des intégrations élémentaires singulieres pour le
point de collocation x est la réunion d’éléments U.c () Ee.

L’équation intégrale discrétisée prend alors la forme suivante, en distinguant inté-
grations singulieres et régulieres:

Ny(e)
0= Z Z {AS(C,P)um(e,P) _ B(e’p)qm(e,p)}
ecl(xz) p=1
Ni(e)

+ 3 Y {AR(e,p)um(e’p)—B(e,p)qm(e’p)}—u(wc) S AR@e)  (3.11)

eci(z) p=1 e€l(z)
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avec les intégrales élémentaires:

ASe.p) = [ 4, - Myn ) (a7, 9)ds,

Blep) = | Mp)G(a*y)dS,
AR(e.p) = [ M(§)H(x"y)dS,
AR(e) = [ H(z*y)dS,
E(e)

dont le calcul numérique est traité aux sections 3.4 (intégrations régulieres) et 3.5
(intégrations singulieres) respectivement.

Pour un élément E., e € I(x€), Vantécédent de x¢ par le paramétrage (3.2) est
noté n, € A., ou plus simplement 1 en l’absence d’ambiguité concernant ’élément
considéré. L’expression de l'intégrale élémentaire AS tient compte de ce que (3.10)
appliquée au point ¢ donne:

Ni(e)
Vee I(@)  u(a®)= Y My(n,)ume?
p=1

ou les M, sont les fonctions d’interpolation associées a I’élément F.. Par conséquent:

Ny(e)
VeeI(m)  uly) —u(@®) =Y [My(&) — My(n,)Ju™? (3.12)

p=1

ASSEMBLAGE DU SYSTEME LINEAIRE. Les N, équations scalaires (3.11) présentent la
forme matricielle:

[A{u} + [B]{q} = [0] {ul ={u"h<meny s {4} ={q"h<m<ny  (3:13)

Les matrices [A] et [B], de dimensions N. x N, sont pleines, ce qui constitue une
différence majeure par rapport aux méthodes d’éléments finis. Cela est di au fait que,
par l'intermédiaire des solutions élémentaires G(x,y), H(x,y), tout point de 92 a une
influence sur tout point de 99, et ce quel que soit la méthode d’interpolation de (u, q)
utilisée.

L’équation (3.13) est une relation linéaire en les 2Nt valeurs nodales (u™,¢™). En
outre, des conditions aux limites bien posées contraignent chaque couple (u™,¢™) a
vérifier une relation, de sorte qu’il reste finalement N; inconnues scalaires. Il est donc
nécessaire d’avoir au moins Ny équations indépendantes dans (3.11). Le plus simple
est d’opérer la collocation de I’équation intégrale en tous les noeuds d’interpolation:
x¢ = z° (1 < ¢ < Ny), ce qui permet de réutiliser des points déja définis. Il y a alors
autant de points de collocation que de noeuds d’interpolation (V. = Ny); ¢’est le choix
le plus courant en pratique.

La construction des matrices [A] et [B], opération appelée assemblage, procéde schéma-
tiquement comme suit:
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Boucle sur les N, points de collocation x°.

Pour chaque x€, boucle sur les Ng éléments: 1 < e < Ng.
TEST: e € I(x°)?

e Si oui: intégrations singuliéres sur E., puis affectation:

Aem — Aem + AS(e,p)  Bem < Bem — Ble,p)  (m =m(e,p))
e Si non, intégrations réguliéres sur E., puis affectation:

Acm < Anm + AR(e,p)  Bem < Bem — Ble,p)  (m = m(e,p))

et -
Ace — Ace + AR(e)

Fin de boucle
Fin de boucle

et le nombre d’intégrales a calculer est proportionnel a Ng x N., N, étant lui-méme
proportionnel a N,.

Incorporation des conditions aux limites. Celles des composantes de {u}, {t} qui
sont données par les conditions aux limites sont remplacées par leur valeur dans (3.13),
et les colonnes correspondantes envoyées au second membre; cela donne un systeme
linéaire carré:

[Kl{v} = {f} (3.14)
dans lequel {v} désigne le vecteur formé des composantes de {u}, {t} restées incon-
nues, [K] est formée des colonnes de [A], [B] associées aux composantes de {v} et
{f} est le second membre formé par la somme (changée de signe) des colonnes de
[A], [B] associées aux composantes connues de {u}, {¢} multipliées par la valeur de ces
dernieres. Par exemple, pour un probleme & conditions aux limites mixtes (¢ = ¢ sur
Sq, U = uP sur S, = 00— Sq), moyennant une éventuelle renumérotation des colonnes,
(3.13) s’écrit:

[Ah AQ]{u/’ uD}T + [Bh BQ]{qD’ q,}T =0

et le systéme final, dont les inconnues sont les sous-vecteurs {u’}, {q’}, devient:
[A1, Bol{u',q'}" = ~[A2, Bi]{u”,q"}"
soit I'équation (3.14) avec
[K]=[A1,Bs]  {v}={u ¢} {f}=—[A,Bi]{u” ¢"}"

STRUCTURE ET RESOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE. La matrice [K] dans (3.14) est
généralement pleine et non symétrique. Ce fait constitue une différence notable par
rapport aux méthodes d’éléments finis, qui conduisent & une matrice de rigidité bande
et symétrique (Batoz et Dhatt [1]).

Le systeme (3.14) est alors classiquement résolu par élimination de Gauss, la matrice
[K] étant transformée en une matrice triangulaire supérieure, ce qui permet ensuite



46 CHAPITRE 3. RESOLUTION NUMERIQUE PAR ELEMENTS DE FRONTIERE

de calculer la solution {v} par remontée. Des méthodes itératives ont également été
proposées (Mullen et Rencis [12], Kane et coll. [9]) mais semblent d’un emploi moins
courant. Nous ne décrivons pas ici la méthode d’élimination de Gauss, tres classique
(Ciarlet [3]); la bibliotheque LINPACK [5] (pour n’en citer qu’une), du domaine public,
propose les programmes FORTRAN nécessaires.

Commentaires. On peut préférer incorporer les données u”, ¢” directement dans
les intégrales élémentaires de 1’équation intégrale discrétisée (3.11) al’aide d’une expres-
sion analytique en fonction du point courant y, quand elle est connue. Dans le cas de
potentiel imposé non nul, il faut alors pouvoir mettre en facteur une puissance positive
de |y — x| dans I’expression analytique de u”(y) — u”(x) pour évaluer correctement
celles des intégrales élémentaires qui sont singulieres.

D’autre part, la construction explicite des matrices [A], [B] peut souvent étre évitée
au profit d’une construction directe de [K|,{f}. Il faut alors organiser I’assemblage
de maniere & affecter directement les intégrales élémentaires & [K], {f}. Cela donne:

TEST: e € I(x)?

e Si oui: intégrations singuliéres sur E., puis affectation:

— Si w9 est donné et ¢"(¢9 est inconnu, alors:

Ni(e)
ij(@#]) — Kc,j(@,q) - B(ev Q)a fc — fc + Z AS(@, q)um(e,q)
qg=1
— Sinon:
Ny(e)

K i(e,q) — Kejie,q) + AS(e,9), fo— fo— Z Ble, q)g™?
q=1
e Si non, intégrations régulieres sur E., puis affectation:

— Si w9 est donné et ¢"(¢9) est inconnu, alors:

Ni(e)
ij(@#]) — Kc,j(@,q) - B(ev Q)a fc — fc - Z AR(@, Q)um(Eﬂ)

g=1
fe—fe— Zﬁ(e)um(e’q) (pour le cas m(e,q) = ¢)

— Sinon:
Ni(e)
Kc,i(e,q) - Kc,i(e,q) + AR(@, Q)a fc — fc + Z B(ev Q)qm(e’q)
q=1

Koo Koo+ AR(e)

(i =1i(e,q) et j = j(e,q) étant les numéros d’ordre attribués a celles des valeurs
nodales u™(¢9) et ¢"(&9) qui sont inconnues).
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POST-TRAITEMENT: CALCUL DES CHAMPS AUX POINTS INTERIEURS. Apreés résolu-
tion du systeme (3.14), les valeurs nodales {u™}, {t™} (1 < m < Ny) sont connues. On
peut alors évaluer numériquement les formules (2.14), (2.15) de représentation, ce qui
donne des valeurs approchées de u(x), Vu(x) en un point d’observation « intérieur:

Ng NI(E)

=3 Y {aer [ @6t e i
uer) Mp@)H(w,y)J(s)df} (3.15)
E(e)
Ng Ni(e)
=> > { mer) [ M (€)Ga(x, y)J(€) A
e=1 p=1 E()
ume?) Mp@)Gw(wyy)nj(y)J(s)dg} (5.16)
E(e)

Les intégrales élémentaires apparaissant dans les expressions ci-dessus, dépendant de
a travers les solutions élémentaires, doivent étre recalculées pour chaque point intérieur
x et ne sont pas réutilisables. Le calcul numérique de nombreuses valeurs intérieures
peut ainsi nécessiter un temps de calcul important.

D’autre part, des difficultés numériques apparaissent quand « est pris proche de
99, en raison de la présence de termes variant en |y — |~ |y — 2|~ dans (3.15) et
en |y — w|72, ly — ac|73 dans (3.16). Bien que les intégrales ne soient pas a proprement
parler singulieres, la précision de leur évaluation numérique est sérieusement dégradée
quand « s’approche trop de 9f; on parle parfois d’intégrales quasi-singuliéres, sur
lesquelles on reviendra dans la prochaine section.

Quand cela est possible (c’est-a-dire dans le cas fréquent ol la solution élémentaire
pour le milieu infini est utilisée), il est préférable d’utiliser la variante de (2.15) intégrée
par parties, qui ne contient que des termes en |y — sc|_17 ly — :II|_2

Ng NIe)
-3 Z{ 0 [ DyME)G, () dS,
p=1

e=1 B

Sl AR dsy} (3.17)

3.4 Calcul des intégrales élémentaires régulieres

Le calcul numérique des intégrales élémentaires régulieres qui apparaissent dans I’équa-
tion intégrale discrétisée (3.11) et les représentations intégrales discrétisées (3.15),
(3.16) repose habituellement, comme pour les méthodes d’éléments finis, sur I'utilisa-
tion de formules de quadrature par Points de Gauss.

PRINCIPE DE L'INTEGRATION NUMERIQUE PAR POINTS DE GAUSS. On se contente
ici de quelques brefs rappels, renvoyant le lecteur aux ouvrages sur la théorie de
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I'intégration numérique (Davis et Rabinowitz [4] ou Stroud et Secrest [15], par ex-
emple).

Intégrales simples. La valeur approchée d’une intégrale sur le segment [—1,1] est

donnée par la formule:
1 N
/ f(x)dx%Zwif(xi)
-1 i=1

ou les x; et w; sont respectivement les points de Gauss et les poids associés a ces points.
Ils sont déterminés de maniere unique pour N donné!, et tabulés dans la littérature;
I’annexe B.3 donne leurs valeurs pour N < 7. Les Points de Gauss sont caractérisés
par le fait que l'intégration des mondémes de degré < 2N — 1 est exacte:

1 N
VE,0 < k< 2N —1, / o de = wiaf (3.18)
1 i=1

En ce sens-la, 'intégration par points de Gauss est optimale parmi les formules utilisant
N points et poids.

Les points de Gauss sont intérieurs au segment: V(i, N),z; €] — 1,1], et les poids
sont strictement positifs: V(i, N),w; > 0. Leur répartition est symétrique par rapport
au milieu du segment: V(i, N),x; = ty—_;, W; = WN_;.

Le calcul numérique d’une intégrale sur [a,b] demande un changement de variable:

b b—a [' . b4+a b-ua
[ peae =250 [ et 5o

Il existe aussi des familles de points de Gauss modifiés pour I’évaluation d’intégrales
du type:

b N
/ f@)gle)de ~ 3 i (@)

contenant un poids g(x) > 0 intégrable sur [—1,1]. Elles permettent par exemple
le calcul numérique d’intégrales faiblement singulieres, le poids g(z) incorporant la
singularité. Le tableau B.3 de I’annexe B donne les abscisses et poids pour I'intégration
numérique unidimensionnelle en présence d’une singularité logarithmique:

[av b] = [0’ 1] g(x) = Logé

Intégrales doubles sur le carré [—1,1]%: Elles sont évaluables au moyen de la
“formule-produit”:

Lol N N
/_1/_1 feydedysd Y ww;fliz)) (3.19)

i=1 j=1

ol les x;, w; sont les points et poids de Gauss pour Uintervalle [1, 1] utilisés dans (3.18).

1Ce sont les zéros du polynéme de Legendre d’ordre N
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Intégrales doubles sur le triangle T: £ > 0,3 > 0,1—& —& > 0. Le changement
de variables & = 0.25(14u)(1 —v), & = 0.5(1 4 v) transforme le triangle 7 en le carré
[~1,1]2. Cela permet d’appliquer la formule-produit (3.19):

/Tf(x,y) dzdy = /11/119(%@)%(1 _ v)dud

1 N N
=2 3OS wiwig(wi,x;) (1 - yy)

i=1 j=1

mais cette méthode brise la symétrie du triangle en concentrant des points d’intégration
pres du sommet x = 0,y = 1, qui devient privilégié. Il existe d’autre part des for-
mules d’intégration numérique utilisant des points (z7,yl) et poids w! spécialement
adaptés au triangle (Lyness et Jespersen [10]), et respectant la symétrie ternaire. Les
intégrations numériques prennent alors la forme:

N
/Tf(w,y)dwdymzwff(xﬁy?)
i=1

L’annexe B.3 donne les (7, y!', wl) pour quelques valeurs de N.

CHOIX DU NOMBRE DE POINTS DE GAUSS. Le nombre N de points de Gauss a utiliser
pour une intégration réguliere sur un élément de frontiere F varie selon que la frontiere
est une courbe ou une surface.

Il dépend en outre, comme pour la méthode des éléments finis, de la représentation
de la géométrie (variations du jacobien J(&)) et des inconnues (degré des fonctions
d’interpolation M, utilisées). Dans les cas courants (fonctions d’interpolation polyno-
miales usuelles?, éléments ne présentant pas de distorsion sévere), un nombre modéré
de points de Gauss (2 x 2 ou 3 x 3 sur un carré) est suffisant.

Il varie enfin, et cette considération est spécifique aux méthodes d’équations inté-
grales, selon les positions relatives de « et E. En effet, la présence de termes en
r~1r=2,r=3 (r = |y — x|) provenant des solutions élémentaires G(z,y), H(x,y) et
leurs dérivées entraine des variations tres fortes de I'intégrand sur F si « est proche de
E. Au contraire, si x est éloigné de F, ces termes deviennent a peu pres constants. Donc
un nombre de points de Gauss correspondant au choix des fonctions d’interpolation et
aux variations du jacobien est satisfaisant si « est éloigné de E mais devient nettement
insuffisant si @ est proche de E. Bien entendu, la notion de “proximité” de x a E est
a prendre en un sens relatif: rapport d’une distance caractéristique d(x, E) de & E
a une dimension typique D de E.

Il est peu astucieux de calculer toutes les intégrales élémentaires régulieres avec
Nipaz points, ot Npq. permettrait de couvrir le cas de proximité entre @ et E le plus
sévere: cela conduirait a des temps de calcul d’intégrales inutilement élevés. Plus le
maillage est fin, plus la proportion de couples (x, F) “relativement éloignés” est grande,
donc plus la proportion d’intégrales pour lesquelles N4, surévalue N est grande. Il

2Par exemple celles figurant en annexe B.2
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est donc conseillé d’adapter IV aux positions relatives de « et F, afin de maintenir une
précision d’intégration numérique satisfaisante au moindre cofit.

Plusieurs stratégies ont été proposées pour répondre concretement a cette question
difficile. Par exemple, une formule théorique de majoration d’erreur de quadrature,
qui fait intervenir des dérivées d’ordre N de l'intégrand, est utilisée comme guide dans
[2]. Une autre approche de la question consiste en une étude “empirique” (Rezayat et
coll. [14]) assez systématique, sur un nombre élevé d’essais numériques, associée a une
technique d’ajustement de courbes. Ces auteurs ont ainsi proposé, pour l'utilisation
des éléments triangulaires a 6 nceuds ou quadrangulaires & 8 nceuds, le calcul d'un
indicateur de sévérité IS défini par:

IS = (2.37 4+ 0.424 cos6)D/d (3.20)

avec D: taille de I’élément (plus grande diagonale d’un rectangle, plus grand c6té d’un

Figure 3.5: Indicateur de sévérité: notations géométriques.

triangle), d = |z — x| (z étant le centre de I’élément) et : angle entre z — x et n(z)
choisi tel que cosf > 0 (figure 3.5). Les valeurs de N & utiliser sont alors fonction
de IS, selon le tableau 3.1. Cette méthode est simple a programmer et d’application
pratique assez générale.

Nombre de points de Gauss par élément
IS || quadrilateres (N. =8) triangles (N, = 6)
1 2 x 2=4 6
2 3% 3=9 7
3 4 x 4=16 16
4 5 X 5b=25 19
5 6 x 6=36 28
6 || 4x(4x4)=64 4x16 =64
7 || 4x(5x5)=100 4%x19=176
8 || 4x(6x6)=144 4 x 28 =104

Tableau 3.1 : Choix du nombre de points de Gauss selon I'indicateur de sévérité statique
(d'apres [14]).
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INTEGRALES QUASI-SINGULIERES. Les intégrations régulieres pour @ tres proche de
E (d(z,E) < D) posent des difficultés liées & la grande rapidité des variations de
Iintégrand au voisinage de la projection orthogonale z de & sur £, méme si un grand
nombre de points de Gauss sont utilisés; on parle dans la littérature d’intégrales quasi-
singulieres. Pour s’en rendre compte, considérons les intégrales:

27 R
rdr
I, :/0 /0 7(/124—7“2)7”/2 (m=1,2,3)

représentatives de celles qui interviennent dans les représentations intégrales (3.15),
(3.16); h > 0 est représentatif de la distance de = & sa projection orthogonale sur E.
L’intégrale pour m = 3 présente la “quasi-singularité” la plus forte. Le tableau 3.2
donne les valeurs exacte et approchée (calculée avec 7 points de Gauss, qui intégrent
donc exactement tous les polynomes de degré < 13) des I,,, pour R = 20h et met
ainsi en évidence les difficultés posées par 1’évaluation des intégrales quasi-singulieres
(h < R).

exacte approchée | |AI/I|
T, /(27h) || 19.02498 | 19.01439 | 5.6(-4)
Ly/m 6.00003 | 5.99396 1.0(-4)
Ish/2m || 0.98275 | 0.95006 3.4(-2)

Tableau 3.2 : Intégrales quasi-singulieres: valeurs exacte et approchée (avec 7 points
de Gauss) de I, Iy, Is.

On remarque en particulier 'erreur de 3.4% faite sur I, qui est trés importante
en regard des précisions souhaitées pour les calculs d’intégrales élémentaires. Des
méthodes ont été proposées pour améliorer la précision du calcul de ces intégrales
quasi-singulieres:

Transformation de Telles. Telles [16] introduit une transformation de l'intervalle
[—1,1] sur lui-méme permettant de concentrer les points de Gauss au voisinage de
la projection orthogonale xy de  sur I’élément considéré. Cette transformation est
appliquée au calcul des intégrales quasi-singuliéres curvilignes (problemes bidimension-
nels) ou sur un élément de référence carré (application de la méthode-produit).

Pour un domaine d’intégration égal au segment {(¢,0),¢ € [—1, 1]} du plan, on pose
x = (z9,d), de sorte que sa projection orthogonale sur le segment est o = (z,0). Les
intégrales du type:

1 d
IRG - 77)2£+ azpr =LY

sont calculées & l'aide du changement de variables { € [—1,1] — v € [—1, 1] défini par:

J + 3R?
1—J

1-J

e ——L
Cel-L= 1 3p

{73 —3Ry% + 7+3R} (v [-1,1])
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ol R est donné en fonction de x¢ et J = d€/dv |¢=s, par:

R= [+ VZ+] +[ra- Va4

1+2J
1 1 223
= 3—2J)— —9 ) -
1= 5+ 27) [2(1 +2J) (“0( Iy 2J) IO]
1
= [4J(1 - 1— 22
la valeur de J = d€/dvy |¢=q, étant calculée selon la reégle:
J = 0.85+ 0.24Logd 0.06<d<1.3
J = 0.893 + 0.0832Logd 1.3<d<3.618
J=1 3.618 < d

Méthode PART. Hayami [8] propose pour des intégrales de surface quasi-singulie-

res du type:

ds,
I:/Sf(y)|y_w|p

(habituellement p = 1,2, 3 pour les probléemes tridimensionnels), le point & étant proche
de la surface S, la méthode PART (Projection and Angular and Radial Transformation),
qui fonctionne comme suit:

1.

Calcul de la projection orthogonale z de x sur S (par exemple au moyen de la
méthode de Newton-Raphson). La distance |« — z| est notée d.

Projection de la surface courbe S sur le plan tangent en z & S: la surface projetée
est notée S.

Introduction de coordonnées polaires (p, «), centrées en z, sur S. L’intégrale I

devient:
2m pnm,a:(a) 1
I=/ da/ fp, ) —JTpdp
0 0 T

Application d’une transformation radiale R(p) choisie de maniere & affaiblir la quasi-
singularité, qui est essentiellement reliée a p.
Application de la transformation angulaire o — ¢:
h; 1+ sin(a — «; cos(a — o dt
I 1o {M} da = ( J)dt:

ta) = =L
(a) 2 1 —sin(a — o) h; Prmaz

Intégration numérique de I par points de Gauss, selon les variables transformées
R, t, sous la forme:

t2m) gy R(pmaz (@) 1 dp
I:/ / flp,0)— Jp——dR
t(0)  Pmaz JR(0) P R

L’auteur propose plusieurs transformations radiales, dont:
e La transformation Log — Lo: R(p) = Logy/p? + d?
e La transformation Log — L1: R(p) = Log(p + d)

Il conclut a la supériorité de la derniere citée et donne des résultats de convergence par
rapport au nombre de points de Gauss.
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3.5 Calcul des intégrales élémentaires singuliéres

Les intégrales élémentaires sont singulieres quand x est situé sur 1’élément E. Les
formulations intégrales classiques font intervenir des intégrations en valeur principale
de Cauchy, dont I’évaluation numérique correcte n’est maitrisée de maniere générale
et satisfaisante que depuis peu (Guiggiani et coll. [7]). La démarche présentée au
chapitre 2, fondée sur la régularisation indirecte, permet de n’avoir a traiter que des
intégrales faiblement singulieres. Cet avantage demande toutefois a étre concrétisé par
une méthode de calcul numérique adaptée, car les formules de quadrature gaussiennes
ne s’appliquent qu’aux intégrales régulieres. Nous la décrivons ci-apres pour les deux
types d’intégrales élémentaires singulieres apparaissant dans (3.11):

I = / N (€) — Ny ()] H (z, ) (€) de (3.21)
E(e)

b= [ N(§G(y)JI(€)ds (322)
E e

PROBLEMES TRIDIMENSIONNELS. Les intégrales élémentaires portent sur des éléments

de surface. H est singulier comme |y — sc|_2. La technique d’intégration singuliere

repose sur U'introduction d’un systéme de coordonnées polaires (p, ) centré en n dans

lélément de référence A, (figure 3.6):

(€1,€2) = (m1,7m2) + p(cos a; sina) (3.23)

— - —

Ny&y

Figure 3.6: Coordonnées polaires sur I'élément de référence.

Fonctions de forme réduites. En vertu de la formule de Taylor pour les polyndémes
a deux variables, il existe des polynomes le;a(é ;M) tels que:

Np(€) = Np(n) = (60 = 1) Ny (€:1) (3.24)
Le report du passage en coordonnéees polaires (3.23) donne alors:

Ny(€) = Np(n) = p [cos alNg, (€5m) + sin a5 (€ )]
p(p:;m) (3.25)
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ce qui définit des fonctions de forme modifiées Np (p, a;m). L’apparition de p en facteur
de Np est le but de cette manipulation. Par exemple, dans le cas le plus simple des
fonctions de forme linéaires (3.8) pour I’élément triangulaire, il est facile de montrer
que les fonctions N associées s’écrivent:

N1 = —(cosa +sina) Ny = cosa N3 =sina

Les fonctions de forme modifiées associées aux éléments de frontieére usuels sont données
en annexe B.2.

EXPRESSION DES INTEGRALES SINGULIERES DANS LE SYSTEME P, Q. Compte tenu
de ce qui précede, |y — x| est maintenant exprimé, a partir du paramétrage (3.2) du
point courant sur ’élément, & ’aide des fonctions de forme réduites:

N, N,
y—x = [Ny(&) — Ny(m)y? = pNyy*

de fagon & mettre p en facteur de (y — «). En poussant le développement (3.24) & un
ordre supérieur, on peut écrire que:

1
Niia(&m) = No.a(n) + 5(€5 = 18) N5 (€:m)

ce qui permet de voir que:

2

e

Nyy? = a1(n) cosa + az(n) sina + pO(1)
1

=]
I

D’autre part le caractere linéairement indépendant en tout point de la base naturelle
a1, as entraine a1 (n) cos a + aq(n) sin a # 0 quel que soit 'angle a. On a ainsi prouvé
que r = |y — x| peut étre réécrit sous la forme:

N,

q=1

r=pr(p,a;m) = p (3.26)

ou le facteur 7 est non nul en p = 0. Les solutions élémentaires G, H sont alors mises
sous la forme:

Ha.y) = il(pan)  Gla.y) = 2Glp.0in) (3.27)

ou G, H sont non-singulieres en p = 0. Enfin 1’élément différentiel devient:
d¢ = pdpda (3.28)

La combinaison de (3.25), (3.26), (3.27) et (3.28) permet finalement de réécrire les
intégrales singulieres (3.21), (3.22) sous une forme complétement réguliere dans le
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systeme p, a:

L= o My (p,c;m)H(p, ;) J (€)dpda (3.29)

L= M,(€)G (p, a;m)J (€)dpda (3.30)

Ainsi, la mise en facteur de p via l'introduction des fonctions de forme modifiées (3.25)
permet de concrétiser U'effet régularisant du terme N, (&) — Np(n) dans (3.21).

CALCUL DE Iy, Is PAR POINTS DE GAUSS. Le calcul numérique effectif des expres-
sions (3.29), (3.30) ci-dessus nécessite un dernier changement de variable. En effet,
la description de I’élément de référence A, en coordonnées polaires (p, ) utilise une
subdivision en triangles (quatre et trois triangles respectivement pour ’élément de
référence carré et triangulaire), selon la figure 3.7. Chacun de ces triangles est carac-
térisé par la donnée de quatre parametres pg, a1, a2, iy, €t contient les points &(p, @)
tels que:
a1 <a<a, 0<p<py/cos(a— )

t t
(+1)1£2 E
5 i@ (+1)
|
n I
DNy |9
@ . | (+1) e
|
| - @ N
(1) (+1)

Figure 3.7: Subdivision de I'élément de référence en triangles.

Pour le cas général ou ;) est un point intérieur de A, on prend ,,, = 0,7/2,7,37/2
(A¢: carré de référence) ou auy, = w/4,7,31/2 (A.: triangle de référence). Sur chacun
des triangles de la subdivision de A., on considere alors le changement de variables
(v1,v2) — (p, ) défini par:

_a2—a1 a2+ al

7 2T T P=

P
cos(a — am)

a (14 wv)

N =
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Les variables (v, v2) parcourent le carré [—1,1]? pour chaque triangle de la figure 3.7.
L’élément différentiel se transforme en:

1 Po
dpda = = (ag — a1) ————dvid
paa 4(062 Oél)cos(oz—()cm) v1av2
Cet ultime changement de variable permet ainsi de calculer les intégrales singulieres
I, I alaide de points de Gauss sur le carré [—1, 1].

PROBLEMES PLANS. Les intégrales élémentaires sont curvilignes. La technique précé-
dente est applicable, sous une forme un peu plus simple; elle n’est utilisée que pour
l'intégrale contenant H(x,y), singulier comme |y — w|_1:

L= [No(&) = Np ()} H (z, y) ds, (3.31)
Les fonctions de forme M, sont (habituellement) des polynémes de la variable £. En
vertu de la formule de Taylor, il existe des polynomes Np(f ;m) tels que:

Np(€) = Np(n) = (€ = m)Np (&)

On écrit ensuite que:

Ne
r=(y—a)=(E-—ni avec 7=y My(&n)y"

q=1

et on pose3:

H(z,y) = ﬁman)

pour obtenir Uintégrale singuliere (3.31) sous la forme complétement réguliere:

I = /_ RIACHE{CORE (3.32)

qui peut étre intégrée sous cette forme par points de Gauss classiques.

COMMENTAIRES. Insistons ici encore sur le fait que cette procédure d’intégration
singuliere concrétise ’opération de régularisation des équations intégrales. Elle exploite
ainsi les avantages de la méthode des points de Gauss: précision, stabilité, évite les
difficultés liées aux valeurs principales de Cauchy et permet in fine une évaluation fiable
et précise des intégrales singulieres.

Cette technique permet d’utiliser sans probleme toutes les fonctions de forme usuel-
les, pour la représentation aussi bien de 9Q (éléments de frontiere courbes) que des
champs inconnus (interpolations de degré élevé). Cette souplesse est également possible
avec les formulations du type valeur principale de Cauchy, mais a la condition de traiter
trés soigneusement le passage a la limite € — 0, voir Guiggiani et coll. [6].

3Noter la mise en facteur de £ —n et non de |¢ — n|. Pour la solution élémentaire du plan infini, on
a H = —(r.n)/(27r?) et donc H = —(#.n)/(27#2).
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Le caractere singulier de I'équation intégrale (3.1) est, en définitive, un avantage.
En effet, les intégrales élémentaires singulieres de (3.11) tendent & rendre dominants
les termes proches de la diagonale dans les matrices [A], [B] de Iéquation (3.13), en
particulier si les points de collocation et les nceuds d’interpolation sont confondus et
partagent la méme numérotation, et donc & produire un systeme linéaire final bien
conditionné. Par conséquent, de deux choses 'une:

1. Si on sait évaluer numériquement avec précision les intégrales singulieres, on profite
pleinement de I'avantage du bon conditionnement du systeme linéaire.

2. Dans le cas contraire, une mauvaise évaluation des intégrales singulieres est source
d’erreurs importantes, car les termes dominants de la matrice [K] sont altérés.

L’importance d’une évaluation correcte de ces intégrales, et I'intérét de la régularisation
complétée par la technique d’intégration singuliére exposée ici, apparaissent donc claire-
ment.

3.6 Traitement des intégrales de domaine

En présence de sources volumiques non nulles, ’équation intégrale (2.20) comporte au
second membre le terme:

| wc@vay, (3.39)

Sa conversion en intégrales de frontiere est souhaitable, afin de restreindre le sup-
port géométrique de I'ensemble des calculs d’intégrales au maillage de la frontiere 0€2;
cela est parfois réalisable au moyen de la méthode de réciprocité multiple. 11 faut
sinon recourir a des intégrations de domaine, qui utilisent habituellement des cellules
d’intégration sur lesquelles la méthode des points de Gauss est utilisée.

Méthode de réciprocité multiple. Proposée par Brebbia et Nowak [13], elle repose
sur la construction d’une suite GV)(x,y), N > 0 de solutions élémentaires telle que:

GN(z,y) = AGV D (z,y)

de terme initial GO (x,y) = G(z,y). Pour le cas usuel G = G(©) = 1/(47r), on trouve:

G(N) _ irQN—l
41 (2N)!

(n>0) (3.34)
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On peut alors écrire, par application itérée de la troisieme formule de Green (2.4) et
pour tout champ b suffisamment régulier:

/ bG AV, = / AbGD) aV, + / (6Wb—6"e,,) as,
Q Q o0
- / AABG® 4V, + / (¢Wb—cWe,,) as,
Q o0

+ / (62ab-c®(a),,) ds,
o0

N-1
— /Q ANYGN AV, + Y /6 . (Gfg;“mkb— G<P+1>(Akb),n) ds,
p=0

pour un entier quelconque N, et ou AP désigne le laplacien itéré p fois. Si le terme de
volume résiduel:

/ ANGN) v,
Q

peut étre rendu suffisamment petit au-dela d’une certaine valeur de N, on a réalisé la
conversion approchée de l'intégrale de domaine en intégrales de frontieres.

Le probléeme de la conversion des intégrales de volume n’est toutefois pas complete-
ment résolu par cette méthode. La convergence vers zéro du terme de volume résiduel,
suggérée par 'apparition des inverses de (2N + 2)! dans G, reste & établir formelle-
ment. Ce traitement se préte surtout au cas ou la distribution volumique de sources b
est donnée analytiquement, car il semble illusoire de prétendre disposer de valeurs cor-
rectes de laplaciens itérés d’un champ b connu seulement par des valeurs numériques en
un nombre fini de points, en raison du caractere mal posé de la dérivation numérique.

UTILISATION DE CELLULES D’INTEGRATION. Si les sources volumiques b ne sont
connues que sous forme numérique?, les intégrales de domaine doivent étre calculées

4Par exemple comme résultat de la résolution numérique d’un autre probleme.

&——0 clement de frontiere
e noeud
* point de Gauss
D cellule d'integration

Figure 3.8: Cellules d'intégration et éléments de frontiere pour un domaine bidimen-
sionnel: illustration schématique.
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numériquement. On est alors conduit a découper 2 en cellules d’intégration, construites
a l'aide d’un maillage de type éléments finis de domaine®; elles sont ainsi paramétrées
a Paide d’une cellule de référence (cube, prisme, tétracdre...pour un domaine tridi-
mensionnel). Leur seule fonction est de permettre I'intégration numérique (par points
de Gauss par exemple) pour un domaine 2 de forme quelconque.

Il se peut que le point de collocation x appartienne a une cellule d’intégration: soit
le support géométrique des efforts de volume rencontre 052, soit on considere la formule
de représentation en un point intérieur. L’intégrale de domaine dans 1’équation ou la
représentation intégrale est faiblement singuliere, et on peut procéder a un passage en
coordonnées polaires sur la cellule de référence, selon la méthode développée en section
3.5 pour les intégrales élémentaires singulieres.

3.7 Sous-structuration

Opérer une partition du domaine d’étude Q en sous-domaines ;, (1 < j < N) peut
conduire & une diminution des temps de calcul d’assemblage et de résolution.

Figure 3.9: Sous-structuration: notations géométriques (pour N = 3).

Montrons, pour fixer les idées, comment fonctionne la sous-structuration en N =3
sous-domaines Q7 ,Qq, Qg, délimités par les surfaces (S1,S12,513), (S2,S12,523) et
(S5, 513, Sa3) respectivement (figure 3.9). Chaque sous-domaine est considéré isolé-
ment, et il faut donc imposer des conditions de raccordement (continuité au passage
des interfaces) entre les solutions (u', ¢*) sur chaque Q;:

u' = uletg' + 2 =0 sur Sio
u! = uletg! +¢% =0 sur Si3 (3.35)
u? =ulet® + ¢ =0 sur Sog

5Le choix du terme “cellule” rappelle qu’elles ne sont pas le support géométrique d’inconnues.
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On considere alors, pour chaque sous-domaine pris séparément, 1’équation intégrale
discrétisée (3.11). Apres assemblage, si {v1}, {via}, {vis} désignent les vecteurs des
inconnues sur S1, S12,.513 apres prise en compte des conditions aux limites, le systeme
linéaire (3.14) pour le sous-domaine €; prend la forme:

1 12 13 U1
1 s ng] v1s ={ £ } (3.36)
K K’ K, s fi
ou les sous-matrices contiennent les lignes de la matrice globale [K] pour le sous-
domaine ; correspondant aux points de collocation respectivement situés sur les in-
terfaces Si2, 513 (indice i) et sur Sis (indice s). Une décomposition analogue est faite
pour les sous-domaines 29, Q3.
Ces systémes linéaires sont couplés par les conditions de continuité (3.35). Les
étapes permettant la résolution du probleme complet sont:
1. Triangulation partielle: on opere dans (3.36) une triangulation de Gauss sur les
colonnes correspondant au sous-vecteur {v1} des inconnues non interfaciales:

v
T K12 K13 1 y
GRS DR vig p=19 o° (3.37)
0 K, K, Yi
V13
. 17 4 . . o ye
la sous-matrice [T';] étant triangulaire supérieure. Cette manceuvre permet d’isoler
les inconnues interfaciales dans les équations correspondant aux sous-matrices d’in-
dice 1.
2. Calcul des degrés de liberté interfaciaux. Ces dernieres équations et les seconds
membres correspondants, une fois construits pour les trois sous-domaines, permet-
tent de constituer un systeme linéaire sur les seules inconnues interfaciales:

K§1)12 K§1)13 0 V1 yz(l)
K§2)12 0 KEQ)% vi3 = yz(?) (3.38)
0 K®B g2 V23 y?

qui est factorisé et résolu en {vi2}, {vi3}, {vas}.

3. Résolution du probléme complet. Les valeurs de {vi2}, {v13}, {vas} sont enfin re-
portées dans les systémes (3.36) associés a chaque sous-domaine, ce qui donne:

[T'{v1} = {y,} — [K*{vi2} — [KP{v1s}

pour le sous-domaine ;. Ce systéme est résolu par rapport a {v;} par simple
remontée, la matrice [Tl] étant triangulaire, et le probleme est complétement résolu.

Le gain de temps d’assemblage dépend clairement des tailles respectives des portions
de frontieres extérieures S; et interfaciales Sijﬁ, ces dernieres devant étre idéalement
aussi petites que possible relativement aux premieres. Dans la situation-limite idéale
ol |S;;] < |S|, avec |S1| = |S2| = |S3] = |S| /3 pour simplifier, on peut remarquer que:

6ou plus précisément des nombres respectifs de degrés de liberté supportés par les maillages des S;

et S”
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En

Le nombre d’opérations pour I’assemblage passe de a|S|? & 3a(]S]/3)? = a|S|?/3: il
est divisé par 3 (par N pour N sous domaines)

Le nombre d’opérations pour la factorisation (par élimination de Gauss) du systeme
linéaire passe de b|S|3/3 a b(]S|/3)3 = |S|?/27: il est divisé par 9 (par N? pour N
sous-domaines).

Le nombre d’opérations pour la résolution du systeme linéaire sous forme trian-
gulaire passe de c|S|? & 3¢(]S]/3)? = ¢|S|?/3: il est divisé par 3 (par N pour N
sous-domaines)

pratique, pour des interfaces non négligeables, les gains de calcul sont inférieurs a ces

valeurs. Il est méme parfaitement possible de voir augmenter le temps de calcul en cas
d’utilisation de la sous-structuration, si les interfaces sont mal choisies (en particulier
si les S;; et les S; ont des tailles similaires): la sous-structuration ne garantit pas en
toutes circonstances un gain de temps de calcul. Il faut que la géométrie de Q s’y
préte: plus Q est massif et moins la sous-structuration est susceptible de procurer un
avantage.
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Représentations et équations intégrales pour
I’élastostatique

Ce chapitre présente les représentations et équations intégrales pour les problemes
d’équilibre en élasticité linéaire et sous I’hypothese des petites perturbations, dont
les équations fondamentales ont été rappelées en section 1.5. L’exposé est centré sur
les situations tridimensionnelles, le passage aux déformations planes étant présenté en
section 4.8.

HYPOTHESES GEOMETRIQUES. On considére un domaine borné! © ¢ R?, dont la
frontiere 0f), supposée réguliere (C2? au moins) par morceaux, admet la présence de
coins ou d’arétes® et n’est pas nécessairement connexe3. L’intérieur de chacune des
composantes connexes est supposé de mesure non nulle?. La normale unitaire est, par
convention, extérieure a €.

4.1 Théoréeme de réciprocité de Maxwell-Betti

L’identité de réciprocité pour 1’élasticité est une conséquence du théoreme des travaux
virtuels, qui s’énonce (Salencon [15]) :

e Quel que soit le champ de contrainte o en équilibre statique avec F (c’est-a-dire
vérifiant dive + F = 0), quel que soit le champ de vecteurs (“déplacement virtuel”)
u' continiment différentiable sur Q) :

/ o:e(u)dV - | (on)u'dS - / pFu' dV =0 (4.1)
Q Q

o0

11’extension aux domaines infinis est traitée en section 4.6.

2Plus généralement, on admet la présence d’un nombre fini de points oll concourent plusieurs
plans tangents, comme les sommets d’un polyédre, mais pas de points de rebroussement.

3Penser & un domaine avec plusieurs cavités.

4Les solides fissurés font ’'objet du chapitre 12.
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On considere alors deux états élastostatiques (ul!, o', F') et (u?, o2, F?) distincts sur
Q. Appliquant le théoréme des travaux virtuels (4.1) & (u', o, F'') travaillant dans le
déplacement virtuel w?, puis a (u?, o2, F2) travaillant dans le déplacement virtuel w!,
et retranchant les relations obtenues, on obtient :

/[01 ce(u?) —a? e(ul)] dV — / [pF'u? — pF?ul] dV
Q Q
:/ [T"(u')u? — T"(u?).u']dS
o0

De plus, la symétrie (1.15) de la loi de comportement élastique implique ’égalité :
ol e(u?) = 0% :e(ul)

Il en résulte que tout couple (u!,o!, F'), (u? o2, F?) d’états élastostatiques sur €
vérifie 'identité de réciprocité de Mazwell-Betti :

/ (o) .m)u? — (02n).ul]dS = / PPl — pF' 2] dV (4.2)
o0 Q

qui peut aussi s’écrire, compte tenu de 1’équation de Navier (1.16) satisfaite par les
deux états élastiques, sous la forme d’une identité mathématique associée a 'opérateur
A* et analogue & la troisieme formule de Green (2.4) :

/ [T (u)u? — T"(u?).u! dS] = / [(A*u))w? — (A*u?)al] V. (4.3)
r9) Q

On retrouve la structure (1.2) en mettant en correspondance (£, 7" (u)) et (A*, T"(u)),
T"(u) étant Popérateur qui a w associe le vecteur contrainte T"(u) = o (u).n.

4.2 Solutions élémentaires de 1’élasticité linéaire

DEFINITION. Soit E un ouvert de R? tel que Q C E. On appelle solution élémentaire
de l’élastostatique un état élastostatique (Uk, Zk, Fk) associé a une force ponctuelle
unitaire appliquée en un point fixé € E et de direction ey :

pF*(y) = 6(y — x)ey, yek (4.4)

Le vecteur déplacement U”(x,y) et le tenseur des contraintes élastiques XF(x, y)
dépendent du point courant y, du point d’application « et de la direction &k de la force
ponctuelle (4.4). Les composantes cartésiennes Uf(x,y), %} (2, y) de toute solution
élémentaire vérifient les équations d’équilibre et de comportement :
k k k
Eij,j (,y) +(y —x)diy. =0 Eij(wa y) = Cij(lbUa,b(wa Y) (4.5)
La notation f q(z,y) désigne par convention la dérivée partielle de f par rapport a la
composante y, du point courant y. On introduit également la notation Tf(w, y) pour
désigner le vecteur-contrainte associé a la solution élémentaire au point y :

T} (z,y) = 5(z, y)n,(y) = (T"U"(z,y)), (4.6)
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Figure 4.1: Domaine réel Q et domaine auxiliaire E servant a définir U*(z, ).

Equilibre global. Pour toute solution élémentaire de 1’élastostatique linéaire, pour
tout domaine Q C F et tout point fixé & € E, x & 0F), I'intégration sur 2 de ’équation
d’équilibre (4.5)1 et application de la formule de la divergence conduisent & I'identité :

, k _ k=1 e
nézk—I—/aQTi(w,y)dSy—O avec { k=0 20 (4.7)

qui traduit simplement 1’équilibre entre les efforts de contact T sur 99 et la force
ponctuelle unitaire exercée en & (n est la normale unitaire extérieure a ).

ESPACE INFINI : SOLUTION DE KELVIN. Il y a autant de solutions élémentaires que
de choix du domaine F et des conditions aux limites sur OF ; la plus simple correspond
a l'espace infini élastique isotrope avec conditions de décroissance a l'infini. Le calcul
de la réponse élastique a 'application d’une force ponctuelle (4.4) dans un massif infini
(E = R3), appelée solution de Kelvin, est un probléme classique, présenté en annexe
4.1. La solution de Kelvin est donnée par :

1
k
. = i - 4 5i 4
U?, (w’ y) 167‘(‘,&(1 _ V)T [717 ryk + (3 V) k] ( 8)
1
S (e,y) = TS [Brirery + (1 —=2v)(8ar j + 0k — dijre)]  (4.9)
ou r = |r| = |y — x| est la distance euclidienne entre les points courant y et source x.

Propriétés générales de la solution de Kelvin. Etant définie pour l'espace infini
homogene, la solution de Kelvin est invariante par translation (elle ne dépend de x,y
qu’a travers r = y — x) et homogéne par rapport & y — x :

Uk, \y) = \1UF (x, y) SE (e, Ay) = A58 (2, y) (4.10)

Elle est donc en particulier singuliere en y =« (r = 0) :

Uk(e,y) = O(;) 2k (@, y) = O() (1.11)
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Au vu de ce qui précede et des expressions (4.8), (4.9), d’autres propriétés sont facile-
ment établies : symétrie par rapport aux indices :

Ui (z,y) = Ui(z,y) (4.12)
et effet de 'interversion des points @,y :

Uf(z,y) = Uf(y, ) 5z, y) = -2 (y, @)

4.13
Uk (y) = ~Ub@y) O () = 5k (2.9) (419
olt la notation f z(x,y) désigne par convention la dérivée partielle de f par rapport
a la composante xy du point source x. Les propriétés (4.12), (4.13) reposent sur les
propriétés d’invariance par translation de E = R3, et sont donc fausses pour E # R3.

Remarquons que lexistence des singularités (4.11) était prévisible physiquement :
une force concentrée d’intensité finie crée nécessairement, en son point d’application,
des déplacements et contraintes élastiques infinis. De plus, toute solution élémentaire
a une énergie de déformation infinie.

Identité intégrale pour la solution de Kelvin. On montre en annexe 4.2 que l'inté-
grale du vecteur-contrainte de Kelvin sur toute surface S (ouverte ou fermée) ne con-
tenant pas & admet ’expression :

: __Cup e (1 — 206 7 35y 5. @09)
/STi (x,y)dSy = 71 —) /as [rre— (1 —2v)01) Tp . ik p (4.14)

dans laquelle w désigne ’angle solide orienté sous lequel x voit S. Si S est fermée, on
retrouve la formule (4.7) (w = 47 ou w = 0 selon que x est intérieur ou extérieur & S).

Le vecteur-contrainte de Kelvin n’est pas intégrable. Les intégrales curvilignes de
(4.14) sont invariantes par homothétie de centre & mais dépendent de la forme de
0S. La valeur d’une intégrale impropre convergente ne pouvant pas dépendre de la
forme du contour d’un voisinage évanouissant pris autour du point singulier, on déduit
que le vecteur-contrainte de Kelvin n’est pas intégrable sur une surface contenant .
Cette propriété met en lumiere une différence de nature importante entre les solutions
élémentaires des équations de Laplace et de Navier, puisque G(x,y) = 1/(47r) a une
dérivée normale intégrable® (annexe 2.5).

Dans le cas particulier ou 05 est un cercle de centre x, on peut montrer que les
intégrales curvilignes de (4.14) sont nulles (annexe 4.2) et que w(S) = 27. Considérons
alors un domaine €2 de frontiere 92,  étant un point régulier de 9€2. On peut appliquer
la remarque précédente & la surface S.(x) = 9Q — B(x,¢), ou B(x,¢) est la boule de
centre x et de rayon € : le bord de S; est, a la limite € — 0, un cercle de rayon ¢ centré
en . La limite pour ¢ — 0 d’une intégrale sur Sc.(x) ainsi construit, si elle existe,
est la valeur principale de Cauchy, notée f*, de lintégrale sur 99Q. Ici, 'intégrale du
vecteur-contrainte de Kelvin est ainsi convergente au sens des valeurs principales :

*
1
i [ iey)as, ™ [ Ty ds, = 5o
e=0Js () o0 2

5Son intégrale a pour valeur —w(S) /4.
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Solution de Kelvin pour I’élasticité anisotrope. La solution de Kelvin est également
connue pour I'élasticité anisotrope générale, sous la forme (cf. annexe 4.1) :
2m

Uk y) = o [ Nustmyas (4.15)
I’intégrale porte sur le vecteur unitaire 1 de ’espace de Fourier tridimensionnel, par-
courant le cercle unité C centré a l'origine et d’axe dirigé suivant y — x (6 désignant
langle de parcours le long de C'). Les Ni;(n) sont les coefficients de I'inverse de la
matrice [Ci;ren;ne]. L'intégrale par rapport & 6 résulte d'une transformation inverse de
Fourier en espace et n’a d’expression analytique connue que dans certains cas, comme
Panisotropie transverse, équation (4.58).

AUTRES SOLUTIONS ELEMENTAIRES. Elles sont notamment connues pour les confi-
gurations (F, conditions aux limites) suivantes, en élasticité isotrope :

e Demi-espace avec surface libre : solution de Mindlin (force ponctuelle appliquée en
un point intérieur du demi-espace), donnée en annexe 4.3. Elle contient comme cas
particuliers les solutions de Boussinesq et de Cerruti (force ponctuelle respective-
ment normale et tangentielle appliquée sur la surface libre).

o Demi-espaces collés : E = R3, les sous-domaines y3 < 0 et y3 > 0, en adhérence
parfaite, ayant des caractéristiques élastiques distinctes (donnée en annexe 4.9).

e Plaque épaisse infinie élastique : E est la région (y1,y2) € R?,a < y3 < b (Benitez
et Rosakis [2]). Cette solution, d’expression trés volumineuse, nécessite le calcul de
transformées de Hankel inverses.

e £ = : tenseurs de Green (déplacement nul sur tout 9F) ou de Neumann (efforts
imposés sur OF en équilibre avec la force ponctuelle §(y — x)a). Leur expression
générale (Pham [13]) fait intervenir des séries infinies d’opérateurs intégraux itérés.
Le tenseur de Green en élasticité isotrope est donné au chapitre 6.

PROPRIETES GENERALES DE SYMETRIE DES SOLUTIONS ELEMENTAIRES. On con-
sidere une solution élémentaire pour un domaine E, pour des forces ponctuelles uni-
taires appliquées en x selon la direction k et en y selon la direction £. Cela définit un
couple d’états élastostatiques, qui vérifie I'identité de Maxwell Betti, soit :

/aE [T, 2)U (y, 2) — T (y, 2)Uf (x, z)] dS. = U (. y) — Ui(y, )

Cette équation entraine que toute solution élémentaire présentant des conditions aux
limites (en déplacement ou en effort) nulles sur OE® vérifie la propriété de symétrie :
k ¢
Ui (x,y) = Ugly, =) (4.16)
et ce pour tout choix de E. Celle-ci entraine a son tour les relations :

CineUs s(w,y) = S8y, @) CireShy (@,y) = CopreEf o (y, @) (4.17)

Ces propriétés sont plus générales mais plus faibles que celles (4.12), (4.13) vérifiées
par la solution de Kelvin.

6Cela inclut la décroissance & 'infini, comme pour la solution de Kelvin.
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SINGULARITE AU POINT-SOURCE. Toutes les solutions élémentaires élastostatiques
sont singulieres en @. De plus, si & n’est pas situé sur la frontiere de E, cette singularité
est égale A celle de la solution de Kelvin, la différence U — UK ¢tant dans ce cas un
état élastostatique sur E sans forces de volume et avec conditions aux limites régulieres
sur OF, donc non-singulier. En revanche, si @ € 9E, la différence U — UK egt
singuliere en y = x. Par exemple, pour la solution de Mindlin, ces propriétés peuvent
étre directement établies & partir de I'expression (4.66).

AUTRES COMMENTAIRES. On remarque que les solutions élémentaires explicitement
connues correspondent a des géométries simples. Elles deviennent rapidement tres
complexes & mesure que l'on s’écarte de I'espace infini. Dans le cas d’un domaine de
forme quelconque, ’expression (2.4) du tenseur de Green, quoique mathématiquement
explicite, ne se préte pas aux applications ; son évaluation numérique est une tache
beaucoup plus complexe et coluteuse qu’une résolution numérique approchée du pro-
bleme élastique correspondant. Dans le méme ordre d’idées, toute solution élémentaire,
en tant que solution a un probléme d’élasticité bien défini, peut bien entendu étre
calculée numériquement. Toutefois cette tache, du méme ordre de complexité que le
calcul numérique de ’état élastique inconnu lui-méme, Oterait tout intérét pratique a
I’emploi de formules de représentation intégrale.

4.3 Formules de représentation intégrale

On considere un solide élastique Q borné”. Le théoréme de réciprocité de Maxwell-Betti
(4.2) est appliqué a I’état élastostatique inconnu (u, o, F') et & une solution élémentaire
définie par (4.4-4.5) associée & un ouvert E compatible avec 2 ; le point source x est
pris hors de la frontiere 9€2. Cela conduit a :

/ 0k (y — x)u(y) dVy = / {t:(y)UF (2, y) — wi(y)TF (z,y)} dS,
Q o0
+ [ pF@Uk ey v, (4.18)
Q

ou t = T"(u) est le vecteur contrainte élastiquement associé au déplacement u. De
plus, par définition de la mesure de Dirac, on a :

; — x)u; = rkug(x p=1 (ze)
[ ousty - apsav =@ {520 ED (4.19)

FORMULE DE REPRESENTATION INTEGRALE DU DEPLACEMENT. Il découle directe-
ment de (4.18-4.19) que, pour tout point & € E non situé sur 9S, le déplacement en
x est donné en fonction des variables élastiques sur la frontiére par la formule :

sup(e) = | {t:(y)Uf (x,y) —w@) T} (z y)} d5y+/ pF,(y)UF(,y) AV, (4.20)
o0 Q

7L’extension aux domaines infinis est traitée en section 4.6
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FORMULE DE REPRESENTATION INTEGRALE DU TENSEUR DE CONTRAINTES. Quand
x ¢ 00, les intégrales de (4.20) sont des fonctions différentiables de x. La représenta-
tion intégrale du gradient de u est donc obtenue par simple dérivation de (4.20) sous
le signe intégral :

kuns(@) = [ (@)U )~ wm @), () | 45,

+ [ pPu U ) v, (1.21)

Ensuite, application de la loi de Hooke (1.13) et les propriétés de symétrie (4.17)
conduisent a la représentation intégrale des contraintes élastiques :

Koy () = - {ta(W)Z;(y, ) — ua(y)ns(y)Carke S5 o (y, @)} dS,

+ [ PRS2y, (4.22)
Q

Si x est extérieur au domaine d’étude € (et donc x = 0 dans (4.20), (4.21), (4.22)), on
parle parfois de formules de représentation extérieure.

NECESSITE D’UNE EQUATION INTEGRALE. Pour z intérieur & €, les expressions (4.20)
et (4.22) donnent ainsi la valeur en un point intérieur & du déplacement u et de
la contrainte o en termes des efforts de volume pF et des valeurs prises par (u,t)
sur la frontiere 0€). Pour tout probleme d’élasticité bien posé, la moitié des com-
posantes scalaires de (u, t) |sq est donnée par les conditions aux limites, 'autre moitié
restant inconnue. Les formules (4.20), (4.22) montrent que la résolution d’un probléme
d’élasticité se ramene & la détermination de celles des composantes de (u, t) |sq qui ne
sont pas prescrites par les conditions aux limites. Elles réalisent une “quasi-inversion”
de I’équation de Navier (1.16), reportant la recherche d’inconnues sur la frontiere.

VARIANTE DE LA REPRESENTATION DES CONTRAINTES. Dans le cas ou la solution
de Kelvin est utilisée, la propriété (4.13) d’échange des dérivées par rapport & x et y
permet de réécrire la formule (2.15) comme :

Ko (x) = , {ua(y)ns(y) Sk o (@, y) — ta(W)UL (2, )} dS,

- /Q PFa(y)UL (z, y) AV,

ce qui permet de procéder a une intégration par parties :

[ walwm@)sh (e ds,
89
= /BQ ua(y) { Dye Sy (@, y) + nf(y)ng,b(w7y)} ds,,

= | Duua(y)Sk,(®,y)dS,
o0
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Ce calcul, similaire & celui fait au chapitre 2 pour établir la formule (2.16), utilise
I'équation d’équilibre ¥F, ,(x,y) = 0 (y # ). Ainsi, quand la solution élémentaire
de Kelvin est utilisée, les formules de représentation (2.15), (4.22) du gradient du
déplacement et du tenseur des contraintes peuvent étre remplacées par les expressions

. L, s -2
suivantes, qui présentent I’avantage de ne comporter que des intégralesen |y — x|~ :

Kugo(x) = . {Davua(y)Eh (2, y) — ta(y)UL (,9)} dS,
- /Q PE W)U (. y) AV, (4.23)
Koij(z) = ” {Doyia(y)Carie 2y (. y) — ta(y) S (2, )} dS,

- /Q P ()5 (2, ) AV, (4.24)

4.4 Equation intégrale régularisée en déplacement

Il reste donc a définir une équation intégrale de frontiére portant seulement sur les
champs élastiques a la frontiere. Il n’est toutefois pas correct de se contenter d’écrire
(4.20) ou (4.22) pour des points x de la frontiere 9 : X(x,y) étant singulier comme
ly — sc|_27 les intégrales de frontiere cessent a priori d’avoir un sens pour & € 9f.
D’autre part, la relation (4.20) ne vaut que pour x ¢ 9. L’établissement d’une
équation intégrale doit donc recourir & une procédure de passage @ la limite tenant
compte du caractere singulier de la solution élémentaire employée.

IDENTITE DE CORPS RIGIDE. Afin de préparer le passage & la limite, on commence
comme au chapitre 2 par considérer une solution particuliere, a savoir un déplacement
de translation rigide du solide borné Q2 avec forces de volume nulles, soit :

u(y) = u’(constant) o (y) =0 yeN (4.25)

Cela définit un état élastostatique, solution de I’équation de Navier (1.16). La for-
mule (4.20) lui est donc applicable et conduit a 'identité de corps rigide :

Ky + u?/ TF(x,y)dS, =0 (4.26)
o0

qui peut également étre obtenue a partir de (4.7). Elle vaut en particulier pour u® =

u(x), c’est-a-dire la translation égale en tout point de €2 a la valeur en & du déplacement
inconnu, ce qui donne :

k(@) +ui(e) | TH@.y)ds, =0 (4.27)

L’identité ci-dessus est alors retranchée de (4.20), ce qui donne la relation :

{[ui(y) — wi(@)|TF (@, y) — t:(y)UF (2, y) } dSyZ/pE(y)Uf(w,y)dVy (4.28)
o0 Q
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qui est vraie pour tout point source & non situé sur la frontiere 9f2.

PASSAGE A LA LIMITE. Le point source x est maintenant supposé situé sur la frontiere
09). Reprenant la méthode de passage a la limite du chapitre 2 et les notations
géométriques correspondantes, on étudie donc la limite pour € — 0 de l'identité (4.28)
prise pour le domaine Q. de frontiere (992 — e.) + s., soit :

/ {[ui(y) — wi(@)|TF(, y) — t:(y) Uk, 9)} dS,
(0Q2—ec)+s.

- / PFi(y)U (. y) AV, (4.20)

n(x) 9Q
es\

Figure 4.2: Voisinage d'exclusion v.(x) et autres notations utilisées pour le passage
a la limite (4.29).

Par construction, x ¢ Q.. Si I’état élastostatique inconnu est tel que u € C%* en x,
c’est-a-dire vérifie :
e, C) >0,  |u(y) —u(z) <Cly—=z[*
alors le tenseur des contraintes o (y) vérifie, pour y voisin de « :
-1
lo(y) < Cly — =/
et on a, compte tenu des propriétés de singularité (4.11) :
—2
|[ui(y) — wi(@)|Tf (z,y)| < Cly -
-2
|ti(y)Uf (z, )] < Cly -2/

(4.30)

Le passage & la limite ¢ — 0 dans (4.29) est maintenant considéré. Les intégrales sur
Se, sur 092 — e, et sur §2. sont traitées séparément.

Intégrale sur s.. En raison de (4.30) et puisque |y — x| ~ &, dS, ~ e%dw (ol w
est ’angle solide vu du point ), on a :

{[ui(y) — wi(@)|TF (=, y) — t:(y)UF (2,y)} dSy = O(e*)dw

et donc :

e—0

1im/ {[ui(y) — ui ()] TF (2, y) — tz(y)Uf(sc,y)} dS, =0
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Intégrale sur 92 — e.. En raison de (4.30), l'intégrand se comporte au voisinage
de = comme :

{luiy) — wi(@)| T} (2, y) — t:i(y)UF (x,y)} ~ |y —2|* >

et la limite pour € — 0 de l'intégrale sur 92 — e. dans (4.29) est simplement U'intégrale
impropre correspondante sur 0f) :
lim {[uwi(y) — wi(@) T} (=, y) — ti(y) U (z,y)} d5,

=0 Jon—e.

=/, {[ui(y) — wi(2)|TF (z,y) — t:(y)Uf (z,y)} dS,

Intégrale sur Q.. En raison de la faible singularité ~ |y — x| " des UF, elle ne
pose pas de difficulté, et tend vers l'intégrale impropre correspondante sur €2 :

e—0

tim [ PP @9V, - / PF; (y)U () 4V,

EQUATION INTEGRALE DE FRONTIERE. Le passage a la limite ¢ — 0 dans I'identité
(4.29) conduit donc a I’équation intégrale de frontiére en déplacement recherchée :

{[ui(y) — ui(@)| T (z, y) — t:(y)US (x,y)} dS, = / pF,(y)Uf (@, y)dV,  (4.31)
o0 Q

Celle-ci, qui lie les valeurs des variables u,t sur 0f) et ne fait pas intervenir les in-
connues aux points intérieurs du domaine, gouverne tout état élastostatique sur €2
vérifiant (4.30). Elle ne fait intervenir que des intégrales convergentes, présentant des
singularités en y = x intégrables, et pour cette raison est qualifiée de régularisée. C’est
le résultat principal de ce chapitre.

On remarque en fait que I’équation intégrale (4.31) est identique a la reformulation
(4.28) de la représentation intégrale du déplacement (qui était considérée pour & ¢ 99).
Elle couvre donc toutes les positions relatives de & par rapport a €, et est valable pour
tout « dans le domaine de définition F de la solution élémentaire considérée.

IDENTITE DE SOMIGLIANA. Pour mémoire, indiquons que la présentation classique
consiste a effectuer un passage a la limite € — 0 dans :

/ (ui(y)TH (. 9) — ti(y)UF (@, y) )} dS, = / PF()UE (2, y) AV,
(0Q—ec)+se

=

soit sans retrancher l'identité de corps rigide (4.26) et pour le cas particulier ou v, ()
est une boule de centre x et de rayon €. Le passage a la limite pour ¢ — 0 donne
Iidentité de Somigliana :

Kk (@)u (@) + * {wi(y)Tf (z,y) — ti(y)Uf (x,y)} S =/pﬂ(y)Uf(w,y)dVy
- N (4.32)
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avec le terme libre :
pi(@) = lim [ TH(z,y)ds,
e—0 Se
(égal & 1/26;; si @ est un point régulier de 9) et l'intégrale ([*) convergente en un
sens affaibli, celui des valeurs principales de Cauchy, 1ié a la forme tres particuliere du
voisinage d’exclusion considéré :

/8Q {} dsSy def gll% /39 {} ds, ve(x) : boule de centre x et de rayon e

COMMENTAIRES. L’équation intégrale (4.31) est établie par passage a la limite sur la
formule de représentation extérieure quand la taille ¢ d’un voisinage d’exclusion v, (x)
tend vers 0, le point source x restant situé sur la frontiere 9. La forme de ve(x) est
arbitraire et peut varier quand € — 0.

Cette présentation differe de la méthode classique, qui meéne a une formulation
intégrale, I'identité de Somigliana (4.32), faisant appel & un type particulier et restrictif
de convergence d’intégrales contenant des singularités non intégrables. En fait, la for-
mulation intégrale (4.31) est équivalente & (4.32) mais formulée en termes d’intégrales
impropres convergentes. Cela tient essentiellement au fait que les contributions des
termes tres singuliers s’annulent réciproquement : la somme du terme libre et de la
valeur principale présents dans 'identité de Somigliana (4.32) est connue, exactement
et sans calcul, a 'aide de l'identité de corps rigide (4.27). Ainsi, sur un plan fonda-
mental, les formulations intégrales sont en fait indépendantes du type de convergence
des intégrales. Sur un plan pratique, le fait que toutes les singularités sont intégrables
facilite la mise en ceuvre numérique.

La régularisation exposée ici est indirecte : elle repose sur la connaissance d’identités
intégrales particulieres vérifiées par les solutions élémentaires (ici l'identité de corps
rigide). Il existe également une approche directe, (Guiggiani et coll. [10]) pour laquelle
la version (4.32) est discrétisée, le passage a la limite étant reporté au niveau du calcul
des intégrales élémentaires. Cela impose de tenir soigneusement compte de la forme
du voisinage d’exclusion lors du changement de variable (paramétrage de 1’élément sur
Pélément de référence, les intégrales élémentaires étant évaluées sur ce dernier).

Régularité des inconnues. Un autre point important est le caractere nécessaire de
I'hypothese de régularité u € C% en @, condition sans laquelle I’équation intégrale
(4.31) n’est pas régularisée. Cette condition, qui apparait naturellement lors de la
régularisation, est exactement celle nécessaire a la convergence de l'intégrale en valeur
principale dans la variante singuliere (4.32) ; elle conditionne aussi la validité de
Papproche directe de calcul des intégrales singulieres en valeur principale [10]. A ce
titre également, ’équation intégrale régularisée (4.31) est strictement équivalente a la
formulation classique en valeur principale.

4.5 Méthode des équations intégrales en
élastostatique

La méthode des équations intégrales procede ici encore en deux temps :
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1. Résolution de 1'équation intégrale de frontiére, permettant de connaitre les valeurs
de (u,t) |sq en tout point de ON.

2. Application des formules de représentation intégrale (4.20), (4.22) permettant le
calcul explicite des valeurs prises par u(x), o (x) en tout point intérieur x.

Ceci doit étre considéré comme le canevas d’'une méthode de résolution numérique,
applicable a des géométries et des conditions aux limites quelconques, la résolution
analytique des équations intégrales n’étant que rarement envisageable.

INFLUENCE DU CHOIX DE LA SOLUTION ELEMENTAIRE. L’équation intégrale régula-
risée (4.31) est valable quelle que soit la solution élémentaire utilisée. Son choix n’est
pas nécessairement indifférent ; cela dépend du domaine d’étude €2 et des conditions aux
limites associées a 1’état inconnu. Considérons deux problemes a titre d’illustration :

Plaque épaisse élastique encastrée. Une plaque épaisse élastique P occupe la région
Q) de 'espace définie par :

Q={y=(v1,92,y3) | (y1,92) € D,—h/2 < y3 < h/2}

ol D est un domaine régulier connexe du plan y1,y2. L’épaisseur h n’est pas considérée
comme petite devant les autres dimensions : le probleme est tridimensionnel. Posons
00 = SLUS~UST, o S~, ST, S, sont respectivement les surfaces inférieure, supérieure
et latérale (figure 4.3). La plaque est soumise aux conditions aux limites suivantes, les
forces de volume étant nulles :

e Une portion Sif de ST subit une répartition donnée t” d’efforts de contact.
o Les surfaces S;7 = St — S{f et S~ sont libres de contraintes.
e La surface latérale Sy, est bloquée : u” = 0.

L’utilisation de solutions élémentaires adaptées a la géométrie et aux conditions aux
limites permet de réduire les supports des intégrales dans I’équation intégrale (4.31).
Envisageant successivement plusieurs possibilités de solutions élémentaires et compte
tenu des conditions aux limites, I’équation intégrale (4.31) devient :

y3
t D

.

So
"

S
S
L h/2 T Yoy,
h2 @ '
SL

<

Figure 4.3: Plaque épaisse élastique : géométrie et chargement.
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1. Solution de Kelvin :
/ wy) ~ (@) (@) S, -~ uie) [ TH@,)ds,
S-uSFusH St

- / t:(y)UE (,9) dS, = 0
SLUSi:

2. Solution de Mindlin (translatée verticalement, de sorte que la surface libre soit
ys =h/2):

/ i) — s ()| T (@, ) dS, — us() / Th(z, ) dS,
a

SL

- [ wtey)ds, o
SLuUSH
3. Solution de Benitez et Rosakis [2] :

—u;(x) / TF(x,y)dS, — / ti(y)UF (z,y)dS, =0
Sr sLus,}

Interaction sol-structure. Dans de nombreux problemes posés par la géotechnique,
un ouvrage (fondation, structure, tunnel,...) est réalisé dans un sol modélisé en pre-
mieére approximation comme un demi-espace élastique & surface libre. L’usage (en
statique) de la solution de Mindlin est alors tout indiqué. Par exemple, supposons que
Q est un domaine élastique semi-infini constitué par le demi-espace y3 < 0 dans lequel
une cavité souterraine (frontiere S¢ et une fondation (frontiere Sg) ont été creusées ;
le reliquat de surface libre est noté Sy (voir figure 4.4). La surface Sp est chargée
par des efforts imposés, simulant 'effet de la structure supportée par la fondation. Le
probleme pratique est le calcul des contraintes en surface et au voisinage de la cavité
créées par la présence de la fondation chargée. Pour ce probleme :

So

-

Figure 4.4: Exemple d'utilisation de la solution de Mindlin.

e L’usage de la solution de Kelvin conduit & écrire (4.31) en termes d’intégrales sur
Sc, Sg et Sp. La surface Sp allant & I'infini, on doit choisir entre tronquer Sy, a une
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distance suffisamment grande de la fondation et de la cavité, lors de la discrétisation,
ou utiliser la connaissance du comportement asymptotique a l'infini des champs
élastiques, par exemple par l'intermédiaire d’éléments de surface infinis (Bettess
[3], Dangla [8]).

e [’usage de la solution de Mindlin permet d’éliminer completement de la repré-
sentation intégrale les intégrales sur Sy, et il ne reste que des intégrales sur les
surfaces bornées S¢, S, qui de plus concentrent ’essentiel des causes et des effets
qui intéressent 'ingénieur (la solution élastique loin de la fondation et de la cavité
présente peu d’intérét pratique). Ceci peut représenter un gain important, du point
de vue du temps de calcul et de la facilité de maillage.

4.6 Equations intégrales pour les problemes
extérieurs

On considére maintenant un massif élastique infini occupant le domaine Q = R? — €,
Q étant un domaine borné. On suppose momentanément pF = 0. On va montrer que
I’équation intégrale (4.31) et les représentations (4.20), (4.22) s’étendent aux domaines
infinis, & conditions que w, o vérifient certaines conditions de décroissance a 1’infini.

On peut pour cela procéder a un passage a la limite pour un domaine borné ar-
bitrairement grand. Pour un point € R3, on consideére une surface fermée réguliere
Sk choisie de fagon a enfermer la boule de centre x et de rayon R fixé et a entourer
la frontiere 0Q. L’équation intégrale (4.31) est alors écrite pour le domaine élastique
borné Qp C Q limité extérieurement par Sg (figure 4.5) :

/8Q {[ui(y) — wi(@)| T (2, y) — ti(y) U (2,y)} dS,
=/ {ti()Uf (2,y) — [ui(y) — wi(@)]| T (x,y)} dS,

ou, puisqu’on se propose de faire R — oo, la solution élémentaire utilisée est néces-
sairement celle de Kelvin. Le point @ étant par construction intérieur a Sgr, I'identité

[ a-
. ———__ 00,
% T N
/ - . N
/ Y . \
/ Q R /// \\\ \.
/ / xQ \ \
| 4 A \
i / ) i
i ‘ X ‘ I
| l\ = R ,:‘ /
i Y J /
\ \ 4 7
.\ \\ /// /
o e /
\ o - 4
N T 7 Sg
‘\,\ ///// -

Figure 4.5: Domaine i pour le passage a la limite r — oc.
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(4.7) pour Sg permet de transformer I’équation ci-dessus en :
= —up(z {t VW (2, y) — wi(y) T (z,y) } dS, (4.33)

La solution de Kelvin et I’élément différentiel de surface sur Sg vérifient :
UM(x,y) =O(1/R)  Tf(x,y)=O0(1/R*)  dS, = O(R?)dw (y € Sg)

(w : angle solide orienté vu de x). On voit ainsi qu'il suffit que les champs u, o
vérifient, :

u(y) =o(1)  o(y)=o(R7") (y € Skr) (4.34)

pour obtenir :
fim, [ {u)TH@9) ~ LU @)} 45, =0
R

et ceci ne dépend pas de la forme précise de la surface Sg, qui peut changer avec R.

EQUATION INTEGRALE POUR LES PROBLEMES EXTERIEURS. Le passage & la limite
R — oo dans (4.33) a donc pour résultat " équation intégrale régularisée en déplacement
pour un domaine £ non borné :

@+ [ Aluty) - @I @) - @U@} 45, =0 (035)

qui gouverne tout état élastostatique sur Q vérifiant les conditions de décroissance
(4.34). Cette équation intégrale differe de son homologue (4.31) pour un solide borné
par apparition d’un “terme libre” wuy(x) hors signe intégral et par l'orientation de la
normale unitaire 7, extérieure au solide borné Q donc intérieure & 9.

FORMULES DE REPRESENTATION INTEGRALE. L’équation (4.35) peut étre prise pour
tout point source x. Pour & ¢ 02, I'identité (4.7) appliquée a la surface fermée 00
devient, compte tenu du fait que n est ici intérieure a OS2 :

k=1 €
(1_"‘)5*_/@9@’“(%9)‘15@:0 avec { k=0 z¢Q (4.36)

L’identité ci-dessus, appliquée a I'équation (4.35) pour = ¢ 9Q donne la formule de
représentation :

rug(x {t —ui(y)TF(2,y)} dS,

Ce résultat est identique a (4.20). La méme formule de représentation est donc appli-
cable aux domaines bornés ou non bornés (la normale, toujours extérieure au domaine
considéré, change d’orientation), et il en est donc de méme pour la représentation
intégrale (4.22) du tenseur des contraintes.
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COMPORTEMENT A L'INFINI DES CHAMPS DONNES PAR REPRESENTATIONS INTEGRA-
LES. On montre facilement que le comportement en |y — x| " et |y — |2 des dépla-
cements et contraintes de Kelvin entraine la satisfaction, par tout état élastostatique
donné par les représentationss (4.20), (4.22), des conditions de décroissance (4.34).

FORCES DE VOLUME NON NULLES. Le passage & la limite R — 400 et les formules
(4.20), (4.22) restent valables en présence de forces de volume sous la condition :

lim
R—o0

/ PF(y)Ut (2, y)dV,| < +oc
Qr

Sinon, il faut procéder par superposition, en supposant connue une solution particuliere
u?” de équation de Navier avec second membre (1.16) : on pose u = u’ +u’ et prend
u?, solution de I’équation de Navier homogéne, comme inconnue. Il faut aussi utiliser
une solution particuliere et procéder par superposition en cas de chargement a l'infini
(exemple : milieux infinis fissurés, voir chapitre 13).

REMARQUES. On montre facilement a partir de (4.20), (4.22) que si les forces de
volume s’exercent sur une partie bornée de 2 et s’il n’y a pas de chargement & 'infini,
les champs u et o se comportent & l'infini, d’apres le principe de SaintVenant, comme
les déplacements et contraintes de Kelvin associés a la force concentrée égale a la
résultante du chargement réel, et décroissent donc comme R~! et R~2 respectivement,
satisfaisant ainsi les conditions de décroissance (4.34).

Les résultats établis dans cette section montrent que la résolution d’un probleme
extérieur peut étre ramenée a une équation intégrale sur une frontiere bornée. Cela
dispense en particulier de devoir considérer un domaine tronqué a une distance finie ou
introduire des “éléments infinis” (Bettess [3]) qui tiennent compte de la forme asymp-
totique de la décroissance a l'infini. Les méthodes d’équations intégrales sont donc tres
attractives pour les problemes extérieurs.

4.7 Méthode des éléments de frontiere

La résolution numérique par éléments de frontiere de ’équation intégrale (4.31) suit les
principes exposés au chapitre 3, et la plupart des considérations y développées restent
valables en élasticité. L’interpolation des inconnues, ici les valeurs de (u,t) sur la
frontiere, par :

Ny(e) Ny(e)

a(y) = Y Mi(&)u* ty) = M(&)t" EeA, (4.37)
k=1 k=1

utilise des valeurs nodales u* = @(z*) et t* = #(z*) aux nceuds d’interpolation 2z,

dont le caractere wvectoriel est la seule différence notable par rapport aux problemes
de potentiel. La forme discrétisée de 1’équation intégrale (4.31) s’écrit comme suit,
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séparant intégrations singulieres et régulieres :

Ny(e)
0= 3 3 {Askepp ) — Biep)re” )
eel(x) p=1
Ni(e) —k
+ Z Z {ARf(e,p)u;n(e’p)—Bf(e,p)t?(e’p)}—ui(a’/‘) Z AR (e)
ecl(z) p=1 ecl(x)

avec les matrices élémentaires :

ASH(e,p) = / (M, (€) — My (n,)|TE (2, y)J(€) d

E(©)
Bien) = [ M@y de
ARf(ep) = | MyQ)T (@, y)J(6)d¢
AR )= [ THew)Iee

Elle porte au total sur les 6 Ny scalaires (u}", "), 1 < i < 3,1 < m < Nj, pour lesquelles
3Nj relations additionnelles sont fournies par les conditions aux limites. Choisissant
par exemple les nceuds d’interpolation ¢ = 2*, (1 < k < Nj) pour points de collocation,

les 3N7 équations scalaires (3.11) prennent la forme matricielle :
[A{u} + [Bl{t} =0 {u}={u"} {t} ={t"} (1<i<3,1<m <Ny (4.38)

ou les matrices [A] et [B], de dimensions 3N, x 3Ny, sont pleines. Une permutation de
colonnes dans les matrices [A], [B] permet d’isoler les valeurs nodales inconnues dans
le premier membre de (4.38), qui prend la forme d’un systéme linéaire carré :

K{X}={Y} (4.39)

dans lequel { X} désigne le vecteur formé des composantes de {u}, {t} restées incon-
nues, K est formée des colonnes de [A],[B] associées aux composantes de {X} et
{Y'} est le second membre formé par la somme (changée de signe) des colonnes de
[A], [B] associées aux composantes connues de {u}, {t} multipliées par la valeur de ces
dernieres. La matrice K dans (4.39) est pleine et non symétrique.

INTERPOLATION DU VECTEUR CONTRAINTE. Le vecteur contrainte ¢, fonction linéaire
de la normale unitaire n, est a priori discontinu au passage de singularités géométriques
(arétes, coins) ou de lignes avec changement de type de conditions aux limites.

Si t n’est inconnu que d’'un c6té de la ligne de discontinuité, il suffit de considérer
que la valeur nodale pour tout nceud situé sur une telle jonction est une inconnue, at-
tachée a la portion de surface adjacente sur laquelle t n’est pas donné par les conditions
aux limites. Parallelement, les intégrales élémentaires contenant ¢ doivent étre cal-
culées & 'aide d’une expression analytique de t”. Si cette manceuvre n’est pas permise
par les conditions aux limites, il est souhaitable de modifier la représentation (4.37)
afin d’y incorporer les discontinuités de t attendues ; plusieurs techniques permettent
d’atteindre ce but.
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Neeud double (ou triple). Un nceud d’interpolation situé sur une aréte (resp. un
coin) supporte deux (resp. trois) valeurs nodales vectorielles %>, chacune attachée &
la portion de surface réguliere adjacente a la singularité géométrique. Dans ce cas, on
ajoute généralement au systeme d’équations final les relations :

t'n’ =t'.n'

qui résultent de la continuité du tenseur des contraintes o au voisinage du coin.

Figure 4.6: Noeud triple pour un coin.

Non-conformité totale. C’est la solution la plus brutale. Tous les noeuds d’inter-
polation de t sont pris intérieurs a 1’élément, et ce sur tout le maillage ; 'interpolation
(4.37) est ainsi discontinue & travers toute frontiere d’élément. Par exemple, pour
I’élément de référence carré, on choisit les nceuds d’interpolation sur des lignes & =
5?5, & = £2i intérieures a 'élément (—1 <& <0 < & < 1)8 et on utilise les fonctions
d’interpolation M, (&) définies par :

M,(&) = M,(€) avec & = 1 _2&5; +

1+¢&

5 &t (4.40)

2

Cette méthode augmente fortement le nombre de valeurs nodales t™ inconnues (les
nceuds n’étant plus partagés entre éléments voisins), et présente I'inconvénient d’intro-
duire des discontinuités indésirables dans l'interpolation de ¢ ; elle est par contre de
mise en ceuvre assez facile.

Non-conformité partielle. Une amélioration de I'approche précédente (Patterson
et Sheikh [12]) consiste & placer les nceuds d’interpolation de ¢ en retrait des frontieres
d’éléments situées sur des lignes de discontinuité, les autres nceuds étant maintenus
sur les frontiéres, comme schématisé sur la figure 4.8. Les fonctions de forme modifiées
(4.40) sont encore utilisées, cette fois avec @i = +1 si ¢t est continu a travers l'aréte
& =+1.

POST-TRAITEMENT : CALCUL DES CHAMPS ELASTIQUES AUX POINTS INTERIEURS.
Apres résolution de (4.39), les valeurs nodales u™,t™ (1 < m < Np) sont connues. Les
valeurs approchées de u(x), o(x) en un point x intérieur sont alors calculables par les

8Pour §l.i = =£1, on retrouve 'interpolation conforme habituelle.



4.7. Méthode des éléments de frontiére

& ° &

[ ]
m
S|

& 34 & &

Figure 4.7: Non-conformité totale (a gauche) ou partielle (a droite) d'une interpola-

tion.
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Figure 4.8: Interpolation continue (a gauche) et discontinue (a droite) au passage
des arétes Ay, As, Ag.

formules (4.20), (4.22) de représentation, sous forme discrétisée :

Ng NI(e)

@ =3 > {t:,”(“”) MU @) (€) d
e=1 p=1 }
— e Mp<s>nk<w,y>J<s>d5} (1.41)
E(e)
Ng Ni(e)
wete) =32 3 {eren [ aneut e e
e=1 p=1
_ ) - My(&)np(y) =L, 7z, y)J (€) df} (4.42)
0ij() = Cijretipe(x) (4.43)

La présence de termes variant en |y — x| ", |y — x| "> dans (4.41) et en |y — x| 2,

ly — | % dans (4.42) pose le probleme, déja évoqué en section 3.4, du calcul d’intégrales

quasi-singulieres quand le point d’observation & est proche de 0f2.
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POST-TRAITEMENT : CALCUL DU TENSEUR DES CONTRAINTES A LA FRONTIERE. Le
calcul du tenseur des contraintes o (x) complet en des points d’observation & de 9
est parfois nécessaire. Cependant, la résolution de 1’équation intégrale (3.11) ne donne
que les valeurs du vecteur contrainte t = o.n, tandis que la formule de représentation
(4.22) n’est pas valable sur la frontiere en raison de son caractere tres singulier. II est
possible d’établir des formules de représentation intégrale de Vu(x) ou o(x), ce sujet
est abordé au chapitre 5.

Une méthode plus classique repose sur 'idée suivante. Le vecteur contrainte connu
sur 012, dépend linéairement du gradient de déplacement Vu. Décomposant ce dernier
en gradient tangentiel et dérivée normale, on obtient :

t=n.C: (Vsu+u,®n)

Cette relation linéaire peut alors étre inversée afin d’exprimer la dérivée normale u ,, ()
en fonction de t(x) et Vsu(x), qui sont connues une fois I’équation intégrale (4.31)
résolue. On peut ainsi reconstituer le gradient complet Vu(x) et calculer le tenseur
des contraintes en x par :

o(x)=C: (Vsu+u,®n)(x)

Le calcul pratique du gradient tangentiel Vsu issu de l'interpolation (3.10) est fait a
laide de 'équation (A.13) :

Ni(e)

Vsu= Y [Mia(n)g*u*] @ as(n)
k=1

ott les g®? sont les composantes contravariantes du tenseur métrique associé au paramé-
trage de I'élément, de composantes covariantes gos = aq-ag (les matrices [g%°] et [gas]
sont inverses 'une de lautre), et 1 est 'antécédent de x sur ’élément de référence.

Cette méthode suppose la continuité du gradient tangentiel Vsu en x, et ne peut
donc pas étre appliquée aux points situés a la jonction de deux éléments, sauf a utiliser
des interpolations C; des inconnues et de la surface. On ne sait donc en particulier pas
a priori évaluer correctement o (x) aux noeuds du maillage qui ne sont pas intérieurs
a un élément (la majorité ou la totalité des noeuds, suivant le type des fonctions de
forme utilisées).

Cas de I’élasticité isotrope. On peut donner des expressions explicites dans le cas
de P'élasticité isotrope. En effet, d’apres (1.17) :

t=yp L 5, (divu)n+u , + n.Vu]

2 1
=pu {1 _V2V(divsu)n—|—n.Vsu+ T 2yn®n—|—I] Ay,

qui s’inverse en :

Uy, =

s

1 1
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CALCUL DES INTEGRALES DE DOMAINE. En présence de forces de volume non nulles,
I’équation intégrale (4.31) comporte au second membre le terme :

/Q P (y)UF (@, ) Y, (4.44)

Sa conversion en intégrales de frontiere est souhaitable, afin de restreindre le support
géométrique de I'ensemble des calculs d’intégrales au maillage de la frontiere 0X ;
cette possibilité existe dans quelques cas, décrits ci-apres. Il faut sinon recourir a
des intégrations de domaine, qui utilisent habituellement des cellules d’intégration sur
lesquelles la méthode des points de Gauss est utilisée.

Elasticité isotrope et forces dérivant d’un potentiel. Dans le cas de 1’élasticité iso-
trope, la solution élémentaire U (x,y) admet la représentation (1.20) en termes du
tenseur de Galerkin G(z,y) :

k k k
U (w y) - 2( )Gz jj( ) G] jl(mvy) (445)
qui, pour la solution de Kelvin tridimensionnelle, est donné (annexe 4.1) par :
1
k
. ——
Giley) = 167(1 —v)p "ok

Supposons d’autre part qu’il existe un potentiel ® et une constante b tels que :
pF =Vo avec ADP =50

On procede alors & une intégration par parties. Remarquant que :

U = (1-2v)G¥ i3
on a :
/ Uf.®,;dv, = / ®Ufn; dS, — (1 - 21/)/ G} ;5 AV,
Q o0
{(I)[ (1 _2V)Gz Zj]nj +(I);jan§,i} dSy
o0
-2 [ @6k,
Q
puis :

/(I{MG’“ dv, —b/Gk dv,, —b/ Gfn; dS,

Ce calcul permet de transformer l'intégrale de domaine (4.44) en somme d’intégrales
de frontiere :

7, 1,17

/pFiUidey:/ {201 = v)@[Gh,; — GFijInj + @ jn;GE} S,
Q o0

—(1—2v)b G¥n;dS,
o9

Ce résultat s’applique en particulier aux situations suivantes :
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e Au poids propre, avec ® = —pgys3 et b = 0.

e A Dinertie centrifuge, avec ®(y) = $pw?R?(y) et b = 2pw? (w/27 : fréquence de

rotation du solide, R(y) : distance de y & I'axe de rotation).

e A laprise en compte de déformations thermiques (coefficient de dilatation thermique
a) créées par un champ d’écart de température stationnaire T vérifiant AT = r
(généralement r = 0) :

oc=C:Vu— (3A+2u)aTI dans

ce qui conduit & prendre ® = (3A+2u)aT, b = (3A+2u)ar. Dans ce cas, le vecteur
t dans ’équation intégrale (4.31) fait référence & t = T™(u), et n’est pas égal au
vecteur-contrainte complet o.n.

Méthode de réciprocité multiple®. Elle s’applique aussi & ’élasticité, & condition
de disposer d’une suite U™ (z,y), N > 0 de solutions élémentaires telle que :

UM (@,y) =mAUN Y (z,y)
avec U (z,y) = U(z,y). Ceci peut étre réalisé pour la solution de Kelvin. Posant :

1 ,,,2N+1

0
167u(1 —v) " (2N + 2)!

N (a,y) =

la représentation de Galerkin (4.45) permet de construire la suite U™ désirée. On
procede alors comme en section 3.6 par application itérée de la troisieme formule de
Green (2.4), pour obtenir :

/ F.U*av, = / ANF.UMY v,
Q Q
N-1
+3 / (UhrD.arF UMD (APF),,) ds,
p=0 o0

pour un entier quelconque N, et o AP désigne le laplacien vectoriel itéré p fois.

UTILISATION DE CELLULES D’INTEGRATION. Elles sont utilisées quand les efforts de
volume ne sont donnés que par des valeurs numériques. Cela recouvre des situations
d’importance pratique : probléemes couplés thermoélastiques pour lesquels la distribu-
tion de température ne vérifie pas AT = b, prise en compte de déformations initiales
pour la résolution incrémentale de problemes élastoplastiques (chapitre 14).

SOUS-STRUCTURATION. Appliquée aux problemes élastiques, elle permet, outre une
réduction des besoins en temps de calcul et en espace mémoire, de considérer des
solides homogenes par morceaux. Elle est méme nécessaire dans ce dernier cas, car les
solutions élémentaires connues sont limitées aux milieux homogenes ou, au mieux, a
des hétérogénéités tres simples (stratification parallele,.. . ).

9Voir section 3.6.
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4.8 Elasticité en déformations planes

Considérons 'hypothese des déformations planes : domaine élastique €) invariant par
translation le long de es, soit 2 = D x R, ou D est un ouvert du plan y;y2 ; champ de
déplacement de la forme :

u(y) = ui(y1,y2)er + uz(y1, y2)e2

La méthode d’intégration du probleme tridimensionnel exposée en section 2.5, ap-
pliquée a I'équation intégrale (4.31) pour le domaine tridimensionnel Q de frontiere
0D x R, donne :

L;%@wwmmfzma@ww%

R
[ o) [ U2@.9) - Ve, 2)] doads,
oD R
_ / PFa (i) / U7 (@, §) — U (@, 2)] des dD, (4.46)
D R
oun & = (v1,22,23), T = (x1,22),... désignent des points de D ; les indices grecs

prennent par convention les valeurs 1,2. L’identité :

/ ta(y) dsy —|—/ pFa(y)dD, =0
aD D

traduisant 1’équilibre global (en résultante) de D a été utilisée. La solution élémentaire
en déformations planes est définie par :

[m@mwzémw@—m@mws (4.47)
[m@mw=4m@mws (4.48)

ou r = |§ — Z| est la distance euclidienne dans le plan ; Z € D est un point fixé # Z,
arbitraire, et ' = |Z — Z|.

SOLUTION ELEMENTAIRE DE KELVIN EN DEFORMATIONS PLANES. L’explicitation de
(4.47-4.48) pour la solution de Kelvin tridimensionnelle (4.8-4.9) donne, tous calculs
faits :

o 1 T
(&, 9))sp = % Tl y — (3 —4v)6ay log 7 (4.49)
A 1
9260 Dlap = — o Prarars + (L= 2)Fars + 0sara —dapra)]  (450)

La solution [U7]2p obtenue est définie & une translation pres, via le choix arbitraire de z
(et donc de p'). Elle est singuliere comme logr en y = a. Son comportement & I'infini,
[U"]2p — oo pour p — oo, s’explique par le fait que ce déplacement représente la
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réponse d’un massif élastique tridimensionnel infini & un systeme de forces de résultante
nfinie.

Le calcul de (4.49-4.50) repose sur un choix particulier de Z tel que z, = z., la
coordonnée z3_, étant arbitraire, et utilise les intégrales :

1 1 p
— dxs = —2log —
/R<\/p2+a:§ \/p’2+x§> r

dxs 2n 1
= — =1,2
/R (p? +a3)"t/2 2n—1p%n o )

avec p® = (y1 — 21)% + (y2 — 22)? et p? = (234 — ¥3_~)%. La recherche directe d'une
solution élémentaire des équations de 1’élasticité plane aurait également conduit au
résultat (4.49-4.50).

EQUATION INTEGRALE EN DEFORMATIONS PLANES. L’équation intégrale en déplace-
ments vérifiée par tout état élastostatique en déformations planes découle directement
de (4.46) et s’écrit :

{[Ua(ﬂ) - ua(j)]Tg(jvg) - ta(g)Ug(jvg)} dsy = / pFa(g)Ug(jvg) d‘DTI (451)
oD D

en termes de la solution élémentaire en déformations planes [U, X]ap. Elle se trans-
forme, comme dans le cas tridimensionnel, en représentation intégrale de w(Z) pour
Z ¢ 0D. L’application de la loi de Hooke donne ensuite la représentation du tenseur
des contraintes o ().

PROBLEMES EXTERIEURS. Le passage aux domaines non bornés (avec F' = 0) se fait
comme pour le cas tridimensionnel. Le comportement & I’infini de la solution de Kelvin
bidimensionnelle est :

U(z,9) = O(Logr)  X(%,9) = O(1/r) r=1y - — 400

Un raisonnement similaire a celui fait en section 4.6 montre que tout état élastostatique
avec forces de volume nulles vérifiant les conditions suffisantes de décroissance :

u(j) = O(R™®) a(j) = O(R™'™) § €Sk, R — 400 (4.52)

est gouverné par I’équation intégrale :

uq(T) + - {[ua(9) = ua(@)T3(Z,9) — ta(§)UL(Z,9)} dsy =0

Comme en trois dimensions, pour & ¢ 0D, la représentation intégrale de u(Z) a une
forme identique que le domaine D soit borné ou non (seul le signe de la normale & 9D
change).
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AUTRES SOLUTIONS ELEMENTAIRES. La méthode présentée pour la solution de Kelvin
permet de calculer d’autres solutions élémentaires bidimensionnelles a partir de leur
contrepartie tridimensionnelle et s’applique aux contraintes planes, aux problemes an-
tiplans, au passage 3D — 2D en dynamique,. .. Elle s’applique également a toute solu-
tion élémentaire tridimensionnelle définie pour un domaine F invariant par translation
le long de e et des conditions aux limites (ou & linfini) invariantes par translation
également. On cherche encore la solution élémentaire bidimensionnelle & partir de
(4.46) ; le probleme d’intégrabilité dans (4.47) reste présent. Par exemple, la solu-
tion élémentaire pour le demi-plan avec surface libre (annexe 4.3, formule (4.67)) est
obtenue par intégration suivant x3 de la solution de Mindlin tridimensionnelle (condi-
tion de surface libre sur le plan y; = 0).

4.9 Exemples numériques

Nous reproduisons dans un but d’illustration quelques exemples numériques publiés, qui
concernent des problemes d’élastostatique bi- ou tridimensionnelle, résolus au moyen
d’équations intégrales en déplacement du type (4.31).

CALCULS ELASTIQUES TRIDIMENSIONNELS (CETIM [6]). Les éléments de frontiere
sont utilisés pour des calculs de structures industrielles. La figure 4.9 montre le maillage
d’un corps de pompe (234 éléments, 631 noeuds, 6 sous-régions) chargé par une pression
interne tres forte, un effort F' tres intense au niveau du congé d’appui du rotor et des
effets de fond et moments de flexion T', M sur les tuyauteries.

Les auteurs ont notamment comparé les valeurs du seuil de Von Mises dans une
zone critique de la structure, fournies par le calcul tridimensionnel décrit ici et un calcul
par éléments finis bidimensionnel (faisant Papproximation d’un solide de révolution),
et trouvent un rapport de 1.15.

DEFORMATIONS PLANES ET MAILLAGE ADAPTATIF (GUIGGIANI [9]). Cet exemple
concerne une méthode de maillage adaptatif pour les problemes élastostatiques en
déformations planes. Par “maillage adaptatif”, on entend un algorithme qui, pour
un maillage (ici par éléments de frontiere) donné et un chargement donné, calcule
des indicateurs a posteriori d’erreur entre la solution obtenue par méthode numérique
et la solution exacte, puis modifie le maillage par déplacement ou ajout de nceuds
(“maillage h-adaptatif”), augmentation du degré des fonctions de forme (maillage “p-
adaptatif”) ou déplacement de nceuds (maillage “r-adaptatif”). Il s’agit en Poccurrence
d’un algorithme de type “h-adaptatif” qui procede itérativement & la subdivision en
deux nouveaux éléments ceux des éléments du maillage original en lesquels un critere
d’erreur, fixé par l'utilisateur, est dépassé.

L’exemple classique de la plaque plane rectangulaire contenant un trou circulaire
centré en extension uniforme (figure 4.10) y est traité. A partir d’'un maillage initial
de 20 noeuds (10 éléments & 3 nceuds), 'algorithme adaptatif a fourni un maillage final
de 56 noeuds (figure 4.10). Les valeurs calculées des tractions normales a la frontiere
aux points A et E pour les 5 maillages successifs (figure 4.11) mettent en évidence le
gain de précision apporté par le raffinement adaptatif (les résultats pour un raffinement
uniforme apparaissent également, pour comparaison).
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K/

AT

Figure 4.9: Corps de pompe : maillage par éléments de frontiere et sollicitations
(d'aprés [6]).

FLEXION DE PLAQUES ELASTIQUES (CASTRO ET COLL. [7]). Les problemes de flexion
de plaques peuvent également étre traités par éléments de frontiére (Bezine [4], Stern
[16]). Dans l'exemple présenté, une plaque en forme de L (figure 4.12), encastrée sur
toute sa frontiere, est soumise & un chargement p uniforme. Le maillage est constitué
de 10 éléments de frontiere (de type Hermite, garantissant la continuité C') par coté.

Maillage 1
(20 noeuds)

B!

\
) !
A | 1.0

Maillage 5
(56 noeuds) ]

Figure 4.10: Plaque plane rectangulaire, contenant un trou circulaire centré en ex-
tension uniforme : description (a gauche), maillages initial (en haut a
droite) et final (en bas a droite), d'apres [9].
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Figure 4.11: Plaque plane rectangulaire, contenant un trou circulaire centré en exten-
sion uniforme : traction normale aux points A et E (d’apres [9]).

Les résultats obtenus pour le moment de flexion ainsi que la fleche, le long de la ligne
1-2 (figures 4.12) sont comparés avec ceux obtenus par éléments finis (48 éléments).

L L L £ L £ L 5.0 10.0
A

1.0 4§ N 4 -+
0.0

-4.0

SN\

XYY
o
(=]

D E o .~ FEM solution
v —14.0

3
N
N
N

-19.0

-24.0
T BEM solution

|
!
:

0.03% BEM solution

0.025

0.015

FEM solution

0.005

0.0 5.0 10.0

Figure 4.12: Plaque en forme de L : géométrie (a gauche), moment de flexion (en
haut a droite) et déplacement vertical (en bas a droite) le long de 1-2
(d’apres [7]).
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Annexe 4.1 — Calcul de la solution de Kelvin tridi-
mensionnelle

Une fois le déplacement de Kelvin UF(z,y) calculé, le calcul des Zf‘j (z,y) découle de
Papplication de la loi de Hooke isotrope (1.17). Plusieurs méthodes permettent de
calculer le déplacement de Kelvin :

Passage a la limite. L’espace E = R? est privé d’une cavité sphérique de rayon
et de centre . Une distribution d’efforts de contact, de résultante ey, est appliquée sur
cette derniere. Les champs de déplacement et de contraintes dans le massif infini sont
calculés a partir de la solution générale en coordonnées sphériques (développements
sur les harmoniques sphériques). Enfin, la limite € — 0, prise en maintenant la valeur
e, de la résultante, donne la solution de Kelvin (4.8), (4.9).

Représentation de Galerkin. En élasticité isotrope, le déplacement U (x,y) peut
étre cherché sous la forme :
Uik(w, y)=2(1- V)Gﬁjj (z,y) — G;ji(ac,y) (4.53)
ou les composantes du tenseur de Galerkin vérifient :

AAGE = — Sikd(y — )

2u(1 —v)
et est donc proportionnel a la solution élémentaire r/8m de 'opérateur bilaplacien,

soit :
& 1

Gl=—r———

o 16mp(l —v)

La représentation (4.53) conduit, tous calculs faits, a 'expression (4.8). Cette méthode
ne se généralise pas a 1’élasticité anisotrope.

70k (4.54)

Transformée de Fourier en espace. Cette méthode permet de traiter le cas de
I’élasticité anisotrope générale, c’est pourquoi nous la reprenons en détail ci-apres.

CALCUL DE LA SOLUTION DE KELVIN ANISOTROPE. On reprend la démarche et les
notations de la section précédente. Un comportement élastique anisotrope quelconque
est considéré, les coefficients Cjjie du tenseur de Hooke étant seulement astreints a
vérifier les propriétés de symétrie (1.15) et de positivité

VA #0 AijCijreAre > 0

imposées par la thermodynamique. La solution élémentaire en espace tridimensionnel
infini vérifie :

Cij(lbUzlj,bj(wa y) +6(y —x)di, =0 y € R® — {z} (4.55)

soit, apres transformation de Fourier :

3 1 —i&.
Czjabgbng(é: = (27_[_)36 € x
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La matrice K(n), de coefficients K;q(n) = Cijapmn;, ainsi que son inverse N (n) =
K~(n), sont symétriques. On a donc, puisque Cijup&pé; = E2Kia(n) :

A 1
U(]f(ac, £ = (27)3 e f_sza( n)

et la solution U¥(x,y) est obtenue par transformée de Fourier inverse :

Uk(zc y) 27r / / i&ng (vi—=3) N, (n)dwd€

Remarquant que K(n) = K(—n), N(n) = N(—n) et que le changement de variable
1 — —n laisse S invariante, on peut écrire :

Uk(z,y)

1 + oo ) + oo )
= - / {/ elEW(yrwj)Nka(n)dwd{—l—/ elg’”(yﬁ'”)Nka(—n)dw} d¢
167 S 0 0

1 O (s
— @/S/ 61577_7(?/.7 7)Nka(77)de€

1 & (s — s
= _8 3 / 5(”] (y] — x]))e &n; (y; ”'7)Nka(n)du]d£
™ Js

2m ™
= 8% do / d(r cos ) Nio (1 sin ¢o(cos aby + sinabz) + r cos pas) sin pdd
™ Jo 0
1 27 T
=55 / do 0(u)Nga (V1 — u?(cos aby + sinabsy) + uas)du
™ 0 -r

L’expression du déplacement élémentaire de Kelvin pour un comportement élastique
anisotrope quelconque est donc :

1 27
8m2r
L’explicitation de la formule ci-dessus, c’est-a-dire le calcul analytique de U'intégrale,
n’est pas possible pour toute forme d’anisotropie.

Uk(x,y) = Niq(cos aby + sin abs)dl (4.56)

Elasticité isotrope. Dans ce cas, on a, tous calculs faits :

1 1
a N a = - ca
n nk] ka(1) . {(h 0=

1
1—2v ) ek

et le déplacement de Kelvin est donné par :

Kka(n) =K |:5ka +

Uk(x,y) = [Zwéka - (ai.e,)(ar-ex) + (ag.ea)(ag.ek)] (4.57)

1 T
8m2ur 2(1 —v) [
Remarquant enfin que eq.ex = dar = (a;.€4)(a;i.ex), on a, compte tenu de la définition
de a3 :

(Ya — @a) (yr — Tk)

ly —x[ [y—a
ce qui, reporté dans (4.57), conduit bien & l’expression (4.8) de la solution de Kelvin
isotrope.

(a1.eq)(a1.ex) + (az2.€q)(az2.€x) = dar — =gk — TaT k
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Anisotropie transverse. Willis [17] a traité ce cas, pour lequel tous les Cj;re sont
nuls sauf :

Ci111 = Cogoo = C3333 = 8 Cozaz = C3131 =7y
Ci133 = Caazz = ’Y/ - Ci212 = (01111 - 01122)/2 =a

e3 étant choisi comme axe de symétrie de l'anisotropie transverse (cing coefficients
indépendants a,a’,7,v’,3). Les composantes du déplacement élémentaire de Kelvin
pour ’élasticité anisotrope transverse sont données par :

C (a2 — a®)hp(a?) + (a? — a2)hgi(a2) + (a2 — o) hy; (a2
Uik(w,y)z—( 3 2) i ( 1)2_(21 23_) 1<2( 22)_ (22 1) ki ( 3) (4.58)
wr (af —a3)(ag — a3)(af — o)
avec

-1

C = {By*sin®0(1 — A1)(1 — As)(1 — A3)}
hm@%:% (2 —1)cos,0 — i(z — 1), — (2 + 1) sin)d

D =(ai —a;?)(03 — a3%) (a3 —a3?)

Ni1(€) = (o'€] + &3 +€3) (v(€1 + &) + BE3) — 1*& &8
Nia(€) =266 — (o — o )a&( (& + &) + B43)

Ni3(€) = (o — & )W&1858 — v & &3(a/ €] + &l +7€3)
Noo(€) = (o€} + o'65 +1E) (v(&F + €3) + 8€3) — 7°67¢3
Na3(€) = (a — ')y €1 6aks — 7' &aés(al] + /€5 +7€3)
N33(§) = ('€} + atd +7&3) (0t} + /&5 +7E3) — (a — )EES

ou 8 € [0, 7] désigne I'angle entre y — x et e3 et z; est le zéro de valeur absolue < 1 du
trinome :

224+ 9B,z +1
avec
o 1 1/2 1 a\ 2
A==  Ay== —4— As=<=|x— (x*—4=
T e X*( ﬁ) 1 ’ 2[X (X ﬁ)
et
_ P taf—9"?
By

D’autres résultats sont mentionnés dans Mura [11].
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Annexe 4.2 — Intégrale du vecteur contrainte de
Kelvin

INTEGRALE DU VECTEUR CONTRAINTE DE KELVIN. On se propose de reformuler la
résultante sur S du vecteur-contrainte de Kelvin, donnée par :

KX (@, 5) = / T)(z, ) dS,
S

-1 ds
— m /s (1 —2v) (i p + niT s — T i) + 3737 57 5] 7.—2y
(4.59)
a l'aide d’intégrations par parties. En effet, 'identité (A.7) permet d’écrire :
ds. 1 ds,
/S(nk” — nirk) r—2y = /SDMF dSy = €ikp /é)j Tp TJ (460)

et d’autre part :

ds, 1 ds,
/57“77;7“71@7“@ . :/err’pka; dSy_F/Snkr’ir—Q

ds 1 ds
Zekm/ TAT pTj— +/ —Dpk(rﬂ,p)dsyﬂL/nkm—gy
as r s T s r

Compte tenu de :
Dypis(r,irp) = np(rikT p + 747 pk) — (T ipTp + 747 pp)
1
= Ak —rarplr + ik = rar e — 20}

1
= {[0ir — 27 ir v — nieT i}
.

ds, ds, ds
3/570’”0’”’”7"—; = €ppj /as T pTj rJ —|—/Sr,nr—2y (4.61)
Le report de (4.60), (4.61) dans (4.59) conduit & reformuler K¥(z, S) comme :

on obtient :

dsy

k _ _ Cip (1 — ,
Kb@.5) = gt | = (1= 237

w(x, S)
47

— di

(4.62)

Si S est fermée et & ¢ S, les intégrales de contour disparaissent tandis que w(x, S) = 47
(z a lintérieur de S, n étant la normale extérieure) ou w(x, S) =0 (x & Vextérieur de
S). On retrouve donc I'identité (4.7).

Divergence de I'intégrale quand x € S. Les intégrales de contour, invariantes par
homothétie de centre @ sur le contour 9.5, dépendent cependant de la forme de 05S.
Ceci signifie notamment que, si € S, KF(x, S) ne peut pas étre définie comme limite
de KF(zx, S —s(x)) pour un voisinage évanouissant s.(z) de forme quelconque, et donc
que la reformulation (4.62) ne donne pas KF(x,S) comme une intégrale convergente,
malgré le caractere convergent de l'intégrale de surface (angle solide).
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Cas particulier : S s’appuie sur une courbe plane. Si la courbe S est plane et
x est situé dans le plan de 95, elle admet un paramétrage & l’aide des coordonnées
polaires (r,6) de centre « :

y=x+r(e,

et on peut remarquer que :

mrds, = [r'(0)e, + r(0)eq]db

ds
eijpr7j7'7p7y = (67. A 69).67;d9 = m(a})

en notant n(x) la normale unitaire au plan de 9S. Par conséquent :

d 27 27
eijp/ r,jrym'pﬁ = nl(w)/ rRdf = nl(w)/ (er)rdd =0 (4.63)
as r 0 0

Finalement, pour ce cas particulier, ’expression (4.62) devient :

& o WS 1-20 / dsy
K; (IIZ, S) = —dik . 87‘((1 — l/) €ikp s Tp r (464)

La valeur de I'intégrale curviligne qui subsiste dépend de la forme de la courbe plane

0S. En effet : , ,
T / us /
/ 95 / (r—e,, n e9> df :/ " e,.dd
as r 0 r o T

Si 05 est un cercle de centre x, on a r'(f) = 0 et Uintégrale ci-dessus est nulle. Cela
permet de montrer la formule classique :

* .S
/ THa,y)ds, = - 2@ s, (4.65)

S 47

ot [ ; désigne l'intégrale prise au sens des valeurs principales de Cauchy. D’autre part,
si 0S est un cercle de rayon ¢ et x est situé & une distance ke, 0 < k < 1, du centre
dans la direction a unitaire, on trouve tous calculs faits :

[ 7S = LK) - EW)(n(@) na)
as

r
ou K(k), E(k) sont les intégrales elliptiques de premiére et deuxieme espece [1]. Cet

exemple illustre le fait que les termes de contour dans (4.62) dépendent de la forme de
08 ; en particulier, K (k) — E(k) = 7k? + o(k?).

Annexe 4.3 — Solution élémentaire pour le demi-espace

Due initialement & Mindlin, elle est donnée par exemple dans Mura [11]. On consideére
le demi-espace E = {(y1,¥2,¥3) | ys > 0}, de frontiere OF = {ys = 0}. On pose
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Figure 4.13: Demi-espace : notations géométriques.

Z = (x1, 2, —x3) (T symétrique du point-source  par rapport & OF) et 7 = |y — Z|.
On a donc :

Ya — Lo — Yo — T Ys — I3 — y3+$3
Ta= Ta = — T3 = r3= =

r r r r

La solution élémentaire U (&, y) vérifiant (4.2) ainsi qu’une condition de surface libre :
TF(z,y) =0 (ys =0, i=1,2,3)

est donnée par les expressions suivantes, dans lesquelles les indices ¢, k ne prennent que
les valeurs 1,2 :

1 k 1 Tl k TaT g 2w3xh o
UF = s 0+ =0 + == + R Oi, — 37 ;T
’ 16mu(1 — v) {r i TR0k r 7 3 [0k T k]

X Tl k
|Gy — —
r(1+r73){ k 1—|—r73)]}

1 3Tk Tafyp  Oxsxh T L
Uk _ 90, AL ; y
37 16mp(l —v) { s TR s AT Far F3)
(4.66)
1 Tr3 T3 Oxsxh T
U3 _ v, 0, i _ 5
b 16mp(l-v) { rTE B T X T,
1 koo l4x | T T3T3  2x37) _
3 ; 3
= — —= — — 1-3 :
P 16mu(l —v) {r t T o (L= 3]
avec k =3 —4v, x = 4(1 — v)(1 — 2v). Commentaires :
e Dans le cas particulier 3 = 0 (force ponctuelle exercée a la surface du demi-

espace), U2 (z,y) donné par (4.66) redonne la solution de Boussinesq (k = 3 : force
ponctuelle normale & la surface du demi-espace) et la solution de Cerruti (k= 1,2 :
force ponctuelle normale & la surface du demi-espace).
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e La superposition des solutions de Kelvin pour les points source « et T n’est pas égale
a la solution de Mindlin (4.66) : elle ne résulte pas, comme la solution élémentaire
du laplacien pour le demi-espace, de 'application de la méthode des images.

e L’invariance par translation a lieu seulement suivant les directions (y1,y2), ce qui
permet d’écrire :

Uik(ac,y) = U,i(ac,y) (i,k=1,2)
Uk(mvy) = Uzk(yaw) (lvk = 1; 273 xr3 = yS)

, 214 . . . ~1
e Le déplacement élémentaire (4.66) est singulier comme |y — x|~ pour y ~ x, et
. N . 412 . . . -2
conduit donc & un tenseur des contraintes élémentaires singulier comme |y — x| ~.

e Pour tout point-source intérieur & ¢ OF, les parties singulieres de la solution (4.66)
et de la solution de Kelvin (4.8) sont égales.

SOLUTION ELEMENTAIRE POUR LE DEMI-PLAN E = {(y1,y3),ys > 0}. Elle peut
étre obtenue par intégration de la solution tridimensionnelle (4.66) entre 3 = —oo
et xo = 400 selon le principe exposé en section 4.8 pour la solution de Kelvin. Son
expression pour les déformations planes (cf. par exemple Brebbia, Telles, Wrobel [5])
est :

1 xgx’
Ui(z,y) :m{ HLogr—[1+x]Logr+r1+nr1 3 [1- ]}
1 4
Ui (z,y) ~ Brp(l—) {7‘,37‘,1 +RT3T — . 2 aF 1+ X9}
1 4
U (z,y) = 8mu(l —v) {7",37",1 +tRT 371+ xg 37 a1 — X9}
1 2232, _
U(xz,y) = el ) { xLogr — [1 + x]LogF + > 3+ K73 — = 21— 27"%]}
(4.67)
avec k = 3 —4rv, x = 4(1 — v)(1 — 2v), les définitions pour r,7 et leurs dérivées
étant les mémes que pour le cas tridimensionnel, en prenant zo = x5 = ys = 0 ;

0= tanfl(ﬁl/ﬁg).

Annexe 4.4 — Solution élémentaire pour deux demi-
espaces joints

On considere un massif élastique infini £ formé de deux demi-espaces isotropes F1, Es
(constantes élastiques pi1,2,1.2), limités par le plan y3 = 0 (le domaine 1 occupe
y3 < 0) et joints (continuité de u et o.n au passage de 'interface). Supposons la force
ponctuelle appliquée en € Fj. On introduit, comme en annexe 4.3, le symétrique
Z de x par rapport au plan y3 = 0 et les notations 7, 7,.... La solution élémentaire
U (x,y) pour cette situation, due & Rongved [14], est donnée en termes des potentiels
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de Neuber-Papkovich me¢, my :

Ub (e, y) = i (5 + V)®is — (@0 + b))

avec k =3 —4v. Pour y € Ej,on a :

1 1 S
Dy =Ppp=—1—[=-+=
" 22 2m(k1 + 1) (7“ 7“)

Dy =P1p = P13 =Py3 =0

B — 1 (Aky — S)T _ 2AxsT
T+ 1)\ (L4 7a) v
B — 1 l @ B 2A£E377’3
3 2r(k1 +1) \r T 2
e 1 <_ (A3 + B2Sk)ry,  (Aky — S)wgm)
k= 27(k1 + 1) 2F(1+73) r(1+73)
1 r3 Arkirs 1 9 _ _
R S G N (A2 — B)Log(7(1 + 7
¥s %Wn+U( F o alds - BLes(r(l4T)
et pour y € Fs :
1 T
Byy = Byy = 5
A TR

Do) = P12 = P13 =Pr3 =0
1-B-T 1y

Dy = —
T ol + 1) (1 — 1)
1 1-B
D33 =
BT ok +1) 1
w - 1 _ ((A — 1)%1 =+ (2T + B — 1)%2)T7k (1 —A— T)J,‘g’ﬁk
B 2m(k1 + 1) 2r(l —ry3) r(l—rg3)
1 (A—1Das 1
5 = “[(1—A 1 — B)#o] Log(r(l — r.
= g (B2 4 L0 - A+ (- Bl Logtrl1 - 7))
avec k = 1,2 et en posant :
N 1-T B_lig—/ﬁl].—‘ S_].—P N 2(K1+1)P _/1,2
14D ket T 14T (ke +1)(1+T) T

Références bibliographiques

[1] ABRAMOWITZ, M., STEGUN, I. Handbook of Mathematical Functions. Dover Publica-

tions, New York (1972).

[2] BENITEZ, F. G., RosAKkIs, A. J. Three-dimensional elastostatics of a layer and a layered

medium. J. Elast., 18, 3-50 (1987).



98 CHAPITRE 4. REPRESENTATIONS ET EQUATIONS INTEGRALES, ELASTOSTATIQUE

3]
(4]

[10]

[11]
[12]

[13]
[14]
[15]
[16]

[17]

BETTESS, P. Infinite elements. Penshaw Press (1992).

BEZINE, G. Boundary integral formulation for plate flexure with arbitrary boundary
conditions. Mech. Res. Commun., 5, 197-206 (1978).

BreBBIA, C. A., TeELLES, J. C. F., WROBEL, L. C. Boundary element techniques.
Springer-Verlag (1984).

C. E. T.I. M., (CENTRE TECHNIQUE DES INDUSTRIES MECANIQUES). Application de
la méthode des équations intégrales a la mécanique. Rapport interne, CETIM, Senlis,
France (1976).

CaAsTrRO, L. M., PINHO, J., PARREIRA, P. Solving plate problems using boundary
element method. In C.A. Brebbia (ed.), Boundary Elements technology VI, pp. 215-225.
Comp. Mech. Publ., Southampton (1991).

DANGLA, P. Couplage éléments finis — équations intégrales en élastodynamique et inter-
action sol-structure. These de Doctorat, Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, Paris,
France (1989).

GuiGGIANI, M. Non-residual type accuracy estimates and adaptive refinement in Bound-

ary Element analysis. In C.A. Brebbia and N. G. Zamani (ed.), Boundary element tech-
niques : applications in engineering., pp. 323-340. Comp. Mech. Publ., Southampton
(1989).

Guicaiang, M., KrisuNAsSAMY, G., RuporpHl, T. J., Rizzo, F. J. A general algorithm
for the numerical solution of hypersingular boundary integral equations. ASME J. Appl.
Mech., 59, 604-614 (1992).

MuRrA, T. Micromechanics of Defects in Solids. Martinus Nijhoff (1982).

PATTERSON, C., SHEIKH, M. A. Interelement continuity in the boundary element
method. In C.A. Brebbia (ed.), Topics in boundary element research., vol. 1. Springer-
Verlag (1984).

Puam, T. L. Tenseurs de Green et de Neumann. These de Doctorat, (1966).

RoNGVED, L. Force interior to one of two joined semi-infinite solids. In Proc. 2nd.
Midwestern Conf. Solid Mechanics., pp. 1-13 (1955).

SALENCON, J. Mécanique des milieuz continus (vols. 1,2,8). Presses de I’Ecole Poly-
technique, Palaiseau, France (2004).

STERN, M. A general boundary integral formulation for the numerical solution of plate
bending problems. Int. J. Solids Struct., 15, 769-782 (1979).

WiLLis, J. R. The elastic interaction energy of dislocation loops in anisotropic media.
Quart. J. Mech. Appl. Math., 17, 157-174 (1965).



Représentations de gradients ou contraintes
a la frontiere

Les chapitres précédents ont montré que les équations intégrales en potentiel (2.20) ou
en déplacement (4.31), associées aux formules de représentation intérieure appropriées,
permettent la résolution numérique de problemes aux limites. Toutefois, quand le point
d’observation « est situé sur la frontiere du domaine, ces équations ne permettent pas
directement le calcul du gradient complet de potentiel ou de déplacement, les formules
de représentation intérieure du gradient ne pouvant pas étre évaluées pour x € 052
en raison de 'apparition de singularités non intégrables ; seuls le flux ou le vecteur
contrainte sont facilement accessibles. Or la résolution de certains types de problemes,
dont un apercu est donné ci-apres, nécessite de disposer d’équations intégrales donnant
la valeur du gradient complet de la variable primaire (potentiel ou déplacement) aux
points de la frontiere du domaine d’étude. C’est I'objet de ce chapitre.

EVALUATION DE CONTRAINTES TANGENTIELLES SUR LA FRONTIERE. Une méthode
d’évaluation du gradient de potentiel ou du tenseur des contraintes complets reposant
sur la dérivation tangentielle de (u, ¢) ou (u,t) a été présentée en section 4.7. Toutefois,
des travaux récents (Guiggiani [2]) mettent en évidence la mauvaise précision et les
limitations de cette technique et montrent clairement la supériorité de 'utilisation
d’une formule de représentation du tenseur des contraintes a la frontiere. Le calcul
numérique de cette derniere doit bien str étre fait avec le plus grand soin.

EcrANS, FISSURES. Un domaine 2 thermiquement conducteur contient un écran
isolant, c’est-a-dire une surface I' & bord, intérieure a €2, sur chacune des faces de laquel-
le le flux thermique ¢ est nul : ¢& = 0 sur T'*, la température u pouvant présenter un
saut 1 = ut —u~ & travers I'. Supposant pour fixer les idées un flux externe imposé :
q = ¢P sur la frontiere extérieure 99, I’équation intégrale (2.20) s’écrit :

{[u(y) —u(@)]H(z,y) — ¢° (y)G(z,y)} dS, + / Y(y)H (x,y)dS, =0
[5}9] r
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Figure 5.1: Milieu conducteur et écran isolant.

oi1 on a choisi sur I" la normale unitaire dirigée du c6té de I'. En I’absence d’écran et
pour la méme donnée ¢7, la température ug, continue a travers I', vérifierait I’équation :

{[uo(y) — wo(@) | H(@,y) — ¢°(y)C(z, )} dS, + / b(y)H (. y) dS, =0
o0 I

de sorte que la différence Au = u — ug vérifie (pour x non situé sur T') :

[ 18u) - du@) (@) dS, + [ [8u* - Au)(w)H(e,y)dS, =0
o0 T

On constate que cette derniére équation d’inconnue Au est homogene (second membre
nul) et admet de ce fait une infinité de solutions. L’équation intégrale (2.20) ne permet
donc pas la résolution pratique du probleme thermique avec écran ; elle dégénére en
présence de surfaces de discontinuité de u. Les mémes équations, et donc les mémes
conclusions, s’appliquent par exemple aux écoulements potentiels dans un domaine
fluide 2 contenant un écran rigide imperméable infiniment mince T.

L’étude d’un massif élastique infini contenant une fissure I' de levres I'*, probleme
tres classique, conduit & une situation de méme nature. On suppose par exemple que
des efforts de contact +¢t” sont appliqués sur les levres. La formule de représentation
(4.20) du déplacement u(x) en un point d’observation non situé sur la fissure donne :

un() = / [0 ()T (@, y) + di(w)UF (. )} dS,

avec 1 = ut —u~ et ¢ = tT +t~. Cette formule peut également étre écrite, sous
forme régularisée, pour x € I :

1 - k k k

5[“? + Uy J(x) = ¢i(x) K] (x,T) + /F {[dh(y) — Yi(x)|T(x,y) — ¢s(y)U; (m,y)} ds,
L’équation intégrale ci-dessus n’est pas modifiée si on change t* en t* +¢° ; en partic-
ulier dans le cas pratique important du chargement symétrique on a ¢ = 0. On observe
donc un phénomene de dégénérescence de I’équation intégrale similaire a celui présenté
par I’écran thermique.

EQUATIONS INTEGRALES INDIRECTES. L’écriture des équations indirectes pour le
probleme de Neumann nécessite le calcul du gradient d’un potentiel de simple ou double
couche en un point de la frontiere.
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Figure 5.2: Fissure dans un massif infini chargé symétriquement.

INDICATEURS D’ERREUR. Considérons le probleme de Neumann intérieur (flux donné
q = ¢P sur 99Q) pour I'équation de Laplace. Une fois I’équation intégrale (2.20) résolue
numériquement, on peut se poser le probleme du calcul d’un indicateur d’erreur a
posteriori sur la solution u |sn obtenue. On peut par exemple souhaiter comparer,
comme Ingber et Mitra [6], les flux ¢” donné et g(z) calculé & partir de la solution u,
idéalement (pour une résolution numérique en u du probleme de Neumann parfaite)
égaux en tout point x € 0). Une fonctionnelle d’écart J :

J = — P[P ds = / PP as=S"u.
/89|q q”| ;E(e>|q q”| ze:

décomposable en termes J. associés aux éléments de frontiere, qui jouent le role
d’indicateurs locaux d’erreur, est ainsi définie. Son calcul pratique nécessite donc celui
des valeurs de ¢ sur 9f2 par une formule de représentation.

5.1 Définition par passage a la limite

On considere un champ u solution de 1’équation de Laplace : Au = 0 dans un domaine
Q. La représentation intégrale de u;(z) (z ¢ 0Q) est obtenue par dérivation de la
formule (2.14), soit! :

Ku i (T) = ” {a(W)G a(z,y) — u(y)G z(z, y)n;(y)} dS, (5.1)

G étant une solution élémentaire quelconque compatible avec €. Les termes G ;(x, y)
et G 7;(x,y) étant singuliers comme |y — x| % et |y — @|? respectivement, donner un
sens & la formule ci-dessus quand & € 02 nécessite une technique de régularisation plus
complexe que celle utilisée pour I’équation intégrale (2.20).

On reprend la méthode de passage a la limite de la section 4.4 et les notations
correspondantes : voisinage d’exclusion v.(x) = v de  de diametre < e, domaine
Q. = Q — v de frontiere 9Q. = (9Q — e.) + sc (avec s = QN Jve, e = N Nwve). La

1On rappelle que, par convention, (),i et (),z désignent les dérivées par rapport & y; et x; respec-
tivement de fonctions f(x,y)
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représentation intégrale du gradient de u est cherchée comme limite pour e — 0 de la
formule ci-dessus prise pour le domaine 2., soit :

0= / (4)C (@, ) — u()Gons (. y)n; ()} S, (5.2)
(0Q—ec)+se

Deux variantes seront examinées : régularisation au second ordre (section 5.2) ou
intégration par parties suivie par une régularisation au premier ordre (section 5.3).

5.2 Régularisation au second ordre

Elle repose sur une reformulation de (5.2) au moyen d’une identité auxiliaire. En effet,
tout potentiel u* affine :

w* =g+ a;(y; — ;) (uo, @) : constantes arbitraires (5.3)

est harmonique : Au* = 0, et vérifie donc (5.2), soit :

0 = / AqNg (y)G,T(mv y) dSy
(09Q—ec)+se

-/ w0 + (b — 20)]C 5 (. 9), () d, (54)
(0Q—ec)+se
Prendre les valeurs particulieres {ug,a} = {u(x), Vu(x)} dans (5.4) et retrancher

membre & membre I’équation obtenue de (5.2) donne la relation :

0= / (9(¥) — 1,0 (2)10(9)]G 1, ) S,
(0Q—ec)+se
- / () — u(®) — 1.0(2)(Wa — 2a)]G 15 (@, y)n; (1) dS,  (5.5)
(0Q2—ec)+se

dans laquelle on étudie la limite ¢ — 0. Faisons sur v I’hypothese de régularité u € C1*
en . Celle-ci entraine :

AN
Q
<
8

s
Q

lu(y) — u(®) — wo()(Ya — 2a))|
l9(y) — wa(®)na(y)]

I(C >0, >0)

IN
Q
<
8
s
Q

Examinons alors séparément les intégrales sur s. et sur 02 — e, dans (5.5).

Intégrales sur s.. Puisque |y — x| ~ ¢, dS, ~ ’dw (w : angle solide vu depuis
x), 'hypothese (5.6) entraine :

/ (4(¥) — 0 ()10 (4)]G 1, y) dS, = O(=)

Se

/ 1Y) — (@) — 1.0(@)(ya — 2a)]G 5@ ¥)n; () S, = O(E®)

Se

et les intégrales sur s, tendent vers 0 avec ¢.
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Intégrales sur 92 — e.. Les deux intégrands de (5.5) se comportent en vertu de
(5.6) comme |y — w|a72 pour y proche de x, et sont donc intégrables sur 9€2. Les deux
intégrales sur 02 — e. sont convergentes pour £ — 0 :

lim [9(y) — wa(@)na(Y)IG 3, y) AS,
e 0N—e.

= / [9(y) — uwa(x)na(y)]G 2(z, y) Sy
o0

lim [u(y) — u(@) — wo(®)(ya — 7a)]G 7 (2, y)n; (y) S,
0N—e.

= / [u(y) — w(®@) — w,0(2)(ya — 2a)]G 75 (2, y)n; (y) dS,
o0

REPRESENTATION INTEGRALE DU GRADIENT. L’analyse ci-dessus montre que le pas-
sage & la limite € — 0 dans (5.5) mene a la relation :

0= / (9(¥) — wa(@)na(y)]G.x(, ) S,
o0

- /m [u(y) — w(®@) = w,0(2)(ya — 2a)]G 75 (2, y)n; (y) dS, (5.7)

ou n’interviennent que des intégrales faiblement singulieres, convergentes. On préfere
toutefois reformuler I’équation ci-dessus en procédant aux réarrangements suivants :

u(y) — u(x) — uo(® )(ya—xa)
= [u(y) - U(w) a(®)(Ya — a)] — 4(®)na(®)(Ya — a)
9(y) — wa(@)na(y )

[9(y) = ¢(®)] — wa[na(y) — na(a)]

ol Dyu = u,q — ngq est la partie tangentielle de la dérivée partielle u , (annexe A).
L’équation (5.7) devient ainsi :

A (@)1(x) /a )~ o(w)C (),
- /8 u(y) ~ u(@) ~ Dau@)lya — )G (@ 9 (0)S,  (65)

le terme libre A;,(x), qui ne dépend que du domaine €2, étant donné par :
(@) = [ na(w) = nu(@)G (o) 45,

~ na(@)np(x) /a = an)Gy @), 4) 4, (5.9)

Ces équations donnent donc une représentation intégrale du gradient Vu(x) en un
point & € 9N en fonction des quantités :

u(y) —u(z) — Vsu(z).(y — ) q(y) — q(=)
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qui ne dépendent que des valeurs prises par (u,q) sur 9 (seule la partie tangentielle
Vsu de Vu intervient sous le signe intégral). Leur validité demande une régularité
CYH* au moins de v en x. De plus, les intégrales définissant le terme libre A;, ne
sont convergentes que si 9 est réguliere en x, et plus précisément sous réserve d’une
régularité C% au moins de la normale en x :

ACe)  In(y) —n(@) < |y — =/ (5.10)

Enfin, le calcul effectif de Vu(x) par la formule (5.8) se présente comme un systeme
linéaire carré sur les 3 inconnues scalaires u, et suppose donc l'inversibilité de la
matrice A;,(x).

Le résultat (5.8-5.9) est applicable quelle que soit la solution élémentaire G(x,y)
considérée. Il permet le calcul du gradient complet Vu(x) en x € 9€) connaissant les
valeurs prises sur 99 par (u,q). Ces dernieres résultent par exemple de la résolution
de I’équation intégrale (2.20).

5.3 Intégration par parties et régularisation au
premier ordre

Si la solution élémentaire pour le milieu infini;, G = 1/47r, est utilisée, on peut mettre
a profit la propriété (2.9) d’échange des dérivées par rapport a x et y :

G,i(w7 y) = _G,i(w7 y)
pour reformuler (5.2) comme :

0= / (a@)C i@, y) — u(w)Goss (. y)n; ()} dS, (5.11)
(0Q—ec)+se

On procede ensuite a une intégration par parties, valable pour toute surface fermée S
ne contenant pas x. En effet :

/ w(y)Cay (@, y)n, () dS, = / w()(D3:G.j (@, y) + G g3 (. y)ns ()] S,
S S

utilisant 'opérateur différentiel tangentiel D;;() = ni(),; — n;(),; défini en annexe A.
D’autre part, G vérifie G j;(x,y) = 0 (y # ). Enfin, application de I'identité (A.7)
d’intégration par parties donne :

[S u(y)D;iG () dS, = /5 Diju(y)G(,y)dS,

Ce schéma d’intégration par parties apparait dans Kupradze [8], Sladek et Sladek [10].
Comme résultat de ce calcul, identité (5.2) prend la forme :

0= / {4@)G i(@.y) — Diju(y)C ;(x.y)} dS, (5.12)
(0Q—ec)+se

dont on considéere maintenant la limite quand € — O.
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REGULARISATION AU PREMIER ORDRE. La solution particuliere affine u* (5.3) vérifie
également (5.12). De plus, pour {ug,a} = {u(x), Vu(x)} :
Diju*(y) = ni(y)u () — n;(y)ui(x)
= Djju(x) + [ni(y) — ni(@)]u;(x) — [n;(y) — n;(@)]u,i (@)
a*(y) = n;(y)u,;(x)
= q(@) + u j(x)[n; (y) — n;(z)]
Ces relations sont reportées dans (5.12) écrite pour (u*,q¢*). L’égalité ainsi obtenue,
soit :
0= [ {a@)Gale,y) - Dyul@)Clwy)n(w)) d,
ON—ee
+/ uj(x)[n;(y) —nj(x)]G i(z,y)dS,
ON—ec
- /89_ {[ni(y) — ni(@)u;(@) — [n;(y) — nj(@)ui(x)} G ;(z,y)dS,
+/ {nj(Wu,;(@)Gi(z,y) — [ni(y)u;(x) — n;(Y)u(x)]G,;(z,y)} dS,

est ensuite retranchée membre & membre de (5.12) écrite pour (u,g). On obtient, apres
avoir regroupé les termes de maniere adéquate :

Aig(z, €)uq(x)

ol on a posé :

Ayj(a,e) = /a )~ (@G, (@.9) S,

— 045 [na(y) — na(@)]G oz, y) dSy
0N—ec

- / (5 () — n5(@)]G1 (. ) dS, (5.14)
ON—ee

Sous I'hypothese de régularité u; € C1* au point @, la propriété (5.6) est applicable
et permet de montrer que, a la limite € — 0, 'intégrale sur 02 — e. dans (5.13) donne
une intégrale impropre convergente sur 02 tandis que les intégrales sur s. s’annulent.
De plus, supposant encore que & € 952 est un point régulier vérifiant (5.10), le terme
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Agj(z,€) est éerit en termes d’intégrales convergentes, et sa limite A;j(x) pour € — 0
est donc :

Aij(x) [(ni(y) = ni(®))G (2, Y) = 0ij(na(y) — 1a(2))G o2, y)} dSy

- 69{
- / (5 () — 15(@)|G s(, ) dS, (5.15)
o0

En fait, on montre en annexe 5.2 que le terme libre flij (z) admet I'expression :

A”(ac) = %5@» + % [ni(x)I;(x,0Q) — njl;(x) — 6;jnq(x) ()] (5.16)

avec (annexe 5.1, équation (5.56) :

1 P
I(,S) :/ (—r,n —K> g L —/ ve L5 (5.17)
S T T a8 T

REPRESENTATION INTEGRALE DU GRADIENT DE POTENTIEL. Comme résultat de
Panalyse qui précede, la représentation intégrale de Vu(x) en tout & € 99Q régulier
vérifiant (5.10) est donnée, sous forme régularisée, par :

S i) = / {(Dsu(y) — Diju()] G 5(2,y) — [a(y) — a(@)]G.i(x, )} dS,
o0

—|—D1ju(sc)lj (w,@Q) - q(a:)[z(sc,aQ) (518)

La solution élémentaire est G(x,y) = 1/4wr. Toutes les intégrales sont faiblement
singulieres. Ce résultat ne vaut que pour u € CH* et n € C%* au point x.

Commentaires. Cette formule donne le gradient complet Vu(x) en & € 99 con-
naissant les valeurs prises sur 99 par (u,q). Toutes les intégrales étant convergentes,
I’évaluation numérique de cette expression ne souleve pas de difficulté essentielle.

5.4 Extension a I’élastostatique
La démarche précédente peut étre étendue a 1’élastostatique, de maniere a obtenir des
expressions régularisées de la représentation du gradient de déplacement ou du tenseur

des contraintes en un point d’observation « situé sur la frontiere. On a vu (section 4.3)
que le gradient du déplacement admet, pour x ¢ 90f, la représentation intégrale :

kuns(@) = [ @)U ) — wo)m @), (e | 45,

Ainsi, reprenant encore la méthode de passage a la limite fondée sur 'introduction du
voisinage d’exclusion v, (), la représentation intégrale du gradient de déplacement est
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cherchée comme limite pour € — 0 de la formule précédente prise pour le domaine €2,
soit :

0= [ {tawUkile.y) - wulwn(w)Lh, (o.9)} a5, (5.19)
o

On reprend les deux variantes : régularisation au second ordre ou intégration par
parties suivie d’'une régularisation au premier ordre.

REGULARISATION AU SECOND ORDRE. La considération d’un état élastostatique affi-
ne wu,, superposition d’une translation rigide et d’'un état de déformation uniforme,
défini par :

wr(y) = ug + dac(ye —xe)  ti(y) = Cijapn;(y)aay (5.20)
(uY, a;; : constantes arbitraires) conduit & l'identité auxiliaire :

0= /aQ {Cijabnj (y)aabUfz(w, y) — [ug + Gac(ye — xc)]nj(y)25j7z(m7y)} ds, (5.21)

Cette derniere, écrite pour le choix particulier {u®, a} = {u(x), Vu(z)}, valeurs des
inconnues au point x, et retranchée membre & membre de (5.19), donne :

0= / [Ua(y) - ua(w) - ua,c(w)(yc - xc)] nb(y)zsbj(w7 y) dSy
(09Q—ec)+se

- / () — oy (@) ()] UX (@, ) dS, = 0
(0Q—ec)+se

Moyennant ’hypothese de régularité u € O en x, 1’étude du passage & la limite pour
¢ — 0 dans la relation ci-dessus est similaire & celle menée en section 5.3 et donne :

0= / [a(¥) — 4a(®) — t10.e(®) e — 20)] mo() S5, (@, ) dS,
o0

= [ ltstw) = @y ()0 ) 4, (5.22)
o0

ou n’interviennent que des intégrales faiblement singulieres. Ensuite, la formule ci-
dessus est réarrangée au moyen des relations :

Ua(Y) = Ua(®) — Ua,c(T)(Ye — 2c)

= [ua(y) — ua(x) — Deti(x)(ye — )] — U () (Ye — Te)ne(T)
ti(y) — oij(x)n;(y)

= [ti(y) — ti(x)] — 0i;(x)[n; (y) — nj(x)]
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ce qui conduit a la forme suivante, régularisée, de la représentation intégrale du gradient
de déplacement en un point x € 90X :

Aabké(w)ua,b(w) = /89 [ua(y) — Ug(x) — Detta () (ye — xC)]nb(y)ESb,Z(w’y) dSy

- |t~ @I (. v)as, (5.23)
Auie(@) = [ mm(@ine(a) v - 2o, @) () 45,
= Com [ i)~ @)U (@) dS, (5.24)
o0

Les quantités u(y) —u(x) — Vsu(x).(y —x) et t(y) —t(x) ne dépendent que des valeurs
prises sur 0f) par les variables élastiques (u,t) (si w est connu sur 9€2, son gradient
tangentiel Vsu est également).

Ce résultat nécessite la régularité C1'* de u en x et suppose que le tenseur d’ordre
4 A(x) (5.24) est inversible. De plus, les intégrales définissant le terme libre Agpre
ne sont convergentes que si 'hypothese (5.10) de régularité de 9Q en @ est vérifide.
La représentation (5.23), utilisable avec toute solution élémentaire élastostatique com-
patible avec le domaine §2 considéré, relie le gradient complet Vu(z) en € 92 aux
valeurs prises sur 02 par le gradient tangentiel de u et le vecteur contrainte t ; elle se
présente comme un systeme linéaire de 9 équations (k, ¢ = 1,2, 3) sur les 9 composantes
umb(:c).

INTEGRATION PAR PARTIES ET REGULARISATION AU PREMIER ORDRE. Si la solution
élémentaire de Kelvin (isotrope ou anisotrope) est utilisée, la variante (4.23), intégrée
par parties, de la représentation du gradient de déplacement peut étre prise comme
point de départ. On étudie alors la limite pour € — 0 de la relation :

0 = /(89 AP y) @)U} S, (529
—ee)+Se

L’équation ci-dessus vaut en particulier pour la solution auxiliaire (5.20), ce qui donne
pour le choix particulier {u’, a} = {u(zx), Vu(x)}, I'identité :

0= [ {lnew) - ne@)uas(@) ~ bnn(y) ~ no(a)liale)) (2, 9) S,
0N—e.
- / Gan(@)s (3) — mo(@)]UE (. ) dS,
0N—e.
[ {Du(e)Sh(@ )~ tu(@)UL (@.9)) 4,
+ [ (e @)as@) — m@)n @)} Sy e,) 05,

Se

—/ oab (@)1 (Y) Uy 4 (, y) dS,

Se



5.4. Extension a I'élastostatique 109

Cette derniére, retranchée membre & membre de (5.19), conduit alors & :

Aapre(x, €)tq p(T)
= /89_ {[Deua(y) — Doptia(x)] vk (x,y) — [ta(y) — ta(w)]Uf’g(sc,y)} ds,
[ {e@)as®) ~ vas@)] = () o (@) ~ w0o(@)]} Sl ) 4,

—/ﬁuw—amm@mw@mmme& (5.26)

Se

Sous les hypotheses de régularité u € C1* et n € C%* au point x, le passage 2 la
limite € — 0 est accompli comme en section 5.3 : les intégrales sur (092 —e.) et sur s.
de (5.26) convergent vers les intégrales impropres sur 92 correspondantes et vers zéro,
respectivement. Le terme libre :

Auat@e) = [ fuly) = mi(@)]5hy (.9) 45,
[ ) - @)l e ds,
0N—ec

~Com [ Iny) — @)U (@) 4, (5.27)
ON—ec

converge pour € — 0 vers l'intégrale impropre sur 90 correspondante. Un calcul
(annexe 5.3) permet en fait de montrer que :

~ 1
iiil% Agpre (@, €)ugp(x) = §uk7g(a:) - ngui(a:)Afj(sc, Q) + ti(x)BE (x,0Q)  (5.28)

ol Afj (x,00) et BY(x,00) sont données en termes d’intégrales impropres ordinaires
(annexe 5.1, egs (5.51) et (5.52)) par :

-1
8r(1—v)
1

B (x,5) = m[(s — 4)0i Iy + 3Jine — Senl; — G301y (5.30)

A (@, S) = (1 = 2v) (81 + Ssu Ly — S5 1) + 3.Jijk] (5.29)
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avec :

I, (x,S) :/ <lrn —K> nad—Sy —/ 1/aﬂ (5.31)
s \T r a8 r

3Jabc(l’7 S) = 5{,,611,(90, S) + 5bcIa(w, S)

ds
+ / (r o7 pDpane — Do(nyne) — Dy(ngne)) Ty
s
ds ds,
+ / (2nanp — o7 p)n K —2 + 5(,,17/ ncrm—?y
S r s r
ds, d
- 2/ NNl n—g + / (Vaneny + voneng — r,ar,bvc)ﬁ
S r as r
dsy
+ (VpTg — VaNp)T pT pNe— (5.32)
s r

Cette analyse permet finalement d’établir le résultat suivant : la représentation inté-
grale du gradient de déplacement en un point-frontiere admet la forme explicite et
régularisée :

1

Sne(a) = /8 [Duta(y) ~ Disto(a)}55 .) 5,

- / [ta(y) — ta(@)U* (2, y) dS,
o0

+ Doyuq(x) ARy (2, 00) — to(x) B, (x,00) (5.33)

dans laquelle toutes les intégrales sont convergentes. Les termes résiduels A¥, BF, sont
donnés par (5.29), (5.30). L’application de la loi de Hooke o(z) = C : Vu(x) fournit
ensuite facilement la représentation intégrale du tenseur des contraintes élastiques en

un point-frontiere sous forme explicite et régularisée :

1

375(@) = Cots [ [Dialy) ~ Dival@) (2,9 45,
o0

- / ltaly) — ta(@)] S, (2, ) S,
o0

+ ngua(a:)CijkgAﬁb(w, o) — t(,,(SL’)A?j (x,00) (5.34)

La formulation de ce résultat utilise la propriété de symétrie (4.12) de la solution de
Kelvin isotrope, a travers les relations :

Cijee Uy o(,y) = B (x,y) = Cijre Bl (w,00) = Af(x,00)
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5.5 Equations intégrales indirectes

La notion de représentation intégrale indirecte a été introduite en section 2.4 pour
les problemes de potentiel ; la présentation était restreinte aux points d’observation
x situés hors de la frontiere 0€2. Nous montrons maintenant comment les équations
intégrales régularisées permettent d’écrire diverses formes d’équations intégrales indi-
rectes, en prenant x sur Jf).

PROBLEMES SCALAIRES. Considérons simultanément un domaine borné € et le do-
maine non borné complémentaire Q! = R3 — ), et soient u, % des solutions de I’équation
de Laplace sur Q et € respectivement (problémes intérieur et extérieur, avec b = b =
0). L’équation intégrale (2.20) appliquée successivement aux problémes intérieur et
extérieur donne, apres addition membre a membre des relations obtenues :

u(x) = - {¢(y)G(z,y) + [¥(y) — (@) H(z, y)} dSy

et la méme opération sur 1’équation intégrale (5.18) donne :

5@+ (@) = ~Dyt (@), @, 00) — o{a)1i(x, 09)

- /6 D)~ Diyu(a)] Gy 9)dS,
- / [6(y) — O()]G.s(. ) dS,
o0

avec les notations de la section 2.4, c’est-a-dire en posant ¢ = g+ ¢ (saut de flux
a travers 09), ¢ = @ — u (saut de potentiel & travers 9Q) ; n est la normale & 9
extérieure a 2. On déduit alors facilement les représentations intégrales en un point
d’observation x € 02, exprimées en termes des densités ¢, des potentiels de simple
ou double couche :

u(x) = | oy)G(x,y)dS, = u(x) (5.35)
o

u(z) = m[w(y)—w(w)lH(w,y)dsy = u(@) +(x) (5.36)

pour la solution u de I’équation de Laplace. Le gradient de w vérifie alors :

1 _
5 (ui +a,)(@)

= (@) (. 09) - / [6(y) — $(@)]C (@, ) dS, (5.37)

o0

— Djib(a)T;(, 09) — /a IDyil) ~ Dyv(@) Gy @p)dS,  (5:39)

Ces représentations indirectes aux points-frontiere permettent d’écrire des équations
intégrales indirectes, d’inconnue ¢ ou 1, sous forme régularisée.
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Probléme de Dirichlet intérieur. La valeur du potentiel u est imposée sur la fron-
tiere : uw = u? sur 9Q. Ce probleme aux limites admet, comme conséquence directe de
(5.35) et (5.36), les formulations intégrales suivantes, d’inconnues respectives ¢ et ¢ :

uP (x) = o(y)G(z,y)dS,
89

u®(z) = m[w(y) — Y(@)]G n(x,y) dS, — ()

Probléme de Neumann intérieur. La valeur du flux ¢ est imposée sur la frontiere :
q = ¢P sur 09. Ce probleme aux limites admet, comme conséquence directe de (5.37)
et (5.38), les formulations intégrales suivantes, d’inconnues respectives ¢ et ) :

1

(@) = 0(@) (- @)15(0.09) ) < ny(a) [ o) - ola)s(e.9) 5,

4P () = —Dyi(a)T; (. 00) — ny(a) / Diily) — Diyib(@)) G i () dS,
o0

ELASTOSTATIQUE. Considérons simultanément deux problemes d’équilibre élastique,
posés respectivement sur un domaine borné € et son complémentaire non borné ) =
R3 — Q, de solutions respectives (u, ) et (4, ), les forces de volume étant supposées
nulles. On ne considere, pour simplifier, que 1’élasticité isotrope.

Figure 5.3: Problémes intérieur et extérieur : notations géométriques.
Soit @ un point situé sur la frontiere 0N2. L’équation intégrale en déplacement (4.31)

appliquée successivement aux problemes intérieur et extérieur donne, apres addition
membre & membre des relations obtenues :

(@)= [ {00y + ) - BT @) as,
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et la méme opération sur I’équation intégrale en gradient (5.33) conduit & :

%[Uk,é(w) + g o (x)] = —Daptba(x) ALy (€, 09Q) — ¢u(x) B (, 00)
- /m[Deb%(y) — Doytpa ()] 50, (z, y) dS,

- / [6a(¥) — Su(@)|U (2, y) dS,
o0

ot on a posé ¢ = b+t (saut de vecteur contrainte a travers 9Q) et ¥ = @ — u (saut
de déplacement & travers 9f0) ; n est la normale a 9 extérieure a Q.

On déduit alors facilement les représentations intégrales en un point d’observation
x € 0F), exprimées en termes des densités ¢, des potentiels de simple ou double
couche :

u(@) = | ¢i(y)Uf (x,9)dS, = ug(x) (5.39)
i@ = [ [0 - h@Th @y, = w@ e (640
pour le déplacement u(x), et :

(Uk,e + Ure) ()

DN =

— () B (2, 09) - / (Ga(y) — da (@)U (,9) dS, (5.41)
o0

= —Dyytba(a) Agy (a2, 0%2) — /8 . [Devtba(y) — Devtba ()] S5 (2, ) AS, (5.42)

pour le gradient de déplacement. Prises en des points de la frontiere, elles permettent
d’écrire des équations intégrales indirectes, d’inconnue ¢ ou v, sous forme régularisée,
pour les problémes aux limites fondamentaux de 1’élasticité.

Des simplifications apparaissent quand ces représentations indirectes sont écrites
pour un point & intérieur, la régularisation n’étant plus nécessaire.

Probléme de Dirichlet intérieur. Le déplacement u est imposé sur la frontiere :
u = u” sur 9. Ce probleme aux limites admet, comme conséquence directe de (5.39)
et (5.40), les formulations intégrales suivantes, d’inconnues respectives ¢ et 1 :

ul (z) = , ¢i(y) U (x,y)dS,

uP (z) = / i () — i @) TE (@, ) dS, — i ()
o0

Probléme de Neumann intérieur. Les efforts de contact ¢ ont une valeur imposée
sur la frontiere : ¢ = t” sur 9. Ce probleme aux limites admet, comme conséquence
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directe de (5.41) et (5.42), les formulations intégrales suivantes, d’inconnues respectives

¢ et P :

P (@) = 50:() — Gul@)n; (@) A% (2,0)

— Ciyeny (2) / [6a(¥) — Su(@)UE (2, ) dS,
o0
t?(z) = —Cijrenj (@) Dptpa () ALy (2, 00)

— Ciyreny (2) /a [Dutu(y) — Duti @)k .9) S,

Les équations intégrales pour les problemes de Dirichlet et de Neumann extérieurs sont
obtenues de maniere similaire.

LIEN AVEC LA THEORIE CLASSIQUE DU POTENTIEL. Mentionnons aussi que I’appli-
cation de notre approche aux équations intégrales indirectes a permis, par une voie
différente, de retrouver les résultats connus de saut des potentiels élastiques et de leurs
dérivées, sujet classique (voir Kupradze et coll. [8] pour un traitement extensif).

5.6 Commentaires sur les équations intégrales

DEFINITION DES EQUATIONS INTEGRALES. Les équations intégrales de frontiere ont
été définies a l'aide de passages a la limite de représentations extérieures quand la
taille ¢ d’un voisinage d’exclusion v.(x) tend vers 0. La forme de v.(x) est arbitraire
et peut varier quand € — 0. Durant ce passage a la limite, le point de collocation
x reste situé sur la frontiere 02 de €. Sur ces aspects, la présentation choisie ici
de I’établissement des équations intégrales et de leur régularisation s’écarte d’autres
travaux publiés (Bonnet [1], Krishnasamy et coll. [7]).

Les équations intégrales en traction sont classiquement définies comme la limite de
représentations pour un point intérieur z quand z € Q — x € 9Q et formulées en
termes d’intégrales en partie finie de Hadamard (PFH) en I'absence de régularisation
ou en valeur principale de Cauchy (VPC) quand une intégration par parties produit
une premiere régularisation (Sladek et Sladek [10]).

Les approches classiques conduisent donc & des formulations intégrales qui sont en
apparence liées & un type particulier, et restrictif, de convergence d’intégrales contenant
des singularités non intégrables. Les équations intégrales (2.20), (4.31), (5.18), (5.33)
qui résultent de notre présentation, équivalentes a celles de la littérature, ne reposent
que sur la notion classique de convergence d’intégrale impropre? et sont finalement
exprimées uniquement a ’aide de singularités intégrables. Cela tient essentiellement
au fait que les contributions des termes tres singuliers s’annulent réciproquement : par
exemple, la somme du terme libre et de la valeur principale présents dans 'identité

2En effet, le passage & la limite € — 0 est considéré pour des voisinages d’exclusion ve de forme
quelconque alors que les convergences en valeur principale de Cauchy ou en partie finie reposent
spécifiquement sur des voisinages v sphériques.
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de Somigliana (4.32) est connue, exactement et sans calcul, & 1'aide de 'identité de
corps rigide (4.27). Ainsi, sur un plan fondamental, les résultats obtenus sont en
fait indépendants du type de convergence des intégrales, et semblent ainsi moins ar-
bitraires ; le caractere fortement singulier (en VPC) ou hypersingulier (en PFH) des
équations intégrales en déplacement ou en traction est apparent plus que réel. Sur
le plan pratique, la mise en ceuvre numérique est facilitée par le fait que toutes les
singularités sont intégrables.

La régularisation exposée ici est, indirecte : elle repose sur la connaissance d’identités
auxiliaires sur des intégrales de solutions élémentaires, telle que 'identité généralisée
de solide rigide. Il existe également une approche directe, (Guiggiani et coll. [3]) pour
laquelle ’équation intégrale est discrétisée sous la forme (4.29) ou (5.19). Le passage a
la limite est ensuite traité au niveau du calcul des intégrales élémentaires. Cela impose
de tenir soigneusement compte de la forme du voisinage d’exclusion lors du changement
de variable (passage sur I’élément de référence).

HYPOTHESES DE REGULARITE. Un autre point important est le caractére nécessaire
de la régularité C;, au point d’observation & € 92 pour l'inconnue primaire et
le vecteur normal, sans laquelle les équations intégrales (5.18), (5.33) ne sont pas
régularisées. En fait, ces conditions de régularité, qui apparaissent naturellement lors
de la régularisation, sont exactement celles nécessaires a ’existence des intégrales en
valeur principale ou en partie finie des formulations non régularisées :

e Suivant le théoréme de Lyapounov-Tauber en théorie des potentiels scalaires (Gun-
ther [4]) ou élastiques (Kupradze et coll. [8]), le gradient du potentiel de double
couche :

o(y)H(z,y)dS,  ou 6i(y) T} (z,y) dS,
o0 o0

en & € JQ n’est défini que si la densité ¢ ou ¢ a une régularité C® en y = x.

e L[’approche directe permettant le calcul des intégrales singulieres en valeur princi-
pale ou en partie finie (Guiggiani et coll. [3]) met en évidence les mémes conditions.

5.7 Discrétisation par éléments de frontiere

Pour fixer les idées, on examine la discrétisation de I’équation intégrale (5.18). Cette
derniere n’est effectivement régularisée que pour u € C® et n € C%* en y = x ; ces
conditions entrainent ¢ € C%®. 1l est facile de définir une approximation (3.10) de ¢
de régularité C%* en y = x (toutes les interpolations classiques satisfont cette condi-
tion, a condition d’étre conforme quand x est pris en des nceuds communs a plusieurs
éléments). Le développement d’approximations de u de régularité C* conformes est
assez facile pour les problemes plans (éléments curvilignes) mais tres délicat pour les
géométries tridimensionnelles (éléments de surface). D’autre part, négliger d’assurer la
régularité C1® en y = « de la représentation de u conduit & des erreurs importantes
(Krishnasamy et coll. [7]).

Si une représentation du type (3.10) est utilisée pour w, les points de collocation @
doivent impérativement étre choisis intérieurs aux éléments de frontiere, puisque, dans
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ce cas, n’importe quelle interpolation classique est C1'* en y = x. Cette restriction
impose de choisir entre :

e La conservation d’interpolations conformes classiques, mais 'utilisation de points
de collocation intérieurs aux éléments. Cela conduit généralement a un systeme
linéaire surdéterminé, & résoudre au sens des moindres carrés.

e L’utilisation d’interpolations non-conformes pour u, définies a I’aide de noeuds tous
intérieurs a I’élément (section 4.7). On peut alors prendre comme points de collo-
cation les nceuds d’interpolation de w tout en ayant une interpolation de régularité
C1* en ces points.

Ces deux méthodes rendent difficile I'obtention d’un nombre d’équations égal au nombre
d’inconnues en cas de conditions aux limites mixtes, et conduit souvent a résoudre un
systeme linéaire surdéterminé au sens des moindres carrés.

e L’utilisation simultanée d’une interpolation C%® pour u et une autre interpolation
C%* pour les dérivées tangentielles Djju.

EXPRESSION DE L'OPERATEUR D;; EN FONCTION DU PARAMETRAGE DE L’ELEMENT.
L’expression de D;; en fonction du parametre £ sur I’élément de référence est, pour un
élément de surface, donnée par la formule (A.17) :

Dij fdSy = €aij [f1(az-ea) — f2(a1.€q)]

Appliquée a l'interpolation (3.10) de u, celle-ci donne :

Ne
J(€)Dijui(y(8)) = aij Y [(az-€a)My,1(€) — (a1.€a)My2(6)] u’ (5.43)
g=1

CALCUL NUMERIQUE DES INTEGRALES. Les intégrations régulieres sont faites selon
les techniques habituelles (points de Gauss, cf. section 3.4). L’équation intégrale (5.18)
fait d’autre part intervenir, pour € F, des intégrales singulieres du type :

1= [ latw) - a@)Gla. ) a5, (5.44)
J = /E Disu(y) — Diju(x)] H(x, y) dS, (5.45)

Notons 1 'antécédent de  par le paramétrage de E. L’intégrale I est calculée selon
la procédure développée dans la section 3.5 de passage en coordonnées polaires sur
Pélément de référence, posant (£1,&) = (1 + pcosa,ne + psina) et introduisant les
fonctions de forme réduites M (p, « : ;) dans Vinterpolation de g.

L’intégrale J est d’un type nouveau. Pour les fonctions de forme habituelles, elle
n’est définie que si x est intérieur a 1’élément. Reprenant la méthode de passage en
polaires sur I’élément de référence, il reste & reformuler I'expression :

J(&) [Dijua(y) — Dijua(x)]
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en termes de p, « et de maniere a mettre explicitement p en facteur. Pour ce faire, on
reprend l'argument selon lequel, pour toute fonction N (&) polynémiale, la formule de
Taylor montre qu’il existe des polynomes N1 (&;n), fonctions de &, tels que :

N(&) — N(m) = (€a — 1a)NL(&n) = pN(p, o;m) (5.46)

Celui-ci peut étre appliqué aux quantités polynémiales en & suivantes :

aa(€) — aa(n) = (€5 — 15)(Nra)b(E:m)y" = paalp,a;m)
Mg.a(€) = Mga(n) = (& — n3)(Mg.a) (& m) = pMg.a(p, ;M)

De méme, le jacobien J de I’élément est donné par :
_ 72 _ 2 _
g=J" = g11922 — 912 GaB = QoG

et on trouve :

9(&) — g(m) = pl911(€)d22 + G11922(N) — J12[g12(€) + g12()]]
dpy = ag(§)a, + aga.(n)

On obtient alors, apres quelques manipulations :

My 1 (€)as(€) %Mw(nm ()

Mg 2(&)ai(§) — qu,z(n)al(n)

3 . J
= p{atate)an st~ S Mt |

Les expressions ci-dessus permettent, en identifiant les termes, d’écrire :

Ne
J[Diju(y) — Diju(m)] = pDijMy(p, a; m)u’
q=1

et I'intégrale singuliere (5.45) se met finalement sous la forme :
N, -
J = ZU/ DijMy(p, o;m)35 (p, @; m)dpda (5.47)
=1 'F

COLLOCATION AUX NEUDS GEOMETRIQUES. Cruse, Polch et Huang [9] proposent
une autre technique, qui utilise une interpolation conforme de Djju et rétablit la
possibilité de travailler avec une interpolation isoparamétrique de 99 et u. Celle-ci
consiste a considérer parallelement l'interpolation de D;;u obtenue par dérivation de
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(3.10), donnée par I'expression (5.43), et une interpolation directe associée a des valeurs
nodales (D;;u)? et des fonctions d’interpolation M (§), soit :

Ni(e) (e)
Diju(y) = Y My(&)u* et Dyjuly) = M, (&)(Diju)? (5.48)
p=1 p=1

=

Il reste & déterminer la relation entre les valeurs nodales u” et (D;;u)?, en minimisant
I’écart quadratique J entre les deux interpolations :

1 Ng N ) 9
J = 522 /E " {up[DijMp(s)] - (Dijui)pMp(s)} J(€)d¢ (5.49)

e=1p=1

L’annulation des dérivées partielles de J par rapport aux (D;;u)? conduit & la relation
matricielle : }
[M M]pr{(Diju)*} = [M Mi;]pr{u*} (5.50)

avec :

MM = [ M(M(€)T(€) e
[ty) = / M, (€)D; My (€) T (€) dé

qui donne les valeurs nodales (D;;u)? en fonction (linéaire) des valeurs nodales u?,
considérées comme primaires (I'p, désigne l'intersection des supports des fonctions
d’interpolation M, et My). Les matrices [MM] et [MM] sont de taille Ny x Ny.
D’autre part, [M M] est symétrique bande ; sa construction et la résolution du systeme
(5.50) a l'aide de la factorisation de Choleski est donc rapide devant I’évaluation
numérique de la représentation (5.18) de Vu(x). Cette technique présente l'avantage
de pouvoir prendre les noeuds géométriques ou de déplacement, généralement situés sur
des frontieres d’éléments, comme points de collocation, ce qui conduit a un systeme
linéaire carré.

ELASTICITE. Les considérations développées ci-dessus sont applicables aux problémes
élastiques, la seule modification étant le caractere vectoriel des valeurs nodales in-
connues. Elles sont notamment appliquées a la résolution numérique des équations
intégrales pour les solides élastiques fissurés (chapitre 13).

Annexe 5.1 — Identités intégrales sur les tenseurs de
Kelvin

Les intégrales :

A%, 5) = [S Sh(z,y)dS,  Blx,S) = /5 Uy(@,y) dS,
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formées avec la solution de Kelvin (4.8) et (4.9), s’écrivent également :

1

8r(1—v)
1

C16mp(l —v)

Afj(;u S) = — [(1 — QV)((SikIj + 5jkIz' — 57;j1k) + 3Jz’jk] (5'51)

B (x,8) = (3 — 4v)0ixde + 3Jire — Sexdi — Gioly) (5.52)

en termes des intégrales auxiliaires I, Jape :

Ia(w,S):/r,a dgy Jabc(w,S)z/r,ar,br,c@ (5.53)
s r s r

De méme, pour la solution élémentaire G = 1/(4mr) de I’équation de Laplace :

/ Go(x,y)dS, = —ila(ac,S) (5.54)
S i 4

Les intégrales I,, J.p. contiennent une singularité non intégrable sur une surface et
ne sont donc pas définies pour & € S. Pour & ¢ 5, elles peuvent étre reformulées, a
I’aide d’intégrations par parties, en termes d’intégrales de contour sur 95 et d’intégrales
convergentes sur S, ainsi qu’on va le montrer.

REFORMULATION DE L'INTEGRALE I,. Elle repose simplement, par définition de la
dérivée partielle tangentielle D, sur :

Ta 1 1 1
ﬁ == _(;)7(1 - _Da; + nar_2r,n (555)

On applique alors I'identité (A.10) & f = 1/r, ce qui conduit au résultat :

Ia(ac,S):/ (lr,n—K> nad—S”—/ vy L0 (5.56)
S T T a8 T

avec T, = Nyt p, K = Dyn,.

REFORMULATION DE L'INTEGRALE Jgp.. D’apres (2.37), on peut écrire :

3Jabc(w7 S) = —5abfc(:1:, S) — 5acfb(:1:, S) — 5bcIa(:13, S) + / T abe dSy (5.57)
S

On remarque ensuite que 7 gpc = Der gp + NeNpT qpp- L'identité (A.10) pour f = 7 g
conduit a :

ds
/nabc—?y = / Kner qp dSy —|—/ T.apVe dsy +/ncnpr7abp dsS,
S r s s S

ds, ds, ds,
=6ab | Tn—2 — Oaple(x,S) — | Knerorpy—2 — T ol Ve %y
) D) al, al,
S r S r oS r

+ / Ne (DpaT pp + N bpp) dSy +/ T abVe dsy (5.58)
5 as
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Compte tenu de :
6ba —TbTa 2

Tba = - Tbpp = (;)J)
on a alors :
1 2
Ne [DpaT bp + Nal bpp] Sy = [ nec Dba; + na(;),b — Dpa(rprp)| dSy
S S
1 T
= / Ne [na(;),b+nb( ),a _Dpa( u ,p):| dSZI
S

~ 3|

On applique alors la formule (A.5) aux intégrands ngn.
mule (A.7) & I'intégrand Dpe(rs7 ), pour obtenir :

/ Ne (Dpar,bp + nar,bPP) dSy
S

1/r) et npn.(1/r) et la for-

1 ds d
= / 2nengny(K — =1 p)—2 —/[Db(ncna) +Da(ncnb)]%
S T T S T
ds, ds ds
+/r7br7pranc Y —|—/ [Vonena + vaneny) —2 —epaq/ ncr7br7prq—y
S as r as r

Enfin, on reporte l'expression ci-dessus dans (5.58) en remarquant que :
€pagTq = NpVa — Nalp

puis le résultat dans (5.57). Cela conduit apres quelques manipulations au résultat :

3Jabc(w7 S) = 6{1ch($; S) + 5bCIa(wa S)

ds,
+/ [r o7 pDpanc — Do(npne) — Dy(ngne)] Ty
s
ds, ds
+ 5ab/ ncryn—;’ + / (2ng,np — r,ar,b)n’CK_y
S r s r
ds d
_ 2/ nancnbr,n—gy + / (Vaneny + vpneng — r,ar,buc)ﬂ
S r a8 r
dsy
+ (VpNg — VaNp)T pT e — (5.59)
as r

COMMENTAIRES. Cette reformulation présente I'intérét de faire apparaitre des inté-
grales sur S convergentes quand = € S, ¢ 9S (les intégrands se comportant en O(r—1)
et O(r=2r,)).

Si S est fermée, les intégrales de contour dans (5.56), (5.59) disparaissent. Si S
est réguliere par morceaux, les formules (5.56-5.59) doivent étre appliquées & chaque
composante réguliere de S et les résultats obtenus additionnés.

En raison de la symétrie de Jup.(x, S) définie par (5.53) par rapport aux indices
a,b, c, la valeur de J,p. donnée par la formule (5.59) est invariante par permutation
de a,b,c. En revanche, cette symétrie n’a pas lieu pour les intégrales de surface et de
contour considérées séparément.
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CAS PARTICULIER D’UNE SURFACE PLANE. Si S est plane (dans le plan y1,y2 pour
fixer les idées), on remarque que, pour tout y € S :

K=0 Ng = 5a3 Danb =0 V3 = 0 Dggf = f}g Daﬁf =0

et les expressions (5.56), (5.59) se réduisent a :

d d
Ia(:IZ, S) = 5113/ 7"’3% + ((5@3 — 1)/ Vaﬁ (560)
S r s r
3Ja57(w, S) = 5(15[7(:13, S) + (5571(1(:13, S) — / Tl gV~ d:y (5.61)
as
dsy
3Japs(x, S) = baply(x,S) — Val 873 =~ (5.62)
as
d
Jass(x, S) = —/ V,a"%gj (5.63)
as T
Js33(x, S) = I3(x, S) (5.64)

Si, de plus, & € S, on a r3 = 0, et les seules intégrales non nulles sont I, (x, S) et
Jap~ (2, S), les expressions ci-dessus restant valables.

Annexe 5.2 — Preuve de ’expression (5.16) du terme
libre

On cherche a reformuler la limite pour € — 0 du terme libre :

Au@o)= [ ) - n@)Colw.v)ds,

— Jia [nj(y) —n;(@)|G ;(z, y) S,
0N—e.

- / [0 (y) — 110 ()]G s(, ) 4,
0N—e.

introduit en section 5.3. Un réarrangement des termes donne :

Aun(m,e) = / (DiaGl(a,y) — 5:aH(z, y)} dS,
ON—ec

1 ds,
+ - _ {ni(@)ra = dianj (@)r; — na(@)r} —5

La formule d’intégration par parties (A.7) et le résultat (5.56) appliqués & I’équation
ci-dessus montrent que A;,(x,¢€) est exprimable comme somme d’intégrales de surface

convergentes quand € — 0 et d’intégrales de contour sur le bord e, de (92 — e.). Seul
ce dernier type pose probleme pour le passage a la limite ¢ — 0. On obtient ainsi,
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compte tenu de (2.47) :

Ajg(x,e) = %51‘(1 + i [ni(x) 1o (0, &) — dianj(x) (2, 0N) — ng(x)I;(x, 0N)]

dsy

1
+ e / {€iacTe — ni(T)vg + dianj(x)vj + ne(x)v; (5.65)
T ee

enfin, 7 = n A v entraine :
€iacTec = €iacCbcdMdVb = NiVa — Nal;

de sorte que l'intégrale de contour sur e, dans (5.65) devient :

% /; {0ianj(x)v; + [no(x) — novi]) — [ni(x) — nslve} %

De plus, le point @ étant supposé régulier sur 02, la courbe e. devient plane et située
dans le plan tangent a 0 en « quand € — 0, et on a :

n(y) —n(x) = O(e) n(x).v(y) = 0(¢) — =0(1)do (5.66)

0 désignant ’angle polaire pour l'origine x dans le plan tangent & 02 en x. L’intégrale
sur le contour évanouissant s’annule donc a la limite € — O.

Annexe 5.3 — Preuve de ’expression (5.28) du terme
libre élastique

On cherche la limite pour ¢ — 0 du terme libre Aabkg(a:, ¢) introduit dans I’équation
(5.26) :

Auiel@e) = b | fnyfa) = my(@)= (w.0) 45,
+ / (ne(y) — ne(@)] 25, (@, ) dS,
0N—ec
~Com [ )~ @)U ()4, (5.67)
ON—ee

Un regroupement différent des termes et l'utilisation de la symétrie Cjjqp = Capi; du
tenseur de Hooke permet de réécrire la formule ci-dessus comme :

Agpie(,€) = —5b€/ TH(z,y)dS, — né(sc)cijab/ qulfj(wa y)dS,
0N—e. 0N—e.

+ (@) /

S (2, ) dS, + 1, (2)Cijap / UL (z, ) dS,
ON—ee 0N—ec

g [ Uy @U@ y)] dS,  (568)
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La derniere intégrale de la formule ci-dessus est intégrée par parties au moyen de
lidentité (A.7), ce qui la réduit & une intégrale de contour :

/ [ne(y)UF; (2, y) —n;(y) Ul (@, y)] dSyZ/ Uf (2, y)etjmTm(y) dsy  (5.69)
ON—ec

€e

L’équation ci-dessus et les résultats (5.51-5.52), (5.56-5.59) montrent que Agppe (2, €)
est exprimable comme somme d’intégrales de surface convergentes quand € — 0,
d’intégrales de contour sur 0S5 et d’intégrales de contour sur e.. Seul ce dernier type
pose probléeme pour le passage a la limite € — 0.

ETUDE DE LA LIMITE POUR £ — 0 DES INTEGRALES DE CONTOUR. Notons symbo-
liquement par dAqpke(x, €) la somme des intégrales decontour sur e. qui apparaissent

dans (5.68). L’équation (5.68), compte tenu de (5.69), (5.56), (5.59), donne :
8Aabkg(w, g) = —0pe [8Kf(ac,5) — nj(w)ﬁA(’ﬁj (m,s)}
— Cijab [ng(w)anj (x,€) —nj (m)aBﬁ,(w, E)]

+ Cijab/ Uzk,é(wvy)eﬁjme(y) dsy (570)

en désignant symboliquement par aAfj(m, g), 8ij(m, g), 0KF(x,¢) la somme des inté-
grales de contour sur e issues des expressions de Af'j (x,00 — e.), ij (x,00 — ee),
KF(xz,00 — e.) respectivement. D’apres (5.52), (5.56) et (5.59), on a, tous calculs
faits :

ng(w)anj (z,€) — n;(x)0BY (z,¢)

! x — ds,
16mp(l —v) mu(l —v) /eg [ (x)ne — ne(z)ng[ving + veni + (vpni — ving)r pr x] —=
;/[(3_4)5‘ + 77 k] [ne(z)v; — nj(x) ]dsy (5.71)
167Tu(l 1/) .. V)0ik + 7T k| |ne(@)v; — ng(x)ve —r .

Les relations (5.66) et ne(x)n;(y) — n;(x)ne(y) = O(e) permettent de montrer que :

d
/ [ne(z)n; — nj(x)ne[ving + ven; + (vpn; — Vinp)r7pr7k]% =0(e)

€e

D’autre part, on reconnait dans le deuxiéme terme de (5.71) l'expression (4.8) du
déplacement de Kelvin, de sorte que :

ni(@)0Bl (.2) s @)0BY(.2) = [ U@, )lon(@)v; — ns(@pm] S+ O)

—cim [ U@y Er0E  (67)

€
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en remarquant que :
ne(x)v; —nj(x)ve = nevy — njve + O(€) = egjmTm + O(e)

D’autre part, on a également, d’apres (5.51), (5.56), (5.59) :

nj(2)0AG; (,€) = —% {/ [na(x) v — i (2)ve — 5aknj(w)uj]%
+/ [niva(ng(x)ng — 1) + (nank — dar)nj()v;] d:y

g

ds,
+ [ @il — mniry - ran] S}
e

“g

En remarquant que n(x).v(y) = O(¢e), n(x).n(y) — 1 = O(e) et n(x)Vr = O(¢e), on
obtient alors :

1—-2v ds
(@)% (@) + 0(6) =~ [ 72
= OKF(x,e) + O(e) (5.73)

d’apres (4.64), compte tenu du fait que la courbe e, tend vers une courbe plane quand
¢ — 0. Finalement, en reportant les résultats (5.72) et (5.73) dans (5.70), on obtient
le résultat : ~ ~

0Agpre(z,€) = O(¢) soit gllr(l) OAgpie(z,e) =0 (5.74)

La contribution cumulée des intégrales sur le contour évanouissant e. dans (5.68) tend
vers 0 pour ¢ — 0. Ceci établit donc le résultat :

1
Agpie (m) = Eéakébé - ng(a:)A];b(sc, 89) +n; (m)ébgA];j (213, 89) + Cq;jabnj (sc)sz(w, 89)

et donc :

Agpie () ug p(x) = %ukg(w) — ngui(ac)Afj (x,00) + ti(ac)Bf‘z(m, o) (5.75)
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Quelques résultats mathématiques classiques

6.1 Probléemes fondamentaux de la théorie du
potentiel

Les équations intégrales indirectes associées aux problemes de Dirichlet et de Neumann
pour I’équation de Laplace, obtenues respectivement a partir de potentiels de double
couche et de simple couche, s’écrivent (sections 2.4 et 5.5) :

gl / b(y)n; (W)G 5 (@, y) dS, = uP ()
—¢ / o(y)G ;(x,y)dS, = ¢° ()

ol les dérivées normales n;(y)G ;(x,y) et n;(x)G j(x,y) sont intégrables si la frontiere
0N est réguliere en x. Ces deux équations intégrales présentent donc la structure
d’équations de Fredholm (faiblement singulieres) de deuxieéme espece (Tricomi [4]), pour
lesquelles 1’alternative de Fredholm est applicable. Cette derniere, pour une équation
intégrale de la forme :

o(x) — - o(y)K(x,y)dS, = f(x) (6.1)
d’inconnue ¢ et de donnée f, stipule que
1. Soit (6.1) admet une solution unique ¢ pour tout f, et dans ce cas, 1’équation
adjointe :
o(x) — o P(y)K(y,x)dS, = f(x) (6.2)
admet également une solution unique pour tout f.

2. Soit ’équation homogene (f = 0) associée admet au moins une solution non nulle.
Une condition nécessaire et suffisante pour 'existence d’une solution & (6.1) pour
une donnée f particuliere est que, pour toute solution de I’équation adjointe (6.2) :

f(y)u(y)dsS, =0

[5}9)
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Ce théoreme permet de discuter les questions d’existence et d’unicité des solutions aux
probléemes de Dirichlet et de Neumann.

Les représentations de simple couche pour le probleme de Dirichlet, et de double
couche pour le probleme de Neumann, conduisent a des équations de Fredholm de
premiére espéce, de la forme :

P(y)K (x,y)dS, = f(x)
o9

pour lesquelles il n’y a pas de théoreme général analogue a l’alternative de Fredholm
et qui sont connues pour étre mal conditionnées ; leur emploi doit étre évité.

6.2 Equations intégrales singulieres de I’élasticité

Les équations intégrales indirectes ont notamment permis de traiter le probleme de
I’existence d’une solution aux problemes de Dirichlet et de Neumann pour 1’élasticité.
Kupradze ([1], [2]) a notamment considéré les équations intégrales indirectes obtenues
a partir d’une représentation de u par potentiels de double couche (pour le probleme de
Dirichlet) ou de simple couche (pour le probleme de Neumann) et sous forme singuliere
en valeur principale de Cauchy. Celles-ci s’écrivent respectivement :

wPl@) = —gun@)+ [ sk,
o0

(P (@) = ~gon(@) + (@) [ 0w)Cun Ul (2.0 45,

et ont la structure d’équations intégrales de deuxieme espece, notée symboliquement :
1
(G1+K)p=f

(inconnue ¢, donnée f, noyau K). La preuve de lexistence d’une solution a ces
équations intégrales revient a prouver que l'alternative de Fredholm est encore valable
pour les équations intégrales fortement singulieres. Une démarche (Kupradze [1], [2])
consiste & trouver un noyau H (x, y) singulier en & = y et tel que 'équation intégrale :

(T~ H)GT+ K)p= (1~ K)f

ait son noyau %K — %H — HK régulier. H est appelé opérateur intégral régularisant
pour I’équation intégrale singuliere considérée. Cela permet de transformer I’équation
intégrale singuliere en une équation intégrale de deuxieme espece réguliere qui lui est
équivalente et a laquelle ’alternative de Fredholm s’applique. L’existence de la solution
aux problemes de Dirichlet et de Neumann est ainsi prouvée.

Nous n’entrons pas dans les détails de la construction de H, qui est complexe, car
cette approche de régularisation, tres intéressante sur le plan fondamental, est de peu
d’utilité pratique, le calcul numérique d’intégrales portant sur le noyau itéré H.K :

(HK)@)@)= [ [ H@2Key)9ew)as,das.

ferait intervenir des doubles intégrations de surface et s’avérerait lourd.
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6.3 Tenseur de Green pour un domaine borné

Pham [3] a étudié la solution élémentaire G(x,y) pour un domaine élastique E quel-
conque, un déplacement nul étant imposé sur la frontiere OF (tenseur de Green de E).
Introduisant 'opérateur intégral K :

ot BF(x,y,n(y)) est le tenseur de Kupradze-Bashelishvili [1] :

1 2 —4v
{ Tt | 71 (Y) (6.3)

3
S 2mr? (3 4v 3— v
il établit Pexpression du tenseur de Green G*(x,y) sous la forme d'une série qui fait
intervenir les itérés de I'opérateur K :

+oo
1 n
G'(x,y) =Uk(z,y) + Y 5og KT+ K)"UM (2, y)

n=0

et prouve la convergence absolue de cette série.

6.4 Problemes fondamentaux de la théorie de
I’élasticité

Pham [3] a établi les solutions exactes des problémes fondamentaux de 1'élasticité
linéaire, pour des domaines €2 et des données sur la frontiere 92 en effort ¢” (probleme
de Neumann) ou en déplacement u” (probleme de Dirichlet) réguliers.

PROBLEME DE NEUMANN. La solution est cherchée sous la forme d'un potentiel de
simple couche :

up(®) = [ ¢i(y)Uf (2,y)dS,
oQ
de sorte que le probléeme de Neumann admette la formulation intégrale indirecte :

Lita) (@) [ w)mh@y)as, = D) (6.4
o0

ou l'intégrale de frontiére est a prendre au sens des valeurs principales de Cauchy. 1l a
été prouvé dans [3] que la solution de (6.4) est donnée par la série infinie de fonctions :

N[ —

g(y) = 5t¢ ()

“+o0
bew) =S gi(y) avec .
{w) = 2 ok () = —n(w) /8 OIS 0. 2) 45,
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De plus, cette série est uniformément et absolument convergente dans ’espace C'(9€2)
des fonctions vectorielles continues sur 0f2, a la seule condition que la donnée t” soit

auto-équilibrée, soit :
/ t°ds = 0
o0

PROBLEME DE DIRICHLET. La solution est cherchée sous la forme d’un potentiel de
type particulier :

Uk (:17) = ¢z (y)sz (:B, Y, n(y)) dSy
oN

ott B¥(z,y,n(y)) est encore le tenseur de Kupradze-Bashelishvili (6.3), de sorte que
le probleme de Dirichlet admette la formulation intégrale indirecte :

—Pr(x) + ” ¢i(y)BY (,y,n(y)) dS, = v (z) (6.5)
Il a été prouvé [3] que la solution de (6.5) est donnée par la série infinie de fonctions :

M) = —5ul(v)

+oo
only) = S h(y) avee .
)= 2 W) = 5 () + [ B ) as. |

qui est également convergente dans ’espace C(99).
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Partie 11

Ondes et problemes
d’évolution






Ondes et élastodynamique en domaine
temporel

Ce chapitre traite de formulations intégrales pour ’équation des ondes scalaires ou
élastiques en régime transitoire et traitées en variable temporelle. Les formulations
établies aux chapitres 2 et 4 pour les problemes d’équilibre jouent un réle important,
car elles permettent 1’établissement d’équations intégrales régularisées en dynamique.

7.1 Equations des ondes et solutions élémentaires

On s’intéresse & la résolution de ’équation scalaire des ondes, d’inconnue v = u(y, t) :
1.
Au—c—Qu—f—F:O V(y,t) € Qx[0,T] (7.1)

¢ étant la célérité des ondes, caractéristique connue et homogene du milieu physique
siege de la propagation. Un probleme bien posé comprend en outre des conditions
initiales (prises par convention & ¢t = 0) :

u(y,0) = uo(y) u(y,t) = vo(y)

ainsi que des conditions aux limites (donnée de u, de ¢ = Vu.n ou d’une relation entre
u et g en chaque point de la frontiere 92) ; des conditions & 'infini doivent également
étre imposées si {2 n’est pas borné.

IDENTITE DE RECIPROCITE. La formule de Green (2.4) appliquée & deux couples
(ul, F') et (u?, F?) liés par I’équation des ondes (7.1) donne :

1 1
/ (u?q" —u'q®)dS = / {u2 (C—Qu'l - F1> —ul <C—2u'2 — F2>} dv
o0 Q

Elle reste valable si les états 1 et 2 sont considérés a des instants différents t; = 7 et
to =t —7,avect > 71 > 0. La relation obtenue, intégrée entre 7 = 0 et 7 = ¢, conduit
a une identité de réciprocité vérifiée par toute paire d’états et pour tout t > 0 :
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/ [(q" % u®) (. £) — (¢ x u))(y. )] d5,
o0
- / [(F2 % ul) (3, 8) — (F" % u?)(y.8)] 4V,
Q
+ [ 5 B0 — v wo] v,
Q

+ [ 5 i )~ uw)iw.0)] av, (7.2)

ou le symbole x désigne le produit de convolution temporelle défini pour ¢t > 0 par :

t t
(axb)(t) = / a(t — )b(r) dr = / a()b(t — ) dr (7.3)
0 0
L’apparition des conditions initiales dans (7.2) résulte d’une intégration par parties :

(w? % i') (-, t) = [W?(, 7)al (6 = 7)]p — (@2 i) (1)
= u?( t)ug(-) — u' (, 1)og (1) — (@ % a') (-, 1)

1 1 2

et de I'égalité 42 x 4! = u' % 2.
SOLUTIONS ELEMENTAIRES. Pour un domaine £ C R3 et un point fixé & € F, on
appelle solution élémentaire la réponse G[z,t,y|f] dans E & une source ponctuelle
exercée en x, d’intensité variable dans le temps f(¢) et pour des conditions initiales

nulles (repos initial). On doit donc avoir :
1 .
AG — C—2G+5(y—w)f(t) =0 (7.4)
La fonction f(t) est supposée deux fois contintiment differentiable et nulle pour ¢ < 0

(ce qui implique f(0) = f(0) = 0).
La solution élémentaire pour P'espace infini (E = R?) est donnée par :

clatl) = LD Gl = 7 [ /0 + L) @9)

Elle dépend de t a travers le temps retardé t — r/c : effet de causalité, di a la célérité
finie de la propagation des signaux. Elle vérifie également la propriété de symétrie :

Gle,t, ylf] = Gly, t, z|f] (7.6)

La singularité de G en 7~! est apparente. La source statique f(¢) = 1 redonne la
solution élémentaire de I’équation de Laplace!. Un développement limité & I'ordre 2 en

LA condition de renvoyer le temps initial & t = —co
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r autour de r = 0 de f(t — r/c) permet de montrer que :

Glz,t,y|f] = f(H)G(x,y) — % + 575?2

G o, tylf] = FOG (@) + 25 Fb) + o) (73)

r —+o(r) (7.7)

8

ou G(z,y) = 1/(4nr) est la solution élémentaire de I’équation de Laplace. Ce résultat
met en évidence 1’égalité des singularités des solutions dynamique et statique.

La notation G[-|f] (Eringen et Suhubi [4]) présente G comme un opérateur sur la
source f, ce qui se révélera commode.

AUTRES SOLUTIONS ELEMENTAIRES. On peut définir, comme dans le cas statique, une
infinité de solutions élémentaires, caractérisées par la donnée de F, f et de conditions
aux limites sur F. Par exemple, si E est un demi-espace (et donc OF un plan), la
méthode des images (section 2.1) est encore applicable : désignant par & le symétrique
de x par rapport & OF, les solutions élémentaires GP et GV associées & des conditions
de Dirichlet et de Neumann homogenes sur JF sont données par :

GD[:IZ,t,y|f] :G[$,t,y|f]—G[§Z,t,y|f] (GD |6E: 0)
GVl t,ylf] = Gle,t,ylf] + Gla,tylf]  (HY |op=0)

Solution élémentaire impulsionnelle.  Correspondant par définition & une force
ponctuelle impulsionnelle exercée au point y = « et a l'instant t =0 :

elle est notée :
Glz,t,yld] = G(z,t,y)

et vérifie en tout y # x les conditions initiales G(x,0,y) = G(«,0,y) = 0. Remarquant
que :

f(t) = / £t~ 7)3(r)dr = (f *6)(t)

ol * désigne le produit de convolution temporelle (7.3), on peut montrer que la solution
élémentaire associée & f(t) est reliée a la solution impulsionnelle par :

Glz,t,y|f] = G(z,t,y) * f (7.9)

En particulier, expression (7.5) avec f(t) = §(t) redonne la solution impulsionnelle.

7.2 Représentation intégrale des solutions
de I’équation des ondes

Considérons un domaine €2 supposé pour l'instant borné et soit & un point arbitraire
non situé sur 9. L’identité de réciprocité (7.2) appliquée a I'état réel (état 1) et a la
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solution élémentaire impulsionnelle (état 2) conduit & :

u(m, t) + 00 {H(w’ t, y) * u(y7 t) - G(:IZ, t, y) * Q(ya t)} dSy

:/G@awuwmm%+%/{m@m@mm+w@m@mw}@;
Q cJa

en notant H = G ;n; la dérivée normale de la solution élémentaire. L’équation ci-
dessus, réarrangée compte tenu de (7.9), conduit & la représentation intégrale de u :

HU’(SB) t) = 00 {G[Jf,t, y|Q(y7t)] - H[wa t7y|u(y7t)]} dS@I

Q

+é[ﬂm@ﬁ@%m+wwﬁ@mw}ﬁg (7.10)

avec k = 1 (¢ € Q), K =0 (x &€ Q). Cette formule donne u(x,t) en fonction des
variables a la frontiere et des données en sources volumiques et conditions initiales.
Les intégrales étant indéfiniment différentiables par rapport & & pour & ¢ 02, on en
déduit la formule de représentation du gradient de wu :

o , £) = /8 Gt 3la(y. 0] — Gy o L yluty. O], w)} 45,
+ / G il 1, y|F(y, B)] AV,
Q

5 [ {6ty +wweiean} v, @y

avec k=1 (x € Q), k=0 (x € Q). Les formules (7.10), (7.11) sont applicables a tout
instant ¢ > 0 et en tout point x ¢ 9f). Toute solution élémentaire compatible avec le
domaine d’étude 2 peut étre utilisée. En pratique, on fait le plus souvent appel a la
solution élémentaire (7.5) pour 'espace infini, qui vérifie en particulier :

G7T[w7 ta y|f] = _G7i[wa t7 y|f]
de sorte que la représentation de u ;(x,t) s’écrit dans ce cas :
ui(ent) = [ (Gt yluy.Ony(v) - Gl tyla(w. 1]} 5,
- | GulatylF@olav,

— Ciz/ﬂ{vo(y)G,i(ﬂat,y) - uo(y)G,i(w,t,y)} dvy
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Une intégration par parties au moyen de l'identité (A.7) permet alors d’écrire :

[ ot slutw 0l (w) ds,
onN

= [ e tuipsut o1+ Sn w6k tylit.01} a5,
oQ ¢

compte tenu de 1’équation de la dynamique (7.4). On obtient alors la représentation
de u i(z,t) sous une forme intégrée par parties

"{u,i(myt) = AQ {G,j [w’t7y|Diju(y’t)] + C%G[wat7y|u(y’t)]nj(y)} dSTI

- /8 Gl la(y. 0] 45, - / Gl t,y|F(y,0)] AV,

- Clg/Q{vo(y)G,v:(w,ty) - uo(y)G,i(a:,t,y)} dv,, (7.12)

qui est le pendant de la formule (2.16) en statique.

7.3 Equations intégrales de frontiere

En raison de la présence de singularités en y = & quand x € 02, les équations intégrales
sont obtenues par la méthode de passage a la limite déja utilisée en statique (section
2.2) : un domaine Q. = Q — v, est construit par prélevement d’un voisinage d’exclusion
ve(x) = ve de x de diametre < ¢, et on pose Q. = (I —e.) + s (avec se = QN IJve),
e = 0QNv.. La propriété de report des singularités en y = « de la solution élémentaire
dynamique dans sa contrepartie statique joue un réle essentiel, et permet d’exploiter
les résultats de régularisation en statique obtenus au chapitre 2. On suppose pour
simplifier absence de forces de volume et le repos initial (F = 0,ug = vo = 0).

n(x) 0Q
es\

Figure 7.1: Voisinage d'exclusion v.(x) et autres notations utilisées pour le passage
a la limite.
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Une équation intégrale de frontiere est cherchée comme limite pour ¢ — 0 de
lidentité (7.10) prise pour le domaine €. :

/ {Hlwtylu(y,0)] - Glo.tylaw. 0]} dS, =0 (7.13)
(0Q—ec)+se
Remarquer que l'identité statique (2.7) entraine :
u(a:,t)/ H(z,y)dS, =0
(09Q—ec)+se
permet de reformuler (7.13) comme :
o | {Hlz. L yluly.0)] — (e, H(z.y)} dS,
(0Q—ec)+se
- [ Gletyln)as, (7.14
(00—ec)+se

De plus, on note que :

H[:I}, 2 y|u(y7 t)] - u(w, t)H(wv y)
= {H[:I}, 2 y|u(ya t)] - u(y, t)H(:I}, y)} + [u(y, t) - u(w, t)]H(wa y)

La différence des solutions élémentaires dynamique et statique étant réguliere (section
7.1), légalité ci-dessus ramene la régularisation de I’équation intégrale dynamique a
celle de ’équation statique, déja résolue. On sait en fait (chapitre 2) que la quantité
[u(y,t)—u(z,t)|H(x,y) est faiblement singuliere dés que u présente une régularité C%*
en x. Sous cette derniere condition, les intégrales de (7.14) sont donc convergentes, et
le passage a la limite ¢ — 0 conduit & des intégrales impropres ordinaires. Ainsi, toute
solution de ’équation des ondes (7.1) avec source volumique et conditions initiales
nulles vérifie I’équation intégrale régularisée :

{H[z,t,y|u(y,t)] —u(xz,t)H(x,y)} dS, — /89 Glz,t,ylq(y,t)]dS, =0
(7.15)

o0

REPRESENTATION INTEGRALE REGULARISEE DU GRADIENT. On considére unique-
ment V'utilisation de la solution élémentaire (7.5) pour Pespace infini et la méthode
d’intégration par parties suivie de régularisation au premier ordre. La représentation
intégrale de u ;(x,t) est cherchée comme la limite pour € — 0 de l'identité :

1 .
(0Q2—ec)+s. C

- / Gilz.t ylg(y,1)]dS, =0 (7.16)
(0Q—ec)+se
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que 'on réécrit de maniere a faire apparaitre la solution statique :

0= / (G [zt y|Disuy. 1)) — Diju(y, )G ;(z.y)} dS,
(00—ec)+se

1

-2
C” J(81—e.)+s.

- / (Gile, tyla(y. t)] — aly, )G.a(e, y)} dS,
(0Q—ec)+se

n Gla, t,yli(y, t)ni(y) dS,

+ {Dyuly, 00, (w.y) — aly, HUS(z,9)} 45, = 0
(0Q—ec)+se
Les trois premieres intégrales ci-dessus, a la limite ¢ — 0, sont des intégrales impropres
sur 02, faiblement singulieres : la premiere et la troisieme en raison de la propriété
(7.8) d’égalité des parties singulieres des solutions dynamique et statique, la seconde
car G a une singularité intégrable. Enfin, reprenant le résultat de régularisation (5.33)
obtenu en statique, on a :

hﬂ(l) {Diju(y,t)G j(x,y) — q(y,t)G(x,y)} dS,
eV J (00 —ec)+se

1
= —5’(1,71'(213, t) + Diju(wa t)I] (SU, 89) - Q(wa t)L(iE, aQ)
+ /m {[Diju(y,t) — Diju(z, )]G (=, y) — [q(y,t) — q(z, )]G i(z,y)} dS,
ot le terme I;(x, 9Q) est donné par (5.31). Le résultat de cette analyse est la représen-

tation intégrale du gradient & la frontiere : pour tout point x situé sur 992 auquel u et
la normale n sont de régularités C1* et C%, on a :

%u,i(w,t) = Dju(x,t)];(x,0Q) — q(x,t)];(x, 0Q)

+ [ 165l tylDyuly, 1) - Dyl 06, (@) dS,
o0

- /8 (Gl la(9. 0] ~ o(@. )G (. 9)] 45,

5 [ Gletlity. 0l ds, (717)

ou le terme I;(x, 092) est donné par (5.31).

COMMENTAIRES. La propriété (7.7)—(7.8) de report de la singularité dynamique dans
la solution statique homologue joue un role important car elle permet d’étendre a la
dynamique les formulations intégrales obtenues pour la statique. Cette idée sera reprise
pour 'élastodynamique.

L’équation intégrale (7.15) est établie pour toute solution élémentaire, tandis que
celle en gradient (7.57) ne vaut sous cette forme que pour la solution élémentaire de
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Figure 7.2: Domaine Qg pour le passage a la limite R — oo.

lespace infini. Les hypotheses de régularité que doivent satisfaire (u,q) pour que les
intégrales de (7.15), (7.17) soient faiblement singulieres sont les mémes qu’en statique.

PROBLEMES PLANS. Une discussion analogue & celle faite pour la statique en section
2.5 permet de montrer que les équations intégrales associées a 1’équation des ondes
pour deux dimensions d’espace ont la méme écriture qu’en trois dimensions. Par
exemple, ’équation intégrale (7.15) est transposée aux problemes plans en prenant
Z = (x1,22),7 = (y1,y2) et en faisant porter les intégrations sur la courbe OS2 frontiere
du domaine d’étude © C R2. La solution élémentaire pour le plan infini est :

ct _
Ganiln) =5 [ Ltay ¢=15-a) (7.18)

On remarque qu’elle fait intervenir tous les temps retardés t — r/v pour r/t < v < ¢,
contrairement & la solution élémentaire tridimensionnelle (7.5) qui ne fait intervenir que
le temps retardé t — r/c correspondant & la célérité physique c. Cet effet de “trainée”
reflete le fait que la solution bidimensionnelle provient de I'intégration de la solution
tridimensionnelle sur —oo < x3 < +00 et est donc la réponse a une ligne infinie de

sources ponctuelles.
PRESENCE DE SOURCES OU CONDITIONS INITIALES. La présence de sources ou con-

ditions initiales n’affecte pas la méthode de régularisation ; le second membre de
Iéquation intégrale (7.15) devient non nul et égal a :

/QG[sc,t,y|F(y,t)] dVy =+ Cig /Q {vo(y)G(sc,t,y) + uo(y)G(sc,t,y)} d‘/;/

7.4 Problemes extérieurs et conditions a ’infini

CONDITION DE RADIATION. L’extension de I’équation intégrale (7.15) & un domaine
non borné = R3 — Q (avec  borné) va faire apparaitre certaines restrictions sur le
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comportement de la solution u. Pour le voir, on définit un domaine borné Qp limité
intérieurement par 9 et extérieurement par la sphere Sr de centre x et de (grand)
rayon R, afin de considérer le passage a la limite R — oo (figure 7.2). L’équation
intégrale (7.15), appliquée au domaine Qg et pour x intérieur a Sg, s’écrit :

ula. t) + /8 Hlatyluly. 0] — (e O (@) S,

+ | A{H[z t,ylu(y,t)] - Gle, t, ylg(y, )]} dSy =0 (7.19)
Sr
ol on a tenu compte de I'identité (2.7) sur la solution élémentaire statique, qui donne
ici :
H(x,y)dS, = -1
Sr

La normale n est dirigée vers 'extérieur de {2g, donc en particulier vers l'intérieur de
Q. On cherche des conditions suffisantes permettant d’avoir :

Jim I, =0 Iy = | {Hz t,ylu(y,t)] — Glz,t,yla(y, )]} dS,
— 00 SR
On remarque que l'expression (7.5)s permet d’écrire :
1 o1
H[$,t,y|f] = _EG[w7tay|f]_ ;G[w7tay|f] (yESR)

car r;n; = 1 sur Sg. On peut alors réécrire I, comme :

I — - /SR {G {w,t,y | <q + %u) (y,t)} 4 %G[m,t,ym(y,t)]} R2dw

ayant posé dS, = R?dw, olt w est angle solide vu depuis . Compte tenu du fait que
G = O(1/R), les conditions & infini :

q+ %u = o(R™Y) (radiation) (R — o) (7.20)

{ u = o(1) (décroissance)
suffisent a annuler I a la limite R — oo. Elles assurent 'unicité de la solution d’un
probléeme extérieur (Eringen et Suhubi [4]). La condition (7.20)2, dite de Sommerfeld,
exprime 'absence supposée de sources a I’infini.

EQUATION INTEGRALE. L’analyse ci-dessus montre que toute solution u de I’équation
des ondes (7.1) pour le domaine non borné € et satisfaisant aux les conditions & I'infini
(7.20) vérifie ’équation intégrale :

un(, 1) + /8 et ylu(y.0)] ~ u(e, ) H ()] 05,

- / Gl t, ylq(y,1)]dSy =0 (7.21)
[219]
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Celle-ci ne differe de (7.55) que par l'apparition d’un terme libre wug(x,t) ainsi que
Vorientation de la normale m, extérieure au domaine .

Le passage & la limite R — oo ainsi que les conditions & l'infini (7.20) restent
valables en présence de données (F, ug,vg) non nulles telles que :

/Q {G[wa tvy|F(ya t)] + CLQ ’UO(y)G(wa tvy) + U’O(y)G(wa tvy):| } dVy <0 (722)

Le second membre de I'équation intégrale (7.21) devient alors non nul et égal & la limite
ci-dessus (c’est-a-dire l'intégrale sur ) supposée convergente).

REPRESENTATIONS INTEGRALES. L’équation (7.21) prise pour & ¢ 99 redonne, &
laide de lidentité (2.7), la formule de représentation (7.10). Cette derniere est donc
applicable aux domaines bornés aussi bien que non bornés, a condition de toujours
prendre la normale extérieure au domaine d’étude. Tout champ w donné dans Q par
(7.21) vérifie les conditions a 'infini (7.20).

SOURCES NON NULLES. Toute solution u de (7.1) sur un domaine non borné n’est pas
représentable par (7.10). En particulier, une onde plane :

ul(y,t) = Ag(t — y.p/c) (7.23)

ou p est un vecteur unitaire définissant la direction de propagation, ne vérifie pas les
conditions & 'infini (7.20). On peut alors procéder par superposition. Par exemple,
si un obstacle rigide occupant le domaine (2 est attaqué par une onde plane incidente
(7.23), le champ total u est mis sous la forme u = u! +u*. Le champ u® “diffracté”?
par la cavité vérifie ¢° = —¢! sur 9 ainsi que les conditions & I'infini (7.20) ; il est
donc représentable par (7.10). De méme, on cherchera a recourir a une superposition
quand les sources volumiques et les conditions initiales violent la condition (7.22).

7.5 Méthode des éléments de frontiére en
dynamique

La méthode des éléments de frontiere en dynamique reprend bien entendu les notions
développées au chapitre 3, pour la représentation et I’approximation de la frontiere et
des variables qu’elle supporte. La différence essentielle est I’apparition de la variable
temps, qui implique I'introduction de discrétisations temporelles et de méthodes “pas a
pas” (time-marching schemes). Seuls des problemes avec conditions initiales et sources
volumiques nulles, et traités par discrétisation en espace de type isoparamétrique, sont
considérés dans cette section.

INTERPOLATION DES CHAMPS INCONNUS. On suppose 0f) maillée avec Ny noeuds
yb, ..., y"V et Np éléments de frontiere E1, ..., Ey,. Les variables (u,q) ou 02 sont

21l n’y a pas de terme adéquat en frangais pour cette notion ; la littérature anglophone utilise
scattered.
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interpolées selon (3.10), par fonctions d’interpolation et valeurs nodales, & cela pres
que ces dernieres dépendent du temps :

N; N;
u(y,t) =Y Mg(§)uF(t) g(y.t) = Mip(€)q"(t) (Een)  (7.24)
k=1 k=1

L’intervalle de temps considéré [0, T] est subdivisé en N intervalles temporels :
Ig=[tg-1,tg] (1<B<N)

le pas de temps At = tg —tg_; étant, pour simplifier la présentation, supposé constant
(c’est-a-dire tg = BAt). Des fonctions d’interpolation ¢”(¢) sont introduites, de sorte
que :

N N
=Y Wl ¢"6)=) ()
B=1 B=1

et la résolution numérique est ramenée a la détermination des valeurs nodales inconnues
ug = u(yk,tp) et qg = q(y*,t3). Par analogie avec les fonctions de forme utilisées
pour I'interpolation spatiale, on peut définir les ¢°(t) & 1’aide d’une fonction de forme
temporelle S(u), u € [-1,1], de sorte que :

t—1t
5y = 510y — (L _ P
(1) = S(2) = S( — ) (7.25)
Par exemple, une interpolation temporelle linéaire par morceaux utilisera la “fonction-
chapeau”
| 1+ -1<u<0
S()_{l—u 0<u<1 (7.26)

EQUATION INTEGRALE DISCRETISEE. Avec la solution élémentaire (7.5) du milieu in-
fini, elle s’écrit, avec des notations similaires a celles de la formule (3.11) du chapitre 3 :

NI 6)
= 3 Y {ASi(e.nb) + ASa(e,p,b)]up P — Ble,p,b)g™ " }
ecl(z) p=1
Ni(e)

+ Z Z {AR e, p,b m( ?) _ Ble, p, b)q;n(e’p)}

ecl(z) pr=1

{ >~ AR(e)
ecl(x)
>

b—1 Ni(e)

" Rle,p, Buf " = Ble,p, B)a " } (7.27)

B=0cel(x) p=1
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avec les intégrales élémentaires

Asl<e,p,6)=/m (GO R PR P 1
ASy(e,p,B) = — /E(e) [M,, (&) — Mp(ne)]r’"fw—iy?
Rlen ) == [ [S4=58- )+ S'b- 8- )] M@y
Blep,f)= [ Sb-p- E)MP(E)%

L’instant ¢ de collocation a été choisi égal & un multiple entier bAt du pas de temps. Les
intégrales singulieres apparaissent quand r ~ 0. Dans ce cas, on a aussi (t — r/c) ~ t,
ce qui explique qu’elles soient uniquement présentes en facteur des valeurs nodales a
Iinstant de collocation, c’est-a-dire pour 5 = b. Les intégrales élémentaires contenant
la fonction de forme temporelle ¢z pour 8 < b sont toutes régulieres.

L’écriture (7.27) met également en évidence le fait que les intégrales élémentaires
ne dépendent de 3,b que par I'intermédiaire de b — 3. Cette propriété est liée au choix
d’un pas de temps constant et reflete une propriété générale des solutions élémentaires
de I’équation des ondes : I'invariance par translation temporelle :

Glz,t,y|f(t)] = Gz, t +t', y[t(t +1')]

On remarque que, si 'interpolation temporelle est linéaire par morceaux, on utilise la
fonction S donnée par (7.26) et celle-ci vérifie :

r

S - )+ =S - f— ) =

cAt

ce qui permet notamment d’éviter completement le calcul de l'intégrale singuliere

ASl(evp)'

STRUCTURE DU PROBLEME DISCRET EN TEMPS. L’équation intégrale discrétisée
(7.27), écrite pour les points de collocation® & = y!,...y"V et linstant t = bAt,
présente la forme matricielle :

AU+ BYQ) + Y (A1) + B(Q)) =0 (729

B=1

{Up} et {Qz} sont les vecteurs constitués des valeurs nodales ug et qg a linstant
BAt. L’écriture ci-dessus, qui tient compte de la propriété d’invariance par translation
temporelle, a la structure d'une convolution discrete. L’équation intégrale discrétisée a
t =t} fait a priori apparaitre les valeurs nodales a tous les instants tg, 8 < b. L’écriture

3D’autres choix de points de collocation sont bien siir possibles.
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(7.28) souligne le fait qu’on cherche & avancer dans le temps, c’est-a-dire calculer les
inconnues a t = tg en supposant résolus tous les instants antérieurs, les conditions
initiales a tg = 0 permettant de démarrer ce processus. Les variables a ¢ = t; sont pour
moitié inconnues et pour moitié données par les conditions aux limites du probleme,
et il faut procéder comme en statique (chapitre 3) & une permutation de colonnes
de maniere a isoler les valeurs nodales restées inconnues apres prise en compte des
conditions aux limites, de sorte que (7.28) prend la forme :

b—1
(KXo} = {Fo} = Y (A" "{Us} + [B"{Ts}) (7.29)
=1

ou { X} désigne le vecteur des valeurs nodales pour t = t;, inconnues et {F'y} regroupe
les contributions des conditions aux limites a ¢ = ¢;. Le second membre de (7.29) met
en évidence le fait que les inconnues & l'instant ¢ = ¢, dépendent non seulement des
conditions aux limites mais aussi de 'histoire (valeurs (u,q)g, 5 < b) ; ceci provient de
la présence du temps retardé t — r/c dans la solution élémentaire (7.5). La “matrice
résolvante” [K], construite a partir de [A°],[B°] aprés isolation des valeurs nodales
restant inconnues apres prise en compte des conditions aux limites, ne devra donc étre
construite et factorisée qu’une fois. Comme en statique, [K] est pleine, non symétrique
et ne présente pas de structure particuliere.

De plus, les matrices [A’~7], [B*~”] sont nulles si b — 3 dépasse une certaine valeur
N (09, At), qui dépend de la surface 92 et du pas de temps At. En effet, le temps
n’intervient dans la solution élémentaire qu’a travers le temps retardé t — r/c. Or, r
ne peut prendre de valeurs supérieures au diametre de 02 : r < max, yecan |y — |, et
donc :

1
b— [ < N(0Q, At) N (09, At) = 1 + (partie entiere de)mdiam(aﬁ)
c
L’intégration de lhistoire antérieure dans (7.29) est ainsi limitée dans le passé (la
sommation sur § commence a 8 = max(0,b— N (952, At)). Toutefois, cette remarque ne

s’applique qu’aux probléemes tridimensionnels ; elle est fausse, en raison du phénomene
de “trainée” présenté par les solutions élémentaires, pour les problemes plans.

ETAPES DE LA RESOLUTION DU PROBLEME DISCRETISE. Celles-ci consistent en :

1. Assemblage des matrices ([A"],[B]),..., ([AN©O%AD] [BN(O2AD]),

2. Prise en compte des conditions aux limites ; construction puis factorisation de la
"matrice résolvante” [K] & partir de [A°],[B°].

3. Résolution de (7.29) a chaque pas de temps t = bAt, b=0,..., N.

4. Post-traitement (si nécessaire) : calcul de valeurs de u et Vu en des points intérieurs
a l'aide des représentations (7.10), (7.12).

On note que les matrices créées par I’étape (1) doivent toutes étre stockées en mémoire
car, a I’étape (3), elles sont multipliées lors du calcul de la convolution discréte par
un vecteur-colonne différent a chaque pas de temps b. Toutefois, un examen plus fin
du probleme discret montre que chacune de ces matrices contient un grand nombre de
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termes nuls. En effet, pour un point & fixé de 012, la portion de 9 qui contribue &
[A"] et [B®] est définie par :

{y € Q| (b—1)At <r/e < (b+1)At}

Cela permet de réduire la quantité effective de termes a stocker.

La solution élémentaire posséde des propriétés de causalité (présence du temps
retardé), mais le choix d’une interpolation espace-temps de type produit (7.24) détruit,
en toute rigueur, cette propriété au niveau du probléeme discret : en effet, deux nceuds
appartenant au méme élément ”communiquent” de maniere instantanée. Toutefois,
le schéma peut étre considéré comme ”globalement causal” si (a) le "pas d’espace”
h (c.a.d. par exemple le plus grand coté d’élément du maillage) est raisonnablement
petit devant les dimensions caractéristiques de 912, et (b) le pas de temps At est au
maximum égal a h/c.

QUELQUES QUESTIONS OUVERTES RELATIVES AU PROBLEME DISCRET. Ce qui pré-
cede constitue I’approche “standard” de la discrétisation des équations intégrales en
potentiels retardés, telle qu’elle apparait dans la majorité des travaux publiés récents.
Des difficultés relatives au probleme discret en temps subsistent, non résolues a notre
connaissance.

Stabilité et convergence du schéma temporel. Cet aspect tres important est loin
d’étre maitrisé. La dépendance du probleme discret par rapport au pas de temps
est tres complexe, du fait de 'imbrication du temps et de I’espace par 'intermédiaire
des temps retardés. Certains auteurs considerent que le schéma temporel est de nature
implicite en raison précisément de cette dépendance et y voient un argument de stabilité
inconditionnelle.

Calcul des intégrales élémentaires . Ici encore, la présence du temps retardé crée
des difficultés spécifiques, n’apparaissant ni en statique ni en variable fréquentielle. Les
intégrales élémentaires de (7.27) ont la forme générale :

r

[ K@ ©s0-5- Jo)Ie)de (7.30)
E C

ou le support de la fonction d’interpolation temporelle S est Uintervalle [—1,1] ; de
plus S(n) a une dérivée discontinue en n = +1 et en n = 0.

Notant S?(z) le volume de I’espace compris entre les spheres centrées en x et de
rayons (8 — 1)cAt et (6 + 1)cAt, on voit que le support de l'intégrale (7.30) est en
fait la surface E°(x) = E N SP(x), intersection de cette couronne sphérique et de
I’élément E, et que I'intégrand est non-dérivable sur le bord de E”(x) pour toutes les
fonctions d’interpolation usuelles ¢°. Le calcul numérique de cette intégrale par points
de Gauss sur ’élément F entier risque d’étre entaché d’erreurs importantes. Pour se
convaincre du probleme, il suffit de calculer par points de Gauss l'intégrale sur [—1,1]
de la fonction ¢, : ¥a(2) = 0siz < a et P,(2) = 2z —a si z > a, pour toutes les
valeurs de a comprises entre —1 et 1 et de constater que les écarts relatifs entre la
valeur calculée et la valeur exacte fluctuent fortement avec a, ce qui met en évidence le
manque de fiabilité de 'intégration gaussienne dans ce cas. De fagon générale, 'erreur
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commise en intégrant une fonction par points de Gauss a un majorant proportionnel
a ses dérivées partielles d’un certain ordre (fonction du nombre de points employés),
qui, dans les conditions présentes, n’est pas défini.

L’intégration par points de Gauss sur I’élément complet n’étant pas satisfaisante, la
meilleure solution serait de déterminer analytiquement les sous-ensembles E°(x) puis
procéder & une intégration par points de Gauss sur chaque EP(x), ce qui garantirait
alors efficacité de l'intégration numérique. Pour les problemes bidimensionnels avec
discrétisation simple (éléments rectilignes), cette opération, quoique fastidieuse, est
faisable. Par contre, ce probleme de géométrie devient inextricable en trois dimensions.

L’autre possibilité est le recours a la “force brutale” (treés grand nombre de points de
Gauss), ce qui rend le calcul des intégrales élémentaires notablement plus cotiteux qu’en
statique ou dynamique stationnaire. La littérature fait peu mention de ce probleme,
qui peut pourtant se révéler dommageable en pratique (voir cependant Karabalis [7],
qui propose une méthode de subdivision de 1’élément en un grand nombre de petits
carrés, avec intégration numérique gaussienne sur chaque subdivision).

Autres méthodes d’interpolation temporelle. Pour I'instant, on n’a considéré que
la résolution "pas a pas” en temps, qui est la plus classique. Elle repose sur des
fonctions d’interpolation a support borné et différentiables par morceaux seulement.
Plusieurs arguments pourraient militer en faveur d’autres choix de bases de fonctions,
de support R (ou R) et différentiables :

e La méthode "pas & pas” releve, & certains points de vue, de la "force brutale” :
elle fournit ’évolution temporelle détaillée mais ne permet pas de définir au départ
des informations partielles ou globales qu’on pourrait souhaiter obtenir & moindres
frais a ’aide de fonctions de base bien choisies.

e Les difficultés d’intégration spatiale précédemment mentionnées s’atténuent si la
représentation temporelle des variables (u, q) utilise des fonctions (plusieurs fois)
differentiables.

e Une analyse de stabilité et de convergence serait peut-étre plus facile a faire.
Dans cet ordre d’idées, deux directions nous paraissent pouvoir étre examinées :

Approche de type “méthodes spectrales”. La représentation temporelle des varia-
bles (u, q) utilise des polynémes de la variable ¢, de degré n arbitrairement élevé, définis
sur intervalle d’étude [0, T entier qu'’il est donc inutile de subdiviser. Les méthodes
spectrales sont connues en mécanique des fluides (Métivet [10]) ; en particulier, on sait
que, dans ce contexte, la vitesse de convergence en fonction du degré n est d’autant
plus grande que la régularité par rapport a t des fonctions inconnues est élevée.

Utilisation de I'analyse par ondelettes. Les ondelettes (Daubechies [3]) sont des
fonctions analysatrices de signaux dont l'intérét repose sur le constat suivant : un
signal réel est & la fois bien localisé en temps et en fréquence (par exemple, une note de
musique possede & la fois une hauteur et une durée bien définies). Or la transformée
de Fourier d'un signal instantané est completement délocalisée ; réciproquement un
signal sinusoidal posseéde une transformée de Fourier parfaitement localisée. D’ou I'idée
d’autres fonctions analysatrices qui soient (du moins numériquement) localisées & la
fois en temps et en fréquence. La courbe de Gauss en est un exemple, mais doit étre
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écartée pour d’autres raisons. L’analyse par ondelettes utilise une fonction analysatrice
1 localisée (en temps et en fréquence) et réguliere ; le signal est alors analysé par
translation et dilatation de l'ondelette de base ¥ le long de R. IL’ondelette ¥ est en
particulier construite de fagon & avoir une moyenne nulle ; cette propriété lui permet
de bien "voir” les discontinuités du signal analysé. Enfin, certaines de ces ondelettes
permettent, par translation et dilatation, de définir une base hilbertienne de fonctions
de t. Ceci entraine l'existence de formules de décomposition/synthese d’une fonction
en ondelettes et, grace a la propriété d’orthogonalité des éléments de la base, permet
de décomposer le calcul temporel en une série de calculs indépendants.

7.6 Equations de I’élastodynamique linéaire

L’extension des notions précédentes a 1’élastodynamique en régime transitoire est main-
tenant abordée ; seule 1’élasticité isotrope est considérée. Pour commencer, il est
nécessaire de rappeler brievement les équations fondamentales de 1’élastodynamique,
sujet traité dans des ouvrages classiques, par exemple Eringen et Suhubi [4]. Pour
une distribution donnée F(y,t) d’efforts massiques exercée sur le solide Q considéré,
on appelle état élastodynamique tout triplet (u, o, F') vérifiant la loi de comportement
élastique isotrope et I’équation fondamentale de la dynamique :

{ o= MNdivu)l + u(Vu+ V)

dive +p(F —i) =0 Y(y,t) € Q x[0,T] (7.31)

Tout probleme élastodynamique bien posé comporte en outre des conditions aux limites
sur la frontiere 92 : par exemple, efforts de contact t” appliqués sur une portion St
de 09 :

T"(u)(y,t) =t"(y,1) V(y,t) € St x [0,T]
et déplacements imposés sur la portion complémentaire S, = 92 — St :
u(y,t) = u"(y,t) V(y,t) € Su x [0,T]

ainsi que des conditions initiales :
u(y,0) = uo(y) u(y,t) = vo(y)

De plus, des conditions a U'infini doivent étre imposées si {2 n’est pas borné ; ce point
est abordé en section 7.10.

DiCOMPOSITION DE LAME. Rappelons [4] que tout champ de vecteurs suffisamment
régulier © admet la décomposition en parties irrotationnelle et incompressible :

u = V¢ + rotmy (7.32)
ol ¢ et @ sont donnés par :
o(y,t) = —i/ 1 divu(z,t)dV,
dm Jo |z -y
(7.33)

1

1
,t) = — | ——rotu(z,t)dV,
vt = 3 [ cretu(z)
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Si w est un champ de déplacement élastodynamique, les potentiels de Lamé ¢ (scalaire)
et mi (vecteur) vérifient les équations des ondes scalaire et vectorielle :

AN — G+ fr=0 GAY — 1+ fr =0

les seconds membres f1,, f étant obtenus par décomposition (7.33) de F' et les célérités
cr,cr étant égales a :
A42pu

2
C =
L p p

La représentation (7.32) de u est ainsi la somme d'une onde de compression u” = V¢
irrotationnelle (rotu” = 0, célérité cr.), et d'une onde de cisaillement u” (y,t) = rot
incompressible (divu® = 0, célérité cr).

IDENTITE DE RECIPROCITE. Considérons deux états élastodynamiques (u',o!, F')
et (u?, 0%, F?) sur Q, associés aux conditions initiales (u$, vy) et (ug, v2). L’identité
de réciprocité (4.3), soit :

/ [T"(u').u? — T"(u?).u'] dS :/ [dive'.w® —dive®u'] dV
o9 Q

donne, compte tenu de ’équation fondamentale de la dynamique (7.31)2 :

/ (7" (u)u® — T" (u?)'] dS = / ol — Fya? — (@ — FYyal] av
o0 Q

Elle reste valable si les deux états élastodynamiques sont considérés a des instants
différents. Suivant le procédé utilisé en section 7.1, prendre les états 1 et 2 en des
instants t1 = T et to =t — 7, avect > 7 > 0, et intégrer ’équation obtenue de
7 =0 a7 =t conduit a une identité de réciprocité vérifiée par toute paire d’états
élastodynamiques et & tout instant ¢ > 0 (Eringen et Suhubi [4]) :

[(T" (uh) *u?)(y, 1) — (T" (u®) xu')(y,1)] dS,

—
2

— [ p[(F? ) (y,t) — (F' xu?)(y,0)] 4V,

2

) [v5(y)u'(y,t) — vg(y).u’(y,t)] dV,

+ [ bt w.0) — (o) (w.0)] @V, (7.34)

le symbole x désignant le produit de convolution temporelle de deux champs de vec-
teurs :

(a*b)(t):/o a(t—f).b(T)Z/O a(r).b(t — 1) dr (7.35)
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7.7 Solutions élémentaires élastodynamiques

DEFINITION.  On considere un point fixé € R? et un domaine £ C R3. On appelle
solution élémentaire élastodynamique le déplacement Uk[ac,t,y| f] et le tenseur des
contraintes élastiques ¥ [x,t,y|f] créés dans E par une force ponctuelle exercée en x,
d’intensité variable dans le temps f(t), suivant la direction ey, qui vérifient donc :

divsr — pU" 4+ 6y — 2)f(t)e, =0 (7.36)

et avec des conditions initiales nulles. La fonction f(t) est supposée deux fois con-
tintiment différentiable et nulle pour ¢ < 0 (ce qui implique les conditions initiales

f(0) = £(0) = 0).

SOLUTION ELEMENTAIRE DE STOKES. C’est celle associée & l'espace infini: F = R3.
Son calcul (Eringen et Suhubi [4]) repose sur la décomposition (7.32) par potentiels de
Lamé. Remarquant que 1/47r, r = |y — x| est solution élémentaire de 1’équation de
Laplace, donc que :

oy —x)ex = —iA%ek = i (rot rot — Vdiv) {%ek}

la force ponctuelle (7.36) peut étre écrite sous la forme (7.33) comme :

drr r

pF(y,t) = Vdiv {—@ek} + rot rot {?ek} (7.37)

La solution de Stokes est alors cherchée a ’aide de la décomposition en potentiels de
Lamé :

U"lx,t,y|f] = Vdiv(ALe;) — rot rot(Ares) (7.38)

Les fonctions scalaires A, (ov = L, T) vérifient, compte tenu de (7.32) et (7.37) une
équation des ondes avec second membre :

AAA, — A, = ) (a=L,T) (7.39)

et sont données, tous calculs faits, par :

Au(z,t,y) = [/01 af(t —ar/cy)da + /1+DO ft—ar/cq)da (a =L, T)

dmpc?,

Ce résultat, reporté dans la décomposition (7.38), donne alors les parties longitudinales
et transversales de Ulx, ¢, y|f] :
(L)k B2
U7z, t,ylf] = T [((8ar — 3rr k) + 77 1 f(t—1/cL)] (7.40)

1
U @ty f] = A pr (Br.irk — k) I + (k. — i) f(t —7/cr)] (7.41)
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ou Iy 7 et le rapport 3 des célérités sont donnés par :

2 1—-2v W

1
I = — 2 = C—T = =
LT /0 af(t—ar/cpr)da Ié; 2 =) " 3o

(7.42)

Finalement, on obtient les expressions suivantes pour la solution élémentaire de Stokes :

UFle 1,911 = o (Brar + (A+ St = rfer))ou] (7.43
1
Efj [:B,t, y|f] = T2 [207”@7"]@7"]‘ + 5ij7",kFL + (5%7”’]‘ + 5jk7",i)FT] (7.44)

avec :

A= /15 af(t — ar/er)da
B=-3A—(f(t—r/er)—=Bf(t—r/cL))
C=-5B+ (f(t —r/er) +erf(t— 7”/CT))
=3 (ft = r/en) +enf(t = r/er)) (7.45)
Fr =28 — (f(t —r/er) +erf(t— 7"/CT))

FL=2B—(1— 23 (f(t —r/er) + e f(t — r/cL))

La solution de Stokes dépend de t & travers les temps retardést—r/c,cr < ¢ < ¢y, : effet
de causalité, du a la célérité finie de la propagation des signaux. Elle vérifie également
les propriétés de symétrie :

Ullz,t,ylf) = Uily, t, 2| f] = Upla, t, y| f] (7.46)
Uzkj[mvtay|f] = _Ui]fj[watvy|f]

La solution de Stokes (7.43), (7.44) présente une certaine ressemblance avec la solution
de Kelvin (4.8), (4.9) ; ces deux solutions sont égales pour le chargement statique
f(t) =1 (en supposant U'instant initial renvoyé a t = —o0).

PARTIE SINGULIERE DE LA SOLUTION DE STOKES. Au vu des expressions (7.43),
(7.44), la solution de Stokes présente les singularités suivantes pour r arbitrairement
petit :

Ul t,ylf] = O(1/r) Sl tylf] = 0(1/r?) (7.47)
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En fait, un développement limité & Pordre 2 en r autour de = 0 des expressions (7.45)
donne (en posant zp = r/cr) :

A gt rfer) = L g0 - 2 ey 4 S a4 o)
5= 0 - =l fad o)
o= %) ey - 1 ‘854 F(H)a2 + o(r?) (7.48)
Fr =010+ 2 f0ad + o)
Fy = 020 - 22 et o)

Les termes d’ordre 0 en r des expressions ci-dessus reportés dans (7.43), (7.44) re-
donnent, compte tenu de (7.42)9, la solution de Kelvin multipliée par f(t). Ceci per-
met de préciser (7.47) : les parties singulieres des solutions de Stokes et de Kelvin sont
égales, soit :

ou (UF, Efj) sont les composantes de la solution statique de Kelvin. Ce résultat peut
également étre mis en évidence sans recourir aux développements limités (7.48) en
posant UF[f] = f(t)UF+UF[f] dans '’équation de Navier (7.31) avec la force ponctuelle
(7.36), ce qui donne, compte tenu de la définition de la solution de Kelvin :

iflﬂj,j - pﬁzk = fUzk
Le second membre de I’équation ci-dessus est moins singulier que (7.36), donc UF[f]
est lui-méme plus régulier que UF[f].

AUTRES SOLUTIONS ELEMENTAIRES. On peut définir, comme dans le cas statique, une
variété de solutions élémentaires, caractérisées par la donnée de F, f et de conditions
aux limites sur OF. Citons par exemple la solution bidimensionnelle de Lamb (E est un
demi-plan soumis & une force ponctuelle sur sa frontiere par ailleurs libre de contraintes,
voir Eringen et Suhubi [4]) ou celle de Kennett [8] (E est un demi-espace stratifié ou
homogene avec surface libre).

Elles présentent en r = |y — x| = 0 une singularité du type (7.47), égale a celle de
solution élémentaire statique associée aux mémes domaine F et conditions aux limites,
et vérifient la propriété de symétrie :

CijabUg’E[wat7y|f] = EZ[y,t,(llLf]

Cijpg 2t t = CupXa [y t (7.50)
iipa S, g%t Y| f] kiab 23 (Y, L, x| f]

SOLUTION ELEMENTAIRE IMPULSIONNELLE. Elle correspond par définition & une force
ponctuelle impulsionnelle exercée au point y = « et a l'instant t =0 :
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et est notée :

Ul t,yl0] = Uf (@, t. y) il t,ylo] = B (.t y)

Elle vérifie en tout y # x les conditions initiales U(x,0,y) = U(«x,0,y) = 0. On
montre facilement que :

Uf[w,t, ylf]l = Uik(m,t, y)*f Efj [z, t,y|f] = ij(m,t, y)*f (7.51)

En particulier, la solution impulsionnelle de Stokes est donnée par les expressions (7.43),
(7.44) avec f(t) = o(t).

7.8 Représentations intégrales des états
élastodynamiques

Considérons un domaine élastique 2 supposé pour l'instant borné et soit & un point
arbitraire non situé sur 0Q. L’identité de réciprocité (7.34) appliquée a I'état élasto-
dynamique réel (état 1) et a la solution élémentaire impulsionnelle (état 2) entraine :

uk(m7t) + / {Tzk(wa t7y) *U7(y,t) - Uf(:l},t, y) *t7(y7t)} dS?/
1219]

= [ o{Uta )« P + V. ty) + w)Uk b)) 0,

en notant TF = Efjnj les composantes du vecteur contrainte de la solution élémentaire.
L’équation ci-dessus, réarrangée compte tenu des relations (7.51), conduit & la repré-
sentation intégrale du déplacement u(x,t) :

+/pr[w7t,y|E(y7t)] vy
Q

+ [ {n@Ui et @U@ e} v, (752

avec k =1 (. € Q), k =0 (x € Q). Cette formule donne u(x,t) en fonction des
variables a la frontiere et des données en efforts de volume et conditions initiales. Les
intégrales étant indéfiniment différentiables par rapport a & pour x ¢ 052, la représen-
tation intégrale des contraintes élastiques découle directement de I'application de la loi
de Hooke 0;; = Cijretine
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RO (wa t) = /89 {Efg [ya t7 213|tk(y,t)] - C(lbkezzg E[y7t w|u(l(y7 } dSy
+ [ bl tal Pty 0y,

+ [ o {oon @)=t t2) + uon @)l . t.2)] (7.53)
Q

pour laquelle on a utilisé la propriété (7.50). Les formules (7.52), (7.53) sont applicables
a tout instant ¢ > 0 et en tout point ¢ 0F2. Toute solution élémentaire compatible
avec le domaine d’étude €2 peut étre utilisée. En pratique, on fait le plus souvent
appel a la solution élémentaire de Stokes. Compte tenu de la possibilité d’échanger les
dérivées par rapport a « et y, éq. (7.46), la représentation du tenseur de contraintes
s’écrit dans ce dernier cas :

ko (@, t) =/ {Cabre S5 o[z, t, ylua(y, £)]ns(y) — S5z, ¢, ylte(y, 1))} dS,
o0
- [ ol iA@1Y,
- [ o=@ty + i@ e )} ay,
Une intégration par parties au moyen de l'identité (A.7) permet alors d’écrire :
[ b let iy Ol(w) ds,
o0
/ Dbézab ozt ylua(y, b)) +/89 Esb,b[%tay|Ua(y,t)]W(y) ds,
/ (Sl y Dasttay, )] + pre(y)UE [, yliia(y, )]} 4,

compte tenu de 1’équation de la dynamique (7.36). On obtient alors la représentation
de o(x,t) sous une forme intégrée par parties qui est le pendant de la formule (4.24)
obtenue pour le cas statique :

Koij (@, t) = /8Q {CireShp[@, t, y| Deyua(y, )] — S [, ¢, yltr(y, )]} S,
+ pClije Uklz, t, yliia(y,t)ne(y) dsS,
o

- /Q oSk [ £,y Fi(y, 1] Y,

_ / p {UOk(y)EZ (z,t,y) + u0k(y)2fj (z,t, y)} dVy (7.54)
Q




7.9. Equations intégrales de frontiére en élastodynamique transitoire 155

7.9 Equations intégrales de frontiere en
élastodynamique transitoire

En raison de la présence de singularités en y = x quand & € 052, les équations
intégrales sont obtenues a l'aide de la méthode de passage a la limite développée pour
lélastostatique (section 4.4). La propriété de report des singularités en y = x de la
solution élémentaire dynamique dans sa contrepartie statique joue un role essentiel, et
permet Iextension des résultats de régularisation en élastostatique établis au chapitre 4.
On suppose pour simplifier 'absence de forces de volume et le repos initial.

Cette démarche conduit d’abord & un résultat similaire a 1’équation intégrale (7.15)
pour les solutions de I’équation des ondes scalaires : tout état élastodynamique sur €2
avec forces de volume et conditions initiales nulles vérifie I’équation intégrale régularisée
en déplacements :

/ [nk[w’t7y|ui(y7t)] - ui(w’t)Tik(w7y)] dSy
o

0N

EQUATION INTEGRALE REGULARISEE EN GRADIENT DE DEPLACEMENT. On con-
sidere uniquement 'utilisation de la solution de Stokes et la méthode d’intégration
par parties suivie de régularisation au premier ordre. L’équation intégrale en gradient
de déplacement est cherchée comme la limite pour € — 0 de I'identité :

0= / {Sh [, t, Y| Devua(y, )] + pre(y)Us [, t, yliia (y, )] } dS,
(09—ec)+se
-/ UE .t ylta(y. )] dS, (7.56)
(0Q—ec)+se
que 'on réécrit de maniere a faire apparaitre la solution statique de Kelvin :
0= / {Zhle. .y Daualy, )] = Deyua(y, ) oy (2, y)} S,
(0Q—ec)+se
+of ne()UL (. . ylia(y. )] S,
(0Q2—ec)+se
-/ (U ol £ ylta(y. )] — bl OUE ()] 4,
(0Q2—ee)+se
+~/(89 ) {beua(y’t)E];b(way) _ta(y7t)U¢Iz€,£(w’y)} dSy
—ee)+se

Les trois premieres intégrales ci-dessus, & la limite ¢ — 0, sont des intégrales im-
propres sur 0f), faiblement singulieres : la premiere et la troisieme en raison de la
propriété (7.49) d’égalité des parties singulieres des solutions dynamique et statique,
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la seconde car UF[t,(y,t)] a une singularité intégrable. Enfin, reprenant le résultat de
régularisation (5.33) obtenu pour ’élastostatique, on a :

lim {ngua (v, )E W, y) — (y,t)Uff}z(w,y)} dsSy
e=0 (09— )+s.

= —%Ufk o(,1) + Doyt (, t) Al (, 09Q) — to(a, 1) Bl (x,09)

+/ [Deyua(y,t) — Dopug(z, )] X5, (2, y) ds,
o0

- / [ta(y’ t) - ta(w7 t)] Uj,[(‘”? y) dSTI
o0

ot les termes A¥, (z,09), BY,(z,0Q) sont donnés par (5.29), (5.30). Le résultat de
cette analyse est la représentation intégrale du gradient de déplacement a la frontiere :
pour tout point  situé sur 09 auquel u et la normale n sont de régularités C1* et
C% ona :

%tL]“g(:B,t) Dayuq(z,t) A%, (2, 00Q) — to(x,t) BY,(x,00)

‘*’/ [SF [, t, y| Dayua(y, t)] — Dopua (2, £) 55, (z,y)] dS,
09

~ [ [0k ity - e 00 (o) a5,

+p/’UﬂaunAuwmawd& (757)
o0

COMMENTAIRES. La propriété (7.49) de report de la singularité dynamique dans la
solution statique homologue joue, comme pour la résolution de 1’équation des ondes,
un roéle important car elle permet d’étendre a la dynamique les formulations intégrales
obtenues pour la statique.

L’équation intégrale en déplacement (7.55) est établie pour toute solution élémen-
taire, tandis que celle en gradient (7.57) ne 'est sous cette forme que pour la solution de
Stokes. Les hypotheses de régularité que doivent satisfaire u,t pour que les intégrales
de (7.55), (7.57) soient faiblement singulieres sont les mémes qu’en statique.

7.10 Problémes extérieurs et conditions a ’infini

COMPORTEMENT A L’INFINI DE LA SOLUTION DE STOKES. Le déplacement de Stokes
se comporte, pour r = |y — x| — oo, comme :

2
ULk p = ﬁ—f(t—r/cL)nk—Fo(r*Q) UL 7 = o(r2)
Ampir (7.58)

Uk = ft=rfer)m+o(r™?)  UDFn=o(r?)

A ur
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ol n définit la direction radiale pour l'origine x :
n=e = (y-x)/ly-—z=r.e

et T est tout vecteur unitaire orthogonal & n. En d’autres termes, loin du point-source
x, les termes dominants des parties longitudinales et transversales de Uk[a:,t,y| 1]
représentent des ondes sphériques de compression et de cisaillement respectivement.
Ces propriétés sont établies & partir des expressions (7.40), (7.41) et en remarquant
que, pour r > ct :

ct/r
/Olaf(t—ar/c)daz/o af(t—ar/c)da 2t2/ bf((1—0b)t

conséquence de ’hypothese f(t) = 0 pour ¢ < 0, ce qui donne, en supposant f bornée :

/0 af(t —ar/c)da = o(r™) (r — +00)

De plus, le déplacement et le vecteur contrainte de Stokes vérifient la condition de
radiation :

T (U @k 1 pcaU(a)k

=0(r?) (a=L,T) (7.59)
CONDITIONS DE RADIATION EN ELASTODYNAMIQUE. L’extension de la représenta-
tion intégrale (7.52) & un domaine non borné Q = R3 — Q (avec Q borné) va faire
apparaitre, comme dans le cas de ’équation des ondes scalaire, certaines restrictions sur
le comportement de la solution u, . On considere donc a nouveau le passage a la limite
R — 400 sur le domaine borné Qg limité intérieurement par 99 et extérieurement par
la sphere Sk de centre @ et de (grand) rayon R. L’équation intégrale en déplacement
(7.55), appliquée au domaine g et pour x intérieur & Sg, s’écrit :

ur(@, 1) + /a [Tyl (w.0)] = T @ w)uw.0)] 4,
+ / A1) — wila D) TH @, y) — Ul tylti(y, 1)} dS,
o0

. {1}, t, ylui(y, 1) — UF[z, t,ylti(y, t)]} dS, =0 (7.60)
R

ou on a utilisé I'identité (4.7) sur la solution élémentaire statique, sous la forme :
[ th@yas, = b
Sr

la normale n étant dirigée vers I'extérieur de €, donc en particulier vers l'intérieur
de Q. On cherche des conditions suffisantes permettant d’avoir :

lim I, =0 Iy = {UFz, t,y|ti(y, )] — TF[z, t, ylui(y, )]} dS,
Sk

R—o0
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Les relations asymptotiques (7.58) et (7.59) et les propriétés :
UFIf + 91 = U1+ Urgl  UFf = UFIS)
vérifiées par la solution de Stokes permettent de réécrire I, comme :
I = /S (U8t + peia] + U ¥t + peria] } R + o(R™)
R
(ayant posé d.S, = R2dw, ot w est I'angle solide vu depuis &) sous réserve que :
u=o(l) (R— +o0)

On peut ensuite arranger I, pour obtenir :
I = / DR L USR] {F + perif) + (t + peri )} R2dw
Sr

+ pler —er) /

{UiPMal) - "Mk} R
Sr

Compte tenu du fait que U* = O(1/R) et des relations (7.58) et (7.59), les conditions
de décroissance :

abn=01) afr=0R1 (7.61)
' m=o(RY) al.1 = o(1) (7.62)

et de radiation :
th + pepi” = o(R7Y) tT + peru’ = o(R7Y) (7.63)

suffisent & annuler I a la limite R — oo. Elles assurent l'unicité de la solution
d’un probleme élastodynamique extérieur (Eringen et Suhubi [4]). La condition (7.63),
équivalent élastodynamique de la condition de Sommerfeld (7.20) pour I’équation des
ondes, exprime que le flux d’énergie a I'infini est sortant et revient a supposer ’absence
de sources a l'infini.

EQUATION INTEGRALE EN DEPLACEMENT POUR UN DOMAINE NON BORNE. L’analyse
ci-dessus montre que tout état élastodynamique satisfaisant aux conditions & l'infini
(7.61), (7.62), (7.63) vérifie 'équation intégrale

(e, ) + /8 [Tty 1) - (e )T @) S,

o

Celle-ci ne differe de (7.55) que par l'apparition d’un terme libre wug(x,t) ainsi que
I'orientation de la normale n, extérieure au domaine matériel et donc intérieure a 9.
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Le passage & la limite R — oo ainsi que les conditions & l'infini (7.20) restent
valables en présence de données F', ug, vg non nulles et telles que :

/Qp{Uf[wyt,yle‘(yyt)] + voi(Y)Uf (. t, ) + uOi(y)Uf(w,tyy)} dV, < oo (7.65)

Le second membre de I’équation intégrale (7.64) devient alors non nul et égal & la limite
ci-dessus (c’est-a-dire l'intégrale sur ) supposée convergente).

REPRESENTATIONS INTEGRALES. L’équation (7.64) prise pour & ¢ 99 redonne, a
laide de lidentité (4.7), la formule de représentation (7.52). Cette derniere est donc
applicable aux domaines bornés aussi bien que non bornés, a condition que la normale
soit toujours choisie extérieure au domaine élastique.

Tout déplacement donné dans ’espace par (7.64) vérifie les conditions & infini
(7.61), (7.63) ; ceci découle des propriétés asymptotiques (7.58) & (7.59) de la solution
de Stokes. Corollairement, tout état élastodynamique sur un domaine non borné n’est
pas représentable par (7.52-7.53). En particulier, une onde plane :

u'(y,t) = Ag(t — y.p/c)d (7.66)

ou d,p sont deux vecteurs unitaires définissant respectivement la direction de dépla-
cement et de propagation, avec soit d.p = 1 et ¢ = ¢, (onde de compression) soit
d.p =0 et ¢ = cp (onde de cisaillement), est une solution de (7.31) qui ne vérifie pas
les conditions & l'infini. Dans ce cas, ou quand la condition (7.65) est violée, il faut
procéder par superposition.

7.11 Exemples numériques en élastodynamique
transitoire

En pratique, les codes actuels sont développés suivant des principes analogues a ceux
exposés ici, a cela pres que l'utilisation de la régularisation n’est pas encore systéma-
tiquement pratiquée. La majeure partie des travaux traitent de problemes linéaires
(ondes ou élasticité), mais I’élastoplasticité dynamique commence & étre abordée (voir
Israil et Banerjee [6], dont un exemple est reproduit au chapitre 14). Les problémes
posés en milieu infini ou semi-infini sont un champ d’application privilégié des méthodes
d’équations intégrales. C’est sans doute pourquoi, pour l'instant, les applications, en-
dehors de tests de validation ou de comparaison, concernent surtout la géotechnique
(calculs sismiques de batiments, tunnels, fondations) et la simulation du contréle non-
destructif (diffraction d’ondes par des fissures). On reproduit ici quelques exemples
présentés dans la littérature.

EXPLOSION DANS UNE CAVITE SPHERIQUE (AHMAD ET BANERJEE [1], MANOLIS
ET BEskOS [9]). Une cavité sphérique de rayon 5.38m est située dans un massif
infini de granit (masse volumique 2.6710%kg/m3, coefficient de Poisson v = 0.25). Les
temps caractéristiques correspondant a un parcours d’un rayon sont 77, = 1.02ms et
Tr = 1.77ms pour les ondes L et T respectivement. Une pression radiale de 6.90
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MPa est appliquée brutalement a t = 0 et maintenue. Compte tenu de la symétrie
du probléeme, un octant de surface sphérique est maillé. La figure 7.3 représente le
déplacement radial u, (normalisé par rapport & la solution statique) et la contrainte
circonférentielle ogp & la surface de la cavité, en fonction du temps normalisé t* = t/7y,,
obtenus par équations intégrales en domaine temporel ou fréquentiel. Dans les deux cas,
la solution analytique correspondante est également représentée. Les diverses approches
sont en bon accord entre elles aussi bien qu’avec la solution exacte et utilisent des temps
de calcul comparables [9)].

1.2
Yoo
st
[o}
¥
0.4
| 1
c,/R
0 tc,/f tC,/ﬁ
0. 2 3 6. 0 2 4 6.
— EXACT e TIME DOMAIN BEM — EXACT -4-BEM-T,ME -¢-BEM-LAPLACE
4 LAPLACE DOMAIN BEM -s- 3EM-FOURIER

Figure 7.3: Explosion dans une cavité sphérique : déplacement radial (a gauche) et
contrainte circonférentielle (a droite) (d’apres [9]).

BARRE SOUMISE A UN ECHELON DE COMPRESSION A SON EXTREMITE (Ahmad et
Banerjee [1]). La figure 7.4 présente I'histoire de la contrainte o,, & mi-longueur d’une
barre élastique (solution analytique et valeurs obtenues par méthodes intégrales en
temps, avec deux valeurs de pas de temps At = 0.17 et At = 0.1257, 7 = 3.56ms étant
le temps nécessaire & 'onde de compression pour parcourir la longueur de la barre).
La solution exacte est constante par paliers, chacun d’eux correspondant au parcours
de 'onde de compression entre deux réflexions d’extrémité. On voit que, si les valeurs
calculées sont assez proches de la solution exacte, la méthode numérique ne parvient
pas & reproduire correctement les discontinuités de o, (t).

INTERACTION ENTRE UNE ONDE ELASTIQUE ET UNE FISSURE (HIROSE ET ACHEN-
BACH [5]). Les auteurs ont développé une méthode d’équations intégrales en traction,
similaire & (7.57) mais sans régularisation, servant a modéliser la diffraction d’une
onde élastique sur une fissure plane située dans un massif élastique infini. Le calcul
numérique présenté considere l'incidence d’une onde de compression donnée par :

: u
um(w, t) = ;O(yg + th)H(yg + th)63

sur une fissure circulaire de rayon a située dans le plan (y;y2). Des résultats numériques
sont donnés pour I'ouverture de la fissure, 'amplitude rayonnée, ainsi que le facteur
d’intensité dynamique de contraintes normalisé K (t)/ K" ; ces derniers sont re-
produits en figure 7.5, sur laquelle ils sont comparés & ceux (Sladek et Sladek [11],
Chen et Sih [2]) obtenus en résolvant le probleme en variable de Laplace.
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Figure 7.4: Barre soumise a un échelon de compression (d'apres [1]).
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Ondes et élastodynamique en domaine
fréquentiel

Considérons maintenant les problemes dynamiques pour lesquels toutes les variables
varient sinusoidalement en fonction du temps, avec une pulsation w fixée. La description
mathématique des variables classiquement adoptée est alors :

u(z,t) = R[a(z)e "] (8.1)
La recherche de u(x,t) se ramene donc a celle de la fonction du point 4(x), a valeurs

complexes. Ces situations peuvent avoir plusieurs interprétations possibles :

e Réponse forcée a des sollicitations entretenues F(y)e~“?, tP(y)e ..une fois
un régime permanent atteint et l'influence des conditions initiales (renvoyées &
t = —00) négligeable.

—iwt

e Résolution d’un probléeme par transformation de Fourier en temps, w étant alors la
variable conjuguée du temps ¢ :

1 . iwt
u(y,t) = —/u y,w)e “dw
.0 = == [ ily.e)
Pour chaque valeur de w, I'inconnue transformée @ (y, w) est solution d’un probleme
a fréquence imposée.

e Résolution d’un probléme par transformation de Laplace en temps, p = —iw étant

alors la variable conjuguée du temps t.

t

Dans la suite, le facteur ! est systématiquement omis et les notations u et @ sont

confondues.

8.1 Equation de Helmholtz et solutions
élémentaires

L’équation des ondes (7.1) prend pour le régime stationnaire (8.1) la forme :

Au+k*u+F=0 (8.2)
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ou F(y) est la distribution volumique de sources et k = w/c le nombre d’onde. Un
probleéme bien posé doit comporter des conditions aux limites sur 9 ainsi que des
conditions a l'infini ; il n’y a par contre plus lieu d’imposer des conditions initiales.

SOLUTIONS ELEMENTAIRES. Les solutions élémentaires G(z,y;w) dans le domaine
fréquentiel sont associées & une source ponctuelle d’amplitude unité exercée au point
x fixé et vérifient donc :

AG +E*G+6(y —x) =0 (8.3)

Elles peuvent étre considérées comme solutions transitoires (7.4) pour une variation
temporelle particuliere f(t) = e~ de la source :

Gz, y;w) = Gla, t,yle™™] (8.4)

et en rejetant les conditions initiales a t = —oo. La transposition des propriétés
générales (singularité (7.47) et son report dans le terme statique (7.49), symétrie
(7.50)...) aux solutions élémentaires stationnaires est ainsi immédiate. Effectuée
sur la solution transitoire G[f] donnée par (7.5), cette opération donne la solution
élémentaire de (8.2)) pour 'espace infini tridimensionnel :

eikr T
472

G(m,y;w) G,i(way;w) = (1 - ikr)eikr (85)

 dar
Le développement en série, absolument convergent pour toute valeur de x :

v =3 (iz)” (8.6)

|
p>0 P

permet par ailleurs de montrer que :

Gz, y:w) — Glz,y) = % 3 ﬁ(iw (8.7)
p>0 :

k2 p+1 .
Gi(x,y;w) —Gi(x,y) = 1L Z W(Z’W‘)p (8.8)
p0 P

G(z,y) = 1/(47r) étant la solution élémentaire statique correspondante. Ce résultat
permet de prouver directement 1’égalité des termes singuliers dans les solutions élémen-
taires dynamique et statique :

|
)

(r —0) (Vw > 0) {

Gz, y;w) -G

(w—0) (Vr > 0) { VG(n.y:w) - VG
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SOLUTION ELEMENTAIRE POUR LE PLAN INFINI. L’intégration de la solution tridi-
mensionnelle (8.5) sur —oco < x3 < 400 conduit & la solution élémentaire pour le plan
infini :

. "
G gsw) = {HY (k) Gu(@.5iw) = —raH] (k) (8.11)
avec & = (x1,%2),§ = (y1,y2) et v = |§— & ; Hg, sont les fonctions de Hankel de

premiére espéce et d’ordre 0 et 1 (Abramowitz et Stegun [1], Gradshteyn et Ryzhik
[6]). Ces derniéres admettent les développements en série suivants :

9;
Hi(z) = 1+ (7+Logs ) +2250(2)
Hi(z) = 212 (-1 gl +2(1+225.(2)) w1
&) = Tz 0w K 2 og2 2 Z e
avec :
1 2i z (=1)PHL 22
) = 23 [1 + 2 (v+ Logg - %ﬂﬂ oroe (3)
1 2 2 1 (—1)PHL a2
S = - |14 = Log— — — =
o 24 [ i (” 6 T 2(p+2>>} TG ()
et
"1
v=10.57721... (constante d’Euler) ap = Z -
m=1
qui permettent de montrer que :
G(z,y;w) — Gz )—1—i + Lo k +£(k7")25 (kr)
» Ys Y) = o Y g2 4 0
kr z ikr
Gi(w,y;w) — Gi(w, y) = “Ir (W -1+ Logg) t3 (1 + (kr)?So(kr))
G(z,y) = —1/(2m)Logr étant la solution élémentaire statique correspondante. La
solution élémentaire bidimensionnelle présente donc les comportements asymptotiques :
G(x,y;w) — G(x, = 01
(r—0)  VYw>0 (@ y5w) ~ Gl=,y) 1) (8.13)
VG(z,y;w) — VG(z,y) = O(1)
G(x,y;w) — G(x, = O(Logw
(w—0) Vr >0 (@, 9:) (@9) (Logw) (8.14)
VG(z,y;w) - VG(z,y) = Olwlogy)

8.2 Représentations et équations intégrales

Il suffit, dans les formulations intégrales en variable temporelle établies en section 8.2,
de faire les substitutions :

—iwt —twt

u(y,t) — u(y)e q(y,t) — u(y)e

et de reporter les conditions initiales a t = —oo.
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REPRESENTATION INTEGRALE. Toute solution u(x) de ’équation de Helmholtz en un
point @ non situé sur OS2 admet la représentation intégrale :

k(@) = /6 {aw)Glayie) — uw)H (. yiw)} 45,
—|—/F(y)G(w,y;w)dVy (8.15)
Q
g (x) = /a )Gy i) — )y ()G sy v 35)} 5,

+ [ Fw)Gaty ) av, (8.16)
Q

avec k =1 (x € Q) ou k =0 (& ¢ Q). Ces formules sont valables quelle que soit la
solution élémentaire employée compatible avec le domaine d’étude 2. Si la solution
(8.5) est utilisée, une intégration par parties permet d’obtenir la variante :

() = / [Diu()G 5 (y, 7 w) — Ku(y)ni(y)G (@, y;w)} dS,
o0

- [ Wity as, - [ Fo)Giy e, (317)
o0 Q

EQUATIONS INTEGRALES REGULARISEES. Toute solution de I’équation de Helmholtz
sur un domaine {2 borné vérifie I’équation intégrale régularisée :

{u(y)H (2, y;w) — u(x)H(z,y)} dS, —/ a(y)Uf (2, y;w) dS,
o0 o0

z/QF(y)G(y,w;w)dVy (8.18)

et ce pour tout choix de la solution élémentaire. Le gradient de u en x € 02 est donné
par la représentation intégrale :

5i(@) = Diyu(@)I;(2.T) — g() (. T)

+ . {Di;u(y)G j(x,y;w) — Diju(x)G j(x,y)} dSy

— | {dy)Gi(z,y;w) — q(x)G i(x,y)} dS,
o

— k2 /8Q w(y)ni(y)G(x, y;w) dS, — /QF(y)G,i(y,w;w)dVy (8.19)

les termes I;(x,T") étant donnés par (5.31).
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CONDITIONS A L'INFINI ET PROBLEMES EXTERIEURS. L’analyse de la validité des
représentations et équations intégrales pour un domaine non borné Q = R3 — Q (Q
borné), présentée en section 8.3 pour le régime transitoire, est directement transposable
au régime stationnaire. Les conditions & I'infini :

u=o0(1) q—iku=o(R™1) (R — o0) (8.20)

de décroissance et de radiation respectivement assurent ’unicité de la solution d’un
probleme extérieur. Toute solution u de 1'équation des ondes (8.2) pour le domaine
non borné €2 et satisfaisant aux conditions a I'infini (8.20) vérifie ’équation intégrale :

w@)+ | {u(y)H(z, y;w) —u(@)H(z,y)} dSy—/ a(y)UF (@, y;w) dS,
aQ aQ

- /QF(y)G(y,a:;w) av, (8.21)

qui redonne la représentation intégrale (8.15) pour & ¢ 912, a condition que U'intégrale
de domaine soit convergente.

Réciproquement, tout u donné dans l’espace par une représentation intégrale (8.15)
vérifie les conditions a I'infini (8.20). Les équations et représentations intégrales posées
sur 0f) intégrent ainsi exactement le comportement a ’infini de la solution.

COMMENTAIRES. La possibilité de pouvoir ramener la résolution d’un probléeme exté-
rieur sur un support géométrique borné (la frontiere 9€) a une grande importance
pratique. La prise en compte des conditions a I'infini est exacte et ne nécessite aucun des
artifices auxquels les méthodes d’éléments finis ou de différences finies, qui manipulent
des domaines bornés, sont contraintes de faire appel : domaine d’étude artificiellement
borné, simulation des conditions de radiation par des “frontieéres absorbantes” (Halpern
[7]). Les limitations et difficultés techniques que ces artifices entrainent sont absentes
des méthodes intégrales.

Ces considérations s’appliquent a tous les problemes extérieurs mais prennent la
plus grande importance en dynamique stationnaire. D’une part, tronquer le domaine
d’étude est plus dommageable en dynamique qu’en statique : les ondes se réfléchissent
sur la frontiere artificielle et sont piégées dans la zone d’étude, et le flux d’énergie
est emprisonné. En régime transitoire (avec conditions initiales nulles), les ondes
n’atteignent la frontiere artificielle qu’apres un temps fini en deca duquel la tronca-
ture n’a pas d’effet. Il est donc toujours possible de tronquer le domaine a une distance
finie suffisamment grande de maniere a éviter les réflexions parasites. En revanche, la
totalité du domaine d’étude est affectée en régime stationnaire.

Les représentations et équations intégrales sont donc particulierement bien adaptées
a la résolution numérique de problemes de propagation d’ondes en milieu ouvert.

8.3 Equations intégrales indirectes et probleme des
valeurs propres fictives

Comme en section 2.4, considérons simultanément un domaine borné 2 et son complé-
mentaire non borné Q = R3 — (), et soient u, & des solutions de I’équation de Helmholtz
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sur Q et Q respectivement (problemes intérieur et extérieur, avec F = F = 0).
e Représentation de u et ses dérivées par potentiel régularisé de simple couche. Sup-
posons u continu a la traversée de 02 : u = @ sur 912, et introduisons le saut

¢ = ¢+ q du flux a travers 9€2. Alors u et ses dérivées u ; admettent respectivement
la représentation :

a(x) = o(y)G(x,y;w)dS, = u(x) (8.22)

~ oo {o(W)G.i(,y;w) — ¢(@)G iz, y)} dS), (8.23)

e Représentation de u et ses dérivées par potentiel de double couche. Supposons u
continu a la traversée de Q2 : ¢ + @ = 0 sur 02, et introduisons le saut ¢ = @ — u
du flux a travers 0f). Alors u et ses dérivées u; admettent respectivement la
représentation :

we) = | (v H @) - v H@y) 65, (8.24)
= ul(w) + ()
(s +0,)(@) = ~Digo ()1, 09)

- /8 ADGUIG @ 3i) — Dyt ()G ()} a5,
(8.25)

Ces représentations indirectes aux points-frontiere permettent d’écrire des équations
intégrales indirectes pour les problémes aux limites fondamentaux.

Probléme de Dirichlet. La valeur de u est imposée sur la frontiere : u = u? sur 9.
Le probleme admet les formulations intégrales suivantes, d’inconnue ¢, conséquences
directes de (8.22) et (8.24) :

u® = - $(y)G(z, y;w)dS, (8.26)
uP(z) = (k — 1)i(x) +/ {Y(y)H (z,y;w) — (@) H (z,y)} dS, (8.27)
o

(k vaut 1 et 0 respectivement pour les problemes extérieur et intérieur).

Probléme de Neumann. La valeur de ¢ est imposée sur la frontiere : ¢ = u” sur 9.
Le probleme admet les formulations intégrales suivantes, d’inconnue ¢, conséquences
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directes de (8.23) et (8.25) :

(@) = (5~ He. 00 ) o)
~n@) [ {ol)Gale.uiw) - 9(e)Galew)} a5, (829

q°(z) = =Dy (z)I;(z,09)
- nl(w)/ {Dijv(y)G j(x,y;w) — DijY(x)G j(x,y)} dS, (8.29)
o0

VALEURS PROPRES FICTIVES. En ce qui concerne 'unicité de la solution u d’un
probleme aux limites posé sur un domaine borné € ou son complémentaire Q = R3 — Q
pour I'équation de Helmholtz (8.2), on sait que :

e le probleme extérieur admet une solution unique vérifiant les conditions & I’infini
(7.20), quel que soit w ;

e le probleme intérieur n’admet une solution unique que si w n’est pas égal a une
pulsation propre : il existe en effet une suite dénombrable croissante w,,n > 1
de pulsations propres pour lesquelles I’équation (8.2) admet des modes propres wuy,
solutions non identiquement nulles vérifiant des conditions aux limites homogeénes ;
chaque w, est de multiplicité finie k, c’est-a-dire correspond a k modes propres
linéairement indépendants.

On va mettre en évidence I'existence de valeurs propres fictives : les équations intégrales
associées aux problemes extérieurs ont une solution non unique quand w est pulsation
propre d’un certain probléme intérieur, alors méme que le probleme aux limites avec
conditions & l'infini admet une solution unique pour tout w.

Perte d’unicité de la solution des équations intégrales : probléme de Dirichlet exté-
rieur. Les équations intégrales régularisées directes (8.18) pour le probléme de Dirich-
let extérieur (DE) et intérieur (DI) homogene, d’inconnue ¢, s’écrivent :

/_ 1(y)G(x, ysw)dS, = u®(x) + [ {u@)H (2, y;w) — u”(x)H(x,y)} dS,
a0 a0

/ o(y)C(x, y;w) dS, = 0
o0

Le méme opérateur intégral apparait au premier membre des équations intégrales (DE)
t (DI). Sachant par ailleurs que le probleme (DI) admet des modes propres pour
certaines valeurs w2 n > 1 de w, on en conclut que I’équation intégrale (8.18) appliquée
au probléme (DE) admet une infinité de solutions pour tout w = w? pulsation propre
du probleme (DI).
De méme, la formulation du probleme (DE) par I’équation intégrale indirecte (8.27)
d’inconnue v et du probleme de Neumann intérieur (NI) homogene par I’équation
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intégrale directe (8.18) d’inconnue u donnent :
- {v(y)H(z,y;w) — v(z)H(z,y)} dS, = u”(z)
- {u(W)H (z,y;w) — u(z)H(x,y)} 45, =0

Le méme opérateur intégral, agissant ici sur des variables différentes, apparait au pre-
mier membre des deux équations intégrales ; 'argument n’est pas altéré par le fait
que la normale n change de sens d’une équation a I'autre. Sachant par ailleurs que
le probleme NI admet des modes propres pour certaines valeurs w’Y,n > 1 de w, on
en conclut que I’équation intégrale indirecte (8.27) appliquée au probleme (DE) admet
une infinité de solutions si w est une pulsation propre du probleme (DI).

Perte d’unicité de la solution des équations intégrales : probléme de Neumann
extérieur. La formulation du probleme de Neumann extérieur (NE) par I'équation
intégrale directe (8.18) d’inconnue w et du probleme de Dirichlet intérieur (DI) par
I’équation intégrale indirecte (8.27) d’inconnue ¢ donnent :

w@)+ | {u(y)H(z, y;w) —uw(@)H(z,y)} dS, = / ¢” (y)G(z, y;w) dS,
o9 a0
—(x) + - {b(y)H (2w, y;w) —(x)H (2, y)} S, =0

Le méme opérateur intégral, agissant sur des variables différentes, apparait au premier
membre des deux équations intégrales, compte tenu de ’opposition des normales a 0f)
et 0€). L’équation intégrale (8.18) appliquée au probleme (NE) admet donc une infinité
de solutions pour tout w = w? pulsation propre du probleme (DI).

Enfin, si on consideére la formulation du probleme (NE) a laide des équations
intégrales (8.19), il est facile de montrer, dans le méme esprit, que le probleme (NT)
homogene est gouverné par le méme opérateur intégral. On en conclut que I’équation
intégrale indirecte (8.19) appliquée au probleme (NE) admet une infinité de solutions
si w est une pulsation propre du probleme (NI).

8.4 Méthode des éléments de frontiere en régime
fréquentiel

La discrétisation des équations intégrales procede comme en statique (chapitre 3), a ceci
pres que la représentation des inconnues (u, ¢) utilise des valeurs nodales complexes. De
méme, les matrices du systéme linéaire résultant de la discrétisation sont & coefficients
complexes, ce qui n’introduit pas de changement notable par rapport au cas statique ;
en particulier la méthode de factorisation de Gauss reste applicable [4].

Influence de la longueur d’onde. En statique, la finesse de discrétisation, comme
pour toute méthode numérique, est gouvernée par la nécessité de représenter correcte-
ment la géométrie ainsi que par les variations spatiales attendues des champs. En dy-
namique, il s’ajoute 'influence de la longueur d’onde A = 27 /k, qui définit une échelle
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pour les variations spatiales de u. De méme, en élastodynamique, pour une pulsation
donnée w, les ondes de compression et de cisaillement ont des longueurs respectives :

Ar=wV(A+2u)/p  Ar=wyp/p

et la plus courte des deux, Ar, définit un ordre de grandeur pour les variations spa-
tiales. L’interpolation spatiale doit pouvoir représenter convenablement des variations
spatiales sur des distances de I’ordre de la longueur d’onde, et le pas spatial du maillage
doit ainsi étre égal au maximum & une fraction de longueur d’onde. A titre indicatif,
nous avons observé par exemple [2] que, dans le cas d’utilisation d’éléments quadri-
latéraux quadratiques a 8 noeuds, nos résultats numériques se dégradent assez brutale-
ment si une ligne de longueur A\ contient moins de 3 c6tés consécutifs d’éléments (soit
un minimum d’environ 7 nceuds par longueur d’onde de cisaillement) ; cette constata-
tion semble assez représentative de ce qui est usuellement observé.

D’autre part, la présence de quantités spatialement oscillantes (variant comme
exp(ikr)) dans les champs élastiques induit (Rezayat et coll. [9]) des contraintes sur le
choix optimal du nombre de Points de Gauss pour les intégrations élémentaires. Ces
auteurs ont défini, en sus de I’“indicateur de sévérité” IS mentionnée au chapitre 3, un
parametre ISD (“sévérité dynamique”) par :

ISD = wAr/(2mer)

dans lequel Ar = Tyae — Tmin, Tmaz €6 Tmin désignant les distances entre x et le
neeud de 1’élément considéré respectivement le plus proche et le plus éloigné de x. Ils
proposent de moduler le nombre de points de Gauss en fonction de la valeur de ISD :
Les intégrations singulieres sont supposées faites au moyen de la procédure de passage
en coordonnées polaires (p, ) sur 1’élément de référence (section 3.5), 1'élément de
référence, triangulaire ou quadrilatéral, étant subdivisé en triangles dont I'antécédent
7 de x est un des sommets. Le tableau 8.1 donne le nombre de points de Gauss pour
chaque subdivision, sous la forme N, x N,.

Report de la singularité dans la solution élémentaire statique. Les équations inté-
grales contiennent des intégrales du type :

/ u(y)[H(z, y;w) — H(z.y)]d,
1519

On sait que la différence H(x,y;w) — H(x,y) est réguliere. Il est utile de concrétiser
ce fait en levant analytiquement 'indétermination avant de procéder aux intégrations
numériques, par exemple a I’aide des développements en série (8.6) pour les problemes
scalaires ou (8.36) pour l'élastodynamique. De plus, il vaut mieux circonscrire cette
opération & une petite portion S(x) de OQ contenant & comme point intérieur, réécri-
vant par exemple I’équation (8.18) sous la forme équivalente :

wule) + / () H (@, ;) — () H (@, y)] dS, - / 1)z, ;) dS,
r—S(z) a0

+/ u(y)[H(sc,y;w)—H(sc’y)]dSer/ [u(y) — u(x)|H(x,y)dS, = 0
S(z) S(z)
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Nombre de points de Gauss par élément
ISD quadrilatéres (Ne = 8)  triangles (N. = 6)

0.0<ISD <0.5 3 x 3=9 =7

0.5<ISD<1.0 4 x 4=16 =16

1.0<ISD<1.5 5 X 5=25H =19

1.5<ISD < 2.0 6 x 6=36 =28

20<ISD <25 | 4x (4x4)=64 4 X 16=64

2.5 <ISD < 3.0 | 4x(5x5)=64 4 x 19=76

3.0<ISD <35 || 4x (6 x6)=100 4 x 28=112

Nombre de points de Gauss par subdivision

quadrilateres (Ne = 8) triangles (N, = 6)

coin milieu coin milieu
0.0<ISD < 1.0 4x3 3x3 4x3 3x4
1.0<ISD <15 5x4 4x4 5x3 4x5
1.5<ISD <20 6x4 5X5 6x4 5x6
2.0< 15D <25 || (2x4)x5 6x6 (2x4) x5 6x(2x4)
25 <ISD < 3.0 || (2x5)x6 | (2x4)x(2x4) | (2x5)x6 (2x4)x(2x4)
3.0<1ISD <35 || (2x6)x6 | (2x5)x(2x5) | (2x6)x(2x4) | (2x5)x(2x6)

Tableau 8.1 : Sévérité dynamique et nombre de points de Gauss : intégrations régulie-
res (en haut) et singulieres (en bas) (d'aprés [9]).

(en pratique, on prend pour S(x) 'union des éléments de frontiere contenant x). Cela
permet de circonscrire 'utilisation des développements en série a un voisinage du point
singulier, et donc de limiter le nombre de termes nécessaire.

8.5 Elastodynamique en variable fréquentielle

Seule 1’élasticité isotrope est considérée. IL’équation fondamentale de la dynamique
(7.31), vérifiée par tout état élastodynamique (u, o, F'), prend pour le régime station-
naire la forme :

dans )

dive + pw’u + pF =0 (8.30)

(F'(y) est la distribution massique d’efforts). Un probléme bien posé doit comporter
des conditions aux limites sur 92 ainsi que des conditions a Iinfini ; il n’y a par contre
plus lieu d’imposer des conditions initiales.

SOLUTIONS ELEMENTAIRES EN ELASTODYNAMIQUE STATIONNAIRE. Il s’agit de so-
lutions de (8.30) (déplacement U (z,y;w) et contrainte Efj (z,y;w)) associées a une
force ponctuelle d’amplitude unité exercée au point x fixé :

pF(y) =0(y — x)ei (8.31)
Il en existe autant que de domaines E et de conditions aux limites sur OF. Celle associée
a un demi-espace avec surface libre, homogeéne ou stratifié, a été calculée par Kennett
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[8] ; elle n’admet pas d’expression analytique fermée, contrairement & la solution de
Mindlin pour le demi-espace en statique.

Les solutions élémentaires pour 1’élastodynamique stationnaire peuvent étre con-
sidérées comme solutions transitoires (7.36) pour le choix particulier f(t) = e~** de
la fonction de force :

{UF, 55} (x,ysw) = {UF, 55} [, t,yle ™™ (8.32)

et en rejetant les conditions initiales a t = —oo. La transposition des propriétés
générales (singularité (7.47) et son report dans le terme statique (7.49), symétrie
(7.50)...) aux solutions élémentaires stationnaires est ainsi immédiate.

SOLUTION ELEMENTAIRE DE HELMHOLTZ. La plus fréquemment utilisée et la plus
simple, elle est associée & I'espace infini (E = R3). Son expression est obtenue en
faisant f(t) = e~! dans la solution élémentaire de Stokes (7.43), (7.44) :

Ul (@, y;w) = [AS;x + Brir ] (8.33)

1

4 ur
1

Ek (z,y;w) = =) [207‘71'7“7]&“7]‘ + (5ikr,j + 5jk7“71')D + (5¢j7“7kE] (8.34)

avec :

D= (ixT —1)e'*T + 2B
E=(1-28)(izy — 1)t + 2B
ayant posé kpr = xp, krr = xp ; le rapport § = cp/cy étant donné par (7.42).

Les termes en facteur de exp(ikr) et exp(ikrr) donnent respectivement les parties
longitudinale et transversale de la solution de Helmholtz.
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Partie singuliére de la solution de Helmholtz tridimensionnelle. L’utilisation de
(8.6) conduit pour les expressions (8.35) aux développements en série suivants :

1= 2 : ;!?;f;a (ior)?

1 —52 +Z 1 —ﬁp;ig—p)(m)p

C= 3(1_ ) 4 Tzl_pﬁ:;—M(mT)P (8.36)
=3 — 2% Z %(nﬂ”

B Z (p+4)BP 2 +2(p+ 3)6?*4( )P

P+ 2)(p+4)

absolument convergents pour tout zp, comme le montre une comparaison terme a
terme des coefficients qui y apparaissent avec ceux de (8.6), puisque 3% < 1/2 < 1. Le
caractere non-singulier des termes A, B, ..., qui n’est pas apparent dans les expressions
(8.35), est ainsi directement établi. Les termes d’ordre 0 en zp dans les formules (8.36),
compte tenu de I'expression (7.42) de 3, redonnant la solution de Kelvin, la différence
entre solutions de Helmholtz et de Kelvin est réguliere :

(r —0) (Vo > 0) {U(w’y; W) -Uly = O (8.37)
S(x,y;w) — B(x,y) = O(1)

(w —0) (Vr > 0) {U(w’y’ w)-Ul@y) = OW) (8.38)
Yz, y;w) - B(z,y) = Ow?)

SOLUTION DE HELMHOLTZ EN DEFORMATIONS PLANES. L’intégration de la solution
tridimensionnelle (8.33) sur —oo < z3 < 400 conduit & la solution élémentaire pour le
plan infini en déformations planes :

Ul (@, y;w) = i [AS;x, + Br ] (8.39)

Efj (z,y;w) = ﬁ 2CT ;7 k7 + Sk j + 07 i) D + 0557 K E] (8.40)
avec .
A = Hy(krr) — [H{ (krr) — BH] (krr)]
B = —2A— [H}(krr) — BH) (k)]
C = —4B + kyrr [H{ (krr) — 8°H{ (kL7)] (8.41)
D = kprH} (krr) + 2B
E=—(1-2)kprH] (kpr) + 2B

les indices i, j, k prenant les valeurs 1, 2.
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Partie singuliére de la solution de Helmholtz bidimensionnelle. Les expressions
(8.41) peuvent étre développées en séries absolument convergentes pour tout r > 0 :

A= o =5 (1420 ) < L) (110 )
m 2 m 2
+ 2FLogh — 503 [Silor) - 'S (er)]

B=—1(1-5)+ % [Si(er) - ﬁ&@m Solarr) — B4 SoL)

=20 eat 50— (1+ - 1)
+4(Solar) = 8'Solar)) - 1 (or) — M&xm
+ﬁwmw—W&@m+%u—mm%§—%mmw] (8.42)

D= —52 — % [2(S1(z7) — B*S1 (1)) — So(er) — *So(w1r)
+ 2— ( —1+Log 5 ) + 62 (1+xTSl(a:T))]

E = —52 — a7 [2(S1(z7) — B*S1 (1)) — So(er) — B'So(z1)

L)
5

2 (o) - L2 (o)

Ces formules sont obtenues & partir des développements en série (8.12) des fonctions
de Hankel, et utilisent les mémes notations. Les expressions ci-dessus permettent de
prouver les relations asymptotiques suivantes entre les solutions de Helmholtz et de
Kelvin bidimensionnelles :

(r—0) (Wow){lN%%M—U@ﬂ)_ o)
Y(x,y;w) — X(x,y) = O(rLogr)

(w—0) (Vr > 0) { U(z,y;w) —U(z,y) = O(Logw)
S(x,y;w) — B(x,y) = O(w?Logw)

On constate en particulier que, contrairement au cas tridimensionnel, le déplacement
de Helmholtz ne tend pas vers celui de Kelvin pour w — 0.

8.6 Représentations et équations intégrales en
élastodynamique stationnaire

Compte tenu de ce qui précede, les formulations intégrales obtenues en section 7.9 pour
I’élastodynamique transitoire sont immédiatement transposables.
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REPRESENTATIONS INTEGRALES. Le déplacement u(x) et le tenseur des contraintes
o(x) en un point © € E non situé sur 02 admettent les représentations intégrales :

Ky (x {t (z,y;w) — u(Y) T} (@, y;w) } dS,

" / pF()UL (@, y:) AV, (8.43)
ko @) = [ )m ) Cone (0. 250) — 1) 0.5} 4,

- /Q PEL(y)Z (y, 25 w) AV, (8.44)

avec k =1 (x € Q) our =0 (x € Q). Ces formules sont valables quelle que soit la
solution élémentaire employée, a la seule condition que 2 C E. Dans le cas particulier
de la solution de Helmholtz, une intégration par parties permet d’obtenir la variante :

KO—%] Cl]ab/ {Débua ab Z(m Yy;w ) pw2ua(y)nf(y)U ZB Y, W } dS

—/ tk(y)Efj(w,y;w)dSy—/ka(y)Ef‘j(w,y;w)dVy (8.45)
o0 Q

EQUATIONS INTEGRALES REGULARISEES. Tout état élastodynamique sur un domaine
Q borné et avec forces de volume nulles vérifie ’équation intégrale en déplacements :

/ {uw; ()T} (w, y;w) — ul(w)TZk(w,y)} dSy—/ ti(y)UF(z,y;w)dS, =0 (8.46)

o0

et ce pour tout choix de la solution élémentaire.
Le gradient du déplacement admet en & € 0f) la représentation intégrale :

%uw(w,t) Duytta (@, 8)AF,(@,T) — tu (@, £)BY, (2, T)

. {Devua(y) 5y (@, y;w) — Doyua(@) S5y (2, y) } S,

{t U, e T, Y;w) — ta(w)U(’f?[(w,y)} dsS,

- pw2 / taly)ne(y)UE (@, yiw) 4, (8.47)
o0

les termes AF, (z,T'), B* o(z, 1) étant donnés par (5.29), (5.30).
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CONDITIONS A L'INFINI ET PROBLEMES EXTERIEURS. L’analyse de la validité des
représentations et équations intégrales pour un domaine non borné Q = R3 — Q (Q
borné), présentée en section 8.3 pour le régime transitoire, est directement transposable
au régime stationnaire. Les conditions a 'infini de décroissance R — oo :

ul.n =o(1) ul.T =0o(R71)
T T (848)
u'n=0oR1tY) uwlT=001)
et de radiation (absence de source a l'infini) :
th —iwpcrut = o(R7Y) t” —iwpcru’ = o(R™Y) (8.49)

assurent l'unicité de la solution d’un probleme élastodynamique extérieur. Tout état
élastodynamique pour le domaine non borné 2 satisfaisant aux conditions a l'infini
(8.48) et (8.49) vérifie I'équation intégrale :

ur(z) + - {wi(y) T (=, y;w) — wi(x) T (z, ) } dS,

—/ ti(y)Uf (z, y;w) dS, = 0 (8.50)
oN

qui redonne la représentation intégrale (8.43) pour x ¢ 9. L’unicité de la solution d’un
probléeme aux limites extérieur vérifiant (8.48), (8.49) est établie (Eringen et Suhubi
).

Réciproquement, les propriétés asymptotiques de la solution de Helmholtz im-
pliquent que tout couple (u(x),o(x)), ¢ 9 donné par les représentations intégrales
(8.43), (8.45) vérifie les conditions & l'infini (8.48), (8.49). Cette propriété rend tres
intéressante 'utilisation de formulations intégrales pour les problemes extérieurs.

EQUATIONS INTEGRALES INDIRECTES ET VALEURS PROPRES FICTIVES. La construc-
tion de représentations intégrales indirectes procede exactement comme en section 8.3.
La démarche permettant de mettre en évidence 'existence de fréquences propres fictives
est transposable a ’identique et conduit a des conclusions de méme nature.

8.7 Exemples numériques en élastodynamique sta-
tionnaire

DIFFRACTION D’UNE ONDE PLANE ELASTIQUE PAR UNE CAVITE SPHERIQUE (BONNET
[2]). Un domaine infini  contient une cavité sphérique de rayon R, centrée a l'origine,
a surface libre (¢ = 0 sur 99Q). Celle-ci est soumise & une onde plane longitudinale
incidente u! se propageant selon e3 :

u! (y) = uge ¥ ey

Le champ u! ne satisfait pas les conditions de radiation (8.49), (8.48). Pour calculer
leffet de la présence de la cavité, on décompose le déplacement total w'®*® en :

utotal _ ’LLI +u
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et on utilise w comme inconnue. Celle-ci satisfait sur 92 la condition :
T (u) = —T”(uI)

qui exprime que la surface est libre de contraintes : on est en présence d’un probleme
de Neumann extérieur. Ce probléme, qui a une solution analytique connue (Erin-
gen et Suhubi [5]), est un test classique de programme d’éléments de frontiere en
élastodynamique (Rizzo et coll. [10], par exemple) qui a été utilisé pour la discrétisation
de I’équation intégrale en déplacements directe (8.46). Les résultats présentés ci-apres
donnent les valeurs prises par deux types d’écart relatif entre solutions w analytique et
numérique : I’écart maximal :

AUpar = max 7|u — Uewact|
yeoQ |uemact|

et I’écart quadratique moyen :

A 2 o IBQ |U - uea:act|2 dSy
Umoy = 2
f@Q |uea:act| dSy

Gréce a la symétrie du domaine par rapport aux trois plans de coordonnées, le mail-
lage par éléments de frontiere ne concerne qu’un octant de sphére. Deux maillages,
employant I’élément quadrilatéral a 8 noeuds (voir Pannexe B) sont utilisés ici :

e Maillage M; : 3 éléments, 16 noeuds.
e Maillage M5 : 12 éléments, 49 nceuds.

Figure 8.1: Maillage M;.

Calcul de u sur la frontiére 0X). Le tableau ci-dessous présente les écarts relevés,
pour quelques valeurs du nombre d’onde adimensionnel kpr = wR/cy, :

Calcul de uw en champ lointain. La figure 8.2 ci-apres représente les valeurs obte-
nues pour le module des composantes ., ug de u sur la surface de la cavité (r/R = 1) et
en champ lointain (r/R = 100), (r, 0, ¢) désignant des coordonnées sphériques centrées
a lorigine et d’axe de symétrie es et avec le maillage Ms ; le bon accord entre solutions
analytique (traits pleins) et numérique (symboles) est apparent.
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kLR AUmaz AUmoy
1 3.5 (My) | 2.0 (M)
0.43 (Ms) | 0.19 (Ma)
2 1.5 (M2) | 0.68 (M>)
2.8 5.4 (M) | 2.2 (Ms)
3 7.7 (M2) | 3.5 (Ma)

Figure 8.2: Diffraction d’une onde plane élastique L par une cavité sphérique (d'apres

[2])-

Valeurs propres fictives. Nous présentons un résultat numérique afin d’illustrer
leffet de la méthode de Schenck pour la prise en compte des valeurs propres fictives.
La solution de I’équation intégrale (8.46) pour le probléeme de Neumann extérieur cesse
d’étre unique si w est une pulsation propre du probleme de Dirichlet intérieur (sec-
tion 8.3). Dans le cas de la sphere, la premiére valeur propre est [5] kL R ~ 4.493. La
figure 8.3 représente l'erreur Auy,o, obtenue (au moyen du maillage My : 48 éléments,
169 noeuds) pour plusieurs nombres d’onde kr, R voisins de cette valeur critique, avec et
sans utilisation de la méthode de Schenck. On voit clairement la divergence importante
des résultats au voisinage de la valeur propre fictive si rien n’est utilisé pour parer a ce
phénomene.
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Diffraction d’une onde elastique par une cavite spherique

Erreur relative (moyenne L2) sur le deplacement
1.0e+01

&—= Avec methode de Schencl
G—>0 Sans methode de Schenc

1.0e+00

1.0e-01

Aurmy

1.0e-02 |

1.0e-03 1 1 1 1 1
4.35 4.40 4.45 4.50 4.55 4.60 4.65

kR

Figure 8.3: Effet de la méthode de Schenck autour du nombre d’onde critique kL R =~
4.493 (d'apres [2]).

Relation entre finesse de maillage et longueur d’onde. Le tableau 8.2 montre
I'influence de w (ou de la longueur d’onde) sur les résultats numériques. Plus précisé-
ment, si n désigne le nombre de cotés d’éléments (mesurés le long du diametre de la
sphere) par longueur d’onde T, ce tableau met en évidence un seuil sur n en-dessous
duquel la précision des résultats numériques se dégrade assez rapidement ; ce seuil
est d’environ n = 3. Cela signifie que, pour notre choix d’élément de frontiere (qua-
drangle & 8 noeuds), il faut prévoir au minimum 3 c¢otés d’éléments, ou 7 neeuds, par
longueur d’onde. Ces résultats numériques correspondent & kR ~ 8/3 (maillage M)
et kpR ~ 4/3 (maillage Ms).

Maillage M; Maillage M2
n Atmaz | Atmoy | [CondK]™" | Aumaz | Atmoy | [CondK] "
3.34 2.1 1.8 0.11 1.4 0.79 0.032
3. 2.1 1.49 0.10 2.7 1.59 0.025
2.73 2.4 1.72 0.094 6.2 3.02 0.003
2.5 5.7 3.42 0.10 10.2 5.64 0.014
2.31 11.9 6.98 0.10 19. 10.4 0.004

Tableau 8.2 : Relation entre finesse de maillage et longueur d'onde (d'apres [2]).

PROBLEMES DE DIRICHLET ET DE NEUMANN : COMPARAISON DES PERFORMANCES
(BONNET [2]). On considére maintenant, sur un exemple numérique similaire (cavité
sphérique pressurisée), la comparaison des performances relatives de la résolution numé-
rique de I’équation intégrale en déplacements (8.46) pour les problemes de Dirichlet ou
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de Neumann.
La cavité sphérique est soumise a une pression interne p. Les composantes non
nulles de u, o sont données, en coordonnées sphériques, par [5] :

pR? 467 (ixg — 1) pikL(r—R)

YT T2 432(1 — ikLR) — (kLR)?
Opp = _p_]%?) 462(1 - ZZ'L) - Z‘% eikL(rfR)
r3 45%2(1 — ik R) — (kL R)?
- ]9_1733452(1 —iz1) + (2 —46%)77 iy (or) _ -
r3  48%(1 — ik R) — (kL R)?

On peut alors considérer la résolution numérique du probléeme de Neumann (inconnue
u sur Q, avec t = t” = —pn donné) et du probleme de Dirichlet (inconnue t sur
Q, avec u = u” donné). Les données u”, t” homologues (conduisant au méme état
élastodynamique) sont :

2(; _
tszer wP — _pR 4ﬂ .(ZkLR 1)
4ar 462(1 - Zk‘LR) - (k‘LR)Q

Le tableau 8.3 présente les résultats obtenus dans les deux cas. On voit que, pour
le méme état élastodynamique, I’équation intégrale en déplacements (8.46) donne des
résultats bien meilleurs sur le probleme de Neumann que sur celui de Dirichlet. Cela
pourrait tenir au fait que ces deux problémes sont régis respectivement par les équations
intégrales singulieres suivantes :

1

—uk(w)+/ ui(y)Tf(wyy;w)dSy:/ tP (y)Uf (z, y;w) dS,
2 20 a0

*
[ Pty s, = juP@) + [ u@)theye)ds,
a0 a0
qui ont respectivement la structure d’équations intégrales de Fredholm (singulieres) de
deuxieme et premiere espece!. Or on sait que les équations intégrales de Fredholm de
deuxieme espece ont de meilleures propriétés numériques que celles de premiere espece,
tout au moins quand elles ne sont pas singulieres (Wing [11]). Les résultats numériques
ci-dessus suggerent que 1’équation intégrale singuliere de premiére espece est mal posée ;
en particulier, pour le probleme de Dirichlet, un raffinement de maillage (M; — Ma)
dégrade la solution au lieu de 'améliorer, contrairement au probleme de Neumann.
Cet exemple suggere qu'il pourrait étre indiqué de résoudre le probleme de Neu-
mann a l'aide des équations intégrales en tractions, dont la structure s’apparente a
I’équation de deuxieme espece. Les équations intégrales en traction du type (8.47) sont
encore peu développées actuellement sur le plan numérique (sauf en ce qui concerne
les problemes avec fissures), sans doute parce que les problemes de régularisation n’ont
été résolus correctement que trop récemment, sans doute aussi & cause des difficultés
supplémentaires de mise en oeuvre induites par la nécessité d’assurer une régularité
C1 de u aux points de collocation (chapitre 5).

11écriture en valeur principale de Cauchy permet ici de mettre 1’accent sur la structure d’équations
intégrales de Fredholm.
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Neumann Dirichlet
M Mo M Mo
kTR AUmaz | AUmoy | AUmaz | AUmoy | AUmaz | DUmoy | AUmazr | Almoy
0.3162 2.8 2.4 .20 .19 2.1 1.3 10. 4.9
1.581 2.8 2.4 .20 .19 2.5 2.3 14. 6.6
0.3162 2.5 2.5 .26 .20 18. 11. 10. 4.9
0.3162 2.2 1.5 .22 .15 — — 8.3 4.1
0.3162 5.1 3.0 .20 .15 — — 8.3 4.9
0.3162 — — 6.4 .34 — — 18. 11.

Tableau 8.3 : Performances comparées pour la résolution des problemes de Neumann
et de Dirichlet pour la cavité sphérique pressurisée, d'apres [2] (les écarts
Aw sont en %).

PROPAGATION D’ONDES DANS UN DEMI-ESPACE : CALCUL D’EFFET DE SITE (CLOU-
TEAU [3]). Cet exemple fait intervenir un demi-espace élastique homogene (surface
libre y3 = 0) tel que c¢r,/cr = 2 et contenant une vallée ellipsoidale, limitée par la
surface (en coordonnées adimensionnelles) :

0.25y7 +y3 +y3 =1
La vallée est soit vide, soit remplie d’'un matériau élastique tel que :
cL/c, =2  er/cp=2

La perturbation sur la propagation des ondes élastiques créée par la présence de la
vallée (“effet de site”) est simulée numériquement, au moyen d’éléments de frontiere ;
la solution élémentaire du demi-espace stratifié (Kennett [8]) est utilisée. De cette
maniere, le maillage (reproduit sur la figure 8.4) est réduit au demi-ellipsoide qui réalise
linterface massif/vallée. Les figures 8.5 et 8.6 reproduisent quelques-uns des résultats
numériques donnés dans [3].

Figure 8.4: Effet de site dans une vallée ellipsoidale : maillage d'éléments de frontiere
utilisé (d'apres [3]).
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Figure 8.5: Effet de site dans une vallée ellipsoidale vide : déplacements verticaux et
horizontaux observés le long du grand axe (onde L, incidence verticale),

d’apres [3].
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droite) : déplacements verticaux observés le long du grand axe (onde L,
incidence verticale), d'apres [3].
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Diftusion, écoulements fluides

9.1 Equation de la diffusion
On s’intéresse & la résolution de 1’équation scalaire de la diffusion, d’inconnue u(y, t) :
kEAu—1=0 V(y,t) € Q x[0,T] (9.1)

k étant une caractéristique connue du milieu physique. On suppose pour simplifier
I’absence de sources distribuées dans €2, que I'on pourrait introduire si nécessaire. Un
probléme bien posé comprend en outre des conditions initiales (prises par convention
at=0):

u(y,0) = uo(y)

ainsi que des conditions aux limites (donnée de u, de ¢ = Vu.n ou d’une relation entre
u et g en chaque point de la frontiere 92) ; des conditions & 'infini doivent également
étre imposées si {2 n’est pas borné.

IDENTITE DE RECIPROCITE. Suivant une démarche analogue & celle employée au
chapitre 7 pour I’équation des ondes, la formule de Green (2.4) appliquée & deux champs

ul, u? solutions de 1’équation de diffusion (9.1) puis intégrée sur 7 € [0,¢] conduit & :

/ [(q" %) (g, ) — (@ % u')(y,1)] dS,
o0

:LEM@W@ﬁ—%@ﬁmmd% 9.2)

k
ou le symbole * désigne le produit de convolution temporelle (7.3). On remarque que le
terme de domaine s’annule pour des conditions initiales u$, u2 nulles.

SOLUTION ELEMENTAIRE. Pour un domaine E C R3 et un point fixé € E, on
considere la solution élémentaire G(x,t,y), réponse dans E & une source ponctuelle
impulsionnelle exercée en x a I'instant ¢ = 0 et pour une condition initiale nulle. Cette
derniere vérifie donc :

EAG — G +6(y —x)é(t) =0 (9.3)
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La solution élémentaire pour I'espace infini (E = R?) est donnée par :

1 r?

et vérifie la propriété de symétrie :
Gz, t,y) = G(y,t, )

La singularité au voisinage de r = 0 de la solution élémentaire (9.4) n’est pas directe-
ment visible. On peut toutefois montrer, par exemple par un calcul direct, que :

/Ot G(z,t — 1,y)dr = 1 +0(1) (r~0) (9.5)

dmr
REPRESENTATION INTEGRALE DES SOLUTIONS DE L’EQUATION DE DIFFUSION. Con-
sidérons un domaine 2 borné et soit & un point arbitraire non situé sur 0€2. L’identité
de réciprocité (9.2) appliquée a I’état réel (état 1) et a la solution élémentaire impul-
sionnelle (état 2) conduit a :

U(IB, t) + 00 {H(w’ t7 y) * u(y’ t) - G(:B, t’ y) * Q(ya t)} dSy

:%Aw@m@mwag (9.6)

en notant H = G jn; la dérivée normale de la solution élémentaire et avec x = 1
(xeQ), k=0 (x¢&Q). Cette formule est applicable pour tout ¢ > 0 et tout point
x ¢ 0F), et une simple dérivation sous le signe intégral donne la représentation intégrale
du gradient Vu(x).

EQUATION INTEGRALE DE FRONTIERE. L’équation intégrale est obtenue par la mé-
thode habituelle de passage a la limite ¢ — 0 dans les équations écrites pour un
domaine Q. = Q — v, construit par prélevement d'un voisinage d’exclusion v (x) de
x. La propriété (9.5) de report des singularités en y = x de la solution élémentaire
dynamique dans sa contrepartie statique est utilisée. Supposant pour simplifier ug = 0,
on obtient I’équation intégrale régularisée :

/8 A (@ ty) e uly,t) — u(y. O H (@, 9)} S,

—|—/ [u(y,t) —u(z,t)|H(z,y)dS, — / G(z,t,y) *q(y,t)dS, =0 (9.7)
a0 a9

DISCRETISATION. La technique exposée au chapitre 7 pour ’équation des ondes en
régime temporel peut étre reprise, et la structure des équations discrétisées est similaire.
En particulier, la propriété de “translation temporelle” reste vérifiée si un pas de temps
constant est utilisé. On note toutefois que la notion de causalité est absente.
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FORMULATION EN VARIABLE DE LAPLACE. La transformation de Laplace :

~ +m

f0 =i = [ e (9.8)

0

appliquée & (9.1) donne I’équation transformée :
[kAG - s]a =0 (9.9)

Cette derniere admet pour solution élémentaire en milieu infini :
1 _ VeTk
= ——e "V?® 1

Gla,y,s) = e (9.10)

On voit donc que :

1

ce qui permet ici encore d’obtenir une équation intégrale régularisée par transfert de
la singularité dans la solution élémentaire statique :

/ H(z.y,s) — H(zy)uly, )dS,
o0

+/ [u(y, s) — u(z, s)|H(x,y)dS, —/ G(x,y,s) xq(y,s)dS, =0 (9.11)
a0 a0

avec H = kG ;n;

9.2 Ecoulements fluides

ECOULEMENTS POTENTIELS. Il s’agit de fluides parfaits incompressibles en écoule-
ment irrotationnel, dont le calcul se ramene a la recherche d’un potentiel des vitesses
vérifiant ’équation de Laplace. Cette catégorie d’écoulements se préte donc bien a une
résolution par éléments de frontiere, suivant les techniques exposées au chapitre 3.
Cette classe de problemes comprend également les écoulements de fluides parfaits
en milieu poreux (loi de Darcy) et les écoulements a surface libre (houle, ondes de
gravité). Des exemples et de nombreuses références sont donnés par Liggett [4].

EQUATIONS DE NAVIER-STOKES. Les écoulements de fluides newtoniens incompres-
sibles sont gouvernés par les équations locales de Navier-Stokes :

oU
divU =0

(9.12)

associées a des conditions aux limites cinématiques (exemples : adhérence & un obstacle
(U = U gpstacte), vitesse a U'infini donnée) ou dynamiques (exemple : équilibre avec
la pression ambiante). Le tenseur des contraintes est relié & la vitesse par la loi de
comportement du fluide newtonien incompressible :

o5 = —p(sij + N(Ui,j + Ujﬂ') (9.13)
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Les équations de Navier-Stokes sont non-linéaires en raison du terme convectif! VU.U.
Pour cette raison, la formulation intégrale, tres complexe, fait apparaitre des intégrales
de domaine. Nous renvoyons le lecteur a Liggett [4], Wu et Wahbah [7].

ECOULEMENTS LENTS STATIONNAIRES DE FLUIDES VISQUEUX INCOMPRESSIBLES. Les
champs de vitesse U et de pression p d’un écoulement fluide incompressible de viscosité
v vérifient, pour les mouvements lents stationnaires et en l'absence de gravité, les
équations (systeme de Stokes) :

) (9.14)
divU =0

{ —Vp+pAU =0
L’hypothese de lenteur conduit a négliger le terme convectif VU.U et permet de
linéariser les équations de 1’écoulement.
Le systeme de Stokes possede une solution élémentaire (vitesse U* et pression Pk,
associée a une source ponctuelle au point « et suivant la direction ey, donnée, pour les
problemes tridimensionnels, par? :

1 w1
k — 5. . k - _ 7 (=
Ui (xz,y) = Sr [0ir + 7,7 k] Pt(x,y) 47r(7")’k (9.15)
Le tenseur des contraintes de composantes ij, associé a (Uk, PF), est donné par :
SUT T Tk
k _ 4757,
L@ y) = -7 (9.16)
et vérifiant :
—VPF 4+ uAU* + 6(y — z)e, =0 (9.17)
divU =0 '

On remarque que UF et (P*, Ef'j) sont singulieres comme |y — x|~ et |y — x| respec-
tivement. D’autre part, pour un domaine fluide Q et des champs U, V2, p! réguliers,
on a :

/ U?.(uAU' = VpH)dV = | U%e'lndS — / (uWVU"' : VU? — pdivU?) dV
Q N Q

ce qui conduit, pour des champs U', U? & divergence nulle, & I'identité de réciprocité :
/ {U?.(uAU" — Vp!) —U'.(uAU? = Vp*)} AV = [ {U*¢' -U'.£*} dS
Q a0

ol t = o.n désigne le vecteur-contrainte.

Suivant la démarche habituelle, on peut prendre pour états 1 et 2 I’écoulement
inconnu solution de (9.14) et la solution élémentaire (9.17), respectivement, dans
I'identité de réciprocité. Tous calculs faits, cela conduit pour un point x non situé

Ilaccélération est en effet la dérivée matérielle de la vitesse, au sens de la définition (12.3).
2Elle est souvent appelée stokeslet dans la littérature anglophone.
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sur la frontiere du domaine fluide 2 a la formule de représentation intégrale du champ
de vitesses :

- /;Q {t:(y)U] (x,y) — Ui(y) T} (x,y)} 49,

TF = Efj désignant le vecteur-contrainte élémentaire. Le laplacien de U () est alors
représenté par :

Uk, ee( {t Uio(@,y) = Ui(y) 23 (@, y)n;(y) } dS, (9.18)

(on a utilisé ’égalité des dérivées secondes par rapport aux composantes de x et de y
de la solution élémentaire (9.17)). De plus, on remarque que (9.17) vérifie :

Uﬁee(ﬂf%y) = Uﬁ%(%y) = _Uﬁg;;(%y)

Puisque AU = Vp d’apres (9.14), cette propriété permet de donner la représentation
intégrale de la pression p(x) par intégration de la formule (9.18) par rapport & xy :

p(x) —po = {U Vi@, y)n;(y) — ti(y)UL(z.y) } dS, (9.19)

a la constante d’intégration py pres.
L’équation (9.14;) traduit en fait ’équilibre des contraintes données par la loi de
comportement (9.13) : dive = 0. On en déduit l'identité :

/ TF(x,y)dS, + kéix =0
o0

avec k =1 (x € Q), k =0 (x &€ Q). Celle-ci permet, comme en élasticité, d’obtenir
une équation intégrale régularisée :

{ (W (@, y) — ti(y)Uf (x,9)} dS, =0 (9-20)

Résolution numérique. On remarque la forte ressemblance entre les équations
intégrales et solutions élémentaires pour le probleme de Stokes (9.15)—(9.20) et pour
Pélasticité statique (4.8)—(4.31). En particulier, les techniques de discrétisation ex-
posées au chapitre 4 sont applicables sans modification.
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Techniques complémentaires






10

Equations intégrales variationnelles

L’approche par collocation dont nous avons parlé jusqu’ici, si elle est la plus utilisée
en pratique, n’est pas la seule possible. On se propose d’exposer dans ce chapitre la
construction d’une formulation variationnelle intégrale pour les problemes aux limites
mixtes tridimensionnels en statique, pour laquelle certains résultats de régularisation
du chapitre 2 jouent un role important. On néglige pour simplifier 'existence de forces
de volume. La frontiere 9 est supposée réguliere (voir la section 1.6) en chacun de ses
points ; la normale unitaire est dirigée, suivant la convention habituelle, vers I’extérieur
du domaine €.

10.1 Formulation intégrale symétrique pour
I’équation de Laplace

IDEE DIRECTRICE. Laissant de coté les difficultés liées & la singularité de la solution
élémentaire, les équations intégrales en potentiel et en flux pour la solution (u,q) de
I’équation de Laplace sur un domaine 2 s’écrivent :

0= 0@+ [ uwCua @), - [ .o,

1
0= u(@) +/6Q u(y)H (x,y) dS, —/m q(y)G(z, y) dS,

L’idée consiste alors a multiplier les deux équations intégrales ci-dessus par des fonc-
tions-test, respectivement @ et ¢, puis intégrer le résultat une nouvelle fois sur 91, ce
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qui donne le systeme d’équations :

1
0=1 / o(@)ii(x) dS, + / / Gy, y)ma(@)n, (y) S, dS,
o0 o0 J o
/ / H(y,z)dS, dS,
oQ J o
oz—/ w(@)q(x) dS, +/ / H(x,y)dS, dS,
2 Joq 20 Joa

_/ / q(x)q(y)G(x,y)dS,
o9 Joa

Le systeme ci-dessus constitue I'écriture des équations intégrales au sens des résidus
pondérés. Il présente une structure symétrique, de la forme :

Buu(ua 'L~L) + Bqu(q’ ﬂ)
Buq (U'; Cj) + qu (Qa Ej)

ot les formes bilinéaires By, et By, sont symétriques et B,, By, sont transposées I'une
de l'autre, en raison des propriétés de symétrie de la solution élémentaire G(x, y).

En pratique, la construction du systeme d’équations symétriques est plus délicate
car il faut d’une part utiliser des formes régularisées des équations intégrales, d’autre
part faire apparaitre explicitement les conditions aux limites du probleme. C’est ce
que nous montrons maintenant, sur le probleme modele de I’équation de Laplace avec
conditions aux limites mixtes :

=0
=0

Au =0 u=uP sur S, q=qP sur S, (10.1)

RESIDU PONDERE POUR L'EQUATION INTEGRALE EN POTENTIEL. On reprend 1'équa-
tion intégrale (2.20), soit :

0 = rku(x) + /E)Q[u(y) —u(z)|H (z,y)dS, — /89 q(y)G(x,y)dS, (10.2)
(avec k = 0 si Q borné et k = 1 si R® — Q est borné), valable sous cette forme

régularisée pour tout & € R?, et notamment pour = € 9€2. Elle est alors multipliée par
une fonction-test ¢(x) et intégrée une nouvelle fois sur 9, et on obtient :

0—/{/ G(x)u(x) dS, —l—/aQ /BQ —u(z)|H (z,y)dS, dS,
/aQ /{m G(z,y)dS, dS, (10.3)

Les intégrales de surface successives sont faiblement singuliere et réguliere.

Formulation variationnelle intégrale du probléme de Dirichlet. Supposons u donné
sur toute la frontiere : v = u? sur Q. Alors I'équation (10.3) entraine que le flux ¢

inconnu est solution du probleme variationnel :

Bog(a,q) = L4(q)  VieV, (10.4)
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ou V, désigne I'ensemble des fonctions-test ¢ définies sur 052 et continues par morceaux,
et :

Byo(0.d) = /8 ) /8 i()ay)G(z.y)ds,
Lo(@) =~ /6 i(@P(@) s, + /8 ) /6 (@) () — o @) () 45, 45,

Le caractere symétrique de la forme bilinéaire By, découle de la propriété de symétrie
(2.9) :
G(z,y) =Gy, =) (10.5)

RESIDU PONDERE POUR L’EQUATION INTEGRALE EN FLUX. Cette fois, il s’agit de
formuler au sens des résidus pondérés la représentation intégrale (2.15) du gradient de
u

0=ui(2)+ [ wwGnEynwds, - [ awizyds, (10

a0 a0

qui, sous cette forme non régularisée, n’est valable que pour z ¢ 0f) ; le domaine (2
peut étre borné ou non. Suivant une idée de Sirtori et coll. [12], considérons une
surface fermée auxiliaire S, intérieure au domaine (en particulier SNon = 0), et
telle qu'il existe une relation biunivoque € dQ — z € S. Pour une frontiere 99
suffisamment réguliére, il est toujours possible de construire une telle surface auxiliaire

S, par exemple par :
xecdN—z=x—nn(x)el (10.7)

pour 7 > 0 suffisamment petit. On choisit d’orienter la normale unitaire sur S de telle
sorte qu’elle soit dirigée de S vers 0fQ.

Figure 10.1: Surface auxiliaire S.

On considere alors une fonction-test %(z) définie sur S. Le produit contracté de
(10.6) par @(z)ni(z) est intégré sur S par rapport & z (& ce stade, les surfaces S et
00 sont disjointes et les intégrales obtenues sont donc non-singulieres), ce qui donne
Iégalité :

I,(S,00) + I,(S,09) = 0 (10.8)
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en posant :
13,00 = [ G ds. - [ [ a2 ds, . (10.9)
I,(S,09) = /S /8 . @(2)u(y)G zjni(z)n;(y) dS, dS, (10.10)

On se propose de chercher les expressions limites 11 (92, 982) et I (02, 082) de I, (S,00)
et I5(S,00) quand la surface S tend vers 99 (soit pour n — 0 avec la construction
(10.7)).

Passage a la limite pour I,. Le terme I; s’écrit :

I,(S,0Q) :[a(z)q(z)dSz —/

S 1%}

- [ atwitn { [ #1205} as, (10.11)

() / [@(2) — a(y)| H(y, z) dS. dS,
Q S

ol on a permuté les intégrations sur OS2 et S puis additionné et soustrait une méme
quantité aux fins ultérieures de régularisation. Ensuite, I'identité (4.7) donne, compte
tenu de la convention d’orientation de n sur S :

/~H(y7 z)dS, =k (10.12)
5

En effet, y est extérieur & S si Q est borné (k = 0) et intérieur a S si R3 — Q est
borné (k = 1) ; dans ce dernier cas, la normale m & S est intérieure a S. A ce stade,
le passage a la limite S — 0f) est possible : en effet, ’expression :

[ =) - atw)) (@ 2) ds.

S

considérée comme fonction de y, est continue a la traversée de S. L’expression limite
de I, (S,09) pour S — 99 est donc obtenue par simple substitution de S par 9 et
de z € S par x € 9 dans (10.11) et en tenant compte de (10.12) :

lim I;(S,09) = (1 — k) / q(y)u(y) dSy
S—00 o

—/ q(y)/ [a(x) — u(y)]H (y, z) dS, dS, (10.13)
09 09

Les intégrales interne (par rapport a x) et externe (par rapport a y) sont respectivement
faiblement singuliere et réguliere.

Passage a la limite pour I. Le terme I (5’ , 00), contenant le noyau hypersingulier
G z;, va subir deux intégrations par parties successives. En effet, le fait que G vérifie
G.i(y,z) = Gu(y,z) =0 (y # z) entraine 'existence d’un tenseur du second ordre
B(z,y) tel que, pour tout z # y :

G (Y, 2) = €iap€jvgBab,pq (Y, Z) (10.14)
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En particulier, si G(y, z) est la solution élémentaire de I’espace infini, le tenseur B(y, z)
est donné simplement par :

5ab

Bab(za y) = _5abG(y7 Z) = _471'7“

Il est singulier comme r~! seulement et vérifie les propriétés de symétrie :

Buv(2z,Y) = Bpa(2,y) = Bap(y, 2) (10.15)

On peut alors reporter (10.14) dans I'expression (10.10) et appliquer & deux reprises la
formule de Stokes (A.5) pour les surfaces fermées 02 et S. Cela donne :

I5(S, 09) =/§ﬂ(Z)€mpm(Z) /m €jbgj (Y)u(Y) Bab,pg (2, y) dSy dS-

_ / (2 eiapni(2) / (Ru)y(y) Bap (2, y) dS, dS.
S o0

- / (Ril)a () / (Ru)y(y) By (2, y) dS, dS. (10.16)
g a0
avec la notation :
(Ru)q = €iapMill p

En raison du caractere faiblement singulier de B(y, z), ’expression :

/ Buy(2, y) (Ru)y(y) dS,
o0

considérée comme une fonction de z est continue a la traversée de 9. L’expression
limite I5(0€,082) de I3(S,0Q) pour S — 0N est donc ici encore obtenue par simple
substitution de S par 9Q et z € S par € 01 dans (10.16) :

lin 1(3,00) = | (Riu(e) [ Bule,y)(Ru(y)ds, ds, (10.17)
S—00 o0 o0

dans laquelle une des deux intégrations de surface (interne ou externe) dans (10.16) est
faiblement singuliere, 'autre étant réguliere.

Compte tenu des résultats intermédiaires (10.13), (10.17), la forme limite de (10.8)
pour S — 9 s’écrit :

0=(1-r) /a a(w)ily)ds, - /8 ) /a a(wli(e) - ily)]H (v, 7) S, dS,
[ i@ (s Bu(e.y) 45, ds, (10.18)
oQ J o

ou le coefficient x conserve la signification qu’il avait pour I’équation (10.2).
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Remarques. Une condition suffisante pour la convergence des intégrales (plus pré-
cisément de chacune des deux intégrales, externe ou interne) de (10.18) est que les
variables ¢ et w soient respectivement continue par morceaux et C%® en tout point
de 99. Ces conditions de régularité, identiques a celles pour 1’équation (10.3) et pour
I’équation intégrale en déplacement (10.2), sont moins restrictives que celles associées
a la collocation pour un point z de 99 de 1’équation (10.6)*

L’opérateur différentiel f — egpcngfpec est introduit par Nedelec [7] sous le nom
de rotationnel surfacique rotgf associé au champ scalaire f. Pour un paramétrage :

£=(£1,52)€A—>y€89
de la surface 9f2 au voisinage de y, on montre en effet que :
eabcNafp Sy = eapsf a(as.eq)dé1dés (10.19)

Il en découle que la combinaison egpcnq fp dépend uniquement des valeurs de f sur 02,
quel que soit son prolongement hors de cette surface.

FORMULATION VARIATIONNELLE INTEGRALE DU PROBLEME DE NEUMANN. Sup—
posons les flux donnés sur toute la frontiere : ¢ = ¢° sur Q. Alors, du fait de
lidentité (10.18), le potentiel v inconnu est solution du probleme variationnel :

Buu(u, @) = Lo(a)  Yae€V, (10.20)

avec :

B (u, 1) = /6 ) /8 (R),(@)(Ru)o(y) B (.) 45, 45,
Lu(@) = (1— k) /6 a(w)ily)ds, - /8 ) /6 a(w)i(e) — i) (y.2) 45,45,

Le caractere symétrique de la forme bilinéaire B, découle des propriétés de symétrie
(10.15) du tenseur B(z,y).

10.2 Formulation intégrale variationnelle pour le
probleme aux limites mixte

Les résultats précédents permettent d’obtenir une formulation variationnelle symétri-
que pour le probléme aux limites mixte (10.1). Il suffit d’écrire simultanément les
équations (10.3) et (10.18), en y restreignant le support géométrique des fonctions-test
g,u a Sq et S, respectivement, soit :

eV, ={u|ueC"09Q) et i(x) =0 Vx € S, }
G €V, ={q | ¢ continus par morceaux sur 02 et g(x) =0 Vo € 94}

1On se souvient (chapitre 5) que, dans ce dernier cas, il fallait ¢ € C%® et u € C1® au voisinage
de z, ce qui entrainait des complications dans la mise en ceuvre numérique.
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D’autre part, considérons un prolongement (ou relévement) arbitraire 4 de la donnée
uP, c’est-a-dire une fonction réguliere (et en particulier continue) définie sur la frontiere
00 entiere et telle que 4” = u® sur S,,. On procede alors & un changement d’inconnue,
en posant u = 4+ @ : on a par construction @ = 0 sur le bord dS,. Cette manceuvre
n’est nécessaire que si la donnée u” n’est pas nulle sur le bord S, : dans le cas
contraire, prendre ¢ = u, P = 0 sur Sq convient.

Ces opérations conduisent a la formulation intégrale variationnelle pour le probleme
(10.1), d’inconnues les variables physiques @ sur Sq et ¢ sur S, :

uu + B u ) u = ‘C’U U
) Bule®) =L@ o)
Bug(t,G) + Beq(q,q) = L4(q)

ou les formes bilinéaires sont données par :

/ / x)u(y)H (x,y)dS, dS,
Byg(a,0) = / / i(@)a(y)G(x,y) dS, dS,
Bgu(gq, / / ,x)dS, dS,

Bou(it, @) = / / Rit)a(@) Bus (@, y)(Ri)s (y) dS, dS,

D

et les formes linéaires, ol les données u” en potentiel et ¢” en flux apparaissent

explicitement, par :

L4(G) —/i/ q(x) x)dS, —/ / )G(x,y)dS, dS,

/ / a(z — 4" (@) H(x,y) dS, dS,
Sy JOQ
L,(3) = (k — 1)/S o” (y)i(y) dS,
/s /s )Bay(x, y)(Rit)y(y) dS, dS,
p u(x) —u T L ds,
o[ [ a"wlite) - itz as. s

- [ Pwiwh s, s,
Sq /8.

La formulation (10.21) est symétrique en raison des propriétés de symétrie (10.5) et
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(10.15) de la solution élémentaire :
Buw(t, @) = Byu(t,a)
V(a,0) € Vu, Y(g,q) € Vg Byq(a,q) = Baq(d,q)
) :Bqu(i i)
Il faut noter que, pour une solution élémentaire autre que celle de ’espace infini,
Pexpression du tenseur B défini par (10.14) reste & déterminer. D’autre part, sans

l'introduction du relevement & de la donnée u”, la formulation serait non symétrique
pour une donnée u” non nulle.

10.3 Stationnarité d’une fonctionnelle

Le propos de cette section est de montrer que la formulation (10.21), présentée comme
une formulation faible des équations intégrales en potentiel et en gradient, exprime
également des conditions de stationnarité. En effet, on sait que la solution du probleme
(10.1) rend stationnaire la fonctionnelle E(v

:/QV( )dV — /quS / v—u ds

Le dernier terme de cette fonctionnelle incorpore la contrainte correspondant au respect
de la donnée en potentiel sur S, de sorte que I'écriture des conditions de stationnarité
de E(v), c’est-a-dire de la nullité de la premiere variation de E(v), est faite sans
contrainte sur v. La solution u est donc telle que, si on pose v = u + du, on ait :

u).0u = / V(u).V(ou) dV —/ qDéudS—/ goudS =0 (10.22)
Q Sq
sans contrainte sur du. En fait, puisque :
/ V).V (éu) dV = Ov —dudS — / Avéu dV
o0 877,

on montre facilement que u est solution du probleme (10.1) et que le multiplicateur de
Lagrange q sur S, est égal a la dérivée normale de u.

On suppose maintenant que la stationnarité de E(v) n’est recherchée que sur le sous-
espace des fonctions v harmoniques (Av = 0). L’inconnue u étant aussi harmonique,
I’équation (10.22) peut dans ce cas étre restreinte aux variations du = v—u harmoniques
(Adu = 0). Une intégration par parties de l'intégrale de domaine dans (10.22) donne :

ddu ddu

5E(u).5u=/ P——dS+ | u——dS— qD(SudS—/ qdudS =0 (10.23)
Su 8” St 871 St

CONSTRUCTION DES FONCTIONS-TEST. La construction des fonctions-test harmoni-

ques repose sur le fait, établi au chapitre 2, que tout champ harmonique admet la

représentation intégrale (pour @ intérieur & Q) :

Sul@) =~ | Suw)H(@.)dS, + [ Sw)Gey)ds, (020
o0 o0
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ou dq désigne la dérivée normale de du. De méme, tout du harmonique dans le domaine
extérieur Q = R3 — ) vérifie en tout point  intérieur & 2 la formule de représentation
extérieure (par référence au domaine complémentaire €2) :

0=— [ du(y)H(x,y)dS,+ [ 6q(y)G(x,y)dS, (10.25)
o0 o0
ou §q désigne la dérivée normale de du. La normale n extérieure a () est utilisée dans
les deux formules (10.24) et (10.25). Ensuite, (10.25) est retranchée de (10.24), ce qui
donne :

Su(w) = /8 ly)H(e,y)dS, - / i(w)G(x,y)dS,

o0

en termes des sauts de potentiel et de flux & travers 9Q : @ = 0% — du et t = 67 — dq.
On peut en fait restreindre cette formule en imposant du = du, soit © = 0 sur S, et
6q = —dq, soit t = 0 sur ST, ce qui donne :

u(@) = [ a(y)H(e.y)ds, - [ dw)Gla.y)ds, (10.26)
Sq S
Cette construction des fonctions-test harmoniques du reflete la structure des conditions
aux limites du probleéme original (10.1). De méme, le gradient de du est donné & partir
de (10.26) par la représentation :

Sui@) = [ WGy s, — [ dwewyds,  (020)
q u

FORMULATION VARIATIONNELLE INTEGRALE. La substitution de (10.26) et (10.27)
dans la condition de stationnarité (10.23) conduit alors a la formulation intégrale varia-
tionnelle (10.21). Il faut temporairement considérer la définition (10.26) des fonctions-
test du pour la surface auxiliaire S, puis régulariser les intégrales avant de faire le
passage S — 9. En fait, les termes en § et @ qui apparaissent dans cette opération
sont précisément les résidus pondérés des équations intégrales respectivement en po-
tentiel et en flux, et donnent les relations (10.3) et (10.18).

La formulation (10.21) est ainsi bien une formulation intégrale variationnelle au
sens ou elle exprime les conditions de stationnarité d’une fonctionnelle.

10.4 Formulation variationnelle intégrale indirecte

Considérons un domaine borné € et son complémentaire Q = R3 — €2, supports respec-
tivement d’un probleme (10.1) intérieur et extérieur de solutions respectives (u’, ¢’) et
(uF, ¢¥). Introduisons les sauts de potentiel ¢ = u? — u! et de flux v = ¢¥ + ¢!. On
note que ¢ doit ainsi étre continu sur 0€), mais que v ne ’est pas nécessairement.
L’addition de I’équation (10.3) prise pour le probléme intérieur puis extérieur donne :

0= [ d@uF@)as, _/39/3ng — G(@)]H(z,y)dS, dS,
/{m /aQ )G(x,y)dS, dS; (10.28)
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la normale n implicitement présente dans H (x, y), étant par convention prise extérieure
a 0. De méme, la soustraction de I’équation (10.18) prise pour le probleéme intérieur
puis extérieur donne :

- / (Rit)a () / Bus(@, y)(R)s(y) dS, dS, (10.29)
o0 o0

Les relations (10.28), (10.29) ainsi obtenues permettent de formuler des équations inté-
grales variationnelles indirectes, d’inconnues ¢, 1.

Probléme de Dirichlet. Prenons S, = 0 et supposons ¢ = 0 sur Sy, ce qui
revient & considérer les problemes intérieur et extérieur pour la méme donnée uP”.
L’équation (10.28) conduit alors & la formulation variationnelle symétrique du probléme

de Dirichlet intérieur ou extérieur :
Vg eV, trouvery €V, tel que

] = G(x)ul (z )
Aﬂégw(y)Q(w)G(w,y)dSdeI_/{mq( YuP () dS, (10.30)

Une fois I’équation intégrale variationnelle ci-dessus résolue par rapport a la densité v,
le potentiel u et son gradient peuvent étre évalués par les formules (4.7), (4.7) (point
d’observation « intérieur & Q ou Q) ou (4.7), (4.7) (point d’observation & sur 9f).

Probléme de Neumann. Prenons S; = 09 et supposons ¢ = 0 sur 02, ce qui
revient a considérer simultanément les problemes intérieur et extérieur pour des données
en flux opposées. L’équation (10.29) conduit a la formulation variationnelle symétrique
du probleme de Neumann intérieur :

Yu € V,, trouver ¢ €V, tel que

/ (Ri)a() / Bus(@, y)(Ré)s(y) dS, dS, — / Piy)ds,  (1031)
oQ o0

[219]

Une fois I’équation intégrale variationnelle ci-dessus résolue par rapport a la densité ¢,
le potentiel u et son gradient peuvent étre évalués par les formules (4.7), (4.7) (point
d’observation « intérieur & Q ou Q) ou (4.7), (4.7) (point d’observation & sur 9f).

Probléme aux limites mixte. Prenant ¢ =0 sur Sq et ¢ = 0 sur Sy, les équations
(10.28) et (10.29) conduisent & la formulation variationnelle symétrique du probleme
(10.1) intérieur :

trouver ¢ € V,,, ¢ €V, tels que
{ Boo(#,0) + Buo(4,9) = Lo(d)

. s : (Vo € Vu, Vip € V) (10.32)
Byy(9:9) + Byy(¥,9) = Ly(¢) !
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avec :

10.5 Mise en ceuvre numérique des éléments finis de
frontiere

Pour fixer les idées, on examine la discrétisation de la formulation variationnelle inté-
grale (10.31) gouvernant le probleme de Neumann intérieur.

DISCRETISATION DE LA SURFACE ET DES INCONNUES. Les principes exposés au
chapitre 3 sont appliqués : la frontiere 9 est découpée en Ng éléments E1, ..., Eng

triangulaires ou quadrilatéraux, la position du point y sur ’élément E. (1 < e < Ng)
étant définie, une fois donnés N, nceuds géométriques y? et fonctions de forme IV, :

Ne
Eel.—y=> NJ(&y"
qg=1

le maillage comportant un total de Ny nceuds. Les champs (b,(ZS sont interpolés par
valeurs nodales ¢?, ¢? et fonctions d’interpolation Ny (&) :

(6, 0)(¥) = > Ny(&)($,0)? (£ €A

La substitution de ces interpolations dans la formulation (10.31) donne :

(V{6 =10%...6™ 1) {OVTIKIo} = {O{F} {0} ={e",....0™}

ou encore :

(Kl{¢} = {f} (10.33)
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Kig= [ ) Butel®.v@)
{eassNia@)(@5().ca)} {cassNoa(©)(as(@)er)} déds (1030
fi= [ aP(@@)Ni(@ (&) (10.35)

Les points ¢,y parcourent respectivement les surfaces Dy (paramétrée par é) et Dy
(paramétrée par £), supports géométriques des fonctions de forme Ny et N,,.

INTEGRATIONS REGULIERES. Celles-ci peuvent ici encore étre faites par points de
Gauss (voir section 3.4). Les intégrales élémentaires doubles, du type :

Ieé:/Aé/Aef@,s)dédé

sont alors calculées par une formule produit utilisant les points et poids de Gauss
(& w;) et (§;,w;) sur les éléments de référence A, et A, :

ee~z /fsl,s Jae~ 3OS w16 E)

i=1 j=1

INTEGRATIONS SINGULIERES. Les intégrales doubles de surface Ijg"g présentant une
singularité sont celles pour lesquelles e = €. Dans ce cas, l'intégrale interne est singuliere
tandis que l'intégrale externe est réguliere. On peut donc employer des points de Gauss
pour l'intégrale externe et écrire :

139 =/Ae /Aef@,s)dédszéwi/Ae f(&,€)de

ou f(§, é) est singulier comme |é —&|71. Le calcul de l'intégrale interne est fait selon
la technique de passage en coordonnées polaires sur I’élément de référence introduite
en section 3.5, en posant pour chacun des points de Gauss &; :

(&1,&) = (&1, &i2) + (peosa, psin )
On peut alors définir f(p, a; él), réguliere en p = 0, de maniere & avoir :
- 1. .
f(&:,8) = ;f(pya;é“i)
On écrira ainsi :

/E / (R () (RS)o(y) Bap (. ) S, S,

eéq

1

2,

N
"3 0 [ Bunlp. )Ny o (€)(as.er)ipda

HM5

q
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De méme, pour ce qui est de la formulation générale (10.21), les autres intégrales
élémentaires faiblement singulieres sont calculées suivant la méme méthode, et ce pour
chaque point de Gauss &; de A., soit :

Z

S S WY /Hp,a£ 4(p. 03 (€)dpda

g=1 q=1 i=1

On tire ainsi plein avantage, sur le plan numérique, de la régularisation.

RESOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE. Le caractere symétrique de la formulation varia-
tionnelle (10.21) permet pour un probléme et un maillage donnés, au niveau de la
résolution du systeme linéaire, des gains de temps calcul et de place mémoire. En
effet, I’équation (10.34) met en évidence le caracteére symétrique (reposant sur la pro-
priété (10.15)) de la matrice [K] du systéme d’équations (10.33). La formulation
variationnelle intégrale présente ainsi des similitudes avec les méthodes d’éléments finis
classiques. Toutefois la matrice [K] est pleine, et ne présente pas la structure bande :
la présence du noyau B(x,y) fait que les termes d’influence fEe fEe{ ..} d€d¢ sont
non nuls quel que soit (e, €), et ne sont pas localisés aux éléments F., Ez comportant
des nceuds en commun comme en éléments finis. Le systeme linéaire (10.33) peut par
exemple étre résolu par une méthode de Choleski.

10.6 Elasticité

La démarche développée pour les problemes scalaires est également applicable a 1’élas-
ticité. On considere par exemple le probleme aux limites mixte pour 1’élasticité linéaire
isotrope :

Cijabla,b; =0 u=u"sur S, t=t"sur St (10.36)

Le raisonnement mené en section 10.3 conduit & ’équation de stationnarité :

5E(u).5u=/s uD.T"(Ju)dS—i—/S u.T"(du)dS

w T

—/ tD.cSudS—/ t.oudS =0 (10.37)
St Su

pour des fonctions-test du vérifiant ’équation locale :

CijabOUap; =0
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Ces dernieres sont prises sous la forme :
Sur (@) = /S wi(y) T} (2,y) dS, — / ti(y)Uf (x,y) dS,
T

S,
00ij(x) = Cijke /S G (y)1e(y) X o (y, ) Sy — /S b (y) 25 (y, ) dS,

FORMULATION INTEGRALE VARIATIONNELLE POUR L’ELASTICITE. La démarche con-
duite en section (10.1) est transposable a 1’élasticité linéaire. Elle permet de montrer
que le déplacement u sur St et le vecteur contrainte t sur .S, inconnus sont solution
du probleme variationnel :

Trouver & € V,,t € Vr tels que

L ~ ~ Vi € V,, Yt € Vr (10.38)
But(w,t) + B (t,t) = Le(t)

ou les formes bilinéaires sont données par :

Buulit, @) = [S (R (o) /5 Buage (3. )(Ri)(3) 45, 45,
tr(@)u:(y) T (@, y) 45, dS,
W(y)ui ()T (y, %) S, S,

/5 t(@)Ei () UF (x, ) dS, dS,

et les formes linéaires par :

Lulit) = (5 — 1) /S 17 (@)iig () S, — /S 12 ()is () [S TF (@, ) S, dS,

[ @) - @)Tt e ) as, ds.
- / (Ra}) / Bigis(y, @) (Riix)s(y) S, dS,
ﬁf(t)—“/s te()ug (x) dS, +/ /Bth (x) — o (Y)|T} (y, ) dS, dS,
/ /sTtk (y)UF (x,y)dS, dS,

Les espaces V., V; des fonctions admissibles sont définis par :

Vi = {ft |w e CO’O‘(ST) et w =0 on 8ST}

= {i |  continu par morceaux sur ST}
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Noter que, contrairement & (@,@), aucune restriction n’est imposée sur les valeurs
prises par (¢,t) sur dSt. On a encore utilisé, comme en section 10.1, un prolongement

~D .. . . , . .
u - sur 0f), choisi arbitrairement, de la donnée u”, et fait le changement d’inconnue :

~ D

U=u—1u sur St

de maniere & préserver le caracteére symétrique de la formulation (10.38). On a en effet

les relations :
Buu( U ’(]) - Buu (ﬁ’ )
t

V(a, @), V(t,t) Bu(t,t) = Bul(t,t)
But (’aa t) = Bt“’(i’ ’a)

Enfin, il a également été procédé a une double intégration par parties : en effet, suivant
un argument utilisé par Nishimura et Kobayashi [10] et en raison de la propriété (4.16)
de la solution élémentaire élastique, on a pour z # y :

L P L9

- B {kaé azZZab(zvy)} = Cl]ke Dz {aybzab(zvy)}
0 - 0 i B 0 0 i

0= azj {kaé 8Z£Eab(zay)} — Cﬂbk@ 82/@ {azj Elj(yaz)}

ce qui entraine I'existence d’un tenseur du quatrieme ordre A tel que :

0 o0 0 0

0
Cijke 8—242517(—2, x) = eiepeijeagrebhsﬁ—xea—xf6_,298—,2;1qum(z’ x) (z #x)

0

Le tenseur A associé a la solution élémentaire de Kelvin a été donné (Nedelec [8]) par :

W 2v
Apgrs(z,T) = [y Oprdgs + OpsOgr + mdpq‘srs |z — z|

On pose alors :

0 0

= ez’epekgr% aTqurs (Z, a:) (1039)
e UZg

Bikqs (Z, w)

AUTRES FORMULATIONS. La formulation intégrale variationnelle directe (10.38) peut
conduire a des formulations indirectes. On donne au chapitre 13 celle associée a une
fissure chargée symétriquement sur ses levres.

10.7 Commentaires

Les formulations variationnelles intégrales ont fait ’objet de travaux, notamment de
la part de mathématiciens appliqués, voir par exemple Bendali [3], Cortey-Dumont [5],
Nedelec [9], [8], Wendland [14]. Elles ont néanmoins vu peu d’applications dans le
domaine de la mécanique des solides (voir Sirtori et coll. [12], Parreira et Guiggiani
[11], Becache [1], Nishimura et Kobayashi [10]), comparativement aux méthodes de
collocation.
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Comme on 'a vu, les méthodes intégrales variationnelles font intervenir des intégra-
les doubles de surface (toutefois Bui [4] propose une formulation intégrale symétrique
ne présentant que des intégrales simples). Les méthodes variationnelles sont néanmoins
intéressantes sur le plan conceptuel : elles se prétent mieux que les méthodes de col-
location aux études de convergence, et on dispose de plus de résultats (Nedelec [9],
Wendland [14]), qui de plus sont meilleurs que pour la méthode de collocation (& mail-
lage et interpolation égaux).

Dans ce chapitre comme dans les précédents, on voit qu'une régularisation préalable
permet d’obtenir des formulations offrant le maximum de généralité (géométries et
données quelconques, sous réserve d’'un minimum de régularité) et de souplesse (pour
le choix de l'interpolation).

L’approche présentée ici peut étre étendue a d’autres situations, et notamment a
I’élastodynamique et 'acoustique. Il suffit pour cela de reporter, comme au chapitre 8,
les singularités dans les solutions élémentaires statiques et de transposer les résultats de
ce chapitre. Ici encore, le traitement du cas statique est 1’étape-clé, permettant ensuite
facilement d’obtenir des formulations intégrales (ici, variationnelles) régularisées pour
I’élastodynamique. Nous ne développons pas ici ces extensions en raison du volume
déja important de cet ouvrage. Du reste, cela a déja été fait pour le rayonnement
acoustique (Hamdi [6]) et les fissures en milieu infini.
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11

Exploitation des symétries géométriques

11.1 Introduction

On est assez fréquemment conduit a considérer des problemes posés sur des domaines
Q) présentant des symétries géométriques, qu’on peut décrire par un groupe de symétrie
G de n isométries par lesquelles €2 est invariant :

VseG) s(Q)=Q (11.1)

Si le probleme posé sur 2 est linéaire, il peut étre ramené a n sous-problémes posés
sur une cellule de symétrie C, c’est-a-dire une partie de {2 de mesure n fois plus petite
permettant de reconstituer 2 par ’action du groupe de symétrie :

Q=Js©) (11.2)

seG

Le temps de calcul nécessaire a la résolution d’un probléeme croit plus vite que sa taille,
de sorte qu’une décomposition en sous-problemes permet une réduction importante.

La réduction d’un probléeme sur une cellule de symétrie est facile quand les données
(sources, conditions aux limites) et le domaine partagent les mémes symétries, mais
plus délicate & formuler et mettre en ceuvre de facon optimale! dans le cas contraire.
Bossavit [2] a développé une approche générale et systématique de l'utilisation opti-
male des symétries géométriques dans les problemes aux limites linéaires, reposant sur
la théorie de la représentation linéaire des groupes finis ; ce travail a été mené dans
le contexte des formulations variationnelles classiques de problemes elliptiques, afin
d’étre appliqué aux méthodes d’éléments finis. Le résultat principal est une méthode
systématique de décomposition en sous-probléemes puis syntheése de la solution du
probleme complet, utilisant des formules algébriques, applicable quels que soient les
degrés de symétrie relatifs des données et du domaine.

Le propos de ce chapitre est de montrer I’adaptation de 'approche de Bossavit aux
méthodes d’équations intégrales. Ce sujet important est peu étudié dans la littérature
(voir néanmoins Allgower et coll. [1], Lobry et Broche [4]). Pour fixer les idées, la

L(’est-a-dire en exploitant la cellule de symétrie la plus petite possible.
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présentation est faite pour le contexte du probleme avec données aux limites mixte de
I’élasticité statique tridimensionnelle, d’inconnues vectorielles :

dive(u) = 0
(P) o-n = t° sur St
u = u” sur S,

avec STNS, = 0 et STUS,, = 09, la démarche étant bien entendu applicable aux autres
contextes couverts par cet ouvrage. Le probleme (P) admet également la formulation
variationnelle :

(P) Trouver u € V, (V’U €V /(Vu :C Vo) dV = /
Q

(t°.v) dS) (11.3)
St

avec :

V={wecH Q) et w|s,=u"} Vo = {w e H(Q) et w

s,= 0}

On suppose que non seulement {2, mais aussi S,,, St sont invariants sous ’action d’un
groupe fini de symétrie G : des portions symétriques de la frontiere supportent des
conditions aux limites du méme type. Par contre, aucune restriction n’est imposée sur
les valeurs prises par les données (u”,t”) en des points symétriques. On cherche alors
a faire le meilleur usage de la symétrie géométrique du domaine €.

11.2 Symétries géométriques et problemes aux
limites [2]

Cette section propose un rappel succinct des concepts et notations utilisés dans I’appro-
che de l'exploitation des symétries géométriques développée par Bossavit [2].

On ne peut tirer parti des symétries du domaine d’étude Q2 que si I'opérateur
différentiel (ici div[C : e(u)], opérateur elliptique du second ordre par rapport au
déplacement u) est également invariant par action du groupe de symétrie G. Cet
énoncé vague peut étre précisé a 'aide de la formulation variationnelle (11.3) : la
forme bilinéaire :

a(u,v) = / (Vu:C:Vv)dV
Q
doit vérifier la propriété d’équivariance :

Vs e G a(Su, Sv) = a(u,v) (11.4)

avec la notation Su(x) = su(s™'xz). En élasticité linéaire, 1’équivariance est par
exemple clairement vérifiée si les coefficients élastiques sont constants sur {2, mais
serait violée dans la plupart des cas avec des coefficients élastiques C(x) hétérogenes.
En d’autres termes, G doit étre le groupe des symétries géométriques et matérielles du
solide considéré. On ne considere ici que des groupes de symétrie finis commutatifs,
c’est-a-dire pour lesquels 8182 = 8281 (81,82 € G) ; Vordre du groupe, c¢’est-a-dire le
nombre d’éléments de G, est noté n.
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Il s’agit donc de remplacer le probleme (P) sur Q par n sous-problémes sur une
cellule de symétrie C' puis de reconstruire la solution globale de (P) par une com-
binaison linéaire, avec des coefficients de pondération adéquats, des solutions aux n
sous-problemes. Cela suppose la linéarité par rapport aux données du probleme aux
limites (P) : en élasticité, on parle du principe de superposition. Une cellule de symétrie
est, par définition, un sous-domaine de 2, n fois plus petit que 2, qui reproduit 2 par
action du groupe G :

Q=3s51(C)U...Us,(C)

Une définition plus abstraite et précise est donnée dans [2].

Figure 11.1: Domaine symétrique € et cellule de symétrie C':
cas G ={1,s}, R =CUs(0C).

ANALYSE ELEMENTAIRE POUR LA SYMETRIE PLANE. Il s’agit du cas simple G={1, s},
s étant une symétrie plane. On construit alors classiquement les parties symétrique et
antisymétrique des données :

(up, tp)(z) = [u”(x) + su”(sx)]

(ug,to)(®) =

[t°(x) + st®(sx)] }

(11.5)
[t°(x) — st”(s) }

[u”(x) — su”(sx)]

e T
e T

Ainsi la solution u de (P) est la somme de ses parties symétrique et antisymétrique :
u = up +ug, ces dernieéres étant solutions de (P) pour les données aux limites définies
par (11.5). Mais up et ug ont par construction des propriétés de symétrie connues :

ugp(sxr) = sug(x)

Va € s(C) {

uo(sxr) = sup(x)

et peuvent donc étre calculés, en vertu de I’hypothese d’équivariance (11.4) comme
solutions de problemes du type (P), posés sur C (figure 11.1). Les données aux limites
(11.5) ne portent que sur la portion dC' N I de la frontiere de C' située sur 99,
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notée I" dans la suite ; elles doivent étre complétées par des conditions supplémentaires
sur la portion ¥ intérieure a €2 de la frontiere de C. Ces dernieres sont en fait les
contraintes induites par les propriétés de symétrie, les points de ¥ étant ceux pour
lesquels (x € C) = (sz € C) :

nug =0 up — (up.n)n =0 sur X (11.6)

Les équations (11.5) et (11.6) définissent ainsi la décomposition du probleme (P) en
deux sous-problemes (Pg), (Po) posés sur C, d'inconnues (@g, o), restrictions a C
des parties symétrique et antisymétrique (la notation () sert & distinguer les champs
définis seulement sur la cellule de symétrie C'). La phase de reconstruction consiste
alors & prolonger (ttg, o) au domaine Q entier en vertu des propriétés de symétrie
connues, soit :

up(sxr) = sug(x
Ve e C NE( ) =(@) (11.7)
uo(sxr) = —suop(x)
et finalement reconstituer le champ w complet par :
(Ve € Q) u(x) = uo(x) + up(x) (11.8)

Ces étapes peuvent étre regroupées en une seule formule, donnant u dans € a partir
de (tg, o) :

(Vz € C) { u(@) ufﬂ(m) y uON(w) (11.9)
u(sx) = sug(x)— suo(x)
Cette méthode intuitive est suffisante pour analyser la situation la plus simple (groupe
de symétrie & deux éléments G = {1, s}) mais s’avere tres lourde pour des groupes de
symétrie plus riches. Un traitement systématique de cette question est donc souhaita-
ble, de maniere & disposer de I’équivalent des formules (11.5), (11.6) de décomposition
et (11.9) de reconstruction dans le cas général.

CAS GENERAL. L’approche systématique de Bossavit repose sur l'utilisation de la
théorie des représentations linéaires des groupes finis. Par souci de simplicité, on se
limite ici aux groupes de symétrie commutatifs, dits aussi abéliens :

VSl, S9 € G, 8182 = 8281

quoique les groupes de symétrie non abéliens soient également inclus dans ’analyse de
Bossavit?.

Par définition, une représentation irréductible d’un groupe fini abélien G est une
fonction p a valeurs complexes sur G qui préserve la structure de groupe, et donc vérifie
les propriétés :

p(l) =1 et (Vsl,SQ S G) /)(8182) = p(Sl)p(Sg) (1110)
Un groupe fini G d’ordre n posséde exactement n représentations irréductibles {p,,v =
0,...,n — 1}. Celles-ci sont connues et tabulées pour les groupes finis usuels ; par

exemple :

2Par exemple, la présence simultanée de symétries cycliques et planes définit des groupes de symétrie
non commutatifs, et est donc exclue du champ de ce chapitre.
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e Symétrie cyclique. Si G est le groupe cyclique G = {1,7,...,7" !} (r étant une

rotation d’angle 27 /n dans l'espace) :

pu(r) = exp(2imv/n)

(v

=0,...,n—1)

(11.11)

e Symétries planes. Appelons s1, s3 et s3 les symétries planes par rapport aux plans
de coordonnées (x; = 0), (2 =0) et (x3 =0). Les groupes de symétrie :

D; ={1,s}

Dy ={1,51,82,9 = s182}

D3 = {17817827337131 = 8283,P9 = 8381,P3 = 8182,4 = 318283}

associés respectivement aux symétries planes par rapport a un, deux et trois plans de
coordonnées, d’ordres respectifs n = 2,4, 8, admettent les représentations irréduc-

tibles suivantes :

(D1 1 [si ] | Ds | 1 [si [s2[ss|pi|[p2]pPs]| q]
po || +1 | +1 oo | AL FL | 4L +1 ] +1] +1] +1] +1
pr|| #L] - oL | +1 | +1 [ 41| T | 1] 1 [+ 1

p2 || +1 | -1 | +1 | +1 | 1| -1 | -1 | 1

| D2 1 [s1i[s2] q] ps [[F1 ] -1 [ 41 ] -1 | -1 [ 41 ] -1 | 41
po || #1 ] +1 [ +1 [ +1 pa || +1 | +1 | -1 | +1 | -1 | +1 | -1 | -1
o TH L [ 1 [ 1] 1 ps || +1 | +1 | -1 | -1 | +1| -1 | -1 | +1
o T 1 1 [ 1 o6 || +1 ] -1 | -1 | +1] -1 | -1 | +1 | +1
ps || +1 | -1 | -1 [ +1 pr || +1 | -1 | -1 | -1 | +1 | +1 | +1| -1

XZ
S1y Sz
5 .
s ©
N0O)
G
A © |
@~

Figure 11.2: Domaine symétrique € et cellule de symétrie C':
G = {1,s1,82,8182}, 2 = CUs1(C) Usz(C) Usysz(C) (a gauche)

G ={1,r,r’}, Q=CUr(C)Ur?O) (a droite).
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Bossavit a démontré que les représentations irréductibles fournissent en fait les
coefficients qui apparaissent dans les formules générales de décomposition et recon-
struction. Nous allons maintenant donner ces résultats, renvoyant le lecteur & [2] pour
leur preuve. L’exploitation des symétries géométriques, pour le probleme variationnel
(P), repose ainsi sur les trois étapes suivantes.

1 - Choix d’une cellule de symétrie. La cellule C est choisie comme sous-ensemble
de € tel que :

1
|C|ZE|Q| et Q=s5(C)U...Us,(C) (s1,...,8, € Q)

Notons T',, et I'r les restrictions respectives de S, et St a C ('t NT,, = () et posons
' UT, =T. Ainsi la frontiere totale de C' est 9C = X UT (figure 11.2), X étant la
portion intérieure a Q2 de dC. De cette maniere, S, et St sont engendrés par I’action
de G sur I'y, et 't respectivement.

2 - Réduction & des sous-problemes posés sur C. Les n sous-problemes (P,) (v
variant de 0 & n — 1) sont définis par :

dive(u,) =0 dans 2
] T =) = %s;p,(s)s—ltf’(sm) sy
u” () =uPW(z) = % Z pu(8)s 'uP(sx)  sur S,
seG

Ces formules généralisent les données (11.5) définissant les solutions ug, uo ; elles se
réduisent & ces derniéres pour G = {1, s}, avec les indices v = (0,1) & la place de
(E,O0). 1l peut arriver que les données (u”®),t”*)) de (P,) soit nulles pour certaines
valeurs de v ; cela se produit si les données originales (u”,t") de (P) sont elles-mémes
invariantes sous I’action d’un sous-groupe G’ de G. En particulier :

e si G’ = {1} (données avec symétrie maximale) : seul le sous-probleme (P;) a des
données non nulles ;

e si G’ = G (données sans symétrie) : les n sous-problemes doivent étre considérés.

Par construction, les solutions u” des sous-problémes (P,) vérifient®, pour tout
élément s fixé de G :

u”(s0y) = pu(sy )sou’ (y) (11.13)

3Pour le voir, calculer par exemple tP(*)(spx) défini par (11.12) en faisant le changement de
variable s = ts; L et en utilisant les propriétés de la représentation p, .
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ce qui généralise (11.7) et permet de reformuler les sous-problemes sur la cellule de
symétrie C :

divo(u,) =0 dans C'
n 7D) 1 -13

T v = = — v 3

(u¥)(x) t(x) - Z pu(8)s™ t(sx) sur I'p

(P) , s€G (11.14)
~ v _ ~D(v) _ = —1..D .
u”(x) =u"V(x) = - Z pv(8)s  uP(sx) sur T,
seG

v u” =0 sur X

La derniere équation ci-dessus doit étre explicitée : il s’agit de la contrainte sur X
induite par la propriété de symétrie (11.7) de u”. Bossavit montre qu’il existe pour
tout point  de ¥ un élément s, € G tel que s,x € X et que s, est unique pour
presque tous les € ¥ ; il pose alors :

Yt =a"(x) — p,(s71)su” (sx) (11.15)

On peut voir par exemple que les conditions définies par (11.14)4, (11.15) redonnent
(11.9) pour le cas de la symétrie plane.

3 - Reconstruction de la solution globale. Apres résolution des sous-problémes (P,,)
en les inconnues @”, la solution u du probléme (P) est reconstruite par la formule :

n—1
u(sy) = Z pu(s7H)su” (y) (Vy € C,Vs € G) (11.16)
v=0

qui redonne (11.9) dans le cas particulier de la symétrie par rapport & un seul plan.

REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES A VALEURS COMPLEXES. Les représentations ir-
réductibles p de groupes finis G commutatifs, généralement a valeurs complexes comme
pour le groupe des symétries cycliques, éq. (11.11), sont toutefois & valeurs réelles dans
certains cas particuliers importants, comme les groupes de symétries planes.

Des difficultés apparaissent pour I’étude des problemes aux limites posés en variable
réelle quand les coefficients p, sont des nombres complexes, car la définition (11.14) fait
que les sous-problemes (P,) ont des données complexes. Il est en fait établi [2] que les
représentations p, peuvent étre regroupées en paires conjuguées (py,, pu,), telles que :

P () =pu(s)  (Vs€G)
Ainsi, pour un probleéme (P) a valeurs réelles, les solutions 4”?, 4”2 aux sous-problemes
(P,) sont complexes conjuguées d’apres (11.14). Posant 4! = v+iw, 4"? = v—iw, les
sous-problemes (P,,), (P,,) font intervenir la méme condition (11.14)4 sur la frontiere
complémentaire ¥, qui s’explicite comme :

@) | [ Rloulsa)  Slou(s) {smﬂc) ]_ 0 (11.17)
w(x) y ) |

-1
—S(pu(s2)) R(pw(sz)) x w(x) 0

pour tout point € X tel qu’il existe s, € G vérifiant s, € 3. On est ainsi ramené
& des paires de sous-problemes d’inconnues réelles (v, w) couplés par la condition ci-
dessus. Cette particularité intervient notamment pour les symétries cycliques.
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11.3 Equations intégrales de frontiere et
symétries géométriques

On s’intéresse maintenant plus particulierement a la prise en compte des symétries
dans les équations intégrales de frontieére, prenant comme exemple 1’équation (4.31)
pour les problemes élastostatiques, soit :

00 {[wily) — wi(@)| T (@, y) — t:(y)Uf (z,y)} dS, =0 (11.18)

Il faut donc, pour un groupe G de symétrie géométrique donné, définir une cellule de
symétrie, construire les sous-problemes (P,) et reconstruire la solution globale.

Une méthode a priori possible consiste & traduire les sous-problemes (P,) définis
par (11.14) en langage d’équations intégrales, ¢’est-a-dire écrire (11.18) pour le domaine
constitué par la cellule de symétrie C' de frontiere 0C = XUI et incorporer les conditions
aux limites (11.14) (2,3 4). Toutefois, le gain apporté par la prise en compte des symétries
ne dépend pas ici du rapport |C|/|Q] des volumes des domaines mais de celui |0C|/|09)]
des aires des frontiéres. Sil’aire de la frontiere additionnelle X de la cellule de symétrie
C est du méme ordre que celle de la trace I' de 9 sur C, l'usage de la symétrie
n’apportera pas de gain notable. Par exemple, si € est une sphere et C' un octant
délimité par les plans de coordonnées, on a |C|/|2] = 1/8 mais |0C|/|092| = 5/16
seulement.

11 faut donc plutot formuler les sous-problémes comme des équations intégrales dont
le support géométrique est T', car ainsi les rapports |I'|/|0€] des aires et |C|/|2| des
volumes sont égaux. Fn d’autres termes, I" doit apparaitre comme la cellule de symétrie
associée & la frontiere 9. Pour ce faire, on remarque que chacun des états (u”,t")
vérifie I’équation intégrale (11.18) :

- {[uf (y) — wf (@) T} (z, y) — ¢/ (y)UF (2, y)} dS, =0

1

Les changements de variable (y — s~ 'y) permettent alors de se ramener & une somme

d’intégrales sur I :

> /F {[u} (sy) — ui ()T} (z, sy) — t7 (sy)Uf (2, sy)} dS, =0 (11.19)

seG

Le point de collocation @ est fixé, le changement de variable ne portant que sur le
point d’intégration y. De plus, chaque s € G est une isométrie, donc préserve 1’élément
différentiel d.S,.

C’est a ce stade qu’intervient I’équivalent de la propriété d’équivariance (11.4) : la
solution de Kelvin (4.8), (4.9) vérifie :

Uk(x,s = SspspeUd(s™ i,
bl Y) pSkq p( Y) (Vs € Q) (11.20)
le( ) Sy) = Sipsqug(silwa y)

ot un élément s € G (plus exactement, Uapplication linéaire associée & I'isométrie affine
s) est représentée par sa matrice 3 x 3 [s;;]. En fait, I’écriture ci-dessus sous-entend que
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le point origine de l'espace (affine) géométrique est invariant par l'action du groupe G.
L’équivariance (11.20), ainsi que la propriété de symétrie (11.13) que vérifie (u”,t"),
sont alors exploitées dans 1’équation intégrale (11.19), qui devient :

0= puls ™ )sipska / [sim % () — @ ()pu ()] T2(s 2, ) dS,

seG
- Zpu Szpskqsvm/trun(y)Ug(S_lw7y) dSy
seG r

soit, puisque s est une isométrie et vérifie de ce fait s”s = ss” = 1, ou encore,

SimSip = 5mp :

0= puls sk / [@(y) — sipitt (%) (8)] T3 (s 1, ) dS,

seG

=Y nuls o [ @)U e m) dS, (11.21)
T

scG
Enfin, on remarque que (11.13) avec s remplacé par s~ = s donne :

L) (Ve € C,Vs € G)

pu(8)s lu’(x) = u” (s~
ou encore, en composantes :
pu(8)sipty (z) = U, (sx) (Ve € C,Vs € G)

ce qui entraine :

v -1

Uy (y) — i (®)po(8)sip = Uy (y) — Uy (s
Cette relation est reportee dans (11.21), ce qui acheve d’établir que le sous-probleme
(P),,, d’inconnues (@”,"), est gouverné par I'équation intégrale :

)

0= puls sy / [ (y) — (s~ @) T3 (s~ @, y) A,

seG

=Y nuls o [ 5 wU(s ) d, (11.22)
T

seG

Celle-ci a pour support géométrique l'intersection I' de la frontiere de C' avec 02 ; T’
est donc une cellule de symétrie associée a la frontiere 0). Elle est applicable quel
que soit le groupe de symétrie G abélien considéré, et donc en particulier en présence
de symétries planes ou cycliques. Une fois tous les sous-probléemes résolus, la formule
(11.16) permet de reconstruire la solution globale (u,t) |sq de (11.18).

11.4 Discrétisation de ’équation intégrale (11.22)

Ici, seule la cellule de symétrie I, et non la frontiere complete 0F2, est subdivisée en
éléments de frontiere (Ng éléments, Ny nceuds). La version discrétisée de I'équation
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intégrale (11.22), avec des notations analogues & celles du chapitre 3, s’écrit :

O_Zpu Skq

s€G
Z ZAS“] lz,e q)~m(e vy Z ZAqu 'z, e q)Nm(e v
e€l(s—1z)q=1 e¢I(s~'x)
= Z ZB“I lz, e q)m(e v _ Z Z]\%iq(sflw, e) | (x) (11.23)
e=1g¢=1 e¢I(s 1x)

dans laquelle les matrices élémentaires, données par :

ASip(z.e0) = | Ny(p, a; 2)T7 (p, ) J (€)dpdax
E e

ARir(z,e,q) = o Ny ()T} (z,9)J (&) d¢

ARilzea) = [ Tzu)I€)

Bir(z,¢,q) = o Nqg(&)Ui (z,y)J(€) dg

sont indépendantes du numéro de sous-probléme v. Chacune des matrices élémentaires
AS(s7lz,e,q), AR(s™ 'z, e,q), B(s~'z,e,q), une fois calculée, contribue & I’assembla-
ge de chacun des sous-problemes discrétisés. Seule la pondération des matrices élémen-
taires, qui utilise les coefficients p,(s™!), dépend du sous-probleme. Cette remarque,
essentielle sur le plan pratique, souligne l'origine de I’économie de temps de calcul
permise par l'utilisation des symeétries.

De fait, la dépendance par rapport & v du sous-probleme (P,) se manifeste seule-
ment & travers les conditions aux limites, 'opérateur (forme bilinéaire, opérateur
différentiel ou opérateur intégral) traduisant les équations de champ étant le méme
pour tous les (P,). Ainsi, 'équation intégrale discrétisée associée a (P,) ne dépend
de v qu’a travers les valeurs nodales données, et il était prévisible que les intégrales
élémentaires ne dépendent pas de v.

GAIN APPORTE PAR L’UTILISATION DES SYMETRIES. L’examen de (11.23) permet
un décompte approximatif d’opérations arithmétiques. La discrétisation en éléments
de frontiere porte sur la cellule de symétrie G, n fois plus petite que la frontiére ori-
ginale 8(2 D’autre part il faut calculer les intégrales élémentaires AS(s™ 1z, e, q),
AR(s7 'z, e,q) et J(s7 'z, e, q) pour tous les éléments du maillage de T' et toutes les
images s~'a des points de collocation . En d’autres termes, la boucle d’assemblage
parcourt le nombre de points de collocation qui aurait été utilisé pour la frontiere 9
entiére, mais un nombre d’éléments n fois plus faible. De la sorte, on s’attend a ce
que 'exploitation des symétries divise par n le nombre total d’intégrales élémentaires
a évaluer, et donc le temps de calcul consommé par la phase d’assemblage. Cependant,
la construction des équations discrétisées (11.23) repose aussi sur le calcul, pour chaque
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sous-probleme, de sommes pondérées par les coefficients p,(s), ce qui entraine un coiit
additionnel en termes d’opérations arithmétiques qui vient altérer le ratio idéal 1/n.

De méme, la résolution d’un systéme linéaire de taille (nIN x nN) est remplacée
par celle de n systémes linéaires de taille* (N x N). Les matrices étant pleines et
non symétriques, la résolution d'un systeme (N x N) demande O(N?) opérations. Par
conséquent, on s’attend a ce que le rapport des nombres d’opérations élémentaires pour
la phase de résolution soit :

nb. opér. sans symétrie  (nN)3 9
_ —n

nb. opér. avec symétrie  n(N)3

11.5 Représentations intégrales aux points
intérieurs

L’analyse n’a porté jusqu’ici que sur la phase de formulation et de résolution de
I’équation intégrale, et il reste a examiner celle de post-traitement. En effet, D'effet
de la prise en compte de symétries permet aussi d’accélérer le calcul de valeurs de u(x)
et o(x) aux points intérieurs a 'aide des représentations intégrales.

REPRESENTATION INTEGRALE DU DEPLACEMENT. La valeur de u(x) en un point
d’observation intérieur est donnée par la formule (4.20) :

qui peut aussi étre ramenée a une somme d’intégrales sur la cellule de symétrie I :
ug, Z/ {t:(sy)Uf (z, sy) — ui(sy) T} (z, sy)} dS, (11.25)
seG

On tient alors compte de 1’équivariance (11.20) et de la formule de reconstruction
(11.16) pour obtenir :

ZZPV Svpskqsvm/Ftrun(y)Ug(s_lm7y)dSy

seGv=0

Y S s sisiasin [ #wmie ey as,

seGv=0

soit, puisque SimSip = Omp :

“’):Zi% Skq/{t” Wi (s e, y) —af ()T (s 'a,y)} dS, (11.26)

seG v=0

4En raison de 'intervention des conditions supplémentaires sur ¥, le facteur n entre la dimension
des matrices dans les deux cas est approximatif, et devient exact a la limite pour un maillage tres fin.



222 CHAPITRE 11. EXPLOITATION DES SYMETRIES GEOMETRIQUES

Finalement, la forme discrétisée de la formule de représentation du déplacement s’écrit :

=

e

n—1
2) =22 pls s {17 Bu(s7 2 c,0) — @ Air(s 7@ ) |

seG v=0 qg=1E.CI’
(11.27)

les matrices élémentaires, indépendantes du numéro de sous-probleme, étant données
par :

Az e.q W_/ N, (E)T! (2. 9)J (€) dé
B(z e.q)ir = /E No(6)U7 (2, 9)J(€) dé

GAIN APPORTE PAR L’EXPLOITATION DES SYMETRIES. L’évaluation numérique de
Pexpression (11.27) nécessite le calcul des intégrales élémentaires pour chaque élément
de T et pour chaque image sx (s € G) du point d’observation, soit au total n X Ng
termes différents pour chaque type A, B. C’est exactement le nombre d’intégrales
élémentaires qu’il faudrait calculer en I'absence de symétrie. On peut alors avoir
limpression que la formule (11.26) n’apporte pas d’avantage par rapport a (11.24).
Toutefois, considérons la formule discrétisée (11.27) pour le point d’observation sp,
symétrique de x par I'action de sg € G fixé :

Uk SO:B Z Z pu srk

seGv=0

Ne
Z Z {fEQ)VBiT(s’lsow,e,q) - QEQ)”Air(sflsow,e,q)} (11.28)

q=1FE.CI

Selon un résultat classique de la théorie des groupes, la relation (t € G) — (s = spt €
G) est bijective. On peut donc remplacer s par sot et faire porter la sommation sur ¢
dans la formule ci-dessus, pour obtenir :

uk(sox) Z Z pv (1) pu(80)(s0t)rk

teG v=0

Z 3 { 1D A, (e, q) — 107 Bir(t—lw&q)} (11.29)

q=1E.CI'

compte tenu de ce que, par définition de p,, :

-1 —1g-1

pu(s™) = puls sy 50) = pus ™" 55" )pu (50)

Cette formule montre donc que les intégrales élémentaires nécessaires au calcul de
u(x) par (11.27) permettent également le calcul des valeurs de u en tous les points
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sox images par G du point d’observation initial . Le gain apporté par 'exploitation
des symétries géométriques réside dans le fait que les mémes intégrales élémentaires
permettent ’évaluation de n valeurs de la représentation intégrale (aux n points images
de x par le groupe de symétrie) au lieu d’une seule valeur en I’absence d’exploitation
des symétries. Seules les pondérations des matrices élémentaires changent d’un point
image a un autre.

REPRESENTATION INTEGRALE DU TENSEUR DES CONTRAINTES. Les mémes con-
sidérations s’appliquent pour le calcul du tenseur des contraintes. Il suffit d’écrire
la formule de représentation obtenue par application de la loi de Hooke & (11.28).

11.6 Exploitation des symétries : récapitulation

Il est d’abord nécessaire que, pour chaque groupe de symétrie G dont on envisage
I’exploitation, les informations suivantes soient définies dans le code d’éléments de
frontiere :

e La table de multiplication de G, tableau n x n d’entiers TABLE : k = TABLE(%, j)
est le numéro du résultat s, de la multiplication de s; par s; s, = s;5;.

e La table des représentations irréductibles de G, c’est-a-dire le tableau n x n des
coefficients p,(s;) (0 <v<n—-1,1<i<n).

e La définition analytique de 'action des éléments s € G sur un point (ou vecteur)
x, c’est-a-dire n matrices [s;;]1<i j<3 telles que (sx); = si;x;.

L’exploitation des symétries géométriques dans un code repose alors sur les opérations
suivantes.

1. Introduction des données.
e Donnée de (G = {s1,...8,}) parmi les possibilités prévues dans le code.
e Données définissant le maillage de la cellule de symétrie I’ : nceuds, table de
connectivité. . .

e Données définissant les conditions aux limites. Pour tout point y € T, il faut
fournir n données aux limites : par exemple, si y est le siege d’efforts imposés
t"(y), il faut fournir les n données t"(s1y),...,t"°(sny).

e Calcul des données aux limites (@ ), iD(V)) pour chaque sous-probleme (P,),
suivant (11.12). Ne retenir dans la suite que les sous-problemes (P,) ayant des
données non nulles.

e Pour chaque s € G successivement, recherche des noeuds x € T tels que sz € T'.
Ecriture des relations supplémentaires (11.14),4.

2. Assemblage et résolution des sous-problémes (P, ).

e Construction des équations intégrales discrétisées (11.22) pour chaque sous-pro-
bleme (P,).
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. , o - ~D ,
e Incorporation des données aux limites (uD (”), t (V)) et réarrangement du sys-
teme matriciel par permutation des colonnes.

e Prise en compte des relations supplémentaires (11.14), (construites lors de la
phase précédente), soit par élimination d’équations et d’inconnues du systéme
(en Pabsence de couplage entre sous-problemes), soit par ajout d’équations (en
présence de couplage, par exemple pour l'utilisation de symétries cycliques).

e Résolution des systemes linéaires par rapport aux valeurs nodales inconnues de
~ U ~V
(@, t") Ir.

3. Reconstruction de la solution de (P) sur 92 au moyen de la formule (11.16).

4. Post-traitement : représentations aux points intérieurs. Pour chaque point d’obser-
vation @ spécifié par I'utilisateur, calcul de la représentation discrétisée (11.29) du
déplacement et de son homologue pour les contraintes.

11.7 Exemple numérique en élastodynamique

Un massif élastique infini contient une cavité sphérique, de rayon unité, chargée par des
efforts de contact t? = (A + Bsin0C sin fe’?)e=™* (A, B,C : constantes complexes,
0,¢ : angles sphériques). Les constantes élastiques et la pulsation w sont choisis de
facon a avoir kr = 0.5345,kr = 1. Ce chargement ne présente pas de symétrie parti-
culiere ; il est par ailleurs une combinaison linéaire des modes sphériques (0,0), (1,0),
(1,1) connus analytiquement (Eringen et Suhubi [3]).

La cellule de symétrie est constituée de 'octant a coordonnées positives de la
sphere. Les maillages M; (3 éléments, 16 nceuds) et My (12 éléments, 49 nceuds)
de l'octant, employant 1’élément quadrilatéral a 8 noeuds, ont été considérés. Les
huit sous-problémes correspondant & la décomposition, définie par Bossavit [2], d'un
chargement quelconque en parties symétriques et antisymétriques représentent, apres
repérage des degrés de liberté nuls par symétrie ou antisymétrie, 33, 30, 30, 30, 26, 26,
26 et 21 inconnues scalaires pour le maillage M; et 120, 113, 113, 113, 105, 105, 105 et
96 pour le maillage M. En I'absence de ce repérage, chacun des huit sous-problemes
aurait 48 (maillage M7) ou 147 (maillage M>) inconnues.

La résolution sans prise en compte des symétries utilise les maillages M3 (24 é1é-
ments, 74 nceuds et 222 inconnues scalaires) et My (96 éléments, 290 nceuds et 870
inconnues scalaires) de la sphere entiére obtenus par reproduction de Mj, Ms respec-
tivement sur les 7 octants restants.

Les erreurs relatives en moyenne quadratique relevées pour le déplacement sur la
frontiere de la cavité sont :

e=65x10"% (M, M3) 52x107*% (My, M,)

L’intérét principal de cet exemple est bien stur ’étude de Vefficacité de la prise en compte
des symétries géométriques. La majeure partie du temps de calcul est consacrée aux
étapes d’assemblage et de résolution. Le tableau 11.1 présente les temps de calcul
(relevés sur une station de travail de type DN400) pour I’assemblage, la résolution, le
calcul de la représentation intégrale en un point.
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Figure 11.3: Cavité sphérique et coordonnées sphériques (2 gauche) ;
Maillage M; (4 droite).

| | Assemblage (s) | Résolution (s) | Post-traitement (s) |
My || 70.7 4.86 6.01
Ms || 210. 171. 3.49
Mo, || 488. 184. 23.3
M, || 1786. 9430. 13.6

Tableau 11.1 : Temps de calcul pour les quatre maillages My, Ms, M3, My.

Le rapport des temps d’assemblage avec et sans usage de symétries vaut environ 1/4 au
lieu de la valeur idéale 1/8. Ceci semble dii & la présence d’opérations supplémentaires
(pondérations de matrices élémentaires par des coefficients différents pour chaque sous-
probleéme) et a la complexité accrue de la boucle d’assemblage.

Le rapport des temps de résolution avec et sans usage de symétries vaut environ
1/35 (My, Ms) et 1/51 (Ma, My), s’approchant ainsi de la valeur idéale 1/64 pour le
maillage le plus fin.

Le temps de post-traitement est plus important pour M; que pour M3 (idem avec
M et My). En cas d’utilisation de symétrie (maillages M;, Ma), (u(x),o(x)) sont en
fait évalués simultanément aux 8 images de x par le groupe de symétrie, mais en x
seulement avec Mg, My.

Signalons que l'exemple présenté a la fin du chapitre 8 (diffraction d’une onde
élastique par une cavité sphérique) utilise également la symétrie géométrique.
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Dérivation par rapport au domaine

12.1 Motivation

La considération des variations premieres et secondes de fonctionnelles intégrales dans
une transformation de domaine géométrique intervient dans nombre de situations ou le
domaine lui-méme est une variable importante. Parmi celles-ci figurent les problemes
d’optimisation de forme, ou la fonction-objectif et les contraintes sont généralement
des intégrales posées sur le domaine de la structure ou sa frontiere et dépendant
des variables mécaniques (déplacement, contraintes... ), elles-mémes fonction du do-
maine. Les problemes inverses géométriques, ou le domaine est partiellement inconnu
(identification de fissures, défauts...) constituent une famille de problemes de na-
ture différente mais conduisant a des techniques de résolution similaires. La partie
inconnue du domaine (ou de sa frontiere) est généralement recherchée de fagon a
minimiser une distance entre valeurs calculées (pour une configuration géométrique
fixée) et données (pour la configuration géométrique réelle, inconnue) d’une certaine
grandeur mécanique. Enfin, les problemes d’évolution en mécanique de la rupture ou
de 'endommagement font intervenir des fronts géométriques. Leur propagation est
fréquemment gouvernée par des criteres énergétiques, la dérivée seconde de 1’énergie
potentielle a 1’équilibre par rapport a des perturbations du front jouant alors un roéle
essentiel. Toutes ces situations ont pour point commun de faire intervenir les variations
de fonctionnelles intégrales qui dépendent du domaine géométrique de maniere directe
(par lintermédiaire du support d’intégration) mais aussi indirecte (par lintermédiaire
de I’état mécanique, solution d’un probléme aux limites).

Pour de nombreuses raisons, il est important de pouvoir évaluer les variations
premieres et secondes de telles fonctionnelles. La plupart des algorithmes d’optimisa-
tion utilisent les dérivées premieres de la fonctionnelle optimisée, les algorithmes de
type Newton utilisant méme les dérivées secondes. De plus, une évaluation précise
des dérivées secondes donne le moyen pratique de vérifier a posteriori que la solution
vérifie les conditions d’optimalité. Enfin, la dérivée seconde de 1’énergie potentielle
gouverne certains problemes. Il est d’autre part bien connu que I'estimation de telles
dérivées par différences finies (qui ici reposent sur des perturbations petites mais finies
du domaine géométrique) sont numériquement cotiteuses, en raison de la nécessité de
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résoudre un probleme aux limites sur chaque domaine perturbé, et tres sensibles aux
erreurs d’évaluation de la fonctionnelle elle-méme (Tikhonov et Arsenin [8]).

Ceci conduit a s’intéresser aux méthodes analytiques de dérivation dans une trans-
formation de domaine. Elles consistent essentiellement & décrire une variation du
domaine par rapport & sa configuration actuelle par la donnée d’un champ 6(y) de
“vitesse” de transformation de la frontiere. Cela permet de reprendre les résultats clas-
siques de la cinématique des milieux continus, et notamment les formules de dérivation
matérielles d’intégrales, a ceci pres que le “mouvement”, utilisé pour décrire mathémati-
quement un changement infinitésimal du domaine support d’un probléeme aux limites et
non une transformation matérielle, est fictif. Simon [7] a traité le concept mathématique
de dérivée par rapport au domaine. D’autres travaux (par exemple Haug et coll. [3],
Petryk et Mroz [5]) sont orientés vers les méthodes d’éléments finis. Pourtant, pour
les problemes ayant le domaine ou sa frontiere comme variable principale, il est na-
turel d’envisager I'utilisation de méthodes d’équations intégrales, qui représentent en
quelque sorte la modélisation “minimale”. On cherche alors a calculer les variations
de fonctionnelles en combinant les équations intégrales de surface et la dérivation par
rapport a un domaine variable. Cela peut étre accompli au moyen soit de la dérivation
directe, soit de la méthode de 1’état adjoint.

Ce chapitre est consacré a la dérivation directe, qui consiste & prendre la dérivée
dans une transformation de domaine donnée de la formulation intégrale qui gouverne
I’état physique a domaine fixé. Cela donne une équation intégrale dont I'inconnue est
la dérivée de I’état dans la transformation de domaine. On choisit, pour fixer les idées,
d’exposer la méthode de dérivation directe pour I’équation intégrale (2.20) associée a
I’équation de Poisson. La méme démarche est applicable a d’autres situations ; les
équations intégrales dérivées pour 1’élasticité isotrope sont données en fin de chapitre.

12.2 Dérivation dans une variation de domaine

On s’intéresse au calcul de la perturbation de 1’état physique induite par un petit
changement du domaine géométrique 2. Transposant les concepts classiques de la
cinématique des milieux continus (Salengon [6]), le changement du domaine est décrit
mathématiquement par une famille de transformations F', difféomorphismes dépendant
d’un paramétre cinématique (temps fictif) n (description de type “lagrangien”) :

XeQ-ax=F(X,n) cQn) et VX e F(X,00=X (12.1)
On définit la vitesse de transformation 0(x,n) associée a la transformation F :
O(z,n)=F,(X.n)  @=F(X,n) (12.2)
qui est donc la ”vitesse” au point courant x, en représentation “eulérienne”.

DERIVATION DE CHAMPS DANS LA TRANSFORMATION GEOMETRIQUE. Soit main-
tenant f(x,n) un champ scalaire ou tensoriel donné en représentation “eulérienne”.

*
La dérivée “lagrangienne” f de f, représentative des variations de f en suivant le
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“mouvement'” x = F(X,n), est définie par :

) = Jim 5 [F(P(X 0+ h), -+ B) = F(RCXC, ), )]

h—0

et est reliée a la dérivée partielle f, par :

f(ﬂfﬂ?) = f,n(ﬁf’ﬂ?) + Vf(wa TI)-H(“W?) (123)

Cette définition, appliquée habituellement a des transformations matérielles, est clas-
sique en cinématique des milieux continus (V f désigne le gradient eulérien de f, par
rapport & x). De plus la dérivée lagragienne du gradient V f d’un champ scalaire ou
tensoriel f est donnée par :

(Vf)* = Vf - V[V (12.4)

tandis que celle d'un vecteur matériel a attaché au point mobile y = F(Y;n) est
donnée par :
a=Vo.a (12.5)

DERIVEES D’ELEMENTS DIFFERENTIELS. Les dérivées lagrangiennes d’éléments diffé-
rentiels dV, dS, ds associés & des volumes €2(n), surfaces S(n) et courbes I'(n) trans-
portés par la transformation géométrique F', a I’ “instant” n, sont données par :

AV =divedv  dS =divs#dS  ds = 7.VO.7ds (12.6)

ou divg désigne opérateur divergence surfacique (annexe A) et T la tangente unitaire
a la courbe matérielle T'(n). Dans un méme ordre d’idées, on a :

n=-n.Vs0 T=Vo.r— (.VO.7)T (12.7)

ol n est la normale unitaire & la surface matérielle S(n) et Vs lopérateur gradient
surfacique. La preuve de certains de ces résultats est brievement rappelée en annexe
12.1. Les vecteurs n, T ne sont pas matériels.

DERIVEES D'INTEGRALES.  Considérons des intégrales de volume I(n), de surface J(n)
et curviligne H(n) définies sur des volumes (7)), surfaces S(n) et courbes I'(n) trans-
portés par la transformation géométrique F' :

= [ fwmav  Jw=[ gwmas  Ho=[ wymds
Q(n) S(n) I'(n)
Leurs dérivées s’expriment a ’aide de formules classiques de la cinématique des milieux

continus. D’abord, I (n) admet les deux expressions équivalentes :
I(n) =/ [f + fdive] dV (12.8)
Q(n)

= fndV + / fl@.n]dS (12.9)
Q(n) o9Q(n)

1Les guillemets, qui rappellent que les termes correspondants font référence & une transformation
F géométrique et non matérielle, sont abandonnés dans la suite pour ne pas alourdir ’écriture.
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ou n désigne la normale unitaire sortante a 9€). Ensuite, J(n) admet les expressions
suivantes :

J(n) = / [§+gdivse} s (12.10)
S(n)
= / 9.0+ (gn —2Kg)(0.n)] dS +/ g0.vds (12.11)
S(n) a5 (n)
ou K est la courbure moyenne en y € S :
1/1 1 1
K = = e - = ——d'
2 <R1 * R2> g hvsm
Ri1, Ry étant les rayons de courbures principaux en y et v la normale unitaire sortante
a 05 (figure 12.1) et contenue dans le plan tangent & S, dans le cas ol la surface S a

un bord. Enfin la dérivée H (n) est donnée par :

H(n) = /r(n> [ﬂ+h <g.‘r>} ds (12.12)

ou T désigne la tangente unitaire & I'(n). Si de plus T'(n) est une courbe fermée C' de
rayon de courbure algébrique R(s), alors on a :

fy) = /C [iﬂ—h (%(0.7) _ %oyﬂ ds (12.13)

Figure 12.1: Repeére (n,v, ) attaché a 95.

Les expressions (12.8) & (12.13) de I, J, H sont établies par exemple dans Mialon
[4], Petryk et Mroz [5]. Elles permettent d’aborder le cas, qui nous intéresse ici, de
fonctionnelles intégrales qui dépendent implicitement du domaine a travers la solution
d’une équation intégrale.

12.3 Equation intégrale sur la dérivée premiere de
I’état par rapport au domaine

Pour une configuration géométrique €2 fixée, considérons un état (u, ¢) associé a I’équa-
tion de Poisson, qui vérifie donc I’équation intégrale (2.20). Introduisant par commodité
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une notation abrégée, cette derniere s’écrit :

L(z,u) — Ix(x,q) = F(x) (12.14)

Li(z,u) = Ru(m)—i—/ [u(y) —u(x)|H(x,y)dS, (12.15)
19)

b = [ aw6lay)as, (12.16)

F(x) = /QG(ac,y)b(y)dVy (12.17)

avec & = 0 (Q borné) ou & = 1 (R3—Q borné). L’équation (12.14) prise pour = € 9Q(n)
porte sur les valeurs a la frontiere du potentiel u et du flux ¢ = Vu.n. Elle vaut pour
tout & € R3, et est équivalente & ’équation locale Au + b = 0 sur Q(n). G désigne la
solution élémentaire de 'espace infini : G(x,y) = 1/(47r).

ETABLISSEMENT DE L'EQUATION INTEGRALE DERIVEE. L’équation intégrale (12.14)
va permettre d’étudier effet sur (u,q) d’une variation du domaine Q(n), c’est a dire
du parametre cinématique 7, pour une transformation géométrique donnée F. Si (u, q)
sont solutions d’un probléme aux limites sur (7)) pour chaque n > 0 (ils sont donc,
ainsi que les sources réparties b, fonctions du point géométrique y et de 1), 'équation
(12.14) est vérifiée pour tout £2(n). Prenons alors sa dérivée par rapport a 7, de telle
sorte que le point de collocation x accompagne la transformation de domaine. Il est
important de remarquer que cette opération est licite car I’équation intégrale (12.14)
ne met en jeu que des intégrales impropres intégrables au sens ordinaire, que 1’on peut
donc dériver par rapport au parametre 7.
Il s’agit en résumé d’écrire la forme développée de I’équation intégrale :

*

Ii(z,u) — In(z, q) = F(x) (12.18)

D’abord, la dérivation lagrangienne des intégrales de surface I (x, u), Is(x, q) par ap-
plication de la formule (12.10) donne, compte tenu de la linéarité de Iy, Is par rapport
a u, q respectivement :

dinll(a:,u) =Il(a:,ﬁ)—|—.]1(a:,u;0) (1219)
d N

avec :

Hw.w0) = [ ful) = u@)] {i, 4G, (@.9) —n,)(C,) (@v)} @5,
+ [ luly) - u(@) iz y)(ds,)” (12.21)
o0

Jo(w,q;0) = /89 q() {0 (y) — 0r(@)]|G » (2, y) + G(z,y) D, 0:(y)} dS,  (12.22)
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Les formules (12.19)-(12.21) et (12.20)—(12.22) s’entendent pour le domaine Q2 = Q(n)
et valent pour tout n pour lequel la transformation géométrique F'(-,n) est définie.

L’expression (12.21) de J; peut étre arrangée. D’abord, les formules (12.6), (12.7)
écrites en composantes, avec les notations de 'annexe A, donnent :

T*Lj = —TLTDJ‘QT (dS)* = Drgr ds

De plus, les dérivées lagrangiennes de la solution élémentaire G, fonction des deuz points
matériels x, y et indépendante de ’argument 7, sont obtenues & partir de (12.3) :

Gz, y) = 0,(y)G (@, y) + 0,(2)G 1 (z, y)

= [[0r(y) — 0, (@)]IG (. y) (12.23)
(G,j)*(w’ y) = gr(y)G,jr (:12, y) + ar(w)G,jF(wv y)
= [[Hr(y) - QT(:B)]]GJ‘T(:B, y) (12'24)

en raison des propriétés de symétrie (4.13). On peut remarquer que, pour 6 suf-

fisamment régulier, les quantités [u(y) —u(xz)](G ;)*, G ont des singularités intégrables.
La prise en compte de ces identités donne :

Hi@u6) = [ [uly) —u(@)](0:() 0@, 0)G p, (2.9) 5,
+ [ luty) ~ u(@)G.s () {0y 0)D,0, ) = D0, (1)} 4,
= | 1)~ u(@)[0:() 00 ()l G (. 9) 5,
+ /m[U(y) —u(®)|G j(x,y)D;r0,(y) dS, (12.25)

ol on a employé 'opérateur différentiel tangentiel D;; défini par (A.8). Ensuite, re-
marquant ici encore que I'équation G j; = 0 (y # x) vérifiée par G entraine :

n;(Y)G jr(z,y) = [nj(y)G jr(x,y) — 1 (y)G j; (@, y)] + nr(y)G jj (2, y) (2, y)
= Der’j(:B,y) (1226)

le second membre de 'équation (12.25) devient :

Ji(@,u0) = /8 u(y) — @) [0 () - (@)1 Dy: G s (.9) S,

" / fu(y) — u(@)G 5 (, y) Dy 0, () dS,
o0

- /8 [u(y) — @)Dy {6, ) ~ 6, @G (.9} dS,
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Une intégration par parties au moyen de la formule (A.7) permet alors d’obtenir :
H@.w0) = [ ADy[u(y) ~ @)} [0 () =0, (@))G (w.) 5,

= Drju(y)[[gr (y) -0, (w)]]G,J (:1:, y) dSy
on

Enfin, la dérivée du second membre F(x), éq. (12.17) dans la transformation de
domaine est calculée au moyen de la formule (12.8) :

Fasm) = [ biy)Gle,y)dv,
+ [ 6w (G960 () — 0, (@] + Gl y)0,,(v)} 4V,
expression qu’il est commode de transformer & I'aide de la formule de la divergence :
win) = [ bi)Gle.v) AV, + [ v (Gl w)llt, )~ 0@}, v,
- / [b( )~ b, w)[10;(y)  0,(@))]] Gl y) v,
b(y)G(w Y)[[0;(y) — 0;(z)]]n;(y) dSy
/b G(x,y) AV, + 0, (x /b G(z,y)dV,
+ [ bw)G@.y)10;(y) - 0,@)n, (y) S, (12.27)

[219]

Equation intégrale dérivée au premier ordre. Si le potentiel u et le flux g vérifient
Iéquation intégrale (12.14) pour le domaine 2 = (n), toute perturbation continue de
cet état associée a une transformation géométrique F(-,n) (de vitesse de transformation
0 de régularité C%! en y = ), et une variation de source b(-,n) continues est telle que
les dérivées matérielles (1, q) |aq vérifient 1’équation intégrale :

*

Li(z, 1) — Ix(x,q) = F(z) — Ji(z,u;0) + Jo(z, q; 0) (12.28)

avec :

ew0)= | Deyuly)[0rty) e @)|G s (,9) S, (12.20)

Do) = [ aw) (0:(6) = 0, @G (@ 3) + Gl p)Dr6, ()} 4, (1230
P = [ ba)Glay)aV, + @) [ b6y,

+ ” b(y)G(z, y)[[0;(y) — 0;(z)]]n;(y) dSy (12.31)
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Ce résultat, vrai pour tout point & € R3, définit une équation intégrale de frontiere
(quand @ est pris sur 99) ou une représentation intégrale de u(x;n) (quand x est pris
intérieur & ). L’équation intégrale est faiblement singuliere sous réserve que u et 6
soient de régularités respectives C*% et C%! en y = x. On vérifie sans peine que
le fait d’utiliser comme point de départ I’équation intégrale régularisée (12.14) assure
lintégrabilité de tous les termes apparaissant tant dans le résultat final (12.28) que
dans les étapes nécessaires a sa démonstration, sous réserve d’une régularité minimale
des champs u, 8. L’utilisation de 'intégration par parties n’est pas indispensable ; elle
permet seulement d’exprimer J; sous une forme (12.29) plus compacte.

NATURE DU SECOND MEMBRE DE L’EQUATION INTEGRALE DERIVEE. Il peut sembler
curieux que le probleme du calcul des valeurs surfaciques (i, ¢) fasse intervenir d’une
part des conditions aux limites sur (u, ¢), d’autre part un second membre connu, formé
d’intégrales de surface, que ’on pourrait également interpréter au premier abord comme
provenant de conditions aux limites. En fait, ce second membre doit étre interprété
comme un terme de source. Pour le voir, on remarque que :

q¢=(Vun)* =Vin—Vu.Vln—Vun
et que la dérivée matérielle n (12.7) peut également s’écrire :
n=(n6,n—-nvVe = (dive — divs@)n — n.VE
ce qui donne :

q+ (dive@)g =1, — An A= —(dive)Vu + Vu.VO + VO.Vu

Le report de cette relation dans ’expression (12.16) de I 2 donne :
P@.0:6) = [ ionw)Gop) a5,

- {aW)[10;(y) = 0;(2)]|G (2, y) — Aj(y)n;(y)G(x, y)} S,

Une transformation analytique a base d’intégrations par parties (annexe 12.2) montre
ensuite que :

ﬁumj(y)nj (¥)G(z,y)dS, = / Gz, y){A;(y) — b(w)[6;(y) — 0;(x)]]} ;
o0 Q
+ /m[[Gj (y) — 0;(2)]| {a(y)G ;(z,y) + Gz, y)b(y)n;(y)} dSy

- / 16, (y) — 0, ()| (. y) Dyjus ) 45,
o0

Si on reporte cette relation, ainsi que les expressions de I etF', dans I’équation intégrale
dérivée (12.18), on obtient, tous calculs faits, 'identité :

Iz(w,ﬁ,n)—Il(w,ﬁ)=/QG(w7y){(b(y)9j(y)—Aj(y)),jﬂ‘bm(y)} dv,  (12.32)
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L’interprétation du résultat ci-dessus est que 1’équation intégrale dérivée (12.28), adé-
quatement reformulée, présente une structure mathématique similaire & (12.14) ; les
inconnues étant ici (u,u,,) et la source volumique égale & div (b@ — A) + b ,,. Dans le
cas b = 0 (absence de source pour le probleme initial), le terme ci-dessus se réduit a
—div A (mais ne s’annule pas) ; U'intégrale de domaine correspondante se trouve alors
étre convertible analytiquement en intégrales de frontiere et donne le terme Jy — Ji,
second membre de I’équation intégrale dérivée (12.28)).

12.4 Equation intégrale régularisée sur les
variations secondes de 1’état

Nous nous proposons maintenant d’étudier les équations intégrales qui régissent les
variations secondes par rapport au domaine des champs élastiques (u, ¢) a la frontiere.

DERIVEE SECONDE DANS UNE TRANSFORMATION DE DOMAINE. Supposons, afin de
pouvoir considérer des dérivées secondes croisées, que la transformation géométrique
F dépende de deux parametres cinématiques 71,72 :

X eQ0) - x=F(X;n,n)

Les vitesses de transformation 8 et p par rapport a 71,12 et I’“accélération” x sont
introduites :

0(‘””717772) = FJh (X§7717772)
p(x;n,m2) = F 5, (X501, 7m2) x = F(X;n,n2)
X(®;m1,m2) = F 5,0, (X5m1,m2)

Soit alors f(x;m1,m2) un champ (scalaire ou tensoriel) suffisamment reguher On note

f et f les dérivées lagrangiennes de f par rapport a 1y, 72 respectivement et f la dérivée
lagrangienne seconde définie par :

*V

f(@®5m1,m2) = goune (X511, 7m2) 9(Xsm,me) = fF(F(X;m1,m2);m,m2)  (12.33)

\2 * *V Vox \ .,
On note que, moyennant ces définitions, x =0 = p et f = f = (f)* = (f)V (égalité
des dérivées secondes croisées).

*

EQUATION INTEGRALE DERIVEE AU SECOND ORDRE. On suppose, pour simplifier,
labsence de source (b = 0) et on part de ’équation intégrale (12.28) reliant les dérivées
premieres lagrangiennes de (u, q) :

Li(z,u) — L(z,q) = —Ji(z,u; 0) + Jo(z, ¢; 6)

Elle est vraie pour tout domaine Q = €(n1,12), toute solution (u,q) de I’équation de
Poisson et toute dérivée lagrangienne (u, ¢) par rapport & 7; de cette solution. On sait
d’autre part que, compte tenu des définitions introduites, prendre la dérivée seconde
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croisée de I'équation intégrale initiale (12.14) par rapport a 11,72 équivaut a prendre la
dérivée de ’équation ci-dessus par rapport a 72, calcul que nous présentons maintenant.
Tout d’abord, la dérivée du premier membre est immédiatement donnée par :

d * * * WA *\A * *
i (I, i) - (@9} = h(@,4) - L) + h@d,m) - e i) (12.34)

En effet, ce résultat n’est qu'une transposition, (u,q) devenant (u,q), de la dérivée du
\% \%
premier membre de (12.28). Il reste donc a calculer I’expression des dérivées Jy, Jo de

Vv
Ji1, Jo par rapport a 7. La dérivée lagrangienne Jo est donnée, a partir de la formule
(12.10) et compte tenu de la linéarité de Jo par rapport & g et 0, par :

JQ(mv q, 0) = J2 (wa éa 0) + ']2(:87 q, X) + KQ(mv q; 0) ”) (1235)

avec, tous calculs faits :

Ky(x,q;0, 1)
- /8 oGy ) [0.(9) — 0@y () — (@] 45,
4 /a a@)Gy (@ u) 0,(0) ~ ,@NDuw) + s ) = @D, (0)} S,

+/ q(y)G(z, y) {nin; Dp; Dy0; — DjukDy0; + D0 Dy} (y) dS,  (12.36)
o0

De méme, la dérivée matérielle de Ji(x, u; @) est donnée par :

\%

Jl(wvu; 0) = Jl(wvu; X)
+ /8 [0:%) = 0.@)IC (@ 9) (D0 (u) + Diyu(w) D)} 5,

+ [ 116:w) - 6:@Nls o) ~ ()]G (9 Diguy) a5,
o0
On montre (éq. (12.54), annexe 12.3) que :

(Di; f)* = Dijf + Dj0Dyi f + D0, Dji. f

ce qui entraine :

\%

avec :

Kiy(,u;0, p)

= 89[[9i(y) = 0i(@)]| {{[1(v) — pi(@))]G jx(x,y) + Dippr(y)G (2, y)} Diju(y) dS,

+ /8 16(y) ~ @) { Dy D + DD} ()G 5. 9) S, (12.38)
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Equation intégrale dérivée au second ordre. Si le potentiel u et le flux ¢ vérifient
Iéquation intégrale (12.14) pour le domaine 2 = (n), toute perturbation continue de
cet état associée & une transformation géométrique F'(-,n) (de vitesse de transformation
0 de régularité C%1 en y = x) et une variation de source b(-,) continues est telle que

s e 2 . s Vox s , . . 4
les dérivées secondes croisées (u,q) |aq vérifient Péquation intégrale :

Il (213,*1{) - IQ(w7*qv)
= Jo(x, q; ) + Jo(x,q;0) — Jy (z, 15 ) — Ji (2, 4;0)

+ JQ(:B7 q; X) - Jl(w7u; X) + KQ(wa q; 07 IJ') - Kl(w7u; 0, l") (1239)

ou Ji, Jo, K1, Ko sont donnés respectivement par les équations (12.29), (12.30), (12.38)
et (12.36). Ce résultat, vrai pour tout point € R?, définit une équation intégrale de

frontiere (quand x est pris sur 9€2) ou une représentation intégrale de W (quand x est
pris intérieur & Q). L’équation intégrale est faiblement singuliere sous réserve que u et
(0, ) soient de régularités respectives C% et C%! en y = x.

CARACTERE SYMETRIQUE EN 0, DE L’EQUATION INTEGRALE (12.39). Le second
membre de ’équation intégrale (12.39) est symétrique en (6, i), bien que ce ne soit
pas entierement apparent. En effet, la symétrie par rapport a (6, u) de Jo(a, q; ) +
Jo(x,q;0) — Jy(z,0; w) — Ji(x,%; 0) apparait clairement au vu des équations (12.29)—
(12.30) ; de méme, Ks(x,u; 0, u) est également symétrique par rapport a (8, ), au

M *
vu de I'équation (12.36), ainsi que Jao(x,q;x) — J1(x,u; x) puisque x = 6 = pu. En
revanche, le caracteére symétrique de K;(x, u; 0, i) n’est pas apparent. Pour 1’établir,
on montre en annexe 12.4 que K7 admet aussi 'expression :

Kl(w7u; 0, H’)

n / () — u(@)] {(G.3)* (@ u) Djpss (W) + (G5)" (0, 9) Dixbi(y)} dS,
o0

- / fu(y) — u(@)]G.; (x, y)d; (y) dS,
o0

dj = n; (D;0; Dypir + Djpi D0y — Djpup Di0; — Dj0r Dy pi;)
+n; (DkoiDi,uk - Dieka,Uk)

qui est symétrique en 6, .
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12.5 Commentaires concernant les équations
intégrales dérivées

L’équation intégrale dérivée au premier ordre (12.28) ne définit pas, pour une vitesse
de transformation donnée @, une paire unique (u,q). Pour ce faire, il faut en plus
préciser comment les conditions aux limites associées au probleme aux limites évoluent
dans la transformation de domaine. Le plus simple est de supposer qu'un changement
de domaine donné est décrit a I’aide d’une transformation F'(-;n) choisie? de sorte que
les portions Sy, St de 9N soient également des surfaces matérielles :

Su(n) = F(Su; Tl) ST(T]) = F(STa 7])

Dans ce cas, u, 1 et ¢, ¢ sont connus ou inconnus sur les mémes portions de 9. Alors
(u, q) sont des formes linéaires en @, & conditions que les conditions aux limites corres-
pondantes soient elles-mémes linéaires en 6. Ce type de commentaire vaut également
pour I'équation intégrale dérivée au second ordre (12.39) ; celle ci ne définit pas, pour
des 6, 1, x donnés, une paire unique (u,q).

Les paires (u,q), (u,q) et (*1{,*(;), inconnues respectives des équations intégrales
(12.14), (12.28) et (12.39), sont gouvernées par les mémes opérateurs intégraux. Plus
précisément, si on choisit F'(-;n) de maniere & ce que les surfaces Sy, St soient matériel-
les, les valeurs de (u,q), (u,q) et (*1{,*qv) non prescrites par les mémes conditions aux
limites sont gouvernées par le méme opérateur intégral. Ceci est d’une grande impor-
tance d’un point de vue pratique : 'opérateur intégral discrétisé, assemblé et factorisé
pour le calcul numérique de u, g par (12.14), est ensuite réutilisé sous forme factorisée
pour la résolution numérique de (12.28), (12.39). Les dérivées premieres et secondes
de létat (u,q) sont donc calculables au prix de la construction des seconds membres
de (12.28) pour tout € et de (12.39) pour toute paire (6, ), suivie de la résolution de
systemes linéaires triangulaires. Ceci représente un cout de calcul raisonnable, comparé
& celui nécessaire pour une résolution de I’équation intégrale initiale (12.14).

La définition d’une dérivée matérielle du second ordre souleve quelques difficultés.
Il peut par exemple sembler naturel de considérer ’action successive de deux transfor-
mations géométriques, chacune associée a un parametre cinématique 7,72 :

Y - z=F' (Y;m)—y=F(zm)

les vitesses de transformation @, p étant associées respectivement a F', F% selon (12.2).
. s . . ;. . 2 o . ;.
Mais alors, une dérivation matérielle dans la transformation F'~ suivie par une dériva-

Vv * *V V*x xV
tion du résultat dans la transformation F? donnerait en général @ # 1, f # f, J #
Vo*

J. Une telle approche, d’apparence naturelle, peut donc s’avérer inadéquate. Cette
particularité est liée au fait qu’en général la composition de deux transformations ne
commute pas :

FQ(Fl(Y’n1)7772) 7& Fl(FQ(Y7772)’771)

2En effet, un changement de domaine donné peut étre décrit & 1’aide d’une infinité de transforma-
tions F différentes.
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La définition (12.33) n’est pas ambigue de ce point de vue car elle porte sur une trans-
formation dépendant de deux (ou, ce qui est pareil, d’'un nombre fini de) parametres.
Cette approche est en particulier adaptée aux problemes de calcul de sensibilités au
second ordre par rapport & un nombre fini de variables de conception rencontrés en
optimisation de forme.

Une autre approche, proposée par exemple par Simon [7], la dérivée par rapport
au domaine DJ d’une fonctionnelle J(Q) dépendant du domaine Q est définie & partir
de la considération de petites perturbations 8 du domaine €2, sans référence a des
parametres cinématiques :

yeQN—y+oy €N+0 oy = 0(y)

ou @ appartient a un espace fonctionnel V de dimension infinie. Alors DJ est I'opérateur
linéaire en 6 tel que :

(DJ(),0) = J(Q+6) — J(Q) + o(|6],,) (12.40)

Dans le cas d’intégrales de surface, il s’avere, comme attendu, que la formule (12.10),
valable pour des surfaces transportées selon (12.1) (et donc dépendant d’un (nombre
fini de) parametre(s) cinématique(s)), est égale a la dérivée de domaine appliquée a
une petite variation Odp de Q (dérivée directionnelle) (DJ(Q2),0)dp de .J :

J(Q + 8dp) — J(Q) = Jdp + o(dp)

Il n’en est plus ainsi au second ordre. La dérivée seconde par rapport au domaine
D?J(2) (Simon [7]) repose sur des perturbations de Q de la forme :

yeEQ—y+0(y) + pnly)

et est donc définie comme une forme bilinéaire sur 8, i telle que :

(1, D2J(9),0) = J(Q + (0 + ) — J(Q) — (% 0) — T (% ) + ol|6]3, [pl3) (12.41)

pour 6, p petits, suivant la définition générale de la seconde variation d’une fonction-
nelle. En revanche, la définition (12.1) repose sur des perturbations de €2 de la forme :

1
y €Qyp — y+0(y;p)op1 + p(y; p)ops + Ex(y;p)5p15p2

Ainsi, la dérivée matérielle seconde ne coincide pas en général avec la valeur fournie
par la dérivée seconde par rapport au domaine, sauf pour le cas particulier de trans-
formations géométriques F(-;n1,72) telles que x =0 :

(n, D2J(2),0) — J = / divex dS
S

De méme, remarquons que, puisque Q + (0 + @) # (Q + 6) + p), la définition (12.41)
ne résulte pas de deux dérivations successives.

Pour ce qui est des résultats de ce chapitre, ’équation intégrale dérivée au premier
ordre (12.28) peut étre considérée comme gouvernant la dérivée de 1’état élastique par
rapport au domaine (au sens de Simon), sans référence a un parametre cinématique. En
revanche, 'interprétation de I’équation dérivée au second ordre (12.39) demande plus
de prudence en raison de la différence fondamentale, que nous avons tenté d’expliquer,
entre dérivée matérielle seconde et dérivée seconde par rapport au domaine.
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12.6 Discrétisation par éléments de frontiere

REPRESENTATION DE SURFACES VARIABLES. Les représentations usuelles de surfaces

au moyen d’éléments de frontiere discutées au chapitre 3 reposent sur 'interpolation
de N nceuds y* (1 <k < N) & l'aide de N fonctions de forme N*(§) :

N
y=> Ny (€ € Eo) (12.42)
k=1

et on voit donc que, pour un choix fixé des fonctions de forme, la surface 0S2 est définie
par la donnée des nceuds. Quand la frontiere 02 est variable, il est donc logique de
piloter son évolution a I’aide des nceuds, c’est-a-dire de représenter la surface variable
par (12.42) avec des noeuds évoluant selon une transformation géométrique donnée :

y* =F(Y"*n) (12.43)

n = (m,n2,...) étant le vecteur des parametres cinématiques. Ainsi, pour deux
parametres cinématiques génériques 71,72, les vitesses de transformation discrétisées
0, 1 et Paccélération x associées a (12.42)—(12.43) sont données par :

N
0(y) =Y F o (Yiim)Ni(€)
k=1

N
1Y) =Y F o (Yiim)Ni(€)
k=1

N
x(y) = ZF,mnz (Yr;m)Ni(§)
k=1

c’est-a-dire des interpolations de type (12.42). On note que cette méthode d’interpola-
tion garantit la continuité C%! de @, u,x sur la frontiere.

STRUCTURE DES SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES. La discrétisation des équa-
tions intégrales (12.14), (12.28), et (12.39) selon la méthode du chapitre 3 conduit,
en l'absence de sources, a des systemes linéaires de la forme :

[A]{u} + [Bl{q} = {0}
[A] {u} + [Bl{q} = {f'(u,q:0)}
[A] {u} + [Bl{q} = {f*(uv,q, 4,40, n,x)}

Les mémes matrices [A], [B] apparaissent au premier membre de chacune des trois
équations. Apres répartition des colonnes associées aux degrés de liberté connus et
inconnus, les systemes d’équations prennent la forme :

(K] {v} = {g°}
(K] {v} ={g"(v;0)}
(K] {v} = {g*(v,;0, p,x)}
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o v, Vet v regroupent les degrés de liberté inconnus de ’état et ses dérivées. Ces
systémes sont gouvernés par le méme opérateur (matriciel) [K]. Cela n’est toutefois
vrai qu’a condition que la description analytique F'(;m) de la transformation de do-
maine soit choisie de maniere & ce que les surfaces F(Sy;m) et F(St;n) obtenues par
transport de S, et St supportent respectivement des potentiels et flux imposés pour
les problémes aux limites posés sur F(€;n).

DISCRETISATION DES OPERATEURS DIFFERENTIELS TANGENTIELS. Les formules
(A.13), (A.14) et (A.17) de ’annexe A donnent les expressions des opérateurs Vs, divs
et D;; calculées a I’aide d’une représentation paramétrique. Elles sont donc applicables
au paramétrage de la surface et des inconnues par fonctions de forme :

N
Vsf =Y {Neag*es} (€)f* (12.44)
k=
Nl
divew = > {Ni.ag®’es} (&) u” (12.45)
k=1 N
DijfdSy = ey Y ex. {Ni1a*> — Ny sa1 } (€)f* d¢ (12.46)
k=1

ol a1 2 désignent les vecteurs de la base naturelle associée au paramétrage (12.42) de
I’élément et g™ sont les coefficients de la représentation deux fois contravariante du
tenseur métrique, vérifiant donc g*7(a,.ap) = 5. Les formules (12.44), (12.45) et
(12.46) permettent la discrétisation des opérateurs différentiels tangentiels qui appa-
raissent dans les équations intégrales dérivées.

INTEGRATIONS ELEMENTAIRES SINGULIERES. Les intégrations singulieres se produi-
sent quand F contient le point de collocation point x. Une intégrale élémentaire
singuliere typique, qui intervient pour la discrétisation de (12.39), est :

"= /E (160 () — 0n(@)]][[11g (1) — 124 ()]G i (2, y) DijudS,, (12.47)

La technique de passage en coordonnées polaires sur 1’élément de référence exposée au
chapitre 3 peut alors étre utilisée ; il faut notamment utiliser les “fonctions de forme
réduites” N(p,a;n) de maniere & avoir :

N

0(y) — 0(x) = p> y* Ni(p,a;m)
k;l A

ny) — @) =p> yk Nilp,a;m)
k=1

Compte tenu de la singularité en |y — w|73 de G ;;, on obtient ainsi une intégrale
réguliere dans le systeme (p, a).
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12.7 Exemples

SENSIBILITE DE FREQUENCES PROPRES (BURCZINSKI ET FEDELINSKI [2]). Les au-
teurs traitent comme exemple numérique de validation le cas d’une plaque (élasticité
en déformations planes), 'objectif étant de maximiser la premiere fréquence propre de
vibration (w = 3116 H z initialement), en jouant sur la forme du c6té inférieur AB. Les
variables de conception sont 7; = y4, ordonnées des nceuds de ce segment. L’aire de

a) - 20
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\ | \
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N EEERERERE
ity bt bl
s
b} 0 RN
—
-02 + ]
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-06 F J
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..1'0 i i i i 3 i T 1
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Figure 12.2: Analyse de sensibilité de fréquences propres de vibration (d'apres [2]) :
(a) structure initiale ; (b) dérivées premieres de la premiére fréquence
propre ; (c) forme modifiée de la structure ; (d) évolution de la premiére
fréquence propre au cours de I'optimisation (20 itérations au total).
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la plaque modifiée ne doit pas dépasser une certaine borne supérieure. La figure 12.2
reproduit les résultats obtenus ; la forme finale, obtenue en 20 itérations, correspond a
Wrinal = 3600 Hz.

OPTIMISATION DE FORME EN ELASTOPLASTICITE (WEI ET COLL. [9]). Une plaque
carrée (coté 2L = 10m) est percée en son centre d’un trou de forme elliptique (grand
axe a = 1m, petit axe b & déterminer). Le matériau constitutif est élasto-viscoplastique.
Des forces de tractions croissantes 7e1,0.757es sont appliquées respectivement sur les
cotés y1 = +£L, yo = £L. 1l s’agit de trouver la valeur de § = b/a qui rende la
contrainte circonférentielle finale (en fin de chargement) le long du trou aussi uniforme
que possible ; 'unique parametre de conception est donc S ou b. La solution en
élasticité linéaire serait simplement § = 0.75. La figure 12.3 montre les profils de
contraintes circonférentielles en fonction de S = b/a, au temps de chargement final,
pour le matériau & comportement non-linéaire ; ’optimum (profil plat) est trouvé pour
0~ 0.69.

1.7 U
b 1= ~g=1.0 1
1.6 o 2---g=0.5 __r- 4
~a 3o fm0.724 L7 4

1.5F Y. A= #-0.697 - -
'\ S——p=069 7 1

1.4 F <. 8- =073 , 3

ou(N/SM
NG

E NP S S
o] 20 40 60 80 A 1CC
8

Eccentric angle around eilipticcl cutcout (cegrees)

Figure 12.3: Profils de contraintes circonférentielles en fonction de la coordonnée an-
gulaire le long du trou, pour plusieurs valeurs du rapport 8 = b/a des
axes, au temps de chargement final.

CALCUL DE TAUX DE RESTITUTION D’ENERGIE EN MECANIQUE DE LA RUPTURE. En
Mécanique de la rupture, une grandeur importante est le tauz de restitution d’énergie G,
dérivée de I’énergie potentielle a 1’équilibre W dans une extension de la fissure I" : c’est
I’énergie dissipée par unité d’aire de fissure créée dans le solide. Mathématiquement
défini comme la dérivée de W par rapport au domaine pour les transformations géomé-
triques représentant une extension de la fissure, G est fonction du point sur le front
de fissure. Le calcul numérique de G est donc une application possible de I’équation
intégrale dérivée, dont un apergu plus détaillé est donné en section 13.7.
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Annexe 12.1 — Dérivée de 1’élément d’aire

Soit S, une surface matérielle (au sens de (12.1)), et désignons par (a,b) un couple
de vecteurs matériels attachés & un point matériel y = F(Y;7n), supposés unitaires et
orthogonaux pour une valeur particuliere 79 du pseudo-temps, et situés dans le plan
tangent & S, en y(n) pour tout n dans un voisinage de 1. Pour tout n ainsi choisi, la
normale unitaire a .S, en y est donc donnée par :

nlyn) = (@A b)

De plus, I’élément différentiel d’aire dS en y est proportionnel a la norme |a A b|, de
sorte que :

dS = |a A b|* dS (12.48)
La dérivée matérielle du produit vectoriel a A b est maintenant calculée pour la valeur
particuliere ng de 7, & aide de (12.5) :
(aNb)" =(VO.a) Ab+a A (VO.b)
=[(V0)aa + (VO)p]n — (VO)naa — (VO)nb
= (divs@)n — n.Vs0

ol on a tenu compte du fait que (a,b,n) est un triedre orthonormé pour n = gy (les
gradient et divergence surfaciques sont définis en annexe A). De plus, on a :

alb

land|"= =7
lanbd|

(aANb)* =n.(a Ab)* = divsO

Il en résulte les expressions donnant les dérivées matérielles de la normale unitaire n
et de I’élément différentiel d’aire dS en y € 5, :

dS = divg#dS = D, 0, dS ho=-n.Vs0 = —n,D;0,e; (12.49)

Annexe 12.2 — Preuve de l’identité (4.61)

Elle repose sur une série d’intégrations par parties. D’abord, la formule classique de la
divergence donne :

Ai(y)m(y)G(wyy)dSy=/ {G(x,y)Aii(y) + Gi(z,y)Ai(y)} dV,  (12.50)
o0 Q

Ensuite, d’apres la définition (5.24) de A, la deuxieme intégrale de 1’équation ci-dessus
s’écrit :

I = / G’i {udﬂj,i — u,lﬂj,j + Gj,iu,j} dv (1251)
Q

(on omet les arguments x,y). L’identité :

/Q (Fgih; — fg ) AV = /Q (ghif s —gh;f.) AV + /8 faDihas
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est une conséquence de la formule de la divergence et permet d’écrire :

/ {05 —u.0;;} dV

Q

= [ Diull0;(y) — 0;(x)]]G ; dS + / [10;(y) — 05 ()] {G ijui — G uu i} dV
o0 Q

= | Dijull0;(y) — 0;(@)]|G: dS + / [[0;(y) = 0;()]]G iu,: AV (12.52)
o0 Q

dans laquelle on a utilisé 6, ;(y) = [[0;(y) — 6,(x)]]; aux fins de régularisation, ainsi
que Péquation d’équilibre G ;; = 0 (y # «). De plus, on a également :

/ ejﬂ'U?j dVv
Q

— [ ,10,() — 6;(x))qdS - / (Gijus+ Gy} [10;(y) — 0;()]) AV
o0 Q

= [ Gl0;(y) - 0;)]]gds + / (G b= Gayui} [10;(y) — 0;(x)]) AV
o0 Q
= | {a(y)G ;110(y) — 0;(x)]] +bG[0;(y) — O;(x)]]n;} dS

= [ 1056+ G} [0500) ~ 6502 4V (1253)

en raison notamment de ’équation d’équilibre u ;; + b = 0. Finalement, on reporte les
équations (12.52-12.53) dans Uintégrale I, éq. (12.51), pour obtenir le résultat :

1 :/ qll0;(y) — 0;(@)||G ;A5 — [ [[0i(y) — bi(®)] DijudS
o2 o
+/ bG[0;(y) = 0;(x)]In; dS—/ G(0[[0;(y) — 0;(2)]]).; AV
o Q

dont le report dans (12.50) établit I'identité (4.61).

Annexe 12.3 — Expression de (D;; f)*, (D;f)*, (Dju;)*
EXPRESSION DE (D;; f)*. Partant de la définition :
Dijf =nifj—mn;f

et utilisant les relations (12.4), (12.7) écrites en composantes :

(fa) =fi—Ffi050  ni=-—n;Dyb;
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on a :

(Dij ) = ni(}j = fbrj) — neDiby f ; — "j(},i — fbri) + neDj0k f

=Dy f — fxDijOr +nx D0 f i — i DOk f

= Dijf — fxDijOk + DOk (nifi — nif ) +niDiOk fx
— Dbk (nif.j — njfk) — niDibrf ok

=Di;f — fxDijbk + f1Dij0x + Dj0xDii f + D6 Dji f

D’ou le résultat :

(DUf)* = DUf + DjoquTf + DTHkDG(]f (1254)
EXPRESSION DE (D;f)*. On remarque que :
—niDij f =nj(n;Di f —niD;f) = Dif

puisque Vsf.n = 0 par définition (A.4) du gradient tangentiel. Par conséquent, les
équations (12.7) et (12.54) peuvent étre combinées, pour obtenir :

(Dif)* = —ni(Dij f)* —n;Dij f = —nj(Dij f)* +npD;ibxn; D; f
et donc I'expression recherchée :
(Dif)* = Dif — DibDif + niD;04miD; f (12.55)

EXPRESSION DE (D;u;)*. La formule (12.55) précédente appliquée & f = u; et sommée
sur I'indice 7 donne, en composantes :

(Diui)* = Diﬁi — D0y Dypu; + nijHkniDjui (12.56)
et, en notation intrinseque :

(divsu)* = divsn — V50 : Vsu — n.(n.Veu) (12.57)

Annexe 12.4 — Expression symétrique de Ki(x,u;0, u)

Elle repose sur le fait que Ji(x,u; ) est également donné par ’équation (12.25) :

Ty (@, u; 0) = / fu(y) — u(@)

o0
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qui est celle obtenue avant intégration par parties. Appliquons alors la formule (12.10)
de dérivation lagrangienne & cette variante. Compte tenu de (12.6), (12.24), on a :

Ji(@,u:0) = /{m [u(y) — u(@)][[0:(y) — O:()]]n;(y)(G ;)" (=, y) dS,

[w(y) — (@) Dij0;(y)G ;(, y) dS,

Q
[u(y) — w(@)][xi(y) — xi(@)In; (y)G ij (2, y) S,

+
e}

[u(y) — u(@)](Di0:)" ()G j(,y)dS,

[uy) — u(@)][[0:(y) — 0i(x)]]n; (y)(G,;)" (z,y) dS,

_|_

|
@\@\%\@\@\

2

+ [ [u(y) — u(@)][[0:(y) — 0:(@)][(G ;)" (@, y) Djrpx(y) dSy

Q
- /8 [u(y) ~ u(@))Du(w) (G5 (@ 9)Dupsly) + C.) (@.w)} dS,

D’autre part, d’apres (12.54) :
(D;j0;)" = Dijxi + Dj0xDiifli + Di0xDj1,0;

ce qui conduit, apres réarrangement des termes, au résultat :

\%

Jl(waU;H) = Jl(w7u;X) +J1(w7/lvl'70) —I—Kl(ac,u;O,u)

Ka(e,ui0.) = [ fuly) = @i, (0)(G.)" (@.9)d5,
+ [ uw) = u@)(G.) . 9) Dy (0) 4,
+ [ uw) = u@)(G)" (@)Dt (w) a5,
- [ )~ u(@)C w9, w) 05,
et

dj = n; (Dj0; Dypur + Djpui Dby — D Dib — D0k Dipus)
+n; (DkoiDi,uk - Dieka,Uk)

qui met en évidence le caractere symétrique de K; par rapport a (0, ). L’expression
(12.38) de K, plus compacte, est toutefois préférable pour les applications.
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Partie IV

Aspects complémentaires en
meécanique des solides






13

Equations intégrales pour les solides
élastiques fissurés

Les méthodes d’équations intégrales de frontiére sont d’'un emploi assez fréquent en
mécanique de la rupture. Outre 'avantage du gain d’une dimension d’espace par rap-
port aux méthodes d’éléments finis, une meilleure précision est obtenue dans 1’évalua-
tion des grandeurs locales (par exemple, les facteurs d’intensité de contraintes) au voisi-
nage du front de fissure. Enfin, pour la simulation numérique de trajets d’extension de
fissures dans des situations tridimensionnelles, il est beaucoup plus facile de réactualiser
le maillage en éléments de frontiere d’une surface que le maillage en éléments finis d’un
volume, le probleme du remaillage étant généralement compliqué par la nécessité de
transporter un raffinement de maillage au voisinage du front de fissure.

13.1 Inapplicabilité des équations intégrales en
déplacements

On considere un solide élastique €2 de frontiere extérieure S et contenant une fissure
I'. Les deux levres I't, I'~ de la fissure sont geométriquement identiques et munies de
normales unitaires nt, n~ opposées et choisies de sorte que n~ soit orientée de S~
vers ST (ce choix d’orientation respecte notre convention habituelle suivant laquelle la
normale est dirigée vers lextérieur du milieu matériel) ; la surface I' = Tt = T'~ est
supposée deux fois continiment différentiable par morceaux.

Considérons pour fixer les idées des efforts imposés sur toute la frontiere extérieure :
St = S. Le déplacement u(x) régnant dans le solide fissuré, en un point d’observation
x intérieur a ), s’écrit :

uk(w)=/S{ui(y)Tf(wyy)—tf’(y)Uf(wyy)} d5y+/r¢i(y)Tf(w,y)d5y (13.1)

(d(y) = uT(y) — u(y) : saut de déplacement & travers la fissure). Cette expression
est obtenue en prenant la représentation (4.20) pour un solide borné contenant une
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Figure 13.1: Solide élastique fissuré.

cavité infiniment mince limitée par les surfaces I'F ; le vecteur contrainte de Kelvin T}
fait implicitement référence a la normale n = n~ extérieure a Q sur I'".

Considérons alors le déplacement @ créé en l’absence de fissure par 'application des
efforts t” sur St ; il est donné dans Q par la représentation intégrale :

auwzlgmwnﬂam—ﬁwWﬂ%w}%@ (13.2)

De plus, @(y) est continu & la traversée de la surface I'. L’équation (13.2) est main-
tenant retranchée de (13.1), pour obtenir :

NM@=AAMwﬁ@w+A@@ﬂ@mN% (13.3)

ou Au = u — u est la perturbation du déplacement induite par la présence de la fis-
sure, pour un chargement extérieur ¢t invariable. La formule ci-dessus est une équation
linéaire homogene sur Awu, et admet donc une infinité de solutions Aw. Par contre-
coup, I’équation (13.1) admet une infinité de solutions w = @ + Awu et n’est donc pas
exploitable. Cet argument s’étend sans peine a des conditions aux limites quelconques
sur S.

Il existe ainsi deux types distincts de formulations intégrales pour des solides élasti-
ques fissurés. Le premier (méthode de sous-structuration) consiste & décomposer 2
en deux sous-domaines fictifs, la frontiere de séparation incluant la fissure, et per-
met d’utiliser les équations intégrales en déplacement mais conduit a résoudre deux
problemes élastiques couplés, dans 'esprit de la technique présentée en section 3.7. Le
second (méthode des discontinuités de déplacement) évite ce couplage mais nécessite
I'utilisation d’équations intégrales en traction similaires a celles présentées au chapitre
5L

11 faut préciser que, pour quelques situations géométriques particulieres (par exem-
ple pour le plan infini avec une fissure droite, cf. Snyder et Cruse [14]), des solutions
élémentaires spéciales incorporant ’existence d’une fissure libre de contraintes sont
connues, ’alternative précédente devenant alors sans objet.

1La discussion objet de cette section reprend en fait, en I’étendant & un domaine © borné, la
remarque avancée au début du chapitre 5 qui motivait I’examen d’équations intégrales en traction.
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Figure 13.2: Solide élastique fissuré €): approche multirégion.

13.2 Méthode de sous-structuration

Elle consiste a décomposer le domaine élastique fissuré 2 en deux sous-domaines
complémentaires QT et Q™ fictifs, la surface de séparation étant construite en pro-
longeant la fissure I' par une surface I' (figure 13.2). Le probleme du solide fissuré est
alors transformé en deux problemes élastiques couplés sans fissure, avec les conditions
aux limites et de continuité :

u = u” sur SF
t = t° sur S% pour chaque sous-domaine Q+
t = 0 surl® (13.4)
+ = - .
{ 1z+ _ :’, sur I' continuité entre Q7 et O~

Chaque sous-probleme peut alors étre formulé au moyen de I’équation intégrale
(4.31). Cette approche présente avantage de pouvoir traiter les solides fissurés a
I’aide de I’équation intégrale en déplacements usuelle, qui est la plus simple & mettre
en ceuvre. Par contre, elle oblige a résoudre deux problemes couplés et introduit une
nouvelle surface T, et donc des inconnues supplémentaires.

Fissure dans un plan de symétrie. Pour le cas particulier utile ou il existe un
plan de symétrie IT contenant la fissure I' (qui doit donc notamment étre plane) et ol
le chargement externe t” est symétrique par rapport au plan I, on ne résout que le
sous-probleme sur QF (ou Q7), et la condition de continuité (13.4)s est remplacée par :

utn = 0
{ - (tran = 0 sur (IINQ) -T (13.5)
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Cette technique reste applicable en cas de chargement externe non symétrique, en
utilisant la méthode de décomposition en sous-problemes exposée au chapitre 11 ; les
conditions (13.5) & écrire sur le plan de symétrie doivent alors étre modifiées.

13.3 Méthode des discontinuités de déplacement pour
un solide non borné

Afin de présenter les caractéristiques essentielles de la méthode des discontinuités de
déplacement sur un probleme-modele, le domaine élastique ) est dans cette section
supposé infini, sa frontiere étant donc réduite a la fissure I'. L’équilibre élastique de
Q) créé par des efforts de contact donnés T appliqués sur les faces I'F est considéré.
Cette condition aux limites, peu physique en soi, résulte souvent d’une application
du principe de superposition & un probleme d’équilibre élastique avec fissure libre de
contraintes et chargement donné & l’infini ou encore, plus généralement, au calcul de la
perturbation induite par la présence d’une fissure d’un état d’équilibre connu du massif
non fissuré.

On reprend 'idée de la décomposition de Q en deux sous-domaines fictifs QF, la
surface auxiliaire I' étant maintenant choisie de maniére & prolonger I' en une surface
fermée C? qui réalise une partition de I'espace infini R?® en un domaine borné €~
intérieur A TUT et son complémentaire non borné Ot = R?—Q~, de normales unitaires
respectives n* opposées. Un probleme élastique intérieur (posé sur 27) et un probleme
élastique extérieur (posé sur QF) sont simultanément considérés. Notant u®,o® les
déplacements et contraintes élastiques sur QF, le probleme de la fissure chargée et en
milieu infini correspond aux conditions suivantes sur TUT (efforts exercés sur les faces
I'* et continuité du déplacement et du vecteur contrainte & travers f‘) :

{ (em)t =TT (sur I't) { ut =u"

sur T 13.6
(om)" =T (surT'7) ( ) (13.6)

(e.n)t =—(o.n)”

On peut alors appliquer & chaque sous-domaine Q% pris séparément la formule de re-
présentation intégrale régularisée (5.34) du tenseur des contraintes o* () en équilibre
élastique, pour un point d’observation x situé sur I :

1
375@) = e [ D (w) - Digu @] Syl 9) s,

- [ @) - @)= @ as,

+ Cije Al (2, T UT) DG u () — £ (2) AL (2, T UT)

dans laquelle la notation DE% précise celle des normales nt qui est employée dans
Popérateur Dy, ; toutes les intégrales sont convergentes. Les termes A’;b(w, -) sont
donnés par ’équation (5.51).

Compte tenu de I'opposition des deux normales n® et du fait que les A’;q(a}, ru f‘)
ne font pas intervenir la normale, I’addition membre & membre de la formule ci-dessus



13.3. Méthode des discontinuités de déplacement pour un solide non borné 255

— .
s >
/ N
/ \
/ + \
i @
! '\
| i
\ i
\ i
\ J
\ /
\. 2
. —~
S _

Figure 13.3: Fissure dans un massif élastique infini et domaines auxiliaires Q*, Q™ :
notations géométriques.

prise pour Q= puis QT donne :

1
5[‘7:; +o;l(®) = —Cije /mf [Deva(y) — Denpa ()] Sty (, y) dS,,

_A ~[Sk(y) —Sk(w)]zf'j(a?ay) dSy

url

— CijueALy (2, T UT) Dy () — Si(z) AL (2, T UT)

oll on a posé ¢; = uf — u; (saut de déplacement & travers I' U T)et S =t +t;

i
(saut de vecteur contrainte a travers I' UT'), tandis que Dy fait référence a la normale
n =mn~. La prise en compte des conditions (13.6) dans I’équation ci-dessus permet,
en séparant les intégrales sur I' et I' et en remarquant que :

Ay (@, TUT) = Ag,(2,T) + Ay (2,T)

d’établir la formule :

3105+ 051@) = ~Cue [ [Daou(y) - Dudul@] Sh(e.9) s,

_ /F [Sk(y) — Sk(@)]Sh (2, ) dS,

— Cijre ARy (2, T) Dy () — Si() A (2,T)

Le produit contracté par la normale n™ () donne alors, puisque :

1 _ 1
Slots + o5 )(@)n (@) = T (@) - 5 5i(w)

I’équation intégrale en traction :
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T () = =0 (@)Cute Ay .1 D () ~ @) (A D)) — 500 )
—nF@)Cne [ [Dnduw) = Davt(e)] Ehy(ar ) 5,

¥ (a) / [Sk(y) — Sk(@)|=k (. ) S, (13.7)
T

qui relie les efforts donnés TijE exercés sur les levres de la fissure au saut de déplacement
inconnu ¢. Une fois ¢ calculé, le déplacement aux points extérieurs est explicitement
donné par la formule de représentation intégrale :

up(x) =/F{¢i(y)T¢k(93,y)+Si(y)U¢k(way)} dsy

qui permet le calcul de ’ensemble des variables élastiques (déformations, contraintes)
en tout point d’observation intérieur au massif infini.

Dans le cas d’un chargement symétrique (T7Jr +T; =0, soit S; = 0), ’équation
intégrale (13.7) se réduit a :

T (@) = —Ciyunt(@) {A’;bm G)Dubu + [ [Duou(u) ~ D) Sl dsy}

(13.8)
On remarque d’autre part que lobtention de (13.7) revient a chercher I'expression
du tenseur des contraintes au point & € I' associé a un potentiel élastique de double
couche, la densité ¢ ayant ici une interprétation physique évidente. On pouvait donc
obtenir I’équation (13.7) & partir de I’équation (5.38).
Il est important de noter que la continuité du déplacement sur le domaine fissuré
implique la nullité du saut de déplacement ¢ sur le front de fissure OI'.

EXTENSION A L’ELASTODYNAMIQUE. La démarche de la section précédente peut aussi
étre appliquée aux équations intégrales régularisées de 1’élastodynamique (chapitres 7,
8). Nous donnons directement les résultats pour un massif infini et un chargement
symétrique (S; = 0), laissant au lecteur le soin de formuler les autres cas.

Elastodynamique transitoire. Les efforts T." (z,t) = =T, (z,t) appliqués sur les
levres I'* sont reliés au saut de déplacement ¢, (y,t) par 1’équation intégrale régula-
risée :

T (@,1) = = Cigunit (@) { Duvta (@, 1) Al (@.1)

(2

+/F [Sholz,t, Yyl Devda(y, )] — Deda(, )35, (2, y)] dS,

w0 [ Ubte bty Do) dsy} (13.9)
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Elastodynamique stationnaire. Les efforts T, () = —T, (x) appliqués sur les le-
vres I'Ft sont reliés au saut de déplacement ¢, (y) par I'équation intégrale régularisée :
T (@) = — Cyrani (@) { Dva(@) ALy (,T)

(2

+/1" [Débﬁéa(y)ztlib(way;w) - D€b¢a(w)25b(w7y)] dS?/

- [ Uk )outney dsy} (13.10)

CAS PARTICULIER DES FISSURES PLANES. La fissure I' est supposée située dans le
plan (eje2). Pour deux points x,y de I', on a alors :

n(z) =n(y) =e3 r3=r,=0 Do f =6e3fp — dv3fe (13.11)

L’équation intégrale (13.8) statique s’écrit, compte tenu des relations (13.11) :
7#(@) = Ciia { [ 1000(9) ~ 0@ B (2.) 48, + 000 (@) Al 0.1}

+ Ciske { [ 0.a(9) — (@] Bl )45, + @)y 2 r)}

l'indice « prenant les valeurs 1,2 ; le tenseur de Hooke isotrope étant donné par (1.17).

Fissure en ouverture normale (i = 3). Il s’agit donc d’un chargement en mode
I, dans la terminologie de la Mécanique de la rupture. Dans ce cas, on a Csgps =
(A +2u)dks et Cs3ka = Adka, ce qui donne :

T (@) = £\ + 20 { [ u0) = 00 (@)] 2 10) 45, + @) AL r)}

5\ { [ Bna®) = Gua@)] S (210) 45, + dn(2) 4352, r)}

D’autre part, d’apres expression (4.9) de la solution de Kelvin, on a :

1-2v r,
Soalmy) = -i(zy) = —mr—z a3
1—2v
A% (z,T) = —A%(xT) = ——— 3l (x,T
a3(w7 ) a3(m7 ) 87'('(].—1/)53 (w )

On obtient finalement I’équation intégrale reliant +£735 au saut de déplacement normal
¢3 a travers I :

ds,

1#(0) = %t | [ 200~ 000(@) a5 4 dra(@)La(@D) | (1312)

compte tenu de :
1

Atr=1"5;
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Efforts de contact tangentiels (i = 1,2). Dans ce cas, on a Cgars = pdgg et
Cp3ka = 10a30k3, ce qui donne :

T (2) = £p { [ Bua®) = 00 @)] S .) 05, + @) 42 r)}

Fu { [ ut0) = 0] (. ) 45, + 6@ A%y o r)}

D’autre part, d’apres I’expression (4.9) de la solution de Kelvin, on a :

. 1-2v r
»3 ="
3a(a:,y) 87T(1 _ V) 7,2
1
Sha(x,y) = —m {3rararg + (1= 20)(0apr,a + 0apT.a — daal,p)}

En particulier, (13.11) implique que Ega(w,y) = 0 pour x,y € I'. Les formules
précédentes entrainent :

1-2v
A3, (2,T) = S e@D
1
B - -
Aya(w7y) 87'('(1 _ V) {BJaﬁ’Y(w’ F)

(1= 2[5yl (@.T) + b (.T) — byl (. T))}

On obtient, tous calculs faits, ’équation intégrale reliant 73 aux composantes tan-
gentielles ¢, du saut de déplacement a travers I :

Tai(sc) = HF% {%n(w),]am(w, I+ /57”7(17”757“77[¢a7,y(y) _ ¢M(m)]dr_§/}
+ % /s {r 8lda,a(Y) — ba.a(@®)] = T.a[08,0(Y) — d5.a(x)]} dTSU
F % [fa.0(®)I5(2,T) — dg.0(x) (2, T)] (13.13)

Dans les équations intégrales (13.12), (13.13), les intégrales auxiliaires I, (z,I") et
Jap~y(x,T') se réduisent, pour une surface I' plane, & des intégrales de contour (an-
nexe 5.1) :

Io(z,T) = —/ L (13.14)
a8 r
d
8 Tu (@, T) = Sup Ly (,T) + 8, I (@, T) — /6 ) ot 50 (13.15)

Commentaires. Les équations intégrales (13.12), (13.13) sont les versions régulari-
sées des équations intégrales en valeur principale proposées par Weaver [18] et Bui
[2]. On voit que les champs d’ouverture normale ¢3 et tangentielle ¢; o de fissure sont
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découplés, gouvernés respectivement par les équations (13.12) et (13.13), qui régissent
donc respectivement les modes I et IT-1I1.

L’hypothese d’une surface plane simplifie grandement la régularisation dans la
mesure ol les intégrales auxiliaires I, Jog, se réduisent & des intégrales de contour
(comparer avec les expressions (5.31), (5.32) de 'annexe 5.1 pour le cas général).

Cas élastodynamique stationnaire. Pour le mode d’ouverture normale, I’équation
intégrale en traction s’écrit tous calculs faits :

D — E o
—2v 1—2v +1—V " r2

1—v v 1 ds
1(@) =+ [ onato) |5 y
1

T i) { /S [03.0(y) = 03.0()] r,adr—fy + ¢3.0(z) Loz, r)}

Mok [ oalu)la -+ e 2

2120 (13.16)

:F

Les quantités A, D, E sont données par (8.35), et la quantité :

1—v v 1
1—2v _1—2VE+1—V

est réguliere et doit étre exprimée a I’aide des développements (8.36) pour le calcul des
intégrales élémentaires singulieres.

13.4 Meéthode des discontinuités de déplacement pour
un solide borné

Le solide §2 est maintenant supposé borné : il est donc délimité par la fissure I' d’une
part, par une frontiere externe S d’autre part. Par rapport a ce qui précede, il faut
donc incorporer la prise en compte de la frontiere externe dans la formulation intégrale.
L’idée générale est d’associer I’équation intégrale en traction pour les points de collo-
cation situés sur I' et ’équation intégrale en déplacement pour les points de collocation
situés sur S.

Pour ce faire, on reprend I'idée de compléter I' par une surface auxiliaire I, qui doit
maintenant étre prise intérieure & €2, de sorte que = Q= U QT le sous-domaine 2~
étant limité par T et T (figure 13.4).

EQUATION INTEGRALE EN DEPLACEMENTS. On écrit alors la formule de représenta-
tion du déplacement (4.20) pour le domaine 2~ (9~ = T'UT) et un point de collocation
x € S, donc extérieur & Q~ :

0= p {u; ()TF (=, y) — t; (y)UF(@,y)} dS,
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Figure 13.4: Fissure dans un solide élastique borné Q et domaines auxiliaires Q+, Q™ :
notations géométriques.

ainsi que I'équation intégrale en déplacements (4.31) pour le domaine Q7T (de frontiere
o0t =SUT UT) et le méme point de collocation & € S :

= | AufT(x.y)—tf () Uf(x,y)} dS,
+ [ {luf (y) — uf @) T (z,y) — ] (y)Uf (x,y)} dS,

S

L’addition de ces deux relations conduit a :

0= / {[us() — (@) T (2. 9) — t:(0)UF (@, )} dS,
S

—/F{¢7:(y)Ti’“(w7y)+S§r(y)Uf(a:,y)} ds, (13.17)

EQUATION INTEGRALE EN TRACTIONS. On peut procéder comme ci-dessus, a partir
de la représentation intégrale (13.7) du tenseur des contraintes, pour obtenir une équa-
tion intégrale en tractions en x € S, dans le cas du solide borné fissuré. Le résultat,
qui vaut pour tout € I, est le suivant :

T (2)
= 1 @)Cne { Ay (. T)Dutul@) + [ 1Dtaly) ~ Dust(w)] S 9) 5, |
~ @) {05 + [ (i) — Sile) B w0 a5, |
@) [ LD w.) ~ ()= (2.9)} 45, (13.18)

FORMULATION INTEGRALE DU PROBLEME ELASTIQUE. Un probléme élastostatique
pour un solide fissuré peut ainsi étre formulé par des équations intégrales couplées :
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e Equations intégrales en déplacements (13.17) aux points de collocation & € S

e Equations intégrales en tractions (13.18) aux points de collocation € T

L’équation intégrale en déplacements, comme on le voit ici encore, est insensible a
I’ajout de tractions symétriques sur I' et ne devait donc pas étre utilisée aux points
de collocation & € T situés sur la fissure. Il était donc nécessaire d’écrire I’équation
intégrale en tractions (13.18) pour les points de collocation situés sur la fissure.

L’utilisation de ’équation intégrale en tractions aux points @ € S, qui est licite, est
évitée en raison de la plus grande lourdeur de sa discrétisation.

13.5 Evaluation des facteurs d’intensité de
contraintes en front de fissure

La discrétisation reprend les notions exposées aux chapitres 3 et 5. La surface I de
la fissure supporte I'inconnue saut de déplacement ¢. Les restrictions quant au choix
des points de collocation ou des types d’interpolation concernant 1’équation intégrale
en traction (chapitre 5), s’appliquent pour la discrétisation de la fissure et du saut de
déplacement. D’autre part, cette derniere doit étre construite de telle sorte que ¢ = 0
sur le front de fissure 0T ; en particulier toutes les valeurs nodales aux nceuds situés
sur le front sont nulles.

Il est, d’autre part, bien connu (Bui [3]) que les champs de déformation et de
contraintes élastiques sont singuliers au voisinage du front de fissure OI' : pour un
point y, de JT" auquel est attaché le triedre direct (7,n, ) de vecteurs unitaires (n :
normale a I', 7 : tangente & OI', v = 7 Amn : normale & OI" sortant de I" et située dans
le plan tangent & I" en y,), les expressions asymptotiques du déplacement en un point

Figure 13.5: Repérage d'un point au voisinage du front de fissure OT".
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Yy =y, + d(cosav + sin an) situé & une petite distance d du front sont :

_Jd [Kr o Kp;
Uy =\ 5 { o cos 5 (k —cosa) + o sin — (k + cosa + 2)} + 0(d)
d [Ki, @ Kir .«
n — — — _ < _ AL e . 9 131
u 5 { 2 3 (k — cosa) 2 Sy (k + cosa )} +0(d) (13.19)
2K [ d .«
Ur = 1 oy S g + 0(d)

avec k = 3 — 4v. Les déformations et les contraintes calculées a partir des formules
ci-dessus sont donc singulieres comme d~/2. Les facteurs d’intensité de contraintes
K, K1, Krrr dépendent de la géométrie du solide et des sollicitations ; ils sont par
ailleurs fonction du point sur le front de fissure. On considere dans certaines applica-
tions que la fissure se propage si ces facteurs atteignent des ténacités Ky, ... valeurs-
seuil caractéristiques du matériau constitutif. D’autre part, la formulation de criteres
de fatigue (progression de fissures sous un grand nombre de cycles) fait également
intervenir les valeurs des facteurs d’intensité de contraintes.

L’évaluation de K, K7, Krr7 en tout point du front revét donc souvent une grande
importance pratique. Dans le contexte des éléments de frontiére, ils sont en général
évalués par extrapolation cinématique : les formules (13.19) prises pour & = +7 donnent
les déplacements u® sur les levres supérieure I't et inférieure I'™ de I' au voisinage de
JT, et on obtient :

41 -v) | d
On = KIT o +O(d)
by = Ky A=) % +0(d) (13.20)
4 /d
Or = KIII; o + O(d)

Les facteurs d’intensité de contraintes peuvent ainsi étre évalués a partir du saut de
déplacement a travers I' par :

K, = i ,/ .
! 13641—1/ ¢

I
K= lim —P
u 13641—1/

K[[[— hm “ (bT

Une premiere méthode, la plus simple, consiste & appliquer les formules ci-dessus sur
les éléments adjacents au front, pour les nceuds les plus proches ; avec les notations de
la figure 13.6, on évalue ainsi K; aux noeuds 1,2,3 par :

K781 o M 6,9,2
I 4(1 — l/) d6 9, 2¢

2
v (13.21)
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Figure 13.6: Elément a 9 noceuds avec nceuds 2,6,9 “au quart”.

Cette technique ne donne toutefois pas toujours de trés bons résultats, car les
interpolations usuelles de ¢ reproduisent mal la variation en v/d au voisinage de OT.

Une amélioration consiste a utiliser des éléments avec neuds au quart. Par exemple,
considérons pour fixer les idées un élément plan a 9 noeuds, adjacent au front de fissure
OT, et supposons les nceuds y', y?, y> alignés sur une droite perpendiculaire & OI" et
répartis de telle sorte que :

v —yl=—av v —yl = —dav (13.22)

Par construction, le nceud y? est donc situé au quart de la longueur, égale & 4a, du
segment [y!,y3]. Avec ce type d’élément, l'interpolation le long de ce segment est
quadratique et un point y € [y!, y?] est paramétré par :

y = Ni(&)y' + Nao(&1)y® + Ns(&1)y®

et avec les fonctions d’interpolation (B.1). Compte tenu de la disposition (13.22) des
neceuds, on obtient :

y—y'=—-(1+&%av

et la distance d = |y - y1| vaut :
d=a(l+¢&)? (13.23)

D’autre part, I'interpolation d'une composante ¢ de l'ouverture de fissure (¢! = 0
puisque ¢ est nul sur le front) s’écrit :

Bly) = Nal€)¢* + No(€)6° = (1 + 01" + (56° — 97)]

Eliminant &; entre 1’équation précédente et (13.23), on trouve :

o(y) = \/g [2(;52 - %qﬁ“ + \/g (%qﬁ - ¢2)] (13.24)
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Cet artifice permet ainsi, en utilisant des fonctions d’interpolation usuelles, de repré-
senter la variation en d'/? de ¢ au voisinage de OT. Le facteur d’intensité de contraintes
K7, par exemple, est ainsi évalué au moyen de la formule :

K= ﬁ\/ﬁa (26 — ¢°) (13.25)
a partir des valeurs nodales de ¢,, aux nceuds 2 et 3, et de méme pour Ky, Kryy.

En cas d’utilisation de la méthode de sous-structuration, la représentation du ca-
ractere singulier en d_; /o du vecteur-contrainte sur I etle long du front OI" nécessite
une technique similaire ; il est alors possible d’évaluer les facteurs d’intensité de con-
traintes par extrapolation statique.

13.6 Exemples numériques

FISSURE INTERNE EN ELASTOSTATIQUE (MI ET ALIABADI [9]). Une fissure elliptique
inclinée est située dans un barreau élastique isotrope en traction uniforme (figure 13.7).
La solution exacte, en termes de facteurs d’intensité de contraintes, est connue (Tada,
Paris et Irwin [15]). Le probleme, utilisé comme exemple de validation, est résolu
numériquement (Mi et Aliabadi [9]) & 'aide d’une combinaison d’équations intégrales
en déplacement (de type (4.32)) et en traction (de type (5.34)) mais non régularisées.
Les auteurs ont utilisé deux maillages My et Ma, de 66 et 154 éléments (carrés a 8
nceuds) au total (comprenant respectivement 20 et 64 éléments sur la fissure, figure
13.7). La figure 13.8 reproduit les résultats obtenus, par la méthode de I'extrapolation
des déplacements, pour les facteurs d’intensité de contraintes Ky, K7, Krrr et pour les
deux maillages. L’écart avec la solution analytique est de 6% (maillage M7) ou 2%
(maillage Ms).

FISSURE DEBOUCHANTE EN ELASTOSTATIQUE (LE VAN [8]). L’exemple d’un bar-
reau cylindrique (rayon R) entaillé par une fissure semi-elliptique (demi-axes a,b) est

~ 270
4 G
7/
My
VI
0z 607

Figure 13.7: Fissure inclinée elliptique dans un barreau cylindrique (d'apres [9]) : a
droite : maillage de la fissure.
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Figure 13.8: Fissure inclinée elliptique dans un barreau cylindrique : facteurs d’inten-
sité de contraintes, maillage M; (gauche), maillage M (droite) (d'apres

[90)-

considéré (figure 13.9). Les levres de la fissure sont chargées par une pression (uni-
forme ou linéaire) ou bien par un cisaillement. Cela permet de simuler respectivement
lextension, la flexion (dans le plan perpendiculaire a la fissure) et la torsion de la barre.

Un maillage par éléments quadratiques & 4 nceuds, comprenant notamment 58
éléments pour la fissure, est utilisé. Les résultats numériques obtenus pour le cas
b/a = 5/7, b/R = 0.4 sont reproduits en figure 13.10 (représentations graphiques).
Pour le chargement en pression, le facteur d’intensité K; au point le plus profond de
la fissure (y; = b — R,y2 = 0) a pu étre comparé avec des résultats de la littérature
concernant des situations géométriquement voisines ; 'accord s’est révélé satisfaisant
(quelques % d’écart relatif).

SIMULATION NUMERIQUE D’UNE PROPAGATION DE FISSURE (KOLLER ET COLL. [6]).
Dans cet exemple, une fissure droite C' de longueur initiale £y, située sur 'axe ey,

1Y,
/_Ji\
u
| n
—
S i
v

Figure 13.9: Barreau cylindrique entaillé (d'aprés [8]).
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Figure 13.10: Déformée de la barre (en haut) et ouverture des l&vres (pression linéaire,
torsion) (d'apres [8]).

est chargée par un cisaillement antiplan (mode IIT) T*(y) = +7H(t)es, 7 étant une
constante et H(t) la fonction échelon. La propagation de l'extrémité droite de C' est
régie par le critere Ky = K¥;;, égalité du facteur d’intensité de contraintes dynamique
en mode II1 et de la ténacité du matériau élastique ; 'extrémité gauche est supposée
fixe. Seule la propagation de I'extrémité droite de C est considérée, et on note £(t) la
longueur de C a l'instant ¢ (£(0) = ¢).

La fissure est discrétisée en J éléments d’égale longueur Az, et l'intervalle d’étude
t € [0,7T] est découpé en I pas de temps égaux At. Une discrétisation linéaire par
morceaux en espace et en temps est adoptée pour Uinconnue ¢(y,t). La colloca-
tion de I’équation intégrale est faite aux milieux d’éléments et aux instants ¢t = iAt,
i=1,2,...1. Le ratio cAt/Ax est choisi égal & 1/2, de maniere & calculer analytique-
ment la plupart des intégrales élémentaires permettant la construction de I’équation
de convolution discrete. Le systeme d’équations linéaires qui doit étre résolu a chaque
pas de temps a ainsi J — 1 inconnues et J équations, et est donc traité au sens des
moindres carrés (bibliotheque de programmes LINPACK [4]).

La propagation est simulée par ajout d’un nouvel élément si le critere de propagation
est vérifié, de sorte que I augmente au long de l'intégration en temps. Les résultats
numériques obtenus pour la propagation de lextrémité droite (figure 13.11) sont en
accord excellent avec la solution exacte. Ils sont également meilleurs que ceux obtenus
antérieurement par Virieux et Madariaga [17] par différences finies, en particulier pour
ce qui est de la phase d’accélération initiale.
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Figure 13.11: Position £(t) de la pointe de la fissure au cours du temps : résultats
numériques de [6] (équations intégrales), comparés avec ceux de [7] (an-
alytiques) et [17] (différences finies). Les résultats sont normalisés, avec

K'= Ki; /(mWrAz).

13.7 Formulations intégrales pour I’approche éner-
gétique de la rupture fragile

Considérons un solide  fissuré, I' désignant la (réunion des) fissures présentes. Il est
maintenant bien connu que beaucoup de problemes de Mécanique de la rupture peuvent
étre abordés par des méthodes énergétiques. En particulier, la dérivée premiere de
I’énergie potentielle a I’équilibre W par rapport & une extension du front de fissure oT°
définit le taux de restitution d’énergie G(s) (caractéristique de la dissipation d’énergie
par avancement de la fissure I', et relié a la singularité des contraintes dans le cas
élastique), par :

/ GO, ds+Wa8=0 VYOcO (13.26)
T

O désignant ’ensemble de toutes les vitesses de transformation 8 décrivant une exten-
sion du front de fissure. Ensuite, ’étude de I’extension réelle de la fissure (calcul de la
vitesse d’extension du front, étude de 'unicité de la solution en vitesse et de I'instabilité
éventuelle de cette extension) au moyen d’un critere du type Griffith g(G) < 0 nécessite
celle des variations de (G, donc le calcul des dérivées secondes de W.

PRINCIPE DES METHODES ENERGETIQUES EN MECANIQUE DE LA RUPTURE. Les pre-
mieres applications du point de vue énergétique ont consisté a calculer, au moyen de
modeles éléments finis, des valeurs numériques approchées de la dérivée premiere de
Iénergie potentielle & 1’équilibre W dans une extension de fissure (et donc du taux de
restitution d’énergie GG), obtenues par différences finies. C’est la méthode de I’extension
virtuelle de fissure, proposée par Hellen [5] et Parks [12] : pour un probléme bidimen-
sionnel, on suppose une extension (virtuelle) de la fissure Al et on calcule la variation
de I’énergie potentielle AW de la structure fissurée. La valeur de G peut alors étre
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obtenue par sa définition :
AW
Al
La méthode des différences finies peut engendrer des erreurs numériques non controlées

suivant le choix de I'accroissement virtuel de fissure Al, en raison des difficultés déja
mentionnées liées a 'opération de dérivation numérique.

G~—

LA “METHODE 6”. Rappelons briévement le principe de la “méthode 6”. L’énergie
potentielle & I’équilibre W, donnée (en élasticité linéaire et en l'absence d’efforts de
volume) par :

W= 1/ o(u): Vu dV—/ t°udS
2 Ja Sr
(u étant le déplacement solution du probleme d’équilibre élastique avec données aux
limites u” = 0,t”) est dérivée dans une transformation de domaine, pour obtenir,
aprés prise en compte de 1’équation d’équilibre élastique sous forme variationnelle,
I’expression :

W= /Q {%a(u) . Vudivl — o(u) : (Vu.V@)} av (13.27)

On note que 'expression ci-dessus donne la dérivée de W en fonction de 6 et de 1’état
élastique actuel : conformément & la théorie et de la méme maniere que U'intégrale J,
la dérivée de 1'état élastique dans la transformation de domaine n’apparait pas. La
matérialisation de cette propriété dans (13.27) repose sur une utilisation astucieuse du
caractere symétrique de la formulation variationnelle de 1’équilibre élastique.
L’expression (13.27), reportée dans (13.26), se préte & une discrétisation par élé-
ments finis. La construction d’une base 61, . . . ¢ définissant un sous-espace de dimen-
sion finie NC de O et I’évaluation de W ci-dessus pour chaque 6, permet ainsi a partir
de (13.26) la construction d’un systeéme linéaire dont les inconnues sont les valeurs
nodales de G en NC nceuds du front OI'. Le calcul de la vitesse réelle d’extension au
moyen d’un critere de type Griffith peut ensuite étre développé, sous réserve d’établir

les expressions des dérivées de W, éq. (13.27), dans une variation du domaine ou du
chargement.

Précisons que (13.27) est obtenue par dérivation matérielle d’intégrales au moyen
des formules (12.8-12.10), de facon a faire apparaitre des dérivées de type lagrangien.
Ceci présente 'avantage sur une dérivation de type eulérien de ne pas conduire a des
singularités élastiques non intégrables le long de OI'. En contrepartie, la formule (13.27)
masque le fait, établi par ailleurs (Mialon [10], Pradeilles-Duval [13]) que la valeur prise

par W dépend uniquement de la trace normale 6, |sr de 8 le long de 0T et non de son
prolongement sur 2. On a en quelque sorte troqué la lisibilité du résultat contre sa
calculabilité effective.

LA “METHODE -INTEGRALE”. Elle consiste & traduire la “méthode 6” en termes de
formulations intégrales et d’éléments de frontiere. L’idée principale est d’utiliser la
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forme suivante de W, ne contenant que des intégrales de frontiere :

W= l/ uD.tdS—l/ u.t”dS (13.28)
2 /s 2 /s

u T

dont les conditions d’application sont restrictives : linéarité géométrique et de com-
portement, absence d’efforts de volume. La dérivée premiere de W dans une extension
virtuelle de fissure (vitesse 8 laissant fixe la frontiere extérieure) et en ’absence de va-
riation de chargement (données aux frontieres u” et t” invariables) est alors simplement
donnée par :
Wr.0 = 1/ tu”dsS — 1/ 2.4 ds (13.29)
’ 2 Js 2 /s

u T

L’évaluation de cette expression demande le calcul de la dérivée premiere (1*1,,1*5) des
variables élastiques portées par la frontiere pour € donné, qui est gouvernée sur chaque
sous-domaine QF par I'équation intégrale (12.28). Substituer & Wr.0 l'expression

(13.29) de W dans I’équation variationnelle (13.26) permet, apres discrétisation, le
calcul de G.

La mise en ccuvre numérique de la méthode #-intégrale (Bonnet et Xiao [1]) re-
pose alors sur la méthode de sous-structuration, qui permet 1'utilisation de I’équation
intégrale en déplacement (4.31) et sa dérivée dans une transformation de domaine?
(12.28). Elle nécessite notamment le développement de fonctions d’interpolation vecto-
rielles B¥(¢) permettant la définition d’un prolongement des vitesses normales d’exten-
sion (0.v, p.v) |or, de la forme :

NC
0(y) =) _B"(€)0
k=1

ou #; désigne la valeur de 6, au noeud k du front de fissure. Ces fonctions sont cons-
truites de sorte que leur support géométrique soit restreint aux couronnes d’éléments
de frontiere immédiatement adjacents au front, et d’autre part que l'interpolation ci-
dessus se réduise & une interpolation unidimensionnelle classique quand y € JI'.

EXEMPLE NUMERIQUE : FISSURE SEMI-ELLIPTIQUE DEBOUCHANTE. La fissure semi-
elliptique débouchante située sur le plan z = 0 dans un solide parallélépipédique (—L <
x <L, 0<y<t —H<z< H), soumis & une traction uniforme +pe, en z = +H, est
un probleéme classique en mécanique de la rupture (voir fig. 13.12 pour les notations
géométriques). En raison des symétries géométriques, seuls le quart > 0,z > 0 de
la frontiere extérieure du solide et la moitié x > 0 du plan de fissure ont été maillés.
Au total 136 éléments & 9 noeuds ont été utilisés pour les résultats reproduits ci-
apres ; le (demi-) front de fissure représente 6 cotés d’éléments, de sorte que G et la
vitesse d’extension virtuelle du front sont représentées par interpolation quadratique
de 13 valeurs nodales. Deux variantes de maillage (figure 13.12) sont utilisées, les
espacements angulaires entre deux nceuds du front étant respectivement uniformes

2Ici limitée & une extension de la fissure dans son plan tangent, la frontiere extérieure du solide
fissuré étant fixe.
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crack front—!

crack front

Figure 13.12: Fissure semi-elliptique débouchante : notations géométriques pour le
plan de fissure (en haut 3 droite), maillage par éléments de frontiére du
plan de fissure (a gauche : maillage M1, b = a ; en bas a droite, maillage
M2, b — 0.6a).

(A0 = 7/24, maillage M) ou non-uniformes (A = 7/32 (resp. w/16) for 6 € [0, 7/4]
(resp. 0 € [w/4,7/2]),, maillage My ; § = 0 correspond au point de débouchement du
front.

La figure 13.13 présente des comparaisons sur le facteur d’intensité de contraintes
adimensionnel K7 = K;/K§, ou :

1 /2
K{ = aps/ﬂ'a Q=E(k) = /0 V1 — k2sin?0do

et
L= (/e (b<a)
e={ 12l G

Les valeurs numériques de Kj ont été obtenues par la formule d’Irwin & partir des
valeurs de G calculées par méthode #-intégrale. FElles sont comparées a des valeurs
proposées par Newman et Raju [11] (provenant de simulations par éléments finis) et
par Tanaka et Itoh [16] (obtenues & 1’aide d’un élément spécial perfectionné qui permet
la représentation de la singularité usuelle en front de fissure mais aussi celle, différente
et fonction de v, au point de débouchement), ces derniéres donnant en principe la
meilleure référence pres du point de débouchement. La meilleure aptitude du maillage
M2, comparé a M1, a reproduire le pic secondaire prés du point de débouchement est
mise en évidence. De fagon générale, ces résultats présentent un accord satisfaisant avec
les résultats de [11], [16]. Les valeurs de K} obtenues par extrapolation de 'ouverture
normale de fissure sont également reportées ; elles présentent un accord moins satis-
faisant, bien que la discrétisation ait utilisé des éléments avec nceud au quart.
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14

Déformations ou contraintes initiales,
inclusions, problemes élastoplastiques

I I

Les problemes d’élastostatique avec déformations €' ou contraintes o' initiales se
présentent notamment en thermoélasticité (¢! = oTI, ot T est un champ d’écarts
de température et « le coefficient de dilatation thermique, pour un matériau isotrope)
ou en micromécanique (cas de matrices élastiques contenant des inclusions, siege de
déformations plastiques résiduelles, ou des inhomogénéités). D’autre part, la résolution
numérique de problemes d’élastoplasticité nécessite des méthodes incrémentales-itérati-
ves qui utilisent des calculs élastiques avec déformations ou contraintes “initiales”.

14.1 Problemes élastostatiques avec déformations ou
contraintes initiales

DEFORMATIONS ET CONTRAINTES INITIALES. La déformation totale € du solide élas-

tique ) peut étre décomposée en déformations initiale e’ et élastique €, ot1 €” prend

la valeur élastiquement associée & la contrainte o régnant dans ) :

e=¢el 4+ ¢l avec o=C:e"

Un autre point de vue consiste a décomposer le tenseur des contraintes o en contraintes
“initiales” o’ et élastiques o, telles que :

oc=ocf ol avec oP=C:e
Avec ces définitions, on a 0! = C' : €, mais par contre ¥ # C : €F en général.
EQUATIONS LOCALES ET CONDITIONS AUX LIMITES. Un chargement (forces de volu-
me pF, efforts de contact t” sur S, déplacement imposé u” sur S,,) est par ailleurs

appliqué au solide €. L’équation d’équilibre et les conditions aux limites en efforts
revétent 'une des deux formes suivantes, selon le point de vue adopté (déformations
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ou contraintes initiales) :
dive =div(C : e!) — pF ou dive = div(e!) - pF
T"(u) =t°+ (C : ) ou T"(u)=t"+ (o!)n

EQUATION INTEGRALE EN DEPLACEMENT. Dans tout le chapitre, on ne considere
pour simplifier que 'emploi de la solution de Kelvin, de loin la plus fréquemment
utilisée en pratique. L’équation intégrale en déplacements (4.31) est applicable au
probleme élastique avec déformations ou contraintes initiales, les forces de volume au
second membre étant égales & pF — div (C : ) ou pF — div (o). En déformations
initiales, cela donne :

"{uk { ul - ul )]Tzk (:13, y) - fi (y)Uzk (:B, y)} dSy

- / [PFi(y) — Ciiapely ;@)U () AV, (14.1)

ot & =0 (2 borné) ou & = 1 (R3 — Q borné) ; la notation f(y) est un raccourci pour
T"(u)(y) = f = (6 + C : €').n, qui est donc distinct du vecteur contrainte t = o.n.
On peut alors intégrer par parties I'intégrale de volume contenant e, pour obtenir :

/Q Cijave ;WU (z,y) dV,,
= /{m Cijabgéb(y)nj(y)Uik(way) dS, — /ngj (y)2§j(w7y) dvy

(la derniere intégrale de volume étant convergente puisque ij (z,y) ~ |y — x| ) et
incorporer ce résultat dans (14.1). Puisque :

t=T"(u)— (C:e)m=f—(C:e")n

on obtient une équation intégrale reliant w et t = o.n sur la frontiere de Q) :

Fug(x / {lwi(y) — ui(= NTE(x,y) — ti(y)UF (x ,y)} ds,

~ [ PRV ey + @) @ y)] 1, (14.2)
Q
De méme, le déplacement en un point intérieur & € Q, & ¢ 9Q admet la représentation :

+ /Q (PE()UF (,y) + e (y) 25, (2, )] 4V, (14.3)

Supposant la distribution de déformations initiales e’ connue, la résolution numérique
de I’équation intégrale (14.2) repose sur les notions développées au chapitre 3, et notam-
ment les méthodes analytique (transformation en intégrales de frontiére) ou numérique
(utilisation de “cellules d’intégration”) pour I'évaluation des intégrales de domaine
connues (section 3.6).
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REPRESENTATION DES DEFORMATIONS OU DES CONTRAINTES AUX POINTS INTE-
RIEURS. Il est souvent important de pouvoir évaluer les déformations ou contraintes,
issues de la représentation (14.3), aux points intérieurs au domaine ; en particulier cette
étape est cruciale pour la résolution de problemes d’élastoplasticité. Ceci nécessite
la dérivation par rapport aux coordonnées du point intérieur & de la représentation
intégrale (14.3). A ce stade surgit une difficulté technique : la dérivation de (14.3) par
rapport a xy nécessite en particulier le calcul de :

0

Ie(x) = o

/Q e ()5 (2, y) AV,

Or, les dérivées E%Z(m, y) présentent une singularité en |y — w|_3, qui n’est pas intégra-
ble sur 2, et on ne peut donc pas calculer I, (x) par simple dérivation sous le signe
intégral. Cette difficulté, qui ne se manifeste qu’en présence de déformations (ou
contraintes) initiales, est sérieuse ; ce probleme était incorrectement traité dans la
littérature jusqu’a ce que Bui [3] donne I'expression correcte de Ije(x) :

* 8 —10v 1—5v
= I ko - Y | S
Iie(x) = /Q €ij (y)ElM(w, y)dV, —2u 151 =) €re() 1501 — 1) e(m(w)éu]
(14.4)

faisant intervenir un terme libre et une intégrale qui doit étre calculée au sens des valeurs
principales de Cauchy. La correction de Bui repose sur 'isolation de la singularité a
laide d’un voisinage d’exclusion v.(x) sphérique puis la dérivation de I'intégrale de
domaine par rapport & x;. Le domaine d’intégration 2 — v.(x) dépend ainsi de x par
lintermédiaire de v.(x), et la correction porte sur le terme de dérivée convective.

REGULARISATION DE LA REPRESENTATION DES DEFORMATIONS OU CONTRAINTES
AUX POINTS INTERIEURS. L’emploi de la formule (14.4) implique I’évaluation d’inté-
grales de domaine en valeur principale de Cauchy, ce qui est toujours délicat. C’est
pourquoi nous montrons maintenant comment I’approche de régularisation indirecte
permet, au moyen d’une identité intégrale associée a un état auxiliaire, de reformuler
la représentation sous forme intégrable.

Considérons un tenseur de déformations initiales €” constant, donc en particulier
géométriquement compatible. En ’absence d’efforts de volume et de liaisons cinémati-
ques, g induit dans ) I’état élastique défini & un mouvement rigidifiant pres par :

u(y) =€y F(y)=0 P(y)=o(y) =0 (14.5)

La représentation (14.3) appliquée a cet état auxiliaire donne I'identité, vraie pour tout
tenseur €° symétrique :

{5kixj + / ijik(m, y) dSU — / Efj(ac,y) dVy} E?j =0 (146)
o0 Q

On peut donc en particulier appliquer cette identité & la valeur €° = e/(x), ce qui
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permet de réécrire la représentation (14.3) sous la forme :
up(x) = o {ti(y)Uf(ﬂ% y) — ul(y)Tzk(w7y)} ds,
+ [ @U@y + )~ @IE )] av,
weli@ {ouay+ [ pti@yas,) (14.7)

La présence du terme [e!(y) — e’(x)] dans I'intégrale de volume permet de prendre la
dérivée sous le signe intégral de cette derniere sans difficulté, a condition que e’ € €%
en y = x. En effet, on a sous cette hypothese :

-3+«
[dj(y) - Efj(m)]zﬁj,z(%’,y) ~ |y — x| *

et cette quantité est donc intégrable, au sens classique, sur . La dérivée de (14.7) par
rapport & & donne alors, compte tenu de la propriété (4.13) d’échange des dérivations
de la solution de Kelvin par rapport a « et y :

upo(x) = o {Ui(y)nj (?J)E?j,z(w, y) — ti(y)Ufz(w, y)} dSy
- / [PF: @)UY (@, 9) + [ () — L, (@)]55 (. 9)] 4,
Tl (@) {wj [yt as, - [ i) dvy}
Tl (a) {6“5@ - [t e naty) dsy}

Le facteur de Eijz(w) dans I’équation ci-dessus est nul en raison de 'identité (14.6), et
celui de efj(w) peut étre transformé par intégration par parties :

/ Yi¥ase(x, y)na(y) dS, = / Dray;Za; (@, y) dS,
99 o
= (1 —R)0ki0e; + /BQ nz(y)EZ(m,y) dsy

On obtient ainsi la forme régularisée de la représentation intégrale du gradient du
déplacement en un point intérieur x :

we(@) = | {uswin @)= @) ~ Ul (.0} ds,
- / [oF: @)U (. ) + [, () — L, ()] (. )] AV,

T(x) S Rokidej — n bz .
+€7;j( ){ 5]@15@ AQ Z(y)zzj( 7y)dsy} (14 8)
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Commentaires. Comme les autres expressions régularisées proposées dans cet ou-
vrage, le résultat (14.8) est intéressant pour les applications, car il permet d’éviter le
calcul numérique de la valeur principale (14.4), qui est délicat. Il n’est valable que pour
la solution de Kelvin, car son établissement a utilisé I'interversion des dérivées par rap-
port & « et y. La formulation en contraintes initiales s’obtient par simple substitution
de e’ par C': ! dans (14.8).

14.2 Champs élastiques créés par des inclusions

Un des champs d’application des problemes d’élasticité avec déformations initiales est la
micromécanique (Mura [10]), qui traite notamment de solides élastiques Q contenant
des inclusions (une région D C Q est le siege d’une déformation initiale €’, cette
derniere étant nulle hors de D) ou des inhomogénéités (une région D C Q est constituée
d’un matériau de constantes élastiques C* différent de la matrice Q — D, de constantes
élastiques C'). On s’intéresse aux champs de déformations et de contraintes induits par
la présence de 'inclusion ou 'inhomogénéité D, avec des forces de volume F' nulles.
Le cas out = R3 (matrice infinie) a fait 'objet de nombreuses études (voir [10] et
les nombreuses références citées dans cet ouvrage), ’évaluation des représentations
intégrales conduisant a des solutions exactes analytiques.

REPRESENTATION DU TENSEUR DE DEFORMATION. La représentation intégrale régu-
larisée (14.8) du gradient de déplacement s’applique a cette catégorie de problemes.
Considérons le cas de I'inclusion dans une matrice infinie (Q = R?®). L’application de
(14.8) séparément a linclusion D et & la matricce R3 — D puis l'addition des deux
relations obtenues donne, compte tenu des conditions de raccord (déplacement continu
et tractions opposées) et de 'opposition des normales :

wp o (1) = —<l, (@) / ne(y)Sh (@, y) dS,
oD
- /D [ (y) — L, ()] S5 o (. 9) 4V, (14.9)

Cette formule suppose que la résultante des forces de volume Cijabsgb’ ; est finie, de
sorte que les champs de déplacement u, e, o décroissent a 'infini selon (4.34). Elle
est applicable en tout point de I'espace, n étant prise extérieure au sous-domaine (D
ou 2 — D) contenant x. La déformation totale € apparait ainsi comme une fonction
linéaire de la déformation initiale e’ imposée dans 'inclusion.

Pour le cas particulier de déformations initiales €/ uniformes dans D (efj (x) = 6fj),
cette derniere permet d’écrire, pour un point x intérieur a I’inclusion D :

1
eke(@) = —5¢l; / [ ()% (. ) + () S5 (2, )] dSy = Shesj(x)el;  (14.10)
a0
on voit apparaitre le résultat classique selon lequel le tenseur des déformations total
e(x) a lintérieur de I'inclusion dépend linéairement de e’. Si D est un ellipsoide, on
peut montrer par un calcul direct de I'intégrale de (14.10) que S(x) est uniforme dans
D : S(x) =S est le tenseur d’Eshelby.
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CAS DE L'INHOMOGENEITE : METHODE DE L'INCLUSION EQUIVALENTE. On suppose
que D est une inhomogénéité. Si I’état de déformation €° et de contrainte o® = C :
€Y est connu dans Q en l'absence d’inhomogénéité (c’est-a-dire pour C* = C), on
peut alors introduire une déformation initiale équivalente €* permettant de simuler
I'inhomogénéité par une inclusion fictive. En effet, on aura respectivement dans D :

o+’ =C:(e+e&"—¢%) (inclusion)

=C*:(e+¢€Y (inhomogénéité)

D’autre part, € dépend linéairement de €* par lintermédiaire de la représentation
(14.9), de sorte que les égalités ci-dessus relient €* & €. Par exemple, si €, sont
uniformes, * est également uniforme, de sorte que (14.10) permette d’écrire :

C* :(°+8:e*—e")=C:(S:e*+¢&
0

qui permet de trouver €* connaissant S, C, C*, €°. Le calcul d’états élastiques en
présence d’une inhomogénéité est ainsi ramené au cas d’une inclusion.

INCLUSIONS OU INHOMOGENEITES DANS UNE MATRICE FINIE. L’approche présentée
permet d’envisager le calcul numérique de champs élastiques créés par la présence
d’inclusions dans une matrice finie. Dans ce cas, il est nécessaire de prescrire des
conditions aux limites sur la frontiere extérieure 02. Le probleme d’élasticité doit
alors en général étre résolu numériquement : 1’équation intégrale (14.2) est discrétisée
suivant les techniques discutées au chapitre 3, puis les champs de déformation et de
contraintes en tout point sont calculés au moyen de (14.8).

14.3 Elastoplasticité en petites transformations

La méthode des équations intégrales est applicable a des problemes comportant des non-
linéarités de comportement (élastoplasticité, viscoplasticité) ou géométriques (grandes
transformations). Ces aspects ont été développés par exemple par Mukherjee [8], Muk-
herjee et Chandra [9] pour les problemes d’évolution quasistatique. Banerjee [1], Kon-
toni et Beskos [5] proposent des formulations pour 1’élastoplasticité dynamique.

Nous montrons succinctement comment formuler au moyen d’équations intégrales
les problemes d’élastoplasticité en petites transformations. Cette approche, incrémen-
tale et itérative, fait usage de problemes d’élasticité avec déformations ou contraintes
initiales. Contrairement aux cas évoqués précédemment (déformations thermiques,
inclusions. .. ), les déformations initiales ne sont pas connues a ’avance mais doivent
étre déterminées itérativement pour chaque incrément de temps, de maniere a vérifier
le critere d’élasticité et la loi d’écoulement plastique.

FORMULATION INCREMENTALE. Les problemes élastoplastiques sont des problemes
d’évolution : 1’état a un instant donné dépend de I’histoire de chargement. Les
problemes quasistatiques n’ont pas d’échelle de temps physique : on décrit 1’évolution
au moyen d’un parametre cinématique, appelé “temps” pour simplifier. Les problemes
élastoplastiques sont formulés de maniere incrémentale : on s’intéresse aux incréments
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de déformations, contraintes...induits par un incrément de chargement. De nom-
breuses stratégies de résolution ont été proposées dans la littérature, parmi lesquelles
lalgorithme implicite présenté ci-apres (Bonnet et Mukherjee [2]).

Supposons le probleme discrétisé a I’aide d’éléments de frontiere (support des incon-
nues u,t) et de cellules d’intégration. Ces dernieres servent & interpoler e’ (déforma-
tion “initiale” plastique, telle que o0 = C : (¢ — €!’)), par des représentations de type
éléments finis, sur un sous-domaine potentiellement plastique estimé a priori'. Cette
opération conduit a des écritures matricielles pour I’équation intégrale de frontiere
(14.2) et la représentation intégrale (14.8) du tenseur de déformation discrétisées :

[Bl{u} - [A}{t} = [QI{C : "}
{e} = [A{t} - [B'{u} + [Q{C : "}

ou encore, en distinguant les valeurs inconnues de wu,t (regroupées dans un vecteur
{y}) et les données aux limites et procédant aux permutations de colonnes adéquates :

[K]{y} = {f} +[Q{C :<"} (14.11)
(K[ {y} = {f'} +Q{C: "} (14.12)

les vecteurs { £}, {f'} incorporant les données aux limites. On peut alors reporter {y}
solution de (14.11) dans (14.12) :

{e} = {n} +[S){C : "} (14.13)
avec les notations :

{n}={f} - [KIKI"H{f} [8]=1Q]- [KK] Q]

Ainsi {n} désigne la déformation purement élastique, c’est-a-dire pour le méme charge-
ment mais en supposant I’absence de déformations plastiques. On élimine alors e au
moyen de la relation de comportement élastique C : ¥ = C : e — &) de fagon a réécrire
(14.13) comme une relation entre la déformation totale et la contrainte, qui prend en

compte ’équilibre et le comportement élastique :
[S]{o — Ce} — {n} + [Il{e} = {0} (14.14)

Considérant maintenant le point de vue incrémental, on s’intéresse a 1’évolution de la
structure entre les instants ¢, et t,41. L’équation (14.14) donne par différence :

[S]{Ac, — CAe,} — {An,} + [I){Ae, } = {0} (14.15)

avec la notation A(), = ()n+1—()n- Il reste & prendre en compte le comportement plas-
tique. Nous choisissons ici de suivre la démarche de Simo et Taylor [11], qui proposent
un algorithme de retour radial (ARR) permettant le calcul de la contrainte o,4+1, en
fonction de I’état de la structure a l'instant ¢,, et pour un incrément de déformation Ae,,

ILes cellules d’intégration doivent idéalement discrétiser la portion de Q supportant des défor-
mations plastiques non nulles, qui n’est toutefois pas connue a priori.
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donné ; notons symboliquement par o,,11 = (e, op, €5, Ag,,) Paction de (ARR), e¥
désignant la déformation plastique équivalente cumulée :

t
EP:/O JE@  dvyr

L’ARR présente I'intérét de tenir compte de 1'utilisation d’un pas de temps fini et donc
d’éviter une formulation en variables taux. Le report dans (14.15) conduit au systeme
d’équations non-linéaires :

{G(Aen)y = [S]{F(en,0n, ", Acy,) — 0, — CAe,} — {Any} + [I){Ae,} = {0}
(14.16)
dont I'inconnue principale est {Ag,, }, valeur de I'incrément de déformation compatible
avec a la fois le maintien de 1’équilibre au cours du pas de chargement et le com-
portement élastoplastique. La résolution en {Ae,} nécessite une méthode itérative
(Newton) : la correction additive de?, = Aeit! — Al A Ag!, vérifie 'équation linéaire :

([S][C — C} 1] — UN){de},} = {G(Ae},)} (14.17)
dans laquelle apparaissent les opérateurs tangents local :
Cn+1 = 82—; (Ena On, 557 Aen)
et global ([S][C — C%,, ] — [I]). Ces itérations sont menées jusqu’a convergence de

(14.16), et la valeur ainsi déterminée de {Ae,} permet d’actualiser 1'état mécanique :
En+1 — En + Aen Ont1 = &(5n7 On, érlza A€n)

N

Donnons pour compléter PARR associé a I’élasticité isotrope et a un critere de
plasticité de Von Mises (s = o — +Tr(o) : déviateur de contrainte, o : variable
tensorielle d’écrouissage cinématique) :

VEE— 2 <0 (E=5-a)
Les déformations plastiques sont supposées incompressibles. Si le déviateur élastique :
524_1 = s, +2ule, — a,

(e : déviateur de déformation) viole le critere, on a [11] :

g =KAg, : (md®@md) + spt+1 (14.18)
Swt1 = 41/ 2(nes + AH, )R (14.19)
=+ /3

A= Erinl [€hn]

Oy = Qi + \/gAHm (14.20)
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avec K = (3A\+2u)/3 : module de compressibilité, et AH,, = H,+1—H,,, H, = H(e"),
H étant donnée. Le scalaire  est solution d’une équation non-linéaire exprimant le
respect du critere a l'instant ¢,,41 :

Enfin, 'opérateur tangent local est donné [11] par :

Cni1=C -2 [(g — SRR+ (1-p)I - %mé ® mé)] (14.22)

avec 21 4pcd = 0acObd + 0addpe €t les constantes :

=717\ z AHn + Kn d = . :
’ Ll’ ! ) Fpr + Hyp gy +3p

Discussion.  Ce type d’approche s’étend aux structures en matériau élasto-viscoplas-
tiques, et aussi & certains problémes avec non-linéarités géométriques (grandes trans-
formations), voir Mukherjee et Chandra [9]. Dans d’autres travaux (Maier et collegues
[7]), les équations intégrales variationnelles (chapitre 10) sont appliquées & 1’élasto-
plasticité. La question de savoir qui, des éléments finis ou des équations intégrales,
est le plus performant pour les problémes non-linéaires est controversée. Le dévelop-
pement d’algorithmes pour la mécanique non-linéaire est actuellement beaucoup plus
intense dans le domaine des méthodes d’éléments finis. La place relative occupée dans
la littérature consacrée aux méthodes intégrales par les formulations et applications
concernant la mécanique non-linéaire est assez faible. Ceci doit tenir a plusieurs fac-
teurs :

e Le meilleur avancement de 1’état de ’art en éléments finis.

e La relative complexité des formulations intégrales, notamment pour ce qui est du
calcul des contraintes intérieures. L’introduction des cellules d’intégration, qui sont
en fait (du point de vue de la création et manipulation des données) des éléments
finis de domaine, affaiblit les avantages liés au traitement a la frontiere. La nécessité
de calculer numériquement la formule de représentation des contraintes (ou dé-
formations) intérieures en de nombreux points peut induire des cotits de calcul
importants ; de plus, le calcul des intégrales de domaines singulieres, s’il ne pose
pas de probleme de fond grace a la la représentation régularisée (14.8), demande
néanmoins un traitement soigneux.

e Des limitations sur les classes de matériaux envisageables (ils doivent avoir des
propriétés élastiques homogenes par morceaux, sans quoi les problemes élastiques
qui interviennent dans I’approche incrémentale/itérative ne sont pas traitables par
équations intégrales).

Toutefois, il faut aussi remarquer que :

e La discrétisation du domaine en cellules d’intégration ne concerne que le domaine
support de déformations plastiques non nulles. La méthode des équations intégrales
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sera donc d’autant plus intéressante de ce point de vue que la zone plastifiée est
petite devant le domaine d’étude (il est alors intéressant d’en connaitre une “majo-
ration a priori”, c’est-a dire pouvoir donner a priori un domaine P C 2 qui englobe
avec certitude toute la région plastifiée).

e Corollairement, I’approche par équations intégrales est en particulier intéressante,
ici encore, pour les problémes posés en milieu infini, la zone plastifiée attendue étant
finie. De tels problemes sont notamment posés par le calcul d’ouvrages (tunnels. . . )
géotechniques.

e Contrairement aux méthodes d’éléments finis, les champs de contraintes calculés a
partir de (14.8) vérifient 1’équation locale d’équilibre quel que soit € ou o!. La
méthode itérative doit donc assurer le respect du critere et de la loi d’écoulement
plastique, mais la vérification de 1’équilibre des contraintes obtenues est inutile.

Les travaux a venir permettront sans doute de mieux cerner les performances des
méthodes d’équations intégrales appliquées aux problemes non linéaires en mécanique
des solides. Il semble que fort peu de calculs numériques élastoplastiques tridimension-
nels par éléments de frontiére existent dans la littérature.

14.4 Exemples de calculs élastoplastiques par
éléments de frontiere

Tous les exemples qui suivent sont en déformations planes.

ELASTOPLASTICITE QUASI-STATIQUE EN PETITES TRANSFORMATIONS (TELLES ET
BREBBIA [12]). Un tunnel de section circulaire (rayon r) est creusé dans un mas-

) —— deep tunnel
——~ shallow tunnel

Figure 14.1: Tunnel dans un massif semi-infini: maillage et zone plastique (a gauche) ;
contraintes le long d'un axe horizontal (a droite) comparées avec celles
obtenues pour le tunnel dans un massif infini (d'apres [12]).



14.4. Exemples de calculs élastoplastiques par éléments de frontiére 283

sif semi-infini. Le matériau considéré (roche) vérifie un critere de Drucker-Prager.
Le massif est considéré comme initialement soumis a un état de contraintes in situ
0z =D+ pgx,0y = 0.40,. On charge alors la paroi du tunnel jusqu’a relachement des
contraintes in situ sur celle-ci.

Ce travail utilise une méthodes d’éléments de frontiere reposant sur la solution
élémentaire du demi-plan avec surface libre (annexe 4.3), de sorte que le maillage ne
concerne que la paroi du tunnel (éléments de frontiére) et une couronne autour de celle-
ci (cellules d’intégration). La figure 14.1 montre le maillage utilisé, la zone plastique
finale calculée et les contraintes o4,,0y, le long d’une ligne horizontale passant par
le centre de la section du tunnel (trait tireté), comparées avec celles obtenues pour le
tunnel dans les mémes conditions de chargement mais situé dans un massif infini (trait

3¢
N e
x |,‘2‘ /‘ et BEM 37 boundary nodes,
5 12k e 20 internal cells
-| ° A FEM 102 nodes, 41 elements
x| /

09

L , ; L \
o.0l 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
u;o/!._O

3.0F

Percent
—=0.0! remote

1.0 2.0 30
X, /0,

Figure 14.2: Plaque trouée viscoplastique en grandes transformations : histoire de
déplacement des points A et C' (en haut), contrainte 022 le long de AB
a divers stades du chargement (en bas), (d'apres [9]).



284 CHAPITRE 14. DEFORMATIONS INITIALES, INCLUSIONS, ELASTOPLASTICITE

plein). Ce type de probleme est évidemment une application idéale des éléments de
frontiere : on évite totalement la représentation de la surface libre, et on voit que la
taille de la zone plastique est de 'ordre du rayon du tunnel.

ELASTOVISCOPLASTICITE QUASISTATIQUE EN GRANDES TRANSFORMATIONS (MUK-
HERJEE ET CHANDRA [9]). Une plaque carrée (coté 2L¢) comportant un trou central
circulaire (rayon ag) est soumise & un déplacement vertical uniforme imposé +u3°
(variable de controle) sur deux faces opposées, que 'on fait varier de 0 & 0.06L¢. Elle
est constituée d’un acier élastoviscoplastique (modele de Hart). La figure 14.2 (haut)
représente les déplacements (respectivement horizontaux et verticaux) des points situés
initialement en (ag,0) et (0, ag), calculés par éléments de frontiere (37 nceuds frontiere,
20 cellules d’intégration) et comparés a d’autres résultats numériques obtenus par
éléments finis (41 éléments, 102 nceuds). Ils présentent entre eux une bonne con-
cordance. La figure 14.2 (bas) donne les valeurs numériques, & différentes étapes du
chargement, pour la contrainte os2 le long de I'axe yo = 0. Les auteurs mentionnent
des temps de calcul respectifs de 297s et 502s (sur IBM 370/178) pour les deux types
de simulations.

ELASTOPLASTICITE DYNAMIQUE (ISRAIL ET BANERJEE [4]). Une cavité circulaire
souterraine (rayon R), située dans un massif semi-infini & surface libre (centre de la
cavité a une profondeur 2R, figure 14.3) est soumise & une pression interne p(t) “tri-
angulaire” sur Uintervalle de temps ¢ € [0, 2¢,]. Le matériau constitutif du massif est

X 4 5R i
1 | x
A B C T
R
R
R
5R
region |
o P
(EF0.88) pg
region Il
(AT | .
‘ to2t i (frontiere absorbante)

r

Figure 14.3: Explosion dans une cavité souterraine (d'aprés [4]) : définition du pro-
bleme et maillage.
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supposé isotrope et vérifie le critere de Von Mises. La pression maximum p(t,.) = pg
est égale au double du seuil oy du critéere de Mises, et I’écrouissage uniaxial H vaut
0.8. Le massif est scindé en une région I, discrétisée a 1’aide de 34 cellules d’intégration
(quadrilateres a 8 nceuds), et une région II, supposée ne jamais entrer en plasticité
(figure 14.3) ; les éléments de frontiere curvilignes sont quadratiques & 3 noeuds.

La figure 14.4 montre I'histoire calculée des déplacements verticaux (normalisés par
E/poR) aux points A, B, C indiqués sur la figure 14.3, en supposant le massif élastique

Elastic
Plastic

Vertical Displacement

Elastic
Plastic

Vertical Displacement

Time
1ime

Elasttic
Plastic

Vertical Displacement

Time

Figure 14.4: Explosion dans une cavité souterraine : histoire calculée du déplacement
vertical (normalisé par E/poR) aux points A, B, C' (d'apres [4]).
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(courbes pleines) ou élastique-plastique (courbes en tireté).
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Opérateurs différentiels tangentiels et
intégration par parties sur des surfaces

OPERATEURS DIFFERENTIELS TANGENTIELS  Soit S une surface deux fois contintiment
différentiable (C?), fermée ou a bord 95, de normale unitaire n. Appelons mv la
normale unitaire sortante a 0S5 située dans le plan tangent a S, et m7 la tangente
unitaire a 95 définie par mT7 = n A v.

Figure A.1: Surface a bord: notations.

Considérons un champ scalaire f(y), y € S. Il se peut que la fonction f ne soit
pas définie hors de S (c’est le cas par exemple si S est une fissure et si f est le saut de
déplacement a travers S, ou encore si f = n;). Dans ce cas, les dérivées cartésiennes
f.i ne sont pas définies. On peut toutefois étendre le domaine de définition f a un
voisinage V de S dans R3 par introduction d’un prolongement f de f sur V défini
comme :

(yeV) f(y) = F(P(y)) (A1)
P(y) étant la projection orthogonale de y € V sur S. La restriction de f a S est

clairement égale a f. De plus, la dérivée normale de f est nulle : le vecteur V f est
tangent a S. Le gradient tangentiel de f, noté Vg, est alors défini par :

Vsf=Vsf=V] (A2)
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On lui associe des dérivées partielles tangentielles D, par projection sur les axes
cartésiens :

VSf - ﬁrfer (A3)

On remarque que, si f est un champ scalaire arbitraire défini sur V, le gradient tan-
gentiel Vg f est donné par :

VSf = Vf - nf,n Drf = f,r - nrf,n (A4)

INTEGRATION PAR PARTIES DE COMBINAISONS DE DERIVEES PARTIELLES CARTESIEN-
NES. L’identité classique de Stokes pour un champ de vecteurs uw défini sur V' s’écrit,
en composantes cartésiennes :

/ €abcNale,b dS = UaqTa ds (A5)
S oS5

Spécialisons la au champ de vecteurs u = e; f, soit u. = d.;f. Cela conduit aux deux
variantes suivantes de (A.5) :

/ €jabfpn,edS = / frids (A.6)
s as
/Drsf ds = ejm/ frjds (A7)
s as
ou l'opérateur différentiel D, est défini pour toute paire d’indices 7, s fixés par :
Drs,f = ejrsejabnaf,b = nr,f,s - nsf,r (A8)
compte tenu de la propriété vérifiée par le symbole de permutation :

€jrs€jab = Oralsb — Orpdsa (Ag)

L’identité (A.7) résulte ainsi de la contraction des deux membres de (A.6) par ej,s,
(r, s) étant choisie arbitrairement. De plus, la relation (A.4) appliquée & (A.8) donne :

Drsf = nrDsf - nsDrf

ce qui est une autre maniere de prouver que D,.sf est un opérateur différentiel tangen-
tiel, c’est-a-dire constitué uniquement de dérivées le long de S.

INTEGRATION PAR PARTIES D’UNE DERIVEE PARTIELLE TANGENTIELLE. L’applica-
tion de l'identité de Stokes (A.5) au champ de vecteurs u = n A e, f, soit u. = ecarnaf
pour un indice r fixé conduit & l'identité suivante :

[nrisppas= [ fuas (A.10)
S a8

ou K(y) est opposé du double de la courbure moyenne de S :

K(y) = Dini(y) = _(Rl_l + R2_1)
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REMARQUES

o Les formules (A.6), (A.7) et (A.10) s’étendent a une surface S réguliére par mor-
ceauz, & condition que f(y) soit continue sur les arétes de S. Par exemple, si S est
I'union de deux surfaces Si, Sy régulieres se raccordant le long de la courbe T, la
formule (A.7) conduit & :

] = Cirj Ti 7'1 7—2 )
~/51US2 Drjfds_ s {»/35f st+~/1"f( it l)ds} (A 11)

et 'intégrale sur I' est nulle car, avec des conventions d’orientation cohérentes de
S et Sy, 7P+ 72 =0sur I

e Si S, réguliere par morceaux, est fermée, les intégrales de contour au second membre

de (A.6), (A.7) et (A.10) disparaissent.

UTILISATION D’UNE REPRESENTATION PARAMETRIQUE DE S. Supposons S définie
par un paramétrage £ € A — y € S. Le gradient de f définie dans V est donné par :

mVf=f.a®+f.,n= f@ga’gaﬁ + fan = f7agaﬁ(a5,er)er + fan (A.12)

ot a, a® = g*Pas (a = 1,2) sont la base naturelle et sa base duale, les g*° étant les
composantes deux fois contravariantes du tenseur métrique. On en déduit I’expression
du gradient surfacique Vs f :

Vsf =D,fe, =Vf—nf,=fag*(ag.e)e, (A.13)

valable également si f n’est définie que sur S.

Considérons maintenant un champ de vecteurs u(€) = u,-(€)e, défini sur S, dont
les composantes u,, données dans un repére orthonormé fize, sont fonctions de £ € A.
Dans ces conditions, on peut alors appliquer (A.13) & chacune des composantes u, ce
qui donne 'expression suivante pour la divergence surfacique divsu :

diveu = D,u, = st.er = gaﬁu,a.ag (A.14)
Compte tenu de la relation golgg'g7 = 0], on obtient 'expression développée suivante
pour divsu :
. 1
leS’lL = j {al.(ggguJ — g12u72) + ag.(g11u72 — 912U71)} (A15)

avec :

J(&) =l a1 Aaz |

En particulier, on a :
divgn = —n.(g“lalﬂ + g“Qagﬂ) (A.16)

Enfin, remarquons que (A.8) peut s’interpréter comme un produit vectoriel :

D,sf =ears(nAVsf).e,



ANNEXE A. OPERATEURS DIFFERENTIELS TANGENTIELS ET INTEGRATION PAR
292 PARTIES

D’autre part, on a vu (chapitre 3, équation (3.5)) que :

1
n(y(€)) = (a1 A az)
On a donc, d’apres la formule du double produit vectoriel :

JMAVsf) = 19" (a1 A az) Aag = f9" [g1pas — gapai] = fias — fo2aq

et on en déduit I'expression de D,.s en fonction du paramétrage de I’élément :

JDTSf dSy = €ars [(ag.ea)ﬁl — (al.ea)fg] df (Al?)
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Fonctions d’interpolation et intégration
numeérique

Cette annexe donne quelques compléments relatifs a la méthode des éléments de fron-
tiere telle qu’exposée au chapitre 3 :

e Fonctions d’interpolation usuelles, c’est-a-dire celles employées pour les interpola-
tions unidimensionnelles ou bidimensionnelles dans la méthode des éléments finis ;

e Fonctions de forme “réduites”, utilisées pour les intégrations singulieres ;

e Points et poids de Gauss, utilisés pour les intégrations régulieres sur des segments!
ou des triangles.

Les fonctions de forme modifiées (qualifiées de “réduites”) sont spécifiques aux métho-
des d’éléments de frontiere, et de développement relativement récent. Elles fournissent
un auxiliaire indispensable au calcul numérique correct, stable et précis des intégrales
singulieres, concrétisant en cela les résultats généraux de régularisation, et revétent
donc une grande importance pratique. Les autres informations de cette annexe, plus
classiques, sont mentionnées par souci d’autosuffisance.

B.1 Fonctions de forme usuelles :
problemes bidimensionnels

On reprend les fonctions de forme utilisées en éléments finis pour les problemes 1D, qui
dépendent d’une seule variable €. Les fonctions de forme réduites N sont définies par :

N(§) — N(n) = pN(p,n) p=E&—n

1On rappelle que I'intégration numérique sur un carré utilise les points de Gauss unidimensionnels,
voir section 3.4.
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ELEMENT LINEAIRE (2 N®BUDS). Il est défini au moyen des fonctions de forme :

Ni(§) =1/2(1-¢) Np(§) = 1/2(1+¢)

Cet élément conduit a des interpolations linéaires par morceaux. Les fonctions de forme
réduites pour l'intégration singuliére sont données par :

Ni(pin) = —1/2 Na(p;m) =1/2
ELEMENT QUADRATIQUE (3 N@UDS). Il est défini au moyen des fonctions de forme :
Ni(§) = 1/26(6 —1) Na(§) =1-€ Ns(€) =1/26(E+1) (B.1)

Cet élément conduit a des interpolations quadratiques par morceaux (et notamment
d’approcher une courbe & 1’aide d’arcs de paraboles raccordés). Les fonctions de forme
réduites pour l'intégration singuliere sont données par :

Ni(pin) =n+1/2(p=1) Na(pin) = —2n—p Na(pin) =n+1/2(p+1) (B2)
ELEMENT CUBIQUE (4 N@&UDS). Il est défini au moyen des fonctions deforme :

Ni(§) = —(1-&)(1 —9¢%)/16 Na(€) = 9(1 —3¢)(1 — €2)/16
N3(&) = 9(1+3¢)(1 — €2)/16 Ny(§) = —(1+&)(1 —9¢%)/16

Les fonctions de forme réduites pour 'intégration singuliére sont données par :

Ni(€) = 1/16 [1 + 18 — 270> + p(9 — 27n) — 9p°]

No(€) = 9/16 [=3 — 2+ 99 + p(—1 + 9n) + 3p?]
N3(£) = 9/16 [3 — 2 — 9* + p(—1 — 9n) — 3p°]
Ni(€) = 1/16 [—1 + 181 + 27n* + p(9 + 27n) + 9p?]

B.2 Fonctions de forme usuelles :
probléemes tridimensionnels

Les fonctions de forme les plus couramment utilisées, issues de la méthode des éléments
finis, sont des polyndémes de degré > 1 en (1, &), construits de maniere a satisfaire les
propriétés (3.3). Nous donnons pour chaque cas les fonctions de forme classiques N (§)
et les fonctions de forme “réduites” N (p, a;m), non classiques.

TRIANGLE A TROIS NBUDS (”ELEMENT LINEAIRE”). Il est défini au moyen des fonc-
tions de forme :

Ni(61,&) =& Na(61,8) =& N3(&1,62) =& avec {3 =1—-¢§ — &

(&1, &2, &3 sont les coordonnées barycentriques d’un point du triangle de référence, défini
par & > 0,& > 0,£3 > 0). En raison du caractere linéaire des fonctions N1, Ny, N3
ci-dessus, ’élément triangulaire a 3 nceuds est plan avec des cOtés rectilignes.

Les fonctions de forme réduites pour 'intégration singuliére sont données par :

Nl(p,a;n):—(cosa+sina) NQ(p,a;n):cosa N3(p,a;n)=sina
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QUADRANGLE A QUATRE N@EUDS (”ELEMENT BILINEAIRE”).

des fonctions de forme :

Ni(&1,&)
Na(§1,62)

=1/4(& - 1)(& - 1)
=1/4& +1)(&L —-1)

N3(&1,&2)
Nu(&1,62)

=1/4(&G +1)(&2+1)
=1/4& - 1)(&+1)

Il est défini au moyen

Son nom provient du fait que ses fonctions de forme sont de degré total 2 mais de

degré 1 par rapport a chaque variable. L’élément réel a ses quatre cotés rectilignes;

mais affecte la forme d’une surface réglée si ses quatre sommets ne sont pas coplanaires.
Les fonctions de forme réduites pour I'intégration singuliere sont données par :

(I —m)sina — (1 —n2) cosa + pcos asin o
(14 m)sina+ (1 —n2) cosa + pcos asin o
(14 m)sina+ (1 + n2) cosa + pcos asin o

(1 —m)sina — (1 4+ n2) cosa + pcos asin o

N'(p,a;m) = 1/4]—
N*(p,c;m) = 1/4[—
N3(p,a;m) = 1/4]

N*(p,a;m) = 1/4]

o0,
3
(+1)

— S

1 D)
\

Figure B.1: Triangle a 3 nceuds et quadrangle a 4 noeuds.

TRIANGLE A SIX N@EUDS.

Ni(&1,82) = —&(1—283)
N3(61,62) = —&(1—-26)
N5(&1,62) = —&(1-28)

>

Il est défini au moyen des fonctions de forme :

No(&1,&) = 4&6i&
Ny(61,&) = 4&1&
Ng(£1,&) = 488

A la différence du triangle a 3 nceuds, le caractere quadratique par rapport a chaque

variable &1, &5 des fonctions Vy, ..

., Ng ci-dessus autorise des cotés courbes :

passer un arc de parabole par les trois nocuds qui définissent un coté.
I’élément réel est en général courbe.

Les dérivées Ny o (m=1,...,8, @ =1,2) sont égales a :
Nii(§) =1-4& Ni2(§) =1-4&
Na1(€) = 4(6 —&1) Ny o(€) = —4&
N31(§) = —1+44& N32(&) =0
Ny (€) = 4& Ny2(€) = 46
N51(8) =0 N52(€) = —1+4&
Ne,1(€) = =482 Ne,2(§) = 4(§3 — &2)

on fait
De méme,
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Les dérivées secondes Ny, o5 (m=1,...,6, a, f = 1,2) sont égales & :
Ni11(§) =4 Ni12(§) =4 Ni22(§) =
N3 11(§) = -8 No12(§) = —4 N322(§) =0
N311(§) =4 N3 12(§) =0 N3 22(§) =0 (B.4)
Ny1(§) =0 Naj12(€) = 4 Ny22(€) =0 '
N511(§) =0 Ns12(§) =0 N5 22(§) =4
Ne,11(§) =0 Ng,12(€) = 4 Ne,22(§) = —8

Les fonctions de forme réduites pour 'intégration singuliére sont données par :

NY(p,a;m) = —(4n3 — 1)(cos a + sin &) + 2p(cos a + sin a)?

N2%(p, a;m) = 4(ns cos a — 11 (cos a + sin @) + 4p cos a(cos o + sin )
N3(p,a;m) = (4n; — 1) cosa + 2p cos? a

N*(p, a;m) = 4(n cos a + 1y sin ) + 4p cos avsin

N°(p,a;m) = (4o — 1) sina + 2psin® a

N®(p, a;m) = 4(ng sin @ — nz(cos a + sin @) — 4psin a(cos av + sin @)

QUADRANGLE A HUIT NEUDS (”ELEMENT QUADRATIQUE INCOMPLET” ). Il est défini
au moyen des fonctions de forme :

Ni(§) = 1/4(1 = &) (1 = &) (=1 = & — &2) No(§) =1/2(1 - €7)(1 - &)
() =1/41+ &)1 - &)(-1+& — &) Na(6)=1/2(1-86)1 + &)
N5(&) = 1/4(1 + 51)(1 +&)(-1+& + 52) No(&) =1/2(1 - 1)1 + &)
(©)=1/41- &)1+ &)(-1-& + &) Ns(&)=1/21-8)(1 - &)
Les dérivées Ny o (m=1,...,8, a =1,2) sont égales a :
Ni1(€) = 1/4(1 — &) (26 + 52) No1(§) = =& (1 - &2)
N3,1(8) = 1/4(1 — &)(261 — &2) Nyi(€) =1/2(1—-&3) (B.5)
N5,1(§) = 1/4(1 + &2)(26 +€2) Ne1(€) = —61(1+ &) '
Nz1(8) = 1/4(1 + &2)(261 — &2) Ng1(€) = —1/2(1—-¢€3)
Ni2(§) = 1/4(1 = &) (61 + 262) Nao(§) = —1/2(1 - £3)
N32(&) = 1/4(1 + &1)(=&1 + 2&2) Ni2(§) = =61+ &) (B.6)
Ns52(&) = 1/4(1 + &)(& + 262) Ne2(§) =1/2(1 - €7) '
N72(&) = 1/4(1 = &)(=&1 + 2&2) Ng2(€) = —&2(1 — &)

tandis que les dérivées secondes N, o8 (o, 5 = 1,2) sont données par :

Ni11=1/2(1 - &) Nigo=1/2(1-&) Ni12 =1/4(1 —2& — 2&)

No11=—(1-¢&) No oo =0 Noi2 =6

N311 =N N3 oo =1/2(1+ &) N3 19 =1/4(—1—2& + 2&9)
Ng11 =0 Nyogo=—(1+&) Nyi2 =&
Ns11=1/2(1+ &) Ns 22 = N3 22 Ns12 =1/4(1+ 28 + 2¢&,)
No11=—(1+¢&) Ng 22 =0 Ng12 = &1

N711 = N5 11 Nr722 = Ni 2o N719 =1/4(—14 2& —2&9)

Ng11 = Ngoo=—(1-&) Ngi12 =&
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Les fonctions de forme réduites pour I'intégration

singuliere sont :

Ni(p,a;m) =1/4{cosa(ecr — ar)az +sina(c; — az)ay

+ p(ag cos® a + 3cosasina + a; sin® @)

— p* cosasin a(cos o + sinav) }

Na(p,a;m) =1/2{az(a1 — az) cosa — ajas sin

+ p(cosasina(az — ar) — azcos® a) + p* cos® asina}

Ni3(p,a;m) = 1/4 {sina(ca — az)asz — cosa(ca — az)az

+ plassin® a — 3 cos avsin o + as cos? @)

+ p” cosasina(sina — cos ) }

Na(p,a;m) =1/2{as(az — a4) sina + ag

Q4 COS &

— p(cosasina(as — az) + azsin® @) — p? sin® a cos ar}

Ns(p,a;m) =1/4{—cosa(cs — az)aq — sina(cs — aq)as

+ p(as cos?a + 3cosasina + as sin

20[)

+ p? cosasina(sina + cosa) }

Ne(p,a;m) =1/2{—as(as — ay) cosa + aza; sinw

+ p(cosasina(a; — as) — ay cos

2 2

a) — p? cos

Nz(p,a;m) =1/4{—cosa(cy — ag)a; —sina(eq — ar)ay

+ plas cos?a + 3cosasina + a4 sin

20[)

+ p” cosasina(sina + cos o) }

Ns(p,a;m) =1/2{—ai(aq — az) cosa + agaz sin o

+ p(cosasina(az — ayg) — aq

avec :
ap=1-—m br =2m +n2
az=1—mn by = 2m1 — n2
as=14+m b3 =2m2 +m
ay=1+m by =2m2 —m
as =12
ag = 1M

QUADRANGLE A NEUF N@®UDS (”ELEMENT QUADRATIQUE COMPLET”).

au moyen des fonctions de forme :

N1(€) = S1(£1)S1(&2) Ny (&) = S3(&1
N2(€) = S2(61)51(&2)  N5(&) = S3(&
N3(&) = S3(61)51(&2)  Ne(&) = S2(&

S2(&2)
S3(&2)
S3(&2)

~— — —

2

cos? o) — p? cos?

ca=—1—=m—1n2
ca=—14m—1n
c3=—1+m+mn
ca=—1—nm1+mn

asina}

asina}

Il est défini

ou S1, 52,53 sont les fonctions d’interpolation unidimensionnelles quadratiques (B.1).
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Figure B.2: Triangle a 6 nceuds et quadrangle a 9 nceuds.

Les fonctions de forme réduites pour 'intégration singuliére sont données par :

psina;ny p cos a; 12)51 (12

Ni(p,a;m) = S1(£1)S1(psin a; n2) + S1(p cos a; n1) S (12)
Na(p,a;m) = Sa(&1)S2(psin o 12) + S1(p cos a; n1) S (n2)
Ns(p, o;m) = Ss(£1)Ss(psina; n2) + S1(p cos a;11) S1 (1)
Nu(p,a;m) = S5(£1)Ss(psin a;n2) + Sa(p cos a; n2) S (172)
Ns(p, ;m) = S5(£1)S5(psin ;) + Ss(pcos a;113) 81 (112) (B.8)
Vo(p, a5 m) = S2(£1)Sa(psin a; ) + Ss(p cos a; 13) S (12)
Nz(p,a;m) = S1(&1)S1(psin o 1m2) + Ss(p cos a; n3) S1(n2)
( ) (&) S1( ) + Sa( )S1(n2)
( ) (&1)S2( ) + Sa( )S1(n2)

psina;ny p cos a; 12)51 (12

olt les S; sont les fonctions réduites unidimensionnelles (B.2).

B.3 Intégration numérique par points de (GGauss

Dans toute cette section, N désigne le nombre de points de Gauss de la formule
d’intégration approchée.

POINTS DE GAUSS POUR LE SEGMENT [—1,1]. Le tableau B.1 présente les points x;
et poids w; de Gauss pour le segment S = [—1,1]. Ceux-ci sont toujours intérieurs &
S, et sont symétriques par rapport a x = 0, z; et z_; = —z; ayant le méme poids w;.
Seules les abscisses positives sont indiquées.

PoOINTS DE GAUSS POUR LE TRIANGLE DE REFERENCE. Le tableau B.2 présente les
points (zI',yI) et poids w; de Gauss pour le triangle de référence 7, d’apres Lyness
et Jespersen [1]. Ils sont intérieurs & 7. D’autre part, ces formules respectent la
symétrie ternaire du triangle : toutes les permutations des coordonnées barycentriques
Tyl 1—2T—yT définissent des Points de Gauss, les poids étant égaux. Cette symétrie
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1 0. 2.

2 || 0.57735026918962576450 1.

3 0. 0.88888888888888888889
0.77459666924148337703 | 0.55555555555555555556

4 || 0.33998104358485626480 | 0.65214515486254614262
0.86113631159405257522 | 0.34785484513745385737

5 0. 0.56888888888888888889
0.53846931010568309103 | 0.47862867049936646804
0.90617984593866399279 | 0.23692688505618908751

6 | 0.23861918608319690863 | 0.46791393457269104738
0.66120938646626451366 | 0.36076157304813860756
0.93246951420315202781 | 0.17132449237917034504

7 0. 0.41795918367346938775
0.40584515137739716690 | 0.38183005050511894495
0.74153118559939443986 | 0.27970539148927666790
0.94910791234275852452 | 0.12948496616886969327

Tableau B.1 : Points de Gauss pour le segment —1 < ¢ <1, d'apres [2].

permet de condenser I'information dans le tableau B.2 : les points apparaissent avec
une “multiplicité” M (M = 1,3,6 suivant les cas), qui indique & combien de points
distincts correspond la ligne considérée.

LN

al

i

Wi

3

0.166666666666667

0.166666666666667

0.166666666666667

6

0.445948490915965
0.091576213509771

0.445948490915965
0.091576213509771

0.111690794839005
0.054975871827661

7

0.333333333333333
0.470142064105115
0.101286507323456

0.333333333333333
0.470142064105115
0.101286507323456

0.112500000000000
0.066197076394253
0.062969590272414

16

0.333333333333333
0.081414823414554
0.898905543365937
0.658861384496479
0.008394777409957

0.333333333333333
0.459292588292722
0.050547228317031
0.170569307751760
0.728492392955404

0.072157803838893
0.047545817133642
0.016229248811599
0.051608685267359
0.013615157087217

19

0.333333333333333
0.020634961602525
0.125820817014129
0.623592928761935
0.910540973211094
0.036838412054736

0.333333333333333
0.489682519198737
0.437089591492935
0.188203535619032
0.044729513394452
0.741198598784498

0.048567898141398
0.015667350113570
0.038913770502388
0.039823869463604
0.012788837829349
0.021641769688645

DWW W W o wwwHww W ww||Z

Tableau B.2 : Points de Gauss pour le triangle de référence, d'aprés [1].
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N[ = w;
10 || 0.0090426309 | 0.1209551319
10 || 0.0539712662 | 0.1863635425
10 || 0.1353118246 | 0.1956608732
10 0.2470524162 | 0.1735771421
10 || 0.3802125396 | 0.1356956729
10 || 0.5237923179 | 0.0936467585
10 || 0.6657752055 | 0.0557877273
10 || 0.7941904160 | 0.0271598109
10 || 0.8981610912 | 0.0095151826
10 || 0.9688479887 | 0.0016381576

Tableau B.3 : Points de Gauss pour la singularité logarithmique sur le segment
0<¢<t.

PoOINTS DE GAUSS POUR L’ INTEGRATION DE SINGULARITES LOGARITHMIQUES. Les
solutions élémentaires pour les problemes plans présentent une singularité logarith-
mique, pour laquelle il existe des formules de quadrature de type gaussien. Plus
précisément, le tableau B.3 donne, pour une formule & 10 points, les abscisses x; € [0, 1]
et poids w; tels que :

1 ) 10
/0 Log;f(x) dz ~ Z w; f(;)
i=1
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