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Résun® :

Cet article traite de la synéise d’observateurs pour
syseémes singuliers Takagi-Sugeno soumides en&es
inconnues. Les erées inconnues sont gsentes dans
I'équation détat et dans celle de mesure. Les observa-
teurs proposs sont non singuliers afin de faciliter leur
mise en ceuvre. Des conditions suffisantes&@mdplage
de l'erreur d'estimation par rapport aux ergs incon-
nues sont dories, et la @termination des parastres de
I'observateur est faite pagésolution de LMI. L'estima-
tion d’'état permet la reconstruction des ées incon-
nues. Lorsque les conditions déabuplage parfait vis
a vis des enfres inconnues ne sont paarifiees, il est
propo£ de syntktiser un observateur minimisant le gain
L, des entees inconnues vers l'erreur d’estimation. Les
différents esultats sonktablis pour les systmesa temps
continu eta temps discret.

Mots-clés :
sysemes singuliers Takagi-Sugeno, estimatiogtak,
observateura entées inconnues, optimisation LMI

Abstract:

This paper presents a method for state-estimation of
Takagi-Sugeno descriptor systems affected by unknown
inputs. Unknown inputs appear not only in the dynamical

equation but also in the measurement equation. The pro-

posed observers are in non descriptor form to be easily
implemented. Sufficient existence conditions of the unk-
nown input observer are given. Strict LMI optimization is
used to determine the gain of the observer. The unknown
input recovering is derived from the state estimation. If
the unknown input decoupling is not verifyed, an obser-
ver is designed in order to minimize tig-gain from the
unknown input to the state estimation error. The results

are established for both the continuous and the discrete

time case.

Keywords:

T-S descriptor system, state estimation, unknown input
observer, LMI optimization.

1 Introduction

Le mockle de Takagi-Sueno (TS) [8] est lar-
gement utili® pour sa propéte d’approxima-
teur universel de mades non liaires. Du-
rant ces vingt dergres anaes, la commande
et 'observation des sy&ines TS sont devenus
des probtmes clefs, suscitant de nombreux tra-
vaux. Par exemple, la stabéitet la commande
des systmes TS sonétudées dans [13] par
resolutions d'igalies matricielles ligaires
(LMI). Des conditions LMI moins conserva-
tives sont propa=es pour la commande et I'ob-
servation dans [9]; [12] propose une approche
par fonctions de Lyapunov multiples.

Comme le montre [4], le formalisme sin-
gulier est attirant de par les possitikt

offertes par les faisceaux matriciels pour
mockeliser les systmes alg@bro-differentiels o

des contraintes statiques et des comportements
impulsifs apparessent (relations de maillage
d’un réseau, sysime nécanigue contraint, etc.).

Les formalismes TS et singuliegtant adayis

a la repésentation de sysmes, la combinai-
son des deux até naturellement introduite par
[10], puis [11] dans le cadre de la poursuite de
moceles non likaires. Le conéile par retour
de sorties et la commandé,, font I'objet de

[7] et [15] respectivement. Dans [14], la com-



mande de syemes singuliers TS (SSTS) est cret par (3-4).
aborcee par des techniques de syses inter-
valle. Neanmoins le prokeime de I'estimation )
en peésence d’enées inconnues semble rester Ei(t) = Z hi(w(t)) (Aiw(t) + Biu(t)
un probEme ouvert.

P L Dd(1)) 1)

Pourtant, la syntse d’observateur entées in- y(t) =Cx(t) + Gd(t) 2)
connues (OEI) est essentielle, en effet il est ra- N

rement possible de mesurer tous les signauxen- g, :Z hi(wi) (Aizi+ Biug+Dydy,) (3)
trant d’'un systme. De plus cette classe d’obser- =

vatel_Jrs est !argement utiéie dan\s le domaine yr =C'zy, + Gdy (4)

du diagnostic de fautes. La syete d'OEIl a

éte étudee pour les systnes non singuliers ou z € R" est la variable dtat,u € R
[5], pour les systmes singuliers [6], pour les  |'entrée de commande, € R? I'entrée incon-
sysemes TS [1], mais pas dans le cadre des nue (perturbations, bruits d’actionneur, etc.), et
SSTS. y € R™ la mesure des sorties. Les matrideés
A;, B;, D;, C et G sont supposes constantes
et connues. Les fonctions d’activations norma-
lisées, naéesh;(w) pouri = 1,..., N, vérifient
les proprétés suivantes.

Cet article propose deuxéthodes de synése

d’observateurs pour les SSTS enéggence
d’entrées inconnues (El). Prearement, lors-
gu’une condition de &couplage parfait de I'es-

timation visa vis des El est arifiee, un OEI N

est propo8. Sa syntase repose sur l&solution 0 < hi(w(t)) <1 Z hi(w(t)) =1 (5)
de LMI. Dans ce cas, la reconstruction des EI i=1

est possible. Deugmement, quand la condi- N

tion de decouplage parfait n’est pagnfiee on 0 < hi(w) <1 Z hi(wy) =1 (6)
construit un observateur dans le but minimiser i=1

le transfertL, des El vers l'erreur d’estima-
tion. Dans les deux cas, I'observateur est sous
forme non singuBre afin de faciliter sa mise en
ceuvre. Tous lessultats sontétaillesa la fois
en temps continu et en temps discret. L'hypothese de matrice&' et C' uniques n’'est

, . pas fondamentalement restrictive. En effet les
Le plan de cette note est le suivant. La section differentes matrices; prennent en compte les

jgrglczlse le fg"d'('je de Inotﬂgdeg. LEa syntése A variations de para#tres @ les changements de
besé trf' € gans la partlg - Ensection 4, 5ints de fonctionnement. La matriégtradui-
est aborée la reconstruction des eas incon- sant la structure du sysne, il n’est pas abusif

Ir’]us's. I(Ejnflln la syp'ése d’obzerygteursg_ fait de la considrer constante. De @me la matrice
objet de la section 5. La derede partie est C' dépend de la nature et de la localisation des

devoluea un exemple d’application. capteurs, lesquelles népendent gréeralement
pas du point de fonctionnement du ®yse.

La variable de dcisionw est supposeétre ac-
cessible en temp<el, et @pendre des erées
u ou des sortieg.

2 Sysemes singuliers T-S 3 Synthese d'observateurs entrées
inconnues

Commencons parédinir la classe des sysnes Dans cette partie, on chercldconstruire un
etudés. Un systme singulier TS estéini, multi-observateua entées inconnues. La struc-
dans le cas continu par (1-2), et dans le cas dis- ture de I'observateur propesst (7-8) dans le



cas continu, et (9-10) dans le cas discret.

Zh

+Liy( )
=2(t) + Toy(t)

2(t) + Mu(t)

(7)
() (8)

N
g1 = Z hi(wg) (N;z, + Miug + Liyg) (9)
=1

Ty =21 + Toys (10)

L'objectif de la syntiese est de @erminer les
gains de 'OEIl, autrement dit les matricés,
M;, L; et Ty, afin que l'estimation de &tat
2 converge asymptotiquement vergthtx du
syseme (1-2) (resp. (3-4)). Il faut donc que I'er-
reur d’estimation éfinie pare(t) = z(t) — &(t)
(ou e, = x, — 2) converge versé&o, quand
t — oo (resp. quand — oo) quelles que soient
les enteées inconnue, les commandes, étdt
initial du syséme.

Dans cette section, on donne les conditions
suffisantes d’existence de I'OEIl. La preag
condition est une condition structurelle de
découplage des ees inconnues. La dexne
est une condition de solvab#id’un systme de
LMI garantissant I'existence des gains de 'OEI
assurant la convergence de l'erreur d’estima-
tion. La solution des LMI permet alors d’obtenir
les gains de 'OEL.

Les conditions suffisantes d’existence de I'ob-
servateur (7-8) sont doée dans le thoeme
suivant.

Theoreme 1 Il existe un observateux entiees
inconnues (7-8) pour (1-2) si la relation

D}N ® gN} +n+rang G

(11)
est \erifiee et s’il existe une matrice sgtique
définie positiveP € R™*™ et une matriceP €
Rx(n+m(N+1)) golutions, pouri = 1,..., N,
des LMI suivantes

PY XY+ PX1Y;
HY XTY)TP+(XY) PP <0

rang X = rang {

(12)

oU ® est le produit de KroneckertoX * est la
pseudo inverse d&, etadl X+ =17 — XX ™.
Les matricesX € RO+mN+1))x(ntq(N+1))
Y € Rnx(n+q(N+1)) ety; € R(n+m(N+1))><n sont
définies par

E 0|D,...D,
X=|C G| 0...0 (13)
0 0] Ix®G
Y =] I, Ouxg|Onxng | (14)
A;
e ®C

e; désigne le vecteur colonne de composantes
nulles sauf la“< égalea 1.

Preuve.Premerement, on montre que (11) as-
sure le @couplage de I'estimation par rapport
aux El. Deuxemement, orétablit la conver-
gence de l'erreur d’estimation paésolution
LMI.

Lerreur d’estimation de Btate(t)
z(t) est donge par

e(t) = a(t) — 2(t) — TLbCx(t) — ToGd(t) (16)

Supposons qu'il existe deux matricés et 75
telles que

(t) -

TWE+T,C =I,
TQG :O

(17)
(18)

Avec (17) et (18), I'erreur d’estimation devient

e(t) = TV Ex(t) — z(t). Sa dcerivée est donee
par
d)zﬂEﬂ)—'w
_Zh ) [T1(Az(t) + Biu(t)
+Did( ))—Niz(t) — Myu(t)— Liy(t)]
autrement dit
Z hi(w e(t)+(TyB;— M;)u(t)
+(T1 —L; G)d( )] (29)



Finalement, on a

N
e(t) = hi(w(t)) Nie(t) (20)
=1
si, pouri = 1,..., N, les contraintes suivantes
sont satisfaites
I, =T\FE+ T, (21)
0="TG (22)
0=1T,D; — L;,G (25)

Afin de erifier les contraintes prédentes, on
introduit un paranatre K; (31) dans (23). Les
contraintes deviennent alors

N, =T\ A; + K,;C est stable (26)
I, =T\E+T)C 27)
0=TG (28)
0="1T\D; + K;G (29)
M; =T, B; (30)
L; = N,T, — K; (32)

Satisfaire ces contraintes (26-29) reviaritou-
ver© € R<(m+m(N+D) telle que

X =Y (32)
N,; = OY; est stable (33)
ou O, est dfinie ci-dessous
@ - [ T1 TQ ‘ Kl KQ KN } (34)

L’ équation (32) admet une solution énsi et
seulement si (35) estvifiee.

rang Eﬂ =rang X (35)

Avec (14) et (13), il vient
Dy ... DN}

Iy® G

E 0|D;...D,
C G| 0...0
0 0] In®G

rang Ef} =n+rang G+rang [

rang X =rang

De ce fait (35) eséquivalenta (11). Si (11) est
vérifiée, l'équation (32) a les solutiorts de la
forme

O=YX"+zx*t (36)

ol Z € Rrx(ntm(N+1) ast yne matrice arbi-
traire, et X+ =7 — XXT.

Avec (33) et (36), les matriced/; s’écrivent
N; =Y XY, +ZX1Y,. S'il existe une matrice
7 telle que lesV; = Y XY, + ZX1Y; soient
stables, alors l'erreur d’estimation converge
vers £ro. De ce fait, la convergence de I'ob-
servateur est ass# s'il exsite une matricé
symétrique @finie positive telle queVi P +
PN; < 0, pouri = 1,...,N. En cefinissant
P = PZ on obtient (12). |

Ce resultat est ammentétendu au cas discret.

Corollaire 1 Il exsite un observateur (9-10)
pour (3-4) si la condition (11) est satisfaite
et s'il existe une matrice syatrique dfinie
positive P € R™™ et une matriceP ¢
R (n+m(N+1)) vérifiant, pouri = 1,..., N, les
LMI suivantes.

@i (XLYi)TBT

P(XLY)) _p <0 (37)
ou &, est cefinie par
b, = (YXY)'PYXTY,) - P
+ (YXTY)TP(XTY))
+(XTY)TPI(YXYY;)  (38)

Preuve.La preuve est similaire au cas continu.
Seule la condition de convergence dé)
differe et devient I'existence dé = PT > 0
vérifiant N/ PN; — P < 0, pouri = 1,..., N.
En posant”Z = P, on obtient (37). [ |

Finalement la synétse d’OEl pour SSTS

temps continu (resp. temps discret) ssume

par la pro&€dure suivante.

— Pas 1. Vérifier la condition de @couplage
(11)

— Pas 2.Résoudre les LMI (12) (resp. (37)) en
PetP.



— Pas 3.Calculer Z avec Z = P~ 'P, ©
est obtenu par (36). Les matrices;, M;
et L; sont calcukes par (26),(30) et (31)
respectivement.

Pour angliorer les performances de I'OEl, on
peut utiliser les &gions LMI [3] permettant de
placer les dynamiques, par exemple en impo-

sant le taux de convergence ou I'amortissement.

En effet, une&gion LMI, nokeD, est un poly-

tope convexe sous-ensemble du plan complexe
D={zcCla+28+23"} (39)

ou « est une matrice syatrique, et a z désigne

le conjuge dez. Lintersection de diférentes

regions LMI permet d’'imposer simultament

plusieurs contraintes de localisation des dyna-

migues. Une matrice est dife-stable si toutes
ses valeurs propres sont dais

Lemme 1 Une matrice A € R"*" est D-
stable, si et seulement si il existe une matrice
synetrique cefinie positiveX € R™*" telle que

a®@ X+ (XA +4" ® (XA)<0 (40)

Une condition suffisante  pour que
SN hi(w)N; soit D-stable est que tous
les sommetsN; du polytope N; soient D-
stables. De ce fait, les dynamiques de I'erreur
d’estimation sont dans unegion D définie
par « et 3, s'il existe une matrice syéatrique
déefinie positive P € R"™ ™ et une matrice
P ¢ Rwx(dmiN@matm)  golutions, pour
i=1,..., N, des LMI suivantes.

a® P+ (PYXTY; + PX'Y)"

+ 6T ® (PYXTY,+ PX'Y;) <0 (41)

etZ estdong parZ = P~'P.
4 Estimation des enteées inconnues

Le but de cette partie est d'utiliser I'estima-
tion de I'état pour estimer les eggs inconnues.

Cela est possibla un instantt si les El sont

linéairement indpendantes, c’estdire si
rang M(t) = q (42)

ou la matrice d’incidence des ElI, res)/ (¢) est
donrée par

= [

Quand (42) est&rifie, M (t) est de plein rang
colonne, et la pseudo inversegauche, née
M(t)¢, existe et estéfine par

M(t)% = (M) M)~ M(t)"

. } (43)

(44)
Si (42) est erifiee, alors I'estirée des El, née
d(t), est don@ par
By, hi<w<t>><Az-:f:<t>+B@-u<t>>}
y(t) — C(t)

>

d(t)=M (t)G[

(45)
L'erreur d’estimation des El,&finie pard(t) =

d(t) — d(t), est alors

i G[FBe(t)+ 3201, hi(w(t)) Ae(t)
dto=-11(0°) o

(46)
d(t) converge vers&o, en effet(t) converge
vers £ro.

L'estimation des El acessite la @rivation de
z(t). La dérivation d’'un signal n’est pas une
opération triviale du point de vue nuwmque,
car tes sensible aux hautes éfuences.
Néanmoins, le signah ceriver est obtenu en
sortie de I'observateur dont la bande passante
peutétre choisie afin de limiter la sensibdien
hautes fequences.

En temps discret, lorsquil,, (47) est de plein
rang colonne, I'estir@e des El est (48).

_ Zf\; hi(w )Dz‘
My = I )
) E#(k+1)— Y% hi(wy)
dy=M¢ (A;@p+ By, (48)
yr — CTy, |

L'estimation des EB l'instantk est disponible
al'instantk + 1, en effet,d, depend dei, ;.



5 Synthese d’observateurs’,

L'objectif de cette section est de systiser un

observateur minimisant l'influence des El sur

I'estimation, lorsque la condition de&douplage
(11) n’est pas satisfaite. Le ckite de minimisa-
tion choisi est la normé&, du gain entre les El
et 'erreur d’estimation.

Comme il aéte vu lors de la synése de I'OEl,
I'erreur d’estimatiore est Egie par un sysime
TS non singulier (19). On utilisera donc le
lemme suivant concernant la normf& d’un

syseéme TS non singulier dans le but de borner

le gainL, des El vers I'estimation.

Lemme 2 [2] Soit un syseme TSa temps
continu (resp. discret) &fini par (49-50) (resp.
(51-52)).

N

(50)
N

2(kt1)=> " hi(wi)(AztBiw)  (51)
N

ye = > hi(wy)Ciy (52)

i=1

Ce systme est stable et satisfdig| [ < v||ul]2,
s’il existe une matrice sy@atrique cefinie posi-
tive P € R™" solution de (53) (resp. (54)) pour
i=1,...,N.

ATP + PA; +CTC; PB;

BI'P 2T
ATPAACTC—P  ATPB;

BIPA, BT PB—2I

} <0 (53)

} <0 (54)

Pour un eel positify donrg, un observateur est
dit £,, de gainy si I'erreur d’estimation et les
entiées inconnuesérifient||e||2 < v||d||2.

Theoreme 2 Il existe un observateuf, (7-8)
de gain inérieur a v pour le SSTS (1-2), si la
condition (55) est satisfaite et s'’il existe une ma-
trice synétrique ckfinie positiveP € R™*", et
des matricesZ € R™ ("™ et . € R™™,
solutions des LMI (56) pour=1,..., N.

rang {g COT'] =n+rang G (55)
‘Ifi,n ‘I’z‘,m
@3:12 _'72Iq
ouv,,q, ety;,, sont donis par

;1 =PY X[ A+ ZX{-A; + K,C
+ (PY XA+ ZX; A+ K,O)F +1
(57)
W10 =PYX|'D; + ZX{"D; — K,G (58)
Ou X;F € Rintaxn X ¢ Rivtaxm XL ¢
R(Em)xn gt X1 € RHm)xm sont céfinies par
E 0
C G

<0 (56)

X
} _ X xf] (59)

E 0][E 0]"
(60)
Preuve.Si (55) est erifiee, alors il existd’ et
T, telles que
T ] X=Y

ou X etY sont donges par

(61)

x=|g o] vl ol 6

Alors, T etT), sont tkfinies par (63) et (64)w0
Z est une matrice arbitraire.

T =YX+ ZX{ (63)
Ty =Y XS+ ZX5 (64)

En reprenant la preuve duébeme 1, si (26),
(30) et (31) sont respamts, I'erreur d’estima-
tion d’'étate(t) = z(t) — z(t) est egie par

é(t) = Zhi(w(t))((TlAi + K;C)e(t)

+ (' D; — K;G)d(t)) (65)



D’apres le lemme 2, on ge(t)||2 < 7|d(t)|]2, 6 Exemple

s'il existe une matrice® = PT > ( solution

des LMl suivantes pour=1,..., N Consicerons le SSTS temps discret (3-4), de
période déchantillonage, = 0.03s, défini par

. ;IJZ + I%L , PTlDi—QPKZ-G <0
DiTy P=GRKEP i (66) E = diag([1110)])
ou ¥, est dong par 0.888 —0.055 0.0810 0.110
T ~[—0.081 0.888  0.080 0.108
U, = (MA+K,C) P+P(T1 A+ K;C) (67) A = 0134 —0081 1073 0216
En posantk; = PK, etZ = PZ, on obtient 0.082  0.027 —0.081 0.832
(56). n 0.881 —0.026 0.084 0.111

—0.084 0.889  0.052 0.105
—-0.202 -0.023 1.08  0.216
0.030  0.026 —0.055 0.8321

De maneére évidente, la condition (55) est A, =
moins restrictive que (11). Le term¢ peut
étre consiéré comme une variabla minimi-

ser lors de I'optimisation LMI, afin d’obtenir 3.00 —0.02 0.282  0.002
latténuation optimale des El sur lestimation. 5 _ |0.04  2.89 B,y = —0.13  2.87
0.13 1.43 —0.31 1.52
Corollaire 2 1l existe un observateut, (9-10) 2.87 —0.02 0.05 0.00
de gain inérieur a v pour le SSTS (3-4), si la 0.001 0 1100
condition (55) est satisfaite et s'il existe une ma- Do Dy — | 00010~ 1y
trice synétrique ckfinie positiveP € R™*", et 772710031 0 N
des matricesZ € R™ ("™ et . € R™™, —0.001 0 0001
solutions des LMI (56) pour=1,..., N. 0 1
I,-P 0 o G=100
0  —?%, @, <0 (68) 00

D; ®;, —P , o ,
. . Les fonctions d’activation sont é&finies par
ou @, , etd, , sont ckfinis par his = (1 — tanh(ug/15))/2 €thoy = 1 — hoy.
®; 1 =PY XA, + ZX{ A+ K,.C  (69) Les mesures sont aff@&ss par un bruit cerér
B, —PYXD, + ZX-D, — K.G  (70) d’amplitude maximal@.05. La resolution LMI’
’ et les simulations sont faites avec Matlab. L'es-
timation détat est illustee par les figure 1-2.

Preuve. La preuve est identiqua celle du Les sortiegy,, etant bruiées, il est Bcessaire de

theoeme 2, donc est omise. . filtrer les El estinges. L'estimation des El est
Finalement la syngése d'un observateut, illustrée par la figure 3.

pour un SST% temps continu (resp. discret) se

réesumed la pro@dure suivante. 7 Conclusion

— Pas 1.Veérifier la condition d’existence (55).

— Pas 2.Résoudre les LMI (56) (resp. (68)) en Cet article @taille deux syntbses d'observa-
P,ZetK,. teurs pour sy&tmes singuliers T8 entees in-

— Pas 3.Calculer”Z et K; parZ = P~'Z et connues,a temps continu e& temps discret.
K; = P7'K, respectivement. Les matrices Sous certaines conditions de&abuplage, on
T, etT; sont obtenues par (63) et (64). Les peut construire un observatear entées in-
gains N;, M; et L; sont calcués par (26), connues. L'estimation des variablestdit per-
(30) et (31) respectivement. met alors de reconstruire les &#s inconnues.

Sous des conditions moins restrictives, on peut



construire un observateur minimisant le géin
des entees inconnues vers I'estimation.

A I'avenir, il sera ineressant de mettre en ceuvre
les observateurs prop&s pour le diagnostic.
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Figure 1 — Variables &tat (pointiles) et leurs
estimees (continu)z; (haut) etx, (bas)
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Figure 2 — Variables &tat (pointiles) et leurs
estineées (continu)g; (haut) etr, (bas)
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Figure 3 — Entees inconnues (pointdk) et
leurs estindes (continu) ; (haut) etd, (bas)



