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Résumé— Cet article! traite de ’identification directe de mo-
déles linéaires 4 temps continu dans un contexte erreurs-
en-les-variables. Une méthode fondée sur les statistiques
d’ordre supérieur est développée. Sous certaines conditions
sur le signal d’entrée et sur les bruits additifs corrompant
les données, ’estimateur proposé est consistant. Ses per-
formances sont illustrées a 1’aide de simulations de Monte
Carlo.

Mots-clés— Identification des systémes; erreurs-en-les-
variables ; temps continu ; statistiques d’ordre supérieur.

I. INTRODUCTION

L’identification des systémes & partir de données expé-
rimentales, qui a pour but de déterminer les paramétres
de modéles mathématiques de systémes dynamiques, repré-
sente un sujet classique de I’Automatique. Durant les trente
derniéres années, 'identification des systémes a connu un
développement considérable tant sur le plan de la propo-
sition de nouvelles méthodes que sur le plan des applica-
tions. Durant cette période, la théorie de l’identification
s’est principalement développée en considérant des modéles
a temps discret [1]. En effet, le formidable développement
des calculateurs numériques a rendu l'utilisation des mo-
déles & temps discret de plus en plus courante en raison de
I’acquisition échantillonnée de signaux, mais aussi grace a
la facilité de mise en ceuvre de la commande ou du diag-
nostic préventif, développés & partir de ces modéles.

L’identification directe de modéles & temps continu & par-
tir de données échantillonnées a connu un regain d’intérét
ces derniéres années [2], [3], [4], [5], [6]- La plupart des algo-
rithmes dédiés a I’estimation paramétrique de ces modéles
sont & présent disponibles dans la boite & outils Matlab
CONTSID? [7].

Toutefois, la majorité des méthodes d’identification de
modéles & temps discret ou continu reposent sur ’hypo-
thése de bruit additif sur la sortie uniquement, I’entrée du
systéme étant supposée parfaitement maitrisée. Or, dans
de nombreux cas pratiques, l’entrée est également mesurée
et donc entachée de bruits de mesure, et il s’avére que 1'uti-
lisation des méthodes classiques ne prenant pas en compte

1Ce rapport technique est en relation avec ’article présenté a
la Conférence Internationale Francophone d’Automatique (CIFA’06,
Bordeaux, mai 2006)

2http ://wuw.cran.uhp-nancy.fr/contsid

les bruits sur ’entrée conduit & des estimations biaisées.

On traite ici de lidentification de modéles & partir de
mesures bruitées des signaux d’entrée et de sortie. Ce
probléme d’identification dans un contexte erreurs-en-les-
variables a été I’objet de travaux récents dans le cas de mo-
déles & temps discret. On peut diviser ces travaux en deux
classes : ceux exploitant les statistiques de second ordre [§],
[9], [10], [11], [12], et ceux utilisant les statistiques d’ordre
supérieur (a deux) [13], [14], [15]. En revanche, ce probléme
n’a été que trés peu traité dans le cadre de ’'identification
de modéles & temps continu et, & notre connaissance, uni-
quement & l’aide de statistiques d’ordre deux [16].

Cet article présente une méthode fondée sur les statis-
tiques d’ordre supérieur pour 'identification directe de mo-
déles linéaires a temps continu dans un contexte erreurs-en-
les-variables. A I'instar des méthode proposées par J.M.M.
Anderson [17], [18], [19], elle s’appuie sur la méthode d’es-
timation paramétrique de Steiglitz-McBride [20].

Ce document est organisé comme suit : la seconde partie
expose le contexte du probléme et en troisiéme partie sont
rappelées les bases des statistiques d’ordre supérieur. Dans
la quatriéme partie on s’intéresse & la méthode d’identifi-
cation, tandis qu’en cinquiéme partie se voient explicités
quelques points clés de la mise en ceuvre de ’algorithme.
Enfin, avant la conclusion, un exemple de simulation per-
met d’illustrer les performances de ’algorithme proposé.

II. POSITION DU PROBLEME

ug (t)

G(p)

G(tr) y(te)

Fig. 1. Systéme avec données d’entrée/sortie bruitées

Soit un systéme linéaire & temps continu invariant dans



le temps représenté sur la figure 1. On a

ou p est I'opérateur de différentiation et
— G(p) : opérateur de transfert du vrai systéme;
— ug(t), yo(t) : signaux d’entrée et de sortie non bruités;
— u(t), g(t) : bruits de mesure sur ’entrée et sur la sortie;
— u(t), y(t) : signaux d’entrée et de sortie mesurés.

Les polynomes A(p) et B(p) sont définis par

A(p) =ag+ap+..+ anaflp”a—l + phe (2)
B(p) :b0+b1p+—|—bnbpnb (3)

On suppose que les signaux d’entrée et de sortie sont échan-
tillonnés avec un pas constant égal & T, et corrompus par
des bruits de mesure (& temps discret) ; les données dispo-
nibles sont ainsi

u(ty) = uo(te) + alty) (4)
y(tr) = yo(tr) + 9(tx) (5)

ou t, = kT, désigne 'instant d’échantillonnage. Outre les
conditions susdites, il est nécessaire de poser les hypothéses
suivantes
H1 A(s) # 0 pour R(s) > 0 et A(s), B(s) sont premiers
entre eux (s est la variable de Laplace) ;
H2 le signal d’entrée non bruité wug(tx) est un processus
aléatoire tel que E[ud(ty)] # 0;
H3 a(tg) et g(tr) sont de moyenne nulle et de densité
de probabilité symétrique, et respectivement indépen-
dants de wug(t) et yo(tx).

REMARQUE 1

La condition HI1 regroupe les hypothéses classiques de sta-
bilité et d’identifiabilité du systéme. On suppose en outre
que le systéme (1) est en opération depuis assez longtemps
pour que la sortie yg soit stationnaire au sens large, c’est-
a-dire que ses propriétés statistiques sont invariantes par
translation de temps.

Les hypothéses H2 et H3 sont liées a certaines propriétés
des statistiques d’ordre supérieur, et se verront justifiées
par la suite. O

Etant donné N échantillons de données d’entrée/sortie
[u(tk)]ivzl et [y(tk)]ivzl, Pobjectif est d’estimer les coeffi-
cients des polynomes A et B, regroupés dans le vecteur des
paramétres 6

0" =lao ... b, ] (6)

L’approche d’identification développée s’appuie sur les
statistiques d’ordre supérieur. Les principales définitions
et propriétés utilisées dans cet article sont rappelées dans
le paragraphe suivant. Une information plus compléte sur
les statistiques d’ordre supérieur peut étre trouvée dans les
ouvrages [21], [22].

Ap,—1 bo ce

ITI. STATISTIQUES D’ORDRE SUPERIEUR

Le cumulant d’ordre 3 d’un signal aléatoire (& temps dis-
cret) x(ty) stationnaire a valeurs réelles est défini par

Caaa(T1,72) = Cum [x(ty), x(tr + 1), 2(te + 72)]  (7)
= E[x(tk).r(tk + 71)x(tr + 7'2)] (8)

ou E[.] représente ’espérance mathématique. Les cumu-
lants d’ordre supérieur & 2 ont de nombreuses propriétés
parmi lesquelles nous ne citons ici que celles utilisées.

Soient x et y deux vecteurs aléatoires.

P1 Multilinéarité : si & et y sont liés par la relation
linéaire y = Ax, ou A est une matrice quelconque,
alors les cumulants de y sont des fonctions linéaires de
chacune des composantes A;;. Par exemple, on a

Cum [y(t:), y(t;), y(tx)]
= AiaAjp ApcCum [(te), (ts), o (tc)]

a,b,c

P2 Additivité : si @ et y sont indépendants, le cumulant
de leur somme est égal a la somme de leurs cumulants

Cum [z(t)+ y(t1), ..., o(tn)+ y(tn)]
= Cum|[x(t1),...,z(ty)] + Cum[y(t1), ..., y(ts)]

P3 Le cumulant d’ordre 3 d’une variable aléatoire ayant
une densité de probabilité symétrique (incluant donc
les lois gaussiennes) est nul.

On voit maintenant la justification des hypothéses H2 et
H3 : si l'on considére le cumulant d’ordre 3 du signal d’en-
trée bruité (4), en utilisant les propriétés P2 et P3 on ob-
tient

Cuuu(Th 7—2) = Cummuo (’7'1, TZ) + Cﬁﬂﬂ (Tl7 7—2) (9)
= Cuououo (7'1, 7-2) (10)

De la méme maniére pour le signal de sortie bruité (5) on
a

(11)

L’utilisation des cumulants d’ordre supérieur & deux per-
met donc de s’affranchir naturellement de tout bruit enta-
chant le signal utile, sous les conditions H2-H3.

nyy(Tlv ) = Cyovoyo (71, 72)

IV. APPLICATION A L'IDENTIFICATION DE MODELES A
TEMPS CONTINU

ProrosiTiON 1
Le cumulant croisé d’ordre 8 entre les signauzx d’en-
trée/sortie disponibles vérifie

B(p
Cuap(im) = G Conslrir) (12
ot l'opérateur différentiel p représente %‘
PREUVE
Voir ’annexe A. [

Ce résultat est le point de départ de la méthode d’iden-
tification : I’équation différentielle du systéme est vérifiée
par les cumulants d’ordre 3.

A Tinstar de 'approche proposée pour le cas de 'identi-
fication de modeéles a temps discret [17], [18], [19], la tech-
nique développée ici s’appuie sur la méthode de Steiglitz-
McBride [20].



A partir de ’équation (12) on définit 'erreur de sortie

gna B(p)
o' A(p)
Cette erreur est non linéaire en les parameétres. Pour éviter

de recourir & des méthodes de programmation non linéaire,
réécrivons erreur de sortie précédente sous la forme

6(7—177-270) = Cuyu(ThTQ) - Cuuu(TlaTQ) (13)

1
e(11,72,0) = Tp) (A(p)cuyu(TlaTQ) - B(p)cuuu(71,72)>
- A( )Cuyu(Tl’ 7—2) - B(p)cguu(Th TQ) (14)
ou Cf,, et Cf,, sont les cumulants filtrés par 1/A(p). On

a ainsi une erreur d’équation linéaire en les paramétres.
Ces derniers peuvent alors facilement étre estimés par la
méthode des moindres carrés, comme exposé plus loin.

Comme A(p) est inconnu, on procéde de facon itérative
pour transformer cette erreur d’équation en ’erreur de sor-
tie (13). Soit §; I’estimée de @ a I'itération i. A chaque itéra-
tion, éi+1 est calculé par la méthode des moindres carrés en
utilisant les cumulants filtrés par 1/A;(p). Dans la mesure
ol les parameétres convergent vers une valeur constante, on
a

Aijrl(p) i (15)
Ai(p)

BA+1(P) . Bi’z‘ﬂ(p) (16)
Ai(p) Ait1(p)

L’erreur d’équation (14) tend donc vers l'erreur de sortie
(13). La convergence de cette méthode est trés rapide : ty-
piquement quelques itérations suffisent [23].

L’erreur d’équation (14) peut étre réécrite sous la forme
d’une régression linéaire

e

— o 0
5 (r1,72)

6(7-177—270) = Cj:yu(,rl?,r?) - (17)

ou le vecteur de régression est donné par

T (11, m) =

—C’fu (11,72) —in (11,72) ... —Lr_le (11,72)
e Ory oyt

s (m1,m2) iC’Zuu(ﬁ,ﬁ) a—TCZW(ﬁ,Tg)

or or"

On choisit le critére quadratique suivant

MZ

T10

J 7-27 T177—2a (18)

ou M est un hyper-paramétre a choisir. Spécifiant 7 = 0
et minimisant J(7z,6) on obtient

-1

(7_1 ; TQ)

M—-1
[ Z(pTl’TQ

M—-1

Qe
@(71’72)W05yu(71’72)] (19)
1

.—|ﬂ
SE

7'1:0

REMARQUE 2
Bien que d’autres critéres soient possibles, notamment

M—1M-1
M2 E E Tl,T27
’7‘1_0 TQ_O
On ne s’intéresse dans cet article qu’au critére (18). O

Aprés 'étape d’initialisation, 'algorithme itératif d’iden-
tification peut se résumer ainsi
1. Calcul des cumulants filtrés C7, . et C{fyu et de leurs
dérivées a partir des données et l'estimée du vec-
teur des parametres él(M ) obtenue a litération pré-
cédente ;
2. Calcul de la nouvelle estimée éi+1(M

paramétres par (19);

) du vecteur des

3. Répéter les étapes 1. et 2. jusqu’a convergence.

V. MISE EN (EUVRE DE L’ALGORITHME

Une estimation du cumulant d’ordre 3 & I’aide de N don-
nées disponibles peut étre obtenue par

Cwa:;v 7—17 T2 E

k

oty + 1)ty +72)  (20)

La mise en ceuvre de I'estimateur fondé sur les statistiques
d’ordre supérieur présenté dans la partie précédente néces-
site de discuter trois points importants.

A. Calcul des cumulants filtrés et leurs dérivées

Les cumulants filtrés C7,,, et C’uyu se sont pas calculés
par filtrage des cumulants eux-mémes, mais par calcul a
partir des signaux d’entrée/sortie ﬁltrés. En effet, si 'on
applique un filtre linéaire F,,(p) & un cumulant, la propriété

de multilinéarité P1 permet d’écrire

Cl (11, 72) = Frn(p)Craa (11, 2) = Cogro(m1,72)  (21)
Les dérivées du cumulant filtré sont données par
Ol a(riima) = o Crara(riima) (22)
o or"
88 mE[ (tr)z f(tk+ 71)x(tp+ 7'2)] (23)

8m
—-F [m(tk) ( !
1

Les dérivées des signaux filtrés apparaissant ci-dessus se-
ront obtenues en sortie d’un banc de filtres

(tr+ 7'1)> z(ty+ Tg)] (24)

m

m:z:f(t—i—ﬁ) = fn(t) * z(t +71) (25)
or]
ou * représente 'opérateur de convolution et
_ -1 | ST
Pty = £ E] =67 5] e

ou L symbolise la transformée de Laplace. On rameéne
donc le filtrage des cumulants au filtrage des signaux d’en-
trée/sortie, cadre bien connu de l'identification de modéles
a temps continu par les méthodes de ’erreur d’équation [3].



B. Initialisation de l’algorithme

Pour initialiser 'algorithme et déterminer A, (p), on aura
recours au filtre traditionnel des variables d’état [3] : les dé-
rivées des signaux d’entrée/sortie seront obtenues en pas-
sant ces signaux par le banc de filtres suivant

o= (522)”

ol « est un hyper-paramétre représentant la pulsation de
coupure du filtre et doit étre choisi en fonction de la bande
fréquentielle d’intérét.

Pour les itérations suivantes on disposera d’une estimée

~

0;, et il sera donc possible d’utiliser

1<m<n, (27)

1<m<mn, (28)

C. Choix de Uhyper-paramétre M

Il n’y a pas de régle pour fixer cet hyper-paramétre [13],
ou du moins reste-t-elle & déterminer : il est fixé de ma-
niére empirique. Une étude de son influence est réalisée
dans I'exemple de simulation qui suit.

VI. EXEMPLE DE SIMULATION

On considére le systéme du second ordre suivant

3

Glp) = 5
®) = mrapra

(29)
Le signal d’entrée non bruité uy est un bruit blanc expo-
nentiel de paramétre A = 1 : on a donc E[uj(ty)] = 2.
L’hypothése H2 de non nullité du cumulant d’ordre 3 est
vérifiée.

S’inspirant des conditions de simulation de ’article [13],
on définit les bruits corrompant les signaux d’entrée/sortie
comme suit :

— en entrée :

(ty) = (1 -2.33¢7 " +0.75¢ 2
+0.5¢7% +0.3¢"* —1.4¢7°) e(t) (30)

ou e(t;) est un bruit blanc gaussien de variance unité

et g désigne 'opérateur avance;
— en sortie :

G(ty) = (1+0.2¢7 1 —0.3¢7% 4+ 0.4¢ F)a(ty) (31)

Les bruits en entrée et en sortie sont donc colorés et corré-
lés. Dans de telles conditions, on sait que le systéme n’est
pas identifiable par des méthodes fondées sur les moments
de second ordre [24].

La période d’échantillonnage est fixée & T, = 0.1s.

A. Influence de I’hyper-paramétre M

Dans un premier temps, étudions l'influence de ’hyper-
paramétre M sur la qualité des estimées. Pour ce faire,
I’algorithme proposé a été utilisé pour identifier le systéme
(29), avec des valeurs de M comprises entre 5 et 50. Une
simulation de Monte Carlo de n,,. = 200 réalisations a été
effectuée. Le rapport signal sur bruit (RSB) a été fixé a
5 dB en entrée comme en sortie, et le nombre de données

3.37‘“‘ i

3
T

31

0
)
|

Estimée de a

29

28 *

27 *
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Fig. 2. Evolution de la moyenne de ’estimée de ag en fonction de M
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Fig. 3. Evolution de la moyenne de ’estimée de a; en fonction de M

disponibles a été fixé & N = 5000. Sur les figures 2, 3 et 4
est représentée I’évolution de la moyenne des estimées des
trois paramétres en fonction des valeurs de M.
Les remarques suivantes peuvent étre formulées
— choisir M trop petit nuit (logiquement) a la qualité
des estimées ;
— a partir d’un certain moment, lorsque M augmente un
biais apparait qui va s’augmentant lui aussi.
Les "meilleures" valeurs de M dépendent du systéme et
des conditions expérimentales (type du signal d’entrée, des
signaux de bruit, RSB, etc) d’une maniére qui reste encore
& déterminer. Néanmoins, pour cet exemple, la plage de

3.3 *

3.2 *

=3

3.1 *

-

Estimée de b

29 B
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. . . . . . . .
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Valeurs de M

Fig. 4. Evolution de la moyenne de ’estimée de b en fonction de M



valeurs & conseiller est 15 < M < 25.

Dans le comparatif qui suit, nous avons donc utilisé I’al-
gorithme avec trois valeurs de M différentes, a savoir 15,
20 et 25.

B. Analyse comparative des performances

Nous allons maintenant comparer les performances de
Palgorithme proposé, baptisé csmhos (pour Continuous-
time Steiglitz-McBride algorithm with Higher Order Sta-
tistics), avec celles des méthodes srivc (Simplified Refi-
ned Instrumental Variable for Continuous-time models) et
ivsvt (Instrumental Variable based State Variable Filter),
toutes deux disponibles au sein de la boite & outils CONT-
SID [7]. Bien que ces méthodes ne soient pas spécifique-
ment développées pour prendre en compte le fait que le si-
gnal d’entrée soit bruité, elles ont fait preuve (notamment
la méthode srivc) d’une certaine robustesse vis-a-vis de
ces perturbations. L’étape de filtrage inhérente & ces deux
méthodes peut expliquer cette robustesse : le filtrage des
signaux est connu comme un moyen d’améliorer efficacité
statistique des estimateurs [1]. En effet, le filtre permet de
spécifier la plage fréquentielle dans laquelle on recherche
I’adéquation entre le systéme et le modéle, et doit ainsi
correspondre au mieux & celle du systéme & identifier.
Une autre simulation de Monte Carlo de n,,. = 200 réali-
sations a été effectuée, les bruits perturbant ’entrée et la
sortie étant définis de la méme maniére qu’auparavant. La
table I contient, pour un RSB de 5 dB en entrée et en sor-
tie, les moyennes et les écarts-types des paramétres estimés,
ainsi que 'erreur quadratique moyenne sur les parameétres,
définie par

1 MNme g
EQM £ — 3 [1§" — 6|2 (32)
mc j:1

N , s ~J .
ot ||.||2 représente la norme euclidienne et 6 ’estimée ob-
tenue a la j°réalisation de la simulation de Monte Carlo.

Méthode || M | a1 =4 |ap=3 [by=3 |EQM
vsvi | - 300 | RS | EES | %
stive || — | 3720 | 25R | AR | 4%
15| 39208 | 300 | 208 | 23%
csmhos || 20 | 3901 | 2000 | 20L | 19%
25 | 300 | 30h | ER |17

TABLE I

RESULTATS DE LA SIMULATION POUR RSB=5DB

La table I nous révele plusieurs choses : tout d’abord
elle confirme la robustesse de la méthode srivc et dans
une moindre mesure celle de la méthode ivsvf face au
bruit entachant ’entrée du systéme, puisque leurs estimées
restent acceptables alors que le RSB en entrée est de 5 dB.

Ensuite, on constate que l’algorithme proposé permet
une nette amélioration au niveau de la moyenne des es-
timées : alors que les méthodes srivc et ivsvf exhibent
un biais apparent, la méthode csmhos fournit quant a elle
des estimées trés proches des vraies valeurs.

Toutefois, ce gain de précision se fait au détriment de la
variance sur les estimées : il est bien connu que les estima-
teurs fondés sur les statistiques d’ordre supérieur délivrent
une plus grande variance que ceux fondés sur les statis-
tiques de second ordre. Cela se voit confirmé : la variance
sur les parameétres estimés par csmhos est en moyenne deux
fois plus grande que celle délivrée par srivc et ivsvt.

Enfin, si 'on désire comparer les performances de I’al-
gorithme csmhos suivant les trois valeurs de M choisies,
il ne faut pas se laisser abuser par les valeurs de 'EQM :
le fait qu’elle diminue & mesure que M augmente ne fait
que traduire que la variance sur les estimées diminue elle
aussi & mesure que M augmente. Le biais sur les estimées
augmente lui aussi, si bien que les meilleurs résultats ont
été obtenus dans ce cas pour M = 20.

Afin de mettre en exergue les bonnes performances de la
méthode proposée, une derniére simulation a été réalisée,
pour laquelle le RSB en entrée et en sortie a été diminué
jusqu’a -1 dB. Les résultats de cette simulation ont pour
écrin la table II. On voit qu’aucune des méthodes ivsvf
et srivc ne fournit de résultat convenables tandis que la
méthode proposée fournit encore des résultats acceptables
en terme de biais et de variance.

Méthode || M | a1 =4 |ag=3 |bg=3 EQM
vsvf || - | 2240 | LT | ddne | 281%
srive | - |39 | RGN |25 | 144%
15| 3755 | 289 |20 | 64%
csmhos || 20 | 3520 | % | 2G| 52%
25 | 355 | &5 | Iome | 49%
TABLE II

RESULTATS DE LA SIMULATION POUR RSB—=-1pB

VII. CONCLUSION

Une méthode pour l'identification de modéles & temps
continu dans un contexte erreurs-en-les-variables a été pro-
posée dans cet article. La méthode de Steiglitz-McBride
a été utilisée en conjonction avec les statistiques d’ordre
supérieur, aboutissant a un algorithme simple utilisant la
méthode des moindres carrés et les techniques qui en sont
dérivées. Sous certaines conditions sur le signal d’entrée et
sur les bruits perturbant les signaux d’entrée/sortie, 1’esti-
mateur proposé est consistant. Une simulation numérique
a permis de confirmer les résultats théoriques.



APPENDIX
I. PREUVE DE LA PROPOSITION

Notons g(t) la réponse impulsionnelle du systéme (1). Le

cumulant croisé d’ordre 3 entre les signaux d’entrée/sortie

mesurés u(t) et y(t) s’écrit

uyu (71, T2) uo’llouo (71, 7—2) (33)

= Cum [uo(t), yo(t+ 71), uo(t+ 72)] (34)

=F {uo (/Rg Tug(t+ 71 — T)dT) uo(t+ 7’2)} (35)
/ ( / o()g (T )uo(t-+ 71— )uo(t+ 7'2)d7'>dt (36)

- /R o(7) ( /R o (£)uo (t4+ 71 —T)uo (t+ 7’2)dt> i (37)

= /Rg(T)E[uo (B)uo(t+ 71— T)uo(t+ m2)] dr (38)

— [ 9 Cu (1 = 7. ) (39)
R

_ B(p) o

- A(p) Cuououo( 1, 2) (40)
_ B(p)

- A(p) Cuuu (Tla TQ) (41)

L’interversion des intégrales entre (36) et (37) se justifie
par le théoréme de Fubini.
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