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④st❡♣❤❛♥❡✳t❤✐❧✱ ❤✉❣✉❡s✳❣❛r♥✐❡r✱ ♠❛r✐♦♥✳❣✐❧s♦♥⑥❅❝r❛♥✳✉❤♣✲♥❛♥❝②✳❢r
❤tt♣s✿✴✴❝✐❢❛✷✵✵✻✳❧❛♣s✳✉✲❜♦r❞❡❛✉①✶✳❢r✴❛❝❝✉❡✐❧✳♣❤♣

❘és✉♠é✖❈❡t ❛rt✐❝❧❡✶ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ♠♦✲

❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡rr❡✉rs✲

❡♥✲❧❡s✲✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s

❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✳ ❙♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥tré❡ ❡t s✉r ❧❡s ❜r✉✐ts ❛❞❞✐t✐❢s ❝♦rr♦♠♣❛♥t

❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣r♦♣♦sé ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t✳ ❙❡s ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡

❈❛r❧♦✳

▼♦ts✲❝❧és✖ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❀ ❡rr❡✉rs✲❡♥✲❧❡s✲

✈❛r✐❛❜❧❡s ❀ t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❀ st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳

■✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①♣é✲
r✐♠❡♥t❛❧❡s✱ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ r❡♣ré✲
s❡♥t❡ ✉♥ s✉❥❡t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❆✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❉✉r❛♥t ❧❡s tr❡♥t❡
❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ t❛♥t s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉❡ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✳ ❉✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
s✬❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ❬✶❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛ r❡♥❞✉ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✲
❞è❧❡s à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡
❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ❞❡ s✐❣♥❛✉①✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❣râ❝❡ à
❧❛ ❢❛❝✐❧✐té ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦✉ ❞✉ ❞✐❛❣✲
♥♦st✐❝ ♣ré✈❡♥t✐❢✱ ❞é✈❡❧♦♣♣és à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✳

▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ à ♣❛r✲
t✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s ❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥ r❡❣❛✐♥ ❞✬✐♥térêt
❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❬✷❪✱ ❬✸❪✱ ❬✹❪✱ ❬✺❪✱ ❬✻❪✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❞é❞✐és à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s
s♦♥t à ♣rés❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜♦ît❡ à ♦✉t✐❧s ▼❛t❧❛❜
❈❖◆❚❙■❉✷ ❬✼❪✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡
♠♦❞è❧❡s à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬❤②♣♦✲
t❤ès❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ s✉r ❧❛ s♦rt✐❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧✬❡♥tré❡ ❞✉
s②stè♠❡ ét❛♥t s✉♣♣♦sé❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ♠❛îtr✐sé❡✳ ❖r✱ ❞❛♥s
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡s✱ ❧✬❡♥tré❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡s✉ré❡
❡t ❞♦♥❝ ❡♥t❛❝❤é❡ ❞❡ ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡✱ ❡t ✐❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❧✬✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♥❡ ♣r❡♥❛♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡

1❈❡ r❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ♣rés❡♥té à
❧❛ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❋r❛♥❝♦♣❤♦♥❡ ❞✬❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✭❈■❋❆✬✵✻✱
❇♦r❞❡❛✉①✱ ♠❛✐ ✷✵✵✻✮

2❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❝r❛♥✳✉❤♣✲♥❛♥❝②✳❢r✴❝♦♥ts✐❞

❧❡s ❜r✉✐ts s✉r ❧✬❡♥tré❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❜✐❛✐sé❡s✳
❖♥ tr❛✐t❡ ✐❝✐ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡

♠❡s✉r❡s ❜r✉✐té❡s ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❈❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡rr❡✉rs✲❡♥✲❧❡s✲
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ été ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠♦✲
❞è❧❡s à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✐✈✐s❡r ❝❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ ❞❡✉①
❝❧❛ss❡s ✿ ❝❡✉① ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❬✽❪✱
❬✾❪✱ ❬✶✵❪✱ ❬✶✶❪✱ ❬✶✷❪✱ ❡t ❝❡✉① ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡
s✉♣ér✐❡✉r ✭à ❞❡✉①✮ ❬✶✸❪✱ ❬✶✹❪✱ ❬✶✺❪✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
♥✬❛ été q✉❡ très ♣❡✉ tr❛✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡ ♠♦❞è❧❡s à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❡t✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✉♥✐✲
q✉❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❬✶✻❪✳

❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s st❛t✐s✲
t✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♣♦✉r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ♠♦✲
❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡rr❡✉rs✲❡♥✲
❧❡s✲✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆ ❧✬✐♥st❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❏✳▼✳▼✳
❆♥❞❡rs♦♥ ❬✶✼❪✱ ❬✶✽❪✱ ❬✶✾❪✱ ❡❧❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❙t❡✐❣❧✐t③✲▼❝❇r✐❞❡ ❬✷✵❪✳

❈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡
❡①♣♦s❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❡♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ s♦♥t
r❛♣♣❡❧é❡s ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ❉❛♥s
❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜✲
❝❛t✐♦♥✱ t❛♥❞✐s q✉✬❡♥ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ s❡ ✈♦✐❡♥t ❡①♣❧✐❝✐tés
q✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts ❝❧és ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
❊♥✜♥✱ ❛✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r✲
♠❡t ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé✳

■■✳ P♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

G(p)

❣+ ❣+

✲ ✲

❅❅

❄✲ ✲

❅❅

❄ ✲✲

u0(t)

ũ(tk)

y0(t)

u(tk) ỹ(tk) y(tk)

❋✐❣✳ ✶✳ ❙②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✴s♦rt✐❡ ❜r✉✐té❡s

❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s



❧❡ t❡♠♣s r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳ ❖♥ ❛

y0(t) = G(p)u0(t) =
B(p)

A(p)
u0(t) ✭✶✮

♦ù p ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ ❡t
✕ G(p) ✿ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✉ ✈r❛✐ s②stè♠❡ ❀
✕ u0(t)✱ y0(t) ✿ s✐❣♥❛✉① ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ♥♦♥ ❜r✉✐tés ❀
✕ ũ(t)✱ ỹ(t) ✿ ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ s✉r ❧✬❡♥tré❡ ❡t s✉r ❧❛ s♦rt✐❡ ❀
✕ u(t)✱ y(t) ✿ s✐❣♥❛✉① ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ♠❡s✉rés✳

▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s A(p) ❡t B(p) s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r

A(p) = a0 + a1p + ... + ana−1p
na−1 + pna ✭✷✮

B(p) = b0 + b1p + ... + bnb
pnb ✭✸✮

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ s♦♥t é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥♥és ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s ❝♦♥st❛♥t é❣❛❧ à Te ❡t ❝♦rr♦♠♣✉s ♣❛r
❞❡s ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✭à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✮ ❀ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦✲
♥✐❜❧❡s s♦♥t ❛✐♥s✐

u(tk) = u0(tk) + ũ(tk) ✭✹✮

y(tk) = y0(tk) + ỹ(tk) ✭✺✮

♦ù tk = kTe ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ❖✉tr❡ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉s❞✐t❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣♦s❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
s✉✐✈❛♥t❡s
❍✶ A(s) 6= 0 ♣♦✉r ℜ(s) ≥ 0 ❡t A(s)✱ B(s) s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs
❡♥tr❡ ❡✉① ✭s ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✮ ❀

❍✷ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥tré❡ ♥♦♥ ❜r✉✐té u0(tk) ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
❛❧é❛t♦✐r❡ t❡❧ q✉❡ E

[

u3
0(tk)

]

6= 0 ❀
❍✸ ũ(tk) ❡t ỹ(tk) s♦♥t ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ❞❡♥s✐té
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s②♠étr✐q✉❡✱ ❡t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥ts ❞❡ u0(tk) ❡t y0(tk)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❍✶ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ st❛✲
❜✐❧✐té ❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❡♥ ♦✉tr❡
q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✮ ❡st ❡♥ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❛ss❡③ ❧♦♥❣t❡♠♣s
♣♦✉r q✉❡ ❧❛ s♦rt✐❡ y0 s♦✐t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉❡ s❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s✳
▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❍✷ ❡t ❍✸ s♦♥t ❧✐é❡s à ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❡t s❡ ✈❡rr♦♥t ❥✉st✐✜é❡s
♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ �

➱t❛♥t ❞♦♥♥é N é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✴s♦rt✐❡
[u(tk)]

N
k=1 ❡t [y(tk)]

N
k=1✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥ts ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s A ❡t B✱ r❡❣r♦✉♣és ❞❛♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s θ

θT = [a0 . . . ana−1 b0 . . . bnb
] ✭✻✮

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s
st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
❡t ♣r♦♣r✐étés ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ s♦♥t r❛♣♣❡❧é❡s ❞❛♥s
❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❯♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡ s✉r
❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧❡s
♦✉✈r❛❣❡s ❬✷✶❪✱ ❬✷✷❪✳

■■■✳ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r

▲❡ ❝✉♠✉❧❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ✸ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭à t❡♠♣s ❞✐s✲
❝r❡t✮ x(tk) st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

Cxxx(τ1, τ2) = Cum [x(tk), x(tk + τ1), x(tk + τ2)] ✭✼✮

= E[x(tk)x(tk + τ1)x(tk + τ2)] ✭✽✮

♦ù E[.] r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ▲❡s ❝✉♠✉✲
❧❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r à ✷ ♦♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦♣r✐étés
♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ♥❡ ❝✐t♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳

❙♦✐❡♥t x ❡t y ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❛❧é❛t♦✐r❡s✳
P✶ ▼✉❧t✐❧✐♥é❛r✐té ✿ s✐ x ❡t y s♦♥t ❧✐és ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ y = Ax✱ ♦ù A ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱
❛❧♦rs ❧❡s ❝✉♠✉❧❛♥ts ❞❡ y s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s Aij ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛

Cum [y(ti), y(tj), y(tk)]

=
∑

a,b,c

AiaAjbAkcCum [x(ta), x(tb), x(tc)]

P✷ ❆❞❞✐t✐✈✐té ✿ s✐ x ❡t y s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❧❡ ❝✉♠✉❧❛♥t
❞❡ ❧❡✉r s♦♠♠❡ ❡st é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❝✉♠✉❧❛♥ts

Cum [x(t1)+ y(t1), . . . , x(tn)+ y(tn)]

= Cum [x(t1), . . . , x(tn)] + Cum [y(t1), . . . , y(tn)]

P✸ ▲❡ ❝✉♠✉❧❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ✸ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛②❛♥t
✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s②♠étr✐q✉❡ ✭✐♥❝❧✉❛♥t ❞♦♥❝
❧❡s ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✮ ❡st ♥✉❧✳

❖♥ ✈♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❍✷ ❡t
❍✸ ✿ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝✉♠✉❧❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ✸ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥✲
tré❡ ❜r✉✐té ✭✹✮✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés P✷ ❡t P✸ ♦♥ ♦❜✲
t✐❡♥t

Cuuu(τ1, τ2) = Cu0u0u0
(τ1, τ2) + Cũũũ(τ1, τ2) ✭✾✮

= Cu0u0u0
(τ1, τ2) ✭✶✵✮

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣♦✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ s♦rt✐❡ ❜r✉✐té ✭✺✮ ♦♥
❛

Cyyy(τ1, τ2) = Cy0y0y0
(τ1, τ2) ✭✶✶✮

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝✉♠✉❧❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r à ❞❡✉① ♣❡r✲
♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ t♦✉t ❜r✉✐t ❡♥t❛✲
❝❤❛♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ✉t✐❧❡✱ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❍✷✲❍✸✳

■❱✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬✐❞❡♥t✐❢✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s à

t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶

▲❡ ❝✉♠✉❧❛♥t ❝r♦✐sé ❞✬♦r❞r❡ ✸ ❡♥tr❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞✬❡♥✲
tré❡✴s♦rt✐❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ✈ér✐✜❡

Cuyu(τ1, τ2) =
B(p)

A(p)
Cuuu(τ1, τ2) ✭✶✷✮

♦ù ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ p r❡♣rés❡♥t❡ ∂
∂τ1

✳

Pr❡✉✈❡

❱♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳

❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐❞❡♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ✈ér✐✜é❡
♣❛r ❧❡s ❝✉♠✉❧❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✸✳
❆ ❧✬✐♥st❛r ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ❬✶✼❪✱ ❬✶✽❪✱ ❬✶✾❪✱ ❧❛ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ✐❝✐ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❙t❡✐❣❧✐t③✲
▼❝❇r✐❞❡ ❬✷✵❪✳



❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡

e(τ1, τ2,θ) =
∂na

∂τna

1

Cuyu(τ1, τ2) −
B(p)

A(p)
Cuuu(τ1, τ2) ✭✶✸✮

❈❡tt❡ ❡rr❡✉r ❡st ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ P♦✉r é✈✐t❡r
❞❡ r❡❝♦✉r✐r à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱
réé❝r✐✈♦♥s ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

e(τ1, τ2,θ) =
1

A(p)

(

A(p)Cuyu(τ1, τ2) − B(p)Cuuu(τ1, τ2)

)

= A(p)Cf
uyu(τ1, τ2) − B(p)Cf

uuu(τ1, τ2) ✭✶✹✮

♦ù Cf
uuu ❡t Cf

uyu s♦♥t ❧❡s ❝✉♠✉❧❛♥ts ✜❧trés ♣❛r 1/A(p)✳ ❖♥
❛ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳
❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ ❡st✐♠és ♣❛r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣♦sé ♣❧✉s ❧♦✐♥✳
❈♦♠♠❡ A(p) ❡st ✐♥❝♦♥♥✉✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐tér❛t✐✈❡

♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ s♦r✲
t✐❡ ✭✶✸✮✳ ❙♦✐t θ̂i ❧✬❡st✐♠é❡ ❞❡ θ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ i✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛✲
t✐♦♥✱ θ̂i+1 ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝✉♠✉❧❛♥ts ✜❧trés ♣❛r 1/Âi(p)✳ ❉❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡
♦ù ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♦♥
❛

Âi+1(p)

Âi(p)
−→ 1 ✭✶✺✮

B̂i+1(p)

Âi(p)
−→

B̂i+1(p)

Âi+1(p)
✭✶✻✮

▲✬❡rr❡✉r ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✮ t❡♥❞ ❞♦♥❝ ✈❡rs ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡
✭✶✸✮✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st très r❛♣✐❞❡ ✿ t②✲
♣✐q✉❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ✐tér❛t✐♦♥s s✉✣s❡♥t ❬✷✸❪✳

▲✬❡rr❡✉r ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✮ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✬✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

e(τ1, τ2,θ) =
∂na

∂τna

1

Cf
uyu(τ1, τ2) − ΦT (τ1, τ2)θ ✭✶✼✮

♦ù ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

ΦT (τ1, τ2) =
[

−Cf
uyu(τ1,τ2) −

∂

∂τ1
Cf

uyu(τ1,τ2) . . . −
∂na−1

∂τna−1
1

Cf
uyu(τ1,τ2)

Cf
uuu(τ1,τ2)

∂

∂τ1
Cf

uuu(τ1,τ2) . . .
∂nb

∂τnb

1

Cf
uuu(τ1,τ2)

]

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ❝r✐tèr❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t

J(τ2,θ) =
1

M

M−1
∑

τ1=0

1

2
e(τ1, τ2,θ)2 ✭✶✽✮

♦ù M ❡st ✉♥ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡ à ❝❤♦✐s✐r✳ ❙♣é❝✐✜❛♥t τ2 = 0
❡t ♠✐♥✐♠✐s❛♥t J(τ2,θ) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

θ̂(M) =

[

1

M

M−1
∑

τ1=0

Φ(τ1, τ2)Φ
T (τ1, τ2)

]−1

[

1

M

M−1
∑

τ1=0

Φ(τ1, τ2)
∂na

∂τna

1

Cf
uyu(τ1, τ2)

]

✭✶✾✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✷

❇✐❡♥ q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s s♦✐❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t

J(θ) =
1

M2

M−1
∑

τ1=0

M−1
∑

τ2=0

1

2
e(τ1, τ2,θ)2

❖♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ q✉✬❛✉ ❝r✐tèr❡ ✭✶✽✮✳ �

❆♣rès ❧✬ét❛♣❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢ ❞✬✐❞❡♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ rés✉♠❡r ❛✐♥s✐
✶✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝✉♠✉❧❛♥ts ✜❧trés Cf

uuu ❡t Cf
uyu ❡t ❞❡ ❧❡✉rs

❞ér✐✈é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧✬❡st✐♠é❡ ❞✉ ✈❡❝✲
t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s θ̂i(M) ♦❜t❡♥✉❡ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ♣ré✲
❝é❞❡♥t❡ ❀

✷✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡st✐♠é❡ θ̂i+1(M) ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ✭✶✾✮ ❀

✸✳ ❘é♣ét❡r ❧❡s ét❛♣❡s ✶✳ ❡t ✷✳ ❥✉sq✉✬à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❱✳ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❯♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝✉♠✉❧❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ✸ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ N ❞♦♥✲
♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r

Ĉxxx(τ1, τ2) =
1

N

N
∑

k=1

x(tk)x(tk + τ1)x(tk + τ2) ✭✷✵✮

▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❢♦♥❞é s✉r ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥é❝❡s✲
s✐t❡ ❞❡ ❞✐s❝✉t❡r tr♦✐s ♣♦✐♥ts ✐♠♣♦rt❛♥ts✳

❆✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝✉♠✉❧❛♥ts ✜❧trés ❡t ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s

▲❡s ❝✉♠✉❧❛♥ts ✜❧trés Cf
uuu ❡t Cf

uyu s❡ s♦♥t ♣❛s ❝❛❧❝✉❧és
♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❞❡s ❝✉♠✉❧❛♥ts ❡✉①✲♠ê♠❡s✱ ♠❛✐s ♣❛r ❝❛❧❝✉❧ à
♣❛rt✐r ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞✬❡♥tré❡✴s♦rt✐❡ ✜❧trés✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥
❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥ ✜❧tr❡ ❧✐♥é❛✐r❡ Fm(p) à ✉♥ ❝✉♠✉❧❛♥t✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ♠✉❧t✐❧✐♥é❛r✐té P✶ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡

Cf
xxx(τ1, τ2) = Fm(p)Cxxx(τ1, τ2) = Cxxf x(τ1, τ2) ✭✷✶✮

▲❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✉ ❝✉♠✉❧❛♥t ✜❧tré s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

∂m

∂τm
1

Cf
xxx(τ1, τ2) =

∂m

∂τm
1

Cxxf x(τ1, τ2) ✭✷✷✮

=
∂m

∂τm
1

E
[

x(tk)xf (tk+ τ1)x(tk+ τ2)
]

✭✷✸✮

= E

[

x(tk)

(

∂m

∂τm
1

xf (tk+ τ1)

)

x(tk+ τ2)

]

✭✷✹✮

▲❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡s s✐❣♥❛✉① ✜❧trés ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❝✐✲❞❡ss✉s s❡✲
r♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥ ❜❛♥❝ ❞❡ ✜❧tr❡s

∂m

∂τm
1

xf (t + τ1) = fm(t) ∗ x(t + τ1) ✭✷✺✮

♦ù ∗ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t

fm(t) = L−1 [Fm(s)] = L−1

[

sm

A(s)

]

✭✷✻✮

♦ù L s②♠❜♦❧✐s❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✳ ❖♥ r❛♠è♥❡
❞♦♥❝ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡s ❝✉♠✉❧❛♥ts ❛✉ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞✬❡♥✲
tré❡✴s♦rt✐❡✱ ❝❛❞r❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s
à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❬✸❪✳



❇✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

P♦✉r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r Â1(p)✱ ♦♥ ❛✉r❛
r❡❝♦✉rs ❛✉ ✜❧tr❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ❬✸❪ ✿ ❧❡s ❞é✲
r✐✈é❡s ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞✬❡♥tré❡✴s♦rt✐❡ s❡r♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ♣❛s✲
s❛♥t ❝❡s s✐❣♥❛✉① ♣❛r ❧❡ ❜❛♥❝ ❞❡ ✜❧tr❡s s✉✐✈❛♥t

Fm(s) = sm

(

α

s + α

)na

1 ≤ m ≤ na ✭✷✼✮

♦ù α ❡st ✉♥ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦✉♣✉r❡ ❞✉ ✜❧tr❡ ❡t ❞♦✐t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡
❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬✐♥térêt✳
P♦✉r ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♦♥ ❞✐s♣♦s❡r❛ ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠é❡

θ̂i✱ ❡t ✐❧ s❡r❛ ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r

Fm(s) =
sm

Âi(p)
1 ≤ m ≤ na ✭✷✽✮

❈✳ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧✬❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡ M

■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ rè❣❧❡ ♣♦✉r ✜①❡r ❝❡t ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡ ❬✶✸❪✱
♦✉ ❞✉ ♠♦✐♥s r❡st❡✲t✲❡❧❧❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ✿ ✐❧ ❡st ✜①é ❞❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ s♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡st ré❛❧✐sé❡
❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t✳

❱■✳ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t

G(p) =
3

p2 + 4p + 3
✭✷✾✮

▲❡ s✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥tré❡ ♥♦♥ ❜r✉✐té u0 ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ = 1 ✿ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ E

[

u3
0(tk)

]

= 2✳
▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❍✷ ❞❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧✐té ❞✉ ❝✉♠✉❧❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ✸ ❡st
✈ér✐✜é❡✳
❙✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✸❪✱
♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❜r✉✐ts ❝♦rr♦♠♣❛♥t ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞✬❡♥tré❡✴s♦rt✐❡
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ ❡♥ ❡♥tré❡ ✿

ũ(tk) =
(

1 −2.33q−1 + 0.75q−2

+0.5q−3 + 0.3q−4 −1.4q−5
)

e(tk) ✭✸✵✮

♦ù e(tk) ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥✐té
❡t q ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛✈❛♥❝❡ ❀

✕ ❡♥ s♦rt✐❡ ✿

ỹ(tk) = (1 + 0.2q−1 −0.3q−2 + 0.4q−3)ũ(tk) ✭✸✶✮

▲❡s ❜r✉✐ts ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t ❡♥ s♦rt✐❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❝♦❧♦rés ❡t ❝♦rré✲
❧és✳ ❉❛♥s ❞❡ t❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st
♣❛s ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts
❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❬✷✹❪✳
▲❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡st ✜①é❡ à Te = 0.1s✳

❆✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡ M

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ét✉❞✐♦♥s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r✲
♣❛r❛♠ètr❡ M s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❡st✐♠é❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ s②stè♠❡
✭✷✾✮✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ M ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ ✺ ❡t ✺✵✳ ❯♥❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❞❡ nmc = 200 ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❛ été
❡✛❡❝t✉é❡✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t ✭❘❙❇✮ ❛ été ✜①é à
✺ ❞❇ ❡♥ ❡♥tré❡ ❝♦♠♠❡ ❡♥ s♦rt✐❡✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
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❋✐❣✳ ✷✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠é❡ ❞❡ a0 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ M
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❋✐❣✳ ✸✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠é❡ ❞❡ a1 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ M

❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❛ été ✜①é à N = 5000✳ ❙✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✱ ✸ ❡t ✹
❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❡st✐♠é❡s ❞❡s
tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ M ✳
▲❡s r❡♠❛rq✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡s
✕ ❝❤♦✐s✐r M tr♦♣ ♣❡t✐t ♥✉✐t ✭❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t✮ à ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡s ❡st✐♠é❡s ❀

✕ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦♠❡♥t✱ ❧♦rsq✉❡ M ❛✉❣♠❡♥t❡ ✉♥
❜✐❛✐s ❛♣♣❛r❛ît q✉✐ ✈❛ s✬❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧✉✐ ❛✉ss✐✳

▲❡s ✧♠❡✐❧❧❡✉r❡s✧ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ M ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❡t
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✭t②♣❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥tré❡✱ ❞❡s
s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❜r✉✐t✱ ❘❙❇✱ ❡t❝✮ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✐ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡
à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♣♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡
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❋✐❣✳ ✹✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠é❡ ❞❡ b0 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ M



✈❛❧❡✉rs à ❝♦♥s❡✐❧❧❡r ❡st 15 ≤ M ≤ 25✳

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐❢ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐sé ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ M ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ à s❛✈♦✐r ✶✺✱
✷✵ ❡t ✷✺✳

❇✳ ❆♥❛❧②s❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé✱ ❜❛♣t✐sé ❝s♠❤♦s ✭♣♦✉r ❈♦♥t✐♥✉♦✉s✲
t✐♠❡ ❙t❡✐❣❧✐t③✲▼❝❇r✐❞❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❍✐❣❤❡r ❖r❞❡r ❙t❛✲
t✐st✐❝s✮✱ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s sr✐✈❝ ✭❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ❘❡✜✲
♥❡❞ ■♥str✉♠❡♥t❛❧ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ❈♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ♠♦❞❡❧s✮ ❡t
✐✈s✈❢ ✭■♥str✉♠❡♥t❛❧ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❜❛s❡❞ ❙t❛t❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❋✐❧t❡r✮✱
t♦✉t❡s ❞❡✉① ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡ à ♦✉t✐❧s ❈❖◆❚✲
❙■❉ ❬✼❪✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s s♣é❝✐✜q✉❡✲
♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ s✐✲
❣♥❛❧ ❞✬❡♥tré❡ s♦✐t ❜r✉✐té✱ ❡❧❧❡s ♦♥t ❢❛✐t ♣r❡✉✈❡ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ sr✐✈❝✮ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ r♦❜✉st❡ss❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡
❝❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ▲✬ét❛♣❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ✐♥❤ér❡♥t❡ à ❝❡s ❞❡✉①
♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉t ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ r♦❜✉st❡ss❡ ✿ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡s
s✐❣♥❛✉① ❡st ❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té
st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❬✶❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ✜❧tr❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
s♣é❝✐✜❡r ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❡
❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t ❞♦✐t ❛✐♥s✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❛✉ ♠✐❡✉① à ❝❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❞❡ nmc = 200 ré❛❧✐✲
s❛t✐♦♥s ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡✱ ❧❡s ❜r✉✐ts ♣❡rt✉r❜❛♥t ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛
s♦rt✐❡ ét❛♥t ❞é✜♥✐s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳ ▲❛
t❛❜❧❡ ■ ❝♦♥t✐❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ ❘❙❇ ❞❡ ✺ ❞❇ ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t ❡♥ s♦r✲
t✐❡✱ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ❧❡s é❝❛rts✲t②♣❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱
❞é✜♥✐❡ ♣❛r

❊◗▼ ,
1

nmc

nmc
∑

j=1

||θ̂
j
− θ||2 ✭✸✷✮

♦ù ||.||2 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡t θ̂
j
❧✬❡st✐♠é❡ ♦❜✲

t❡♥✉❡ à ❧❛ ❥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳

▼ét❤♦❞❡ M a1 = 4 a0 = 3 b0 = 3 ❊◗▼

✐✈s✈❢ − 3.531
±0.092

2.713
±0.057

2.488
±0.057

75%

sr✐✈❝ − 3.726
±0.084

2.832
±0.050

2.700
±0.050

44%

❝s♠❤♦s

15 3.976
±0.222

3.007
±0.095

2.984
±0.127

23%

20 3.994
±0.177

2.999
±0.083

2.991
±0.112

19%

25 3.990
±0.153

2.997
±0.083

2.988
±0.101

17%

❚❆❇▲❊ ■

❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❘❙❇❂✺❞❇

▲❛ t❛❜❧❡ ■ ♥♦✉s ré✈è❧❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤♦s❡s ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
❡❧❧❡ ❝♦♥✜r♠❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ sr✐✈❝ ❡t ❞❛♥s
✉♥❡ ♠♦✐♥❞r❡ ♠❡s✉r❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐✈s✈❢ ❢❛❝❡ ❛✉
❜r✉✐t ❡♥t❛❝❤❛♥t ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡✉rs ❡st✐♠é❡s
r❡st❡♥t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❘❙❇ ❡♥ ❡♥tré❡ ❡st ❞❡ ✺ ❞❇✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❡r♠❡t
✉♥❡ ♥❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❡s✲
t✐♠é❡s ✿ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s sr✐✈❝ ❡t ✐✈s✈❢ ❡①❤✐❜❡♥t
✉♥ ❜✐❛✐s ❛♣♣❛r❡♥t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝s♠❤♦s ❢♦✉r♥✐t q✉❛♥t à ❡❧❧❡
❞❡s ❡st✐♠é❡s très ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ✈r❛✐❡s ✈❛❧❡✉rs✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ❡st✐♠é❡s ✿ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛✲
t❡✉rs ❢♦♥❞és s✉r ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞é❧✐✈r❡♥t
✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ q✉❡ ❝❡✉① ❢♦♥❞és s✉r ❧❡s st❛t✐s✲
t✐q✉❡s ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ❈❡❧❛ s❡ ✈♦✐t ❝♦♥✜r♠é ✿ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ♣❛r ❝s♠❤♦s ❡st ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡✉①
❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞é❧✐✈ré❡ ♣❛r sr✐✈❝ ❡t ✐✈s✈❢✳

❊♥✜♥✱ s✐ ❧✬♦♥ ❞és✐r❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❝s♠❤♦s s✉✐✈❛♥t ❧❡s tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ M ❝❤♦✐s✐❡s✱
✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s s❡ ❧❛✐ss❡r ❛❜✉s❡r ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❊◗▼ ✿
❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡ à ♠❡s✉r❡ q✉❡ M ❛✉❣♠❡♥t❡ ♥❡ ❢❛✐t
q✉❡ tr❛❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ❡st✐♠é❡s ❞✐♠✐♥✉❡ ❡❧❧❡
❛✉ss✐ à ♠❡s✉r❡ q✉❡ M ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ▲❡ ❜✐❛✐s s✉r ❧❡s ❡st✐♠é❡s
❛✉❣♠❡♥t❡ ❧✉✐ ❛✉ss✐✱ s✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ♦♥t
été ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣♦✉r M = 20✳

❆✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❡①❡r❣✉❡ ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ été ré❛❧✐sé❡✱
♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❘❙❇ ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t ❡♥ s♦rt✐❡ ❛ été ❞✐♠✐♥✉é
❥✉sq✉✬à ✲✶ ❞❇✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥t ♣♦✉r
é❝r✐♥ ❧❛ t❛❜❧❡ ■■✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐✈s✈❢

❡t sr✐✈❝ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❡ rés✉❧t❛t ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❢♦✉r♥✐t ❡♥❝♦r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s
❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❜✐❛✐s ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

▼ét❤♦❞❡ M a1 = 4 a0 = 3 b0 = 3 ❊◗▼

✐✈s✈❢ − 2.280
±0.169

1.749
±0.109

1.158
±0.105

281%

sr✐✈❝ − 3.527
±2.150

2.696
±1.078

2.269
±1.159

144%

❝s♠❤♦s

15 3.784
±0.536

2.986
±0.255

2.894
±0.332

64%

20 3.850
±0.440

2.946
±0.223

2.916
±0.302

52%

25 3.835
±0.398

2.930
±0.219

2.901
±0.280

49%

❚❆❇▲❊ ■■

❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❘❙❇❂✕✶❞❇

❱■■✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s à t❡♠♣s
❝♦♥t✐♥✉ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡rr❡✉rs✲❡♥✲❧❡s✲✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ été ♣r♦✲
♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❙t❡✐❣❧✐t③✲▼❝❇r✐❞❡
❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡
s✉♣ér✐❡✉r✱ ❛❜♦✉t✐ss❛♥t à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐♠♣❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❡t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉✐ ❡♥ s♦♥t
❞ér✐✈é❡s✳ ❙♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥tré❡ ❡t
s✉r ❧❡s ❜r✉✐ts ♣❡rt✉r❜❛♥t ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞✬❡♥tré❡✴s♦rt✐❡✱ ❧✬❡st✐✲
♠❛t❡✉r ♣r♦♣♦sé ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t✳ ❯♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s✳



❆♣♣❡♥❞✐①

■✳ Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

◆♦t♦♥s g(t) ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✮✳ ▲❡
❝✉♠✉❧❛♥t ❝r♦✐sé ❞✬♦r❞r❡ ✸ ❡♥tr❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞✬❡♥tré❡✴s♦rt✐❡
♠❡s✉rés u(t) ❡t y(t) s✬é❝r✐t

Cuyu(τ1, τ2) = Cu0y0u0
(τ1, τ2) ✭✸✸✮

= Cum [u0(t), y0(t+ τ1), u0(t+ τ2)] ✭✸✹✮

= E

[

u0(t)

(
∫

R

g(τ)u0(t+ τ1− τ)dτ

)

u0(t+ τ2)

]

✭✸✺✮

=

∫

R

(
∫

R

u0(t)g(τ)u0(t+ τ1−τ)u0(t+ τ2)dτ

)

dt ✭✸✻✮

=

∫

R

g(τ)

(
∫

R

u0(t)u0(t+ τ1−τ)u0(t+ τ2)dt

)

dτ ✭✸✼✮

=

∫

R

g(τ)E[u0(t)u0(t+ τ1− τ)u0(t+ τ2)] dτ ✭✸✽✮

=

∫

R

g(τ)Cu0u0u0
(τ1− τ, τ2)dτ ✭✸✾✮

=
B(p)

A(p)
Cu0u0u0

(τ1, τ2) ✭✹✵✮

=
B(p)

A(p)
Cuuu(τ1, τ2) ✭✹✶✮

▲✬✐♥t❡r✈❡rs✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❡♥tr❡ ✭✸✻✮ ❡t ✭✸✼✮ s❡ ❥✉st✐✜❡
♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋✉❜✐♥✐✳

❘é❢ér❡♥❝❡s

❬✶❪ ▲✳ ▲❥✉♥❣✳ ❙②st❡♠ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❚❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ ❯s❡r✳ Pr❡♥t✐❝❡
❍❛❧❧✱ ✷♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✾✾✳

❬✷❪ ❘❛♦ ●✳P✳ ❡t ❍✳ ●❛r♥✐❡r✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡
♦❢ ❞✐r❡❝t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ✶✺t❤ ■❋❆❈ ❲♦r❧❞
❈♦♥❣r❡ss ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ❇❛r❝❡❧♦♥❛✱ ❙♣❛✐♥✱ ❏✉❧② ✷✵✵✷✳

❬✸❪ ❍✳ ●❛r♥✐❡r✱ ▼✳ ▼❡♥s❧❡r✱ ❡t ❆✳ ❘✐❝❤❛r❞✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ♠♦✲
❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s❛♠♣❧❡❞ ❞❛t❛✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s
❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♥tr♦❧✱
✼✻✭✶✸✮ ✿✶✸✸✼✕✶✸✺✼✱ ✷✵✵✸✳

❬✹❪ ▲✳ ▲❥✉♥❣✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝ts ❢♦r s✉❜s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t✕❡rr♦r
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❈❛♠✲
❜r✐❞❣❡ ✲ ❯❑✱ ✷✵✵✸✳

❬✺❪ ▼✳ ❋❧✐❡ss ❡t ❍✳ ❙✐r❛✲❘❛♠ír❡③✳ ❆♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❧✐♥❡❛r
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊❙❆■▼ ❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✳ ❈❛❧❝✳ ❱❛r✐❛t✳✱ ✾ ✿✶✺✶✕✶✻✽✱
✷✵✵✸✳

❬✻❪ ❏✳❈✳ ❚r✐❣❡❛ss♦✉ ❡t ❚✳ P♦✐♥♦t✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s✱ ❝❤❛♣✲
t❡r ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s à r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♣❛❣❡s
✶✼✼✕✷✶✷✳ ❍❡r♠❡s✱ ■✳❉✳ ▲❛♥❞❛✉ ❛♥❞ ❆✳ ❇❡s❛♥ç♦♥✲❱♦❞❛ ❡❞✐t✐♦♥✱
✷✵✵✶✳

❬✼❪ ❍✳ ●❛r♥✐❡r✱ ▼✳ ●✐❧s♦♥✱ ❡t ❊✳ ❍✉s❡❧st❡✐♥✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❢♦r t❤❡
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