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Abstract. L’estimation est 'un des concepts les plus utilisés en au-
tomatique, dans les domaines de 'identification, de ’observation, de la
commande et du diagnostic. Le cas des systemes linéaires & parametres
constants est bien résolu ainsi que l'extension aux systémes a parametres
variables. Lorsque les systémes sont affectés de perturbations non mesu-
rées, la problématique est plus délicate et les approches a erreurs bornées
peuvent donner des éléments de réponse. On examine ici le probleme de
détection de défauts avec cette hypothese de bornitude.

1 Estimation d’état dans un contexte incertain

L’estimation de 1’état d’un systeéme est un probleme bien résolu lorsque ce
systéme est & parametres constants (utilisation des observateurs de type Lu-
enberger) ou quand il est soumis & des perturbations de caractéristiques statis-
tiques a priori connues (utilisation de filtres de Kalman). Pour des systeémes &
parametres variables, et lorsque les lois de variations sont a priori connues, les
méthodes précédentes se généralisent. La situation devient plus délicate lorsque
les parameétres du systéme varient au cours du temps selon des lois inconnues.
En général, les techniques d’estimation se basent sur la connaissance du
modele du systeme. Cependant, ce modele n’est qu’une image approchée du
comportement du systeme. De plus les informations recueillies sur un systéeme
se font a partir de capteurs dont la fiabilité peut étre mise en cause. Tous ces
facteurs constituent des phénomenes perturbateurs qui amoindrissent 'aptitude
des modeles a représenter fidelement le fonctionnement des systemes. Une fagon
assez séduisante de prendre en compte les variations des parametres d’un systeme
consiste a considérer des perturbations bornées et que les bornes sont connues a
priori. Comme a chaque instant les perturbations sont inconnues, il n’est pas pos-
sible de déterminer 1’état réel du systeéme ; il semble alors raisonnable d’estimer
un domaine auquel appartiennent ces états. Ce probleme est connu sous le vo-
cable “set-valued state estimation” [4], [6], [8], [11] et peut étre formulé de fagon



assez générale en considérant le modele suivant du systeme :

z(k+1) = f(x(k),u(k),v(k))
5 {y(k) = h(x(k)) + w(k) (1)

ou xz € IR"™ est 'état du systeme, u € IR" sa commande, y € IR™ la sortie ob-
servée ; v(k) et w(k) sont des perturbations ou incertitudes bornées. Connaissant
les bornes (v (k) vT(k))et (w™ (k) w™(k)) des perturbations, le modele S, les
mesures de la sortie et de I'entrée, on souhaite estimer les bornes (z~ (k) 21 (k))
de I'état z(k). A U'instant k, on définit, & partir des bornes (z~ (k) x*(k)), le
domaine admissible de I’état, par exemple sous forme d’une boite :
Dy ={z / 27 (k) < z(k) <27 (k)} (2)
A Dinstant k + 1, le nouveau domaine D 11 est construit a partir des do-
maines précédents Dy . .. Dy 0, de la nouvelle mesure u(k), y(k+1), des bornes
(v (k) v(k)) et (w (k+1) w'(k+1)). Pour les systémes non linéaires, la
détermination analytique du domaine D, 41 est difficile et on doit recourir a
des méthodes numériques de son évaluation. Le cas des systemes linéaires est a
priori plus simple, le domaine des états pouvant étre représenté par un polytope.

2 Observateur de type intervalle idéal

A partir de la structure du systéme S (1), on peut définir un observateur idéal
produisant une prédiction de 1’état ensuite corrigée grace aux mesures.

2.1 Formalisation générale

L’état initial 2(0) du systeme (1) est supposé appartenir & un ensemble D, o C
IR™. Les bornes des perturbations v(k) et w(k) sont supposées constantes :

|v(k) < 60 [w(k) |< 0w 3)

A Tinstant k, I'ensemble des valeurs de 'état x(k) compatibles avec les in-
formations disponibles est :

{Da0, {uli = 1),5(0), | v(i) |< 6o, | w(i) |< du}iy} (4)

Au méme instant k, on note D, 'ensemble des valeurs de la sortie du
systéme connaissant les mesures y(k) et la borne des erreurs de mesure :

Dyr=1{y/ |ly—ylk)|< 0y} (5)

A Dinstant k£ 4 1, on dispose d’une nouvelle mesure (u(k),y(k + 1)) du cou-
ple entrée-sortie. Connaissant D, j et la nouvelle entrée u(k), il est possible de
calculer le domaine D: . contenant la prédiction de I’état du systéme grace a
son modele (1). Comme la sortie y(k + 1) dépend de z(k + 1), il est également,



possible de déduire un domaine Di) py1 de I'état z(k + 1) en utilisant I'équation
de mesure (1). Ces deux estimations d’état sont définies par les deux domaines :

Dﬁ,m ={z € R" / h(z) € Dy p41}

(6)

Dy, = {f(z,u(k),v(k)) / @ € Do, | vk |< 60}

Les exposants + et y rappellent le mode de calcul de I’état par prédiction et

a partir de la sortie y du systeme. L’intersection de ces deux domaines, si elle

est non vide, fournit le domaine Dy, ;1 de I’état a I'instant £+ 1 :
+

D:c,k+1 = Dm,k n Dayg,kﬂ (7)

Remarque. La caractérisation du domaine D, peut étre coliteuse en temps

de calcul, sa forme pouvant étre complexe. On peut avoir intérét, au détriment

de la précision, a définir un domaine approché D, ;, tel que D, C D, ) mais
dont la caractérisation est beaucoup plus simple (par exemple un zonotope).

La procédure de caractérisation de 1’état se résume par ’algorithme :
0. Définir un domaine initial de recherche de ’état k =1 : D;k_l.

1. Faire I'acquisition des mesures u(k) et y(k)

2. Caractériser le domaine des sorties : Dy, ={y / |y —y(k) |< 6y}
3. Caractériser le domaine des états a partir du domaine des sorties :

DY, = {w € R" / h(x) € Dy}

=~

. Caractériser le domaine des états : D, = D;kq N Dg’k
5. Réduire la complexité du domaine : D, ;, C ﬁwk
6. Caractériser le domaine des états par prédiction :

DSy = {f(w,uk),v(k)) / € Dy, |vn [< 60}
7. Incrémenter k et retourner a ’étape 1

2.2 Exemple
On consideére un systéeme du premier ordre soumis a deux incertitudes :

z(k+1)=1[0.5 0.6]z(k)+0.5, x(0)€[0.2 0.3] g
y(k) = x(k) +w(k), | w(k) |< 0.05 (8)

avec les mesures y(1) = 0.50, y(2) = 0.82.

On choisit le domaine initial D, o = [0.3 0.5] = D .

On obtient les domaines de la sortie et de I'état : D, ; = Dy | = [0.45 0.55].
On déduit ensuite, par intersection, le domaine de 1'état D, ; = [0.45 0.50].
Par prédiction, le domaine des états admissibles est : D;il = [0.725 0.800].

Avec la deuxiéme mesure, on obtient le domaine : D, o = [0.77  0.80].



2.3 Etude du pire cas

Les systémes & parametres incertains, (1), dépendent de parametres dont I’évolu-
tion n’est pas a priori connue. Pour les analyser, on établit ’expression de 1’état
du systeme en fonction des incertitudes. Puis, on se place dans la pire situation
en cherchant la combinaison des incertitudes donnant le domaine d’estimation de
I’état de largeur maximale. Dans le cas des systémes linéaires, avec incertitudes
uniquement sur la matrice d’état A et sur 1’état initial z(0), on a :

x(k) = A(n(k))x(k — 1)+ Bu(k — 1), x(0) € Do )
y(k) = Ca(k)

L’état du systeme a l'instant k s’explicite :

2(k) = Aln(k — 1)) ... A@(0))2(0) + Bu(k — 1)+

k—1 (10)
S" Aln(k = 1)) A@m(i)Bu(i - 1)
i=1
Avec n, = (n(0) ... n(k—1)), on écrit de fagon plus compacte :
z(k) = f(m, =(0)) (11)
A linstant k, le domaine auquel 1’état appartient, D, i, est défini par :
Do ={z € R" / & = f(nk,2(0)),(0) € Do, | n |< 1} (12)

Caractériser ce domaine s’avere difficile en général. Au détriment d’une sur-
évaluation, on peut le majorer par un domaine de forme plus simple et plus facile
a évaluer. C’est le cas d’un zonotope défini sous la forme :

OSg k= [z~ (k) x+(k)] (13)
ou les bornes de I’état se calculent :

(k)= max z(k) et 2 (k)= min x(k) (14)

Moy M1 | <1 M| | <1
Cette approche fournit donc une estimation de ’état directement a partir de
son modele, en se placant dans la pire situation vis-a-vis des incertitudes. Notons
que la procédure proposée croit en volume de calcul lorsque k& augmente ; afin
que la procédure d’évaluation des bornes de ’état reste applicable en ligne, on
utilise souvent un horizon d’observation de largeur constante L+ 1 mais glissant.

3 Application au diagnostic

On a montré précédemment comment construire un observateur d’état intervalle.
Dans le cadre du diagnostic, c’est le probleme d’incohérence d’information qui
prévaut : I'impossibilité de fusionner les deux sources d’information de I’observa-
teur (cas de domaines disjoints), est révélatrice d’incompatibilité entre les mesures
et le modele du systeme.



3.1 Formalisme général

Le domaine D;' . des sorties est déduit du domaine des états D;‘ k

Dy ={y="h(")+wlk+1) [zt = f(z,uk),v(k)

)
(15)
2 € Do, |v(k) [< b, |w(k) < 0w}
Pour prendre en compte les incertitudes des mesures, I’ensemble des valeurs
de la sortie peut étre évalué a partir des mesures y(k) grace a (15). Par conséquent,
un résidu intervalle peut étre défini de la fagon suivante :

Tk+1 = D';_,k N Dy,k+1 (16)

Un défaut est détecté si rip1 = (0. Pour cela, on doit déterminer les frontieres
de deux domaines ce qui peut nécessiter un volume de calcul conséquent. Pour
cette raison, on est souvent conduit a approximer le domaine exact par un do-
maine de forme plus simple. En considérant (16), un défaut est détecté si :

Th1l = @;k N Dy k41 (17)

’ZA)J  étant une estimation extérieure de ’D; &> C'est-a-dire D; e f);rk

Si f);r . est plus facilement calculable que D;k, alors les résidus (17) sont
plus simples & calculer que (16) ; cependant, le domaine 15;,1@ conduit & détecter
moins de défauts que le domaine D; . [1]. Apres avoir détecté des incohérences de
données, il convient de les localiser. Une solution consiste a construire I’estimation

d’état en n’utilisant qu’une partie des mesures. Chaque défaut se traduit par un
mode de fonctionnement particulier auquel est associé un modele :

S x(k+1) = fi(z(k), u(k),v(k))
M {y(k) = h;(z(k)) + w(k) (18)

Le diagnostic consiste a déterminer parmi un ensemble de modeles, celui
compatible avec les mesures et les incertitudes. Le principe retenu est celui de
Iinvalidation de modele. A l'instant k, le modele M; fournit une prédiction de
'état = (domaine D, ). Si une prédiction est incompatible avec les mesures,
alors le modele corre7sf)0ndant ne traduit pas la situation actuelle et donc le
systeme ne se trouve pas dans le mode décrit par ce modele.

L’algorithme & mettre en ceuvre, inspiré de [5], est alors le suivant :

. Définir un domaine initial de recherche de 1’état D;O, k=1.

. Faire I'acquisition des mesures u(k) et y(k).

. Caractériser le domaine des sorties Dy, ={y / |y —y(k) |< d,}.

. Caractériser les domaines des états : Dy , ; = {z € R" / hi(z) € Dy 1}

. Caractériser les domaines des états admissibles : D, 1 ; = D;'kfl iﬁDg b

T = W N+~ O

sdui 46 des es s D At
. Réduire la complexité des domaines : Dz, ki - Dw’ &

)Z.



6. Caractériser les domaines des états par prédiction :

D;k,i = {fz(x,u(k:),v(k)) / HAES ﬁx,k,ia | Vi |S 51}}

Pour interpréter les domaines D, 1 ;, rappelons que Dy, ¢ = 1...N,
représente ’ensemble des états compatibles avec les mesures et les bornes d’incer-
titude. Si le domaine D, 1 ;, est vide, alors le mode iy ne correspond pas a la
situation présente. Si les domaines D, ;, et Dy 1 i, Ne sont pas simultanément
vides, les deux modes i; et ip sont alors candidats pour décrire la situation
présente. Dans ce cas, des informations complémentaires sont requises pour re-
connaitre le mode actif. La notion de persistance peut étre un recours utile a
cette discrimination, le principe étant de d’analyser les différents domaines a des
instants consécutifs.

3.2 Exemple : recherche d’un mode actif

Soit un systéme caractérisé par un mode normal de fonctionnement (i = 0) et
deux modes de dysfonctionnement (i = 1, 2). Le probléme posé est celui de la
reconnaissance du mode actif du systeme ; pour cela, on dispose des modeles
correspondant aux trois modes ainsi que des mesures des entrées et sorties du
systeme. Les trois modeles lient les sorties y et les entrées X du systeme :

S yk) = X(k)6; (k)
M; {ei(k) = 0o + Tm(k), | n(k)|< 1 (19)

ou §y ; représente la valeur nominale des parametres du i“"¢ modele, 7 une vari-

able bornée qui décrit les incertitudes des parametres du modele, T; une matrice
traduisant l'influence des incertitudes. Dans la suite, on utilise les modeles :

2.5 0.10.2 -0.2
Bo(k) = ( 3 ) * (0.3 0.1 0.2 )”(k)
3.5 0.10.2
1 0.1 -0.10.2
ba(k) = <3> v <0.1 0.1 o.1> n(k)
Les parametres des trois modeles varient respectivement entre les bornes :
2 ¢ 3 3.2 : 3.8 0.6 ¢ 14
24) “\36)\36) " \aa)'\27) " {33

On évalue tout d’abord une prédiction des sorties a partir des entrées X (k) :

Dyri={y / y=X(k)(Oo; + Tin(k))},| n(k) |< 1 (21)

La procédure est illustrée par les figures 1 et 2 construite avec X (k) = <§ _13>

Pour le modele My, a un instant quelconque non indiqué, les deux composantes



du vecteur parametre s’explicitent :

911 =3.5 + 0.1771 + 0.2772
M 22
! {912 =44 0.3n; + 0.1n, (22)
L’élimination de 7; ou 72 conduit a :
3911 — 912 =6.5+ 0.57]2 (23)
911 — 2912 =—4.5— 0.5771

4.5

6 |
at o
7 b
35+
L Modéle 0

o 1 2 3 a4

w
@

2.5

-10

2

Fig. 2. Polytope des sorties & un instant

Fig. 1. Polyt d etres. iculi
ig olytope des parametres particulier.

Compte tenu des bornes des incertitudes 7; et 72, le domaine auquel appar-
tiennent les composantes 611 et 612 est défini par le polytope :

3.2< 011 < 3.8
3.6 < 012 <44
6 <3011 —612<7
—5 <011 —2010 <-4

(24)

Sur la figure 1, tracée dans le plan des composantes de 6, le polytope cor-
respondant & la description (24) a été représenté (modele Mj). Les deux autres
polytopes relatifs aux modeles My et My ont été construits de facon similaire.
La construction des domaines D, 3 ; obéit au méme principe de recherche des
équations des frontieres du domaine. Par exemple pour Dy k1, compte tenu de
(19) et (20), les composantes de y sont :

{y1 =11+ 0.57; + 0.5,

Yo = —8.5 — 087]1 — 017]2 (25)

En prenant en compte les couplages entre ces deux composantes et la valeur
des bornes de 7; et 72, les inégalités suivantes définissent alors Dy 1 :

10 < Y1 <12
—9.4 S Y2 S —7.6
4.1 <0.8y; + 0.5y < 4.8
—-35< y1+5y2 <28

(26)



Le polytope décrit par (26) est représenté & la figure 2 dans le plan des
sorties ; il en est de méme pour les polytopes issus des deux autres modeles.
A Tlinstant considéré, le parametre # appartient & I'un des trois polytopes de
la figure 1 et la mesure y appartient a I'un des trois polytopes de la figure
2. Lorsque la complexité des polytopes Dy 1 ; devient importante. Il est alors
souhaitable d’approximer ces derniers par des domaines de formes plus simples,
des zonotopes par exemple. Ainsi le domaine D, ;1 peut étre approximé par le
zonotope [y 11 :

10<y; <12

La figure 2 compare le zonotope [, 1.1 avec le polytope D, 1.1. La méme con-
struction a été faite pour les zonotopes issus des deux autres modeles. Afin de ne
pas représenter les zonotopes obtenus a chaque instant pour les trois modeles M;,
on a utilisé une représentation intervalle [yf](k) y;;(k)] de chaque composante
yij (k) de la sortie y; (k).

Sortie y01(k) du modéle O | Sdrtie yoz(k) du modéle 0
4 | ]
| |
> | b 1
|
° | 1
o 5 10 15 20 25 30 o 5 10 15 20 25 30
8 T T
Sortie y, (k) du modéle 1 | Sqrtie y, (k) du modeéle 1
6 |
a |
| ]
2 I
° ! !
o 5 10 15 20 25 30 o 5 10 15 20 25 30
6 T 6 T
Sortie y,, (k) du modéle 2 | Sortie v, (k) du modéle 2 |
4 | | | al |
| | |
> | f P |
| | |
° | 1 ° | 1
o 5 10 15 20 25 30 o 5 10 15 20 25 30

Fig. 3. Sorties estimées par les trois modeles.

La figure 3 visualise les sorties (en colonne) de chaque modele (en ligne). La
simulation a été faite sur I’horizon [0 30], avec des changements de mode de
fonctionnement aux instants 12 (passage de My & M) et 20 (passage de My a
My). Sur chaque figure, on a également représenté la sortie y(k) du systéme que
I’on peut donc comparer a celle de son modele. On dispose ainsi des domaines
des sorties pour les trois modeles. Pour connaitre le mode actif & chaque instant,
il suffit de comparer la sortie mesurée du systéme y a ces trois domaines. Ainsi
pour chaque composante y; de la sortie et pour chaque modele M;, on définit
les résidus indicateurs de mode de fonctionnement :

rij(k) = [yi; (k) — yi(k), v5(k) —wi(k)], i=0,1,2 j=1,2  (28)

y;; et y;’; étant les bornes inférieure et supérieure de la sortie du modele M;.



Les résidus sont représentés a la figure 4. On détecte nettement les zones
ol un résidu intervalle contenant la valeur 0. Le détecteur capable d’effectuer
I’analyse des résidus est basé sur le signe des bornes des résidus :

735 (k) = % (1 = sign(y;; (k) — y; (k) (yi; (k) — y; (k))) (29)

ou les indices i et 7 sont relatifs aux numéros de modele et de sortie. Son évolution
représentée a la figure 5 s’interpréte ainsi : une valeur de 7 égale a4 1 (resp. 0)
témoigne de lappartenance (resp. non-appartenance) de l'origine au résidu in-
tervalle. L’examen des indicateurs 7g; et 192 construits a partir du modele corre-
spondant au mode 0, permet d’énoncer les résultats suivants : entre les instants 0
et 12, le mode 0 est actif, entre les instants 12 et 30, deux fausses détections appa-
raissent (elles peuvent étre éliminées par un test de non persistance). L’analyse
des résidus issus des deux autres modeles confirme cette conclusion. Globale-
ment, ces six graphiques sont cohérents entre eux et concourent a bien définir
les modes actifs a chaque instant.

a
Résidu sortie ym(k) du modelg O, Résidu sortie yoz(k) du modeéle O

“o 5 10 15 20 25 30 o 5 10 15 20 25 30

Résidu sortie y, (k) du modele 1 Résidu sortie y, (k) du modeéle 1

“o 5 10 15 20 25 30 “o 5 10 15 20 25 30

Résidu sortie y21(k) du modeéle 2 Résidu sortie yzz(k) du modeéle 2

Fig. 4. Résidus

4 Conclusion

La prise en compte des incertitudes des connaissances est sans conteste 1'un
des points fondamentaux des recherches et développement actuels de I'analyse
des systemes. Cette communication s’est focalisée sur ’approche bornante qui
permet de représenter chaque incertitude par un intervalle. La propagation de
ces intervalles au cours du temps dans les équations du systéeme conduit alors
a définir des observateurs de type intervalle, qui eux-mémes, fournissent des
estimations de type intervalle de I’état du systeme. Dans le cadre du diagnostic,
cela conduit a définir des indicateurs de détection de défaut de type intervalle.
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