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STABILITÉ D’UNE ÉVOLUTION
VISCO-ÉLASTIQUE OU VISCO-PLASTIQUE

Farid ABED MERAIM

Laboratoire de Mécanique des Solides, UMR CNRS 7649,
École Polytechnique, 91128 Palaiseau cedex

RÉSUMÉ

L’étude de la stabilité d’une évolution quasi-statique visco-élastique ou visco-plastique est proposée. Cette stabilité

au sens des trajectoires est moins classique que celle relative aux équilibres et conduit à des problèmes complexes

car non autonomes. Dans le cas d’un potentiel de dissipation quadratique, on montre que la définie positivité de la

seconde variation de l’énergie libre totale du système assure l’uniforme et asymptotique stabilité de son évolution.

Cette condition suffisante de stabilité sera comparée au critère de non-bifurcation de Hill.

ABSTRACT

We propose to study the stability of a quasi-static visco-elastic or visco-plastic evolution. This stability in the sense

of trajectory is less standard than the one relative to equilibrium points and it leads to complex problems because

of the non-autonomous character. In the case of a quadratic dissipation potential, we show that the positive definite

property of the second order derivative of the total free energy of the system insures the uniform and asymptotic

stability of its evolution. This sufficient condition of stability will be compared to Hill’s non-bifurcation criterion.

MOTS CLÉS : STABILITÉ / BIFURCATION / VISCO-ÉLASTICITÉ / VISCO-PLASTICITÉ

I. INTRODUCTION

Dans le cadre des matériaux indépendants du temps physique, plusieurs études de stabi-
lité des états d’équilibre d’un solide ont été menées (Hill, 1958 ; Nguyen et Radenkovic, 1975).
Cependant, notre approche de stabilité concernant les solides dépendants de la vitesse de dé-
formation est différente. En effet, l’absence d’équilibre pour ces solides visqueux nous amène
à étudier la stabilité de leurs évolutions quasi-statiques (Abed Meraim, 1999a, 1999b). Notre
approche se distingue des autres études sur le sujet par sa capacité à répondre au problème de
stabilité du système réel, non linéaire, et pas simplement du système linéarisé. De plus, l’origi-
nalité de ce travail tient au fait qu’il prend en compte le caractère non autonome du problème, et
fait clairement le lien avec les procédures mathématiques habituelles de linéarisation des équa-
tions différentielles non autonomes.
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II. SOLIDES VISCO-ÉLASTIQUES EN TRANSFORMATION FINIE

1. Équations d’évolution

On considère un solide visqueux quelconque en transformation finie. L’adoption du for-
malisme des matériaux standard généralisés (Halphen et Nguyen, 1975) nous permettra d’iden-
tifier automatiquement les variables internes spécifiques à notre étude et d’écrire leur loi d’évo-
lution. L’énergie libre volumique �✂✁☎✄✂✆✞✝✠✟☛✡ du solide traduit son comportement réversible et
fournit les relations d’état donnant les forces thermodynamiques associées aux variables d’état :☞✍✌✏✎ �✑✝✓✒✕✔ ✝ ✖ ✎✘✗ �✑✝✓✙ (1)

où ✄✚✆ désigne le gradient lagrangien du déplacement et ✟ représente les variables internes
(déformations visco-élastiques ou visco-plastiques). La donnée du potentiel local de dissipation✛ ✁✜✄✣✢✆✞✝✞✢✟☛✡ détermine complètement le comportement du solide par les lois complémentaires :☞✥✤ ✌ ✎ ✛ ✝✓✒✧✦✔ ✝ ✖ ✎ ✛ ✝★✦✙ (2)

Ces dernières relations définissent le comportement irréversible du solide en reliant les
forces thermodynamiques aux flux des variables dissipatives. En description lagrangienne, l’équi-
libre du solide sous l’effet de forces volumiques ✩ ✁☎✪✫✡ et surfaciques ✬ ✁☎✪✫✡ , sur la partie ✭✯✮✍✰
de sa frontière, est donné par le principe des travaux virtuels :✱✳✲ ☞✧✴ ✄✶✵✷✆✹✸✻✺ ✎ ✱✼✲ ✩ ✁✜✪✽✡✿✾❀✵❁✆✶✸✻✺❃❂ ✱✼❄❅✲❇❆ ✬ ✁✜✪✽✡❈✾★✵✷✆✹✸✻❉ ❊❋✵❁✆ (3)

où
☞●✎❍☞ ✌ ❂ ☞✥✤ ✌

est la décomposition du tenseur des contraintes de Boussinesq en parties
réversible et irréversible ; ✪✚■❑❏▼▲◆✝❇✪◆❖◗P désigne un paramètre de contrôle. Par combinaison des
équations (1), (2) et (3), l’évolution du solide peut se mettre sous la forme globale condensée :✁❙❘❚✝✓❯❱❂❳❲✞✝✠✦❯❱✡✽✁❨✵❬❩❭✡ ✎ ▲ ❊❋✵❀❩ (4)

dans laquelle on a adopté la notation : ❩ ✎ ✁❪✆❫✝✠✟❃✡ , ❘❴✁❅✄✚✆✞✝✠✟◗✝❅✪✽✡ ✎ ❘❵✁☎❩❛✝❅✪✽✡ et ❲❜✁❇✄❍✢✆❫✝✞✢✟☛✡ ✎❲❝✁❞✢❩❭✡ . L’énergie potentielle totale ❘❴✁❅✄✚✆❡✝❢✟❣✝❇✪✫✡ du système (fonction du potentiel global d’éner-
gie libre ❤ ✁✐✄✚✆❫✝✠✟☛✡ et du potentiel des efforts extérieurs ❤✏❥❧❦✠♠ ✁❪✆❫✝❅✪✽✡ ), ainsi que son potentiel
global de dissipation ❲♥✁❅✄✣✢✆♦✝✞✢✟♣✡ sont définis par :qrrrs rrrt ❘❴✁❅✄✚✆❡✝✠✟✉✝❅✪✽✡ ✎ ❤ ✁☎✄✂✆❫✝✠✟☛✡ ✗ ❤✏❥❧❦✠♠ ✁❪✆❫✝❅✪✽✡❤ ✁✜✄✚✆❡✝❢✟♣✡ ✎✇✈ ✲ �✹✁✜✄✚✆❫✝✠✟❃✡✉✸✻✺❤ ❥❧❦✠♠ ✁❙✆❡✝❅✪✽✡ ✎●✈ ✲ ✩ ✁✜✪✽✡❈✾❀✆✹✸✻✺✑❂ ✈ ❄❅✲❇❆ ✬ ✁☎✪✫✡✿✾❀✆✚✸✻❉❲❜✁❇✄❍✢✆❫✝❱✢✟❃✡ ✎●✈ ✲ ✛ ✁☎✄❍✢✆❡✝✞✢✟☛✡✉✸✻✺

En résumé, la formulation globale de l’évolution quasi-statique d’un solide visqueux nous
a conduit à l’équation différentielle globale non autonome :① ✁②❘❚✝③❯④❂❳❲✞✝✠✦❯❱✡✽✁❨✵❬❩✿✡ ✎ ▲ ❊❋✵❀❩❩◗✁❨▲✼✡ ✎ ❩⑥⑤ (5)

Pour un trajet de charge ✪❳✁❪⑦✠✡⑧■⑨❏⑩▲◆✝❅✪✍❖◗P , la résolution de l’équation différentielle (5) nous
fournit une évolution quasi-statique ❩♣✁②⑦✠✡ ✎ ✁②✆✏✁❙⑦❶✡❷✝✠✟❸✁❙⑦✠✡✜✡ , ⑦✉❹❺▲ . Dans la suite, on notera par❩ ⑤ ✁②⑦✠✡ ✎ ✁❪✆ ⑤ ✁②⑦✠✡✽✝✠✟ ⑤ ✁②⑦✠✡❻✡ l’évolution fondamentale dont l’étude de stabilité est en question.
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2. Analyse de stabilité

À partir d’un instant arbitraire ⑦ ⑤ , la trajectoire fondamentale ❩ ⑤ ✁❙⑦❶✡ est modifiée par l’in-
troduction d’une légère perturbation ❩❽❼✯✁❙⑦ ⑤ ✡ . Soit ❩❽❼✯✁❙⑦✠✡ ✎ ❩❾✁②⑦✠✡ ✗ ❩ ⑤ ✁②⑦✠✡ , ⑦❝❹❵⑦ ⑤ , l’écart par
rapport à la solution fondamentale. La linéarisation de l’équation différentielle (5) autour de
cette solution fondamentale ❩ ⑤ ✁❙⑦✠✡ conduit à :qrrrrs rrrrt

❘❿✝✓❯✠❯❳❏➀✵❀❩❛✝➁❩➂❼➁P✳❂➃❲♦✝❢✦❯❭✦❯⑧❏▼✵❬❩✿✝⑧✢❩ ❼ P ✎ ▲ ❊❋✵❬❩❘❿✝✓❯✠❯❳❏▼✵❬❩✿✝➁❩❽❼✜P ✎ ✱✳✲❿➄ ✄✚✵❁✆ ✴ ✁❪�✑✝✓✒✕✔❁✒✕✔ ✴ ✄✚✆ ❼ ❂⑨�✑✝✓✒✕✔❁✙ ✴ ✟✑❼❶✡✽❂✵❁✟ ✴ ✁❨�❃✝③✙✳✒❱✔ ✴ ✄✚✆ ❼ ❂⑨�✑✝✓✙✳✙ ✴ ✟ ❼ ✡ ➅ ✸✻✺❲✞✝✠✦❯✿✦❯⑧❏▼✵❀❩❭✝✕✢❩ ❼ P ✎ ✱✥✲⑨➄ ✄✚✵❁✆ ✴ ✁ ✛ ✝③✒✧✦✔✻✒❾✦✔ ✴ ✄❵✢✆ ❼ ❂ ✛ ✝✓✒✧✦✔❱✦✙ ✴ ✢✟ ❼ ✡✳❂✵✷✟ ✴ ✁ ✛ ✝❇✦✙✥✒➆✦✔ ✴ ✄✣✢✆ ❼ ❂ ✛ ✝➇✦✙➈✦✙ ✴ ✢✟ ❼ ✡ ➅ ✸✻✺ (6)

On peut remarquer que la seconde variation de l’énergie potentielle totale ❘❚✝✓❯✠❯❳❏➀✵❀❩❛✝✠✵❀❩✽P
s’identifie ici à la variation seconde du potentiel global d’énergie libre. De plus, la positivité
stricte de la variation seconde du potentiel de dissipation, supposé convexe par rapport à ✢❩ ✎✁❪✄❍✢✆❡✝✞✢✟☛✡ , se traduit par :❲♦✝❢✦❯❭✦❯⑧❏▼✵❬❩✿✝✠✵❀❩✽P❭❹➊➉➌➋❀➍❇✵❀❩❞➍❇➎ ✝ ❊➏✵❬❩ ✝ ✁❨➉➌➋④➐❚▲✼✡

Lorsque le potentiel de dissipation
✛ ✁✜✄➑✢✆❫✝❱✢✟❃✡ est quadratique par rapport à ✢❩ ✎ ✁✜✄✣✢✆❫✝❱✢✟❃✡

(cadre des matériaux visco-élastiques), alors la forme bilinéaire ❲✞✝✠✦❯➒✦❯⑧❏⑩✵❬❩✿✝✠✵❬❩✽P est indépendante
du temps ⑦ . Dans ces conditions, on obtient le résultat suivant (Abed Meraim, 1999a, 1999b) :

Pour un potentiel de dissipation quadratique, la définie positivité de la seconde variation

de l’énergie potentielle totale du système, ✁②❘❚✝③❯✠❯✞✁②❩ ⑤ ✁❙⑦❶✡❷✝❅✪✽✡➒❏➓✵❀❩❭✝❢✵❬❩⑥P❽❹➔➉ ➎ ➍❇✵❀❩⑧➍ ➎ ✝✯❊➏✵❬❩✿✝❛➉ ➎ ➐❿▲✼✡ ,
en tout point de l’évolution, assure l’uniforme et asymptotique stabilité de cette évolution ❩ ⑤ ✁②⑦✠✡ .

Notons que lorsque la déformation → ✁☎✄✂✆❱✡ est le seul mécanisme dissipatif (cas du mo-
dèle visco-élastique de Kelvin), la condition de stabilité précédente s’identifie à la condition de
stabilité élastique. Dans ce cas, l’évolution ❩ ⑤ ✁②⑦✠✡ est uniformément et asymptotiquement stable
si la condition de stabilité élastique est satisfaite aux points courants de cette évolution.

3. Critère du module élastique limite

La condition suffisante de stabilité uniforme et asymptotique, ci-dessus établie, porte sur
la définie positivité de la seconde variation de l’énergie libre totale écrite par blocs ci-après :❘❚✝ ❯✠❯ ❏➓✵❬❩✿✝✠✵❀❩⑥P ✎✑➣ ➄ ✄✶✵❁✆✵✷✟ ➅ ✰ ➄ �❃✝③✒❱✔✷✒❱✔ �✑✝✓✒✕✔❁✙�❃✝③✙✳✒❱✔ �❃✝③✙✳✙ ➅ ➄ ✄✚✵❁✆✵✷✟ ➅❝↔ (7)

Cette condition de stabilité (7) peut s’écrire sous d’autres formes équivalentes. Par exemple,
sous la condition de stabilité élastique ✁②❘➊✝✓✔❁✔❾❏➓✵❁✆❫✝✠✵❁✆❛P➒❹✇➉✻➍❇✵❁✆➈➍ ➎ ✝✯❊❋✵✷✆❡✝❈➉➈➐↕▲✻✡ , la définie po-
sitivité de ❘❿✝✓❯✠❯➈❏➓✵❀❩❛✝✠✵❀❩✫P est équivalente à la définie positivité de la forme quadratique suivante :❘➊✝▼➙✙✳✙ ❏▼✵❁✟✉✝✠✵❁✟➈P ✎➜➛ ❘❿✝✓✙✳✙ ✗ ❘❚✝✓✙✥✒❱✔☛✾⑩❘❚✝➞➝ ➋✒✕✔❁✒❱✔ ✾▼❘❚✝③✒❱✔❁✙◗➟✕❏▼✵✷✟☛✝✠✵✷✟❡P (8)

où l’on reconnaît la variation seconde de l’énergie réduite obtenue par élimination de la variable✆ . On peut également éliminer la variable ✟ , puisque ✵✷✟ ✴ �✑✝✓✙✳✙ ✴ ✵❁✟ est strictement positive,
pour écrire cette condition de stabilité sous la forme équivalente de la définie positivité de :➠ ✁❧✵❁✆❱✡ ✎❴➡➢ ✱✥✲ ✄✂✵✷✆ ✴✑➛ �❃✝③✒❱✔✷✒❱✔ ✗ �✑✝✓✒✕✔❁✙ ✴ �❃✝➤➝ ➋✙✳✙ ✴ �❃✝③✙✳✒❱✔✕➟ ✴ ✄✚✵❁✆✶✸✻✺ (9)
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Cette forme quadratique
➠ ✁➥✵❁✆❱✡ est appelée fonctionnelle élastique limite (Abed Meraim,

1999a, 1999b). En effet, elle correspond à un comportement élastique non linéaire particulier.
Ce comportement incrémental est obtenu en écrivant la nullité des vitesses des forces irréver-

sibles,
✢☞ ✤ ✌

et
✢✖ , conduisant au module élastique limite :✢☞✧✎ ➛ �❃✝③✒❱✔❁✒✕✔ ✗ �✑✝✓✒✕✔❁✙ ✴ �✑✝ ➝ ➋✙✥✙ ✴ �❃✝③✙✳✒❱✔ ➟ ✴ ✄❍✢✆

Pour un solide visqueux à écrouissage cinématique de module ➦ et à élasticité isotrope,
la fonctionnelle

➠ ✁➥✵❁✆❱✡ et le module élastique limite s’écrivent :➧ ➠ ✁➥✵❁✆❱✡ ✎ ➋➎ ✈ ✲✚➨ ✵ → ✴ ✁❨�❃✝③➩➁➩ ✗ �✑✝✓➩❻✙ ✴ �✑✝ ➝ ➋✙✳✙ ✴ �✑✝✓✙✳➩➒✡ ✴ ✵ → ❂⑨➫ ✴ ✄ ✰ ✵✷✆✹✾❁✄✚✵❁✆❛➭❝✸✻✺✢➫ ✎ ✁❨�❃✝③➩➁➩ ✗ �❃✝③➩➁✙ ✴ �✑✝ ➝ ➋✙✳✙ ✴ �✑✝✓✙✳➩➒✡ ✴ ✢→
où ➫ et → désignent respectivement le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff et la déforma-
tion non linéaire de Green-Lagrange. Si l’on adopte pour densité d’énergie libre :① �✂✁ → ✝✠✟☛✡ ✎ ➋➎ ✁ → ✗ ✟☛✡ ✴➲➯❵✴ ✁ → ✗ ✟♣✡➒❂ ➋➎ ✟ ✴ ➦ ✴ ✟➯➳✎ ✪✳➵ ➎❭➸ ➵ ➎ ❂ ➢❬➺ ➵⑥➻ , ➦ ✎✇➼ ➵✫➻
avec ✪ : constante de Lamé,

➺
: module de cisaillement, alors le module élastique limite s’écrit :✢➫ ✎ ➼➽ ❂ ➼ ❏✓✪➈✁ tr ✢→ ✡✍➵ ➎ ❂ ➢❀➺ ✢→ P ✎ ➼➢❀➺ ❂ ➼ ➯❵✴ ✢→

Avec les notations :
➯✧➾✧✎ ➚➎✜➪❇➶ ➚ ➯ , ➹④➘▼➴☎➷❻➬ ✎✇➮ ➴✐➷ ✵ ➘➱➬ , la fonctionnelle élastique limite s’écrit :➠ ✁❧✵✷✆④✡ ✎❴➡➢ ✱✳✲ ✄✶✵❁✆ ✴ ➨ ✁✜✄✚✆✹❂⑨➵➒✡✿✾ ➯ ➾ ✾ ➛ ✄ ✰ ✆✹❂⑨➵➒➟❱❂⑨✃❝➭ ✴ ✄ ✰ ✵❁✆✶✸✻✺

Si la solution fondamentale vérifie : ➍★✄✚✆ ⑤ ➍ ➣ ➡ , alors cette fonctionnelle
➠ ✁❧✵✷✆❱✡ devient :➠ ✁❐✵✷✆❱✡ ✎ ➡➢ ✱ ✲ ✄✚✵❁✆ ✴ ➛ ➯ ➾ ❂↕❒ ➟ ✴ ✄✚✵❁✆✶✸✻✺

où : ❮✽➘▼➴✐➷➁➬ ✎✇➮ ➴✐➬ ✵ ➘➤➷ .
Dans une approche lagrangienne actualisée, cette fonctionnelle élastique se réduit à :➠ ✁❐✵✷✆♦✡ ✎❴➡➢ ✱ ✲❇❰ grad ✵❁✆ ✴ ➛ ➯ ➾ ❂↕❒ ➟ ✴ grad ✵❁✆✶✸✻✺ ♠ ✎Ï➡➢ ✱ ✲❅❰ ✵❁Ð ➘❐Ñ ➴ ➨➞Ò ➾➘▼➴✐➷➁➬ ❂➃Ó ➴☎➬ ✵ ➘➤➷ ➭ ✵✷Ð ➷❶Ñ ➬ ✸✻✺ ♠
Dans cette dernière écriture sur la configuration actuelle ✮◆♠ , le terme ✵✷Ð ➘➥Ñ ➴ ✎ ✁ grad ✵❁✆❱✡ ➘⑩➴

désigne le gradient eulérien, Ó ➘▼➴ est la contrainte de Cauchy.

4. Comparaison avec le critère de non-bifurcation de Hill

On peut remarquer que la condition de stabilité portant sur (7), (8) ou (9), présente une
certaine analogie avec la condition de non-bifurcation de Hill (1958). Il suffit pour cela de com-
parer le module élastique limite donné en (9) avec le module tangent associé au solide élastique
de comparaison de Hill. Dans le cas général, la condition de stabilité (7) est plus restrictive que
la condition de non-bifurcation de Hill car elle exige la définie positivité sur un espace plus
grand de variation des paramètres internes. En effet dans le critère de Hill, la définie positivité
de ❘❚✝✓❯✠❯❫❏▼✵❀❩✿✝✠✵❬❩✽P est exigée sur l’ensemble ✵❬❩ ✎ ✁❪✵✷✆♦✝❢✵❁✟❃✡❳■↕Ô❈Õ♣Ö ×➆Ø✥✁☎✖❜✡ . En revanche, dans
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le critère de stabilité précédemment établi, l’espace vectoriel × Ø ✁☎✖❜✡ engendré par le cône des
normales extérieures est remplacé par l’espace tout entier. Toutefois, pour des systèmes où l’état
de contrainte et de déformation est unidimensionnel, cas des poutres, des modèles rhéologiques
ou des monocristaux, la fonctionnelle élastique limite (9) s’identifie au critère de Hill.

III. SOLIDES VISCO-PLASTIQUES EN TRANSFORMATION FINIE

1. Équations d’évolution

On s’intéresse ici au cas où le potentiel de dissipation n’est pas nécessairement quadra-
tique. Cette classe de matériaux visqueux englobe les solides à seuil, comme c’est le cas du
modèle de Perzyna, et ceux non linéaires comme pour le modèle de Norton-Hoff. On suppo-
sera pour simplifier que la déformation visco-plastique ✟ est le seul mécanisme dissipatif. Les
équations d’équilibre et d’évolution écrites au paragraphe II restent valables avec :

✛ ✎ ✛ ✁❛✢✟☛✡ ,☞✍✤ ✌ ✎✇Ù
et
☞✧✎❚☞ ✌

. Avec les notations : ❩ ✎ ✁❨✆❡✝✠✟☛✡ , ❘➊✁②❩✕✝❅✪✽✡ ✎ ❘❴✁✠✆❫✝✠✟☛✝❅✪✽✡ et ❲✞✁❞✢❩❱✡ ✎ ❲❝✁✞✢✟☛✡ ,
on obtient comme précédemment la formulation globale du probème d’évolution :① ✁②❘➊✝ ❯ ❂❳❲♦✝ ✦❯ ✡⑥✁❨✵❬❩➒✡ ✎ ▲ ❊❋✵❀❩❩♣✁❪▲✼✡ ✎ ❩ ⑤

Au lieu de l’équation (2), il est parfois plus pratique d’utiliser le potentiel dual de dis-
sipation Ú ✁✜✖❝✡ , obtenu par la transformation de Legendre-Fenchel, pour écrire l’évolution des
paramètres dissipatifs comme : ✢✟ ✎ Ú ✝▼Û

Dans ce cas, l’évolution quasi-statique du solide peut se mettre de façon équivalente sous
la forme de l’équation différentielle globale condensée formée par le système :qrrs rrt Équilibre :

Équation d’état :
Loi complémentaire :
Donnée initiale :

❘ Ñ ✔❭✁❪✆❫✝✠✟◗✝❅✪✽✡✿✾❀✵❁✆ ✎ ▲ ❊❋✵❁✆✖ ✎Ü✗ ❘ Ñ ✙ ✁❪✆❫✝✠✟☛✝❅✪✽✡✢✟ ✎ Ú Ñ Û♥✁❪✖Ý✡✟◗✁❪▲✻✡ ✎ ✟ ⑤ (10)

On peut écrire cette équation différentielle de façon plus compacte en éliminant la variable✆ à partir de l’équilibre et en introduisant l’énergie réduite :qrrs rrt Énergie réduite :
Équation d’état :
Loi complémentaire :
Donnée initiale :

❘ ➙ ✁❪✟◗✝❅✪✽✡ ✎ ❘❵✁✠✆♥✁❪✟◗✝❅✪✽✡✽✝✠✟◗✝❅✪✽✡✖ ✎Ü✗ ❘ ➙ Ñ ✙ ✁❪✟☛✝❇✪✫✡✢✟ ✎ Ú❡Ñ Û ✁❪✖Ý✡✟◗✁❪▲✻✡ ✎ ✟ ⑤ (11)

2. Analyse de stabilité

La linéarisation de l’équation différentielle (10) ou (11) autour de la solution fondamen-
tale ❩ ⑤ ✁②⑦✠✡ donne : ✢✟ ❼ ✎❑✗ Ú❡Ñ Û✿Û ✁☎✖ ⑤ ✡✿✾❅❘✂➙ Ñ ✙✳✙ ✁❪✟ ⑤ ✝❅✪✽✡✿✾❀✟ ❼ (12)

où la seconde variation de l’énergie réduite est exprimée en (8). Une condition suffisante de
stabilité uniforme et asymptotique de l’évolution est alors donnée par la définie positivité de
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la forme Ú Ñ Û✿Û✞✁✜✖ ⑤ ✡❫✾✳❘ ➙ Ñ ✙✳✙ ✁❨✟ ⑤ ✝❇✪✫✡ . Cette condition de stabilité est plus restrictive que celle
portant sur la définie positivité de ❘ ➙ Ñ ✙✳✙ ✁❪✟ ⑤ ✝❅✪✽✡ obtenue dans le cas visco-élastique. L’équation
linéarisée (12) conduit à la matrice Þ écrite par blocs :Þ ✎ ➄ �✑✝✓✒✕✔❁✒❱✔ �❃✝③✒❱✔❁✙Ú❡Ñ Û❭Û ✴ �❃✝③✙✳✒❱✔ Ú❡Ñ Û❭Û ✴ �❃✝③✙✳✙❸➅

La condition suffisante de stabilité, ci-dessus établie, exige alors la définie positivité de
la forme quadratique Þ✏ß ❏▼✵❀❩❭✝❢✵❬❩✽P dans laquelle Þ✶ß désigne la partie symétrique de Þ . Cette
condition est aussi équivalente à la définie positivité de la fonctionnelle élastique limite

➠ ➋✍✁❨✵❁✆❱✡
suivante, lorsque la matrice ✁ Ú❡Ñ Û❭Û ✴ �❃✝③✙✳✙❃❂❳�❃✝③✙✳✙ ✴ Ú❡Ñ Û✿Û ✡ est définie positive :➠ ➋✍✁❨✵❁✆❱✡ ✎ ➡➢ ✱✍✲ ✄✚✵❁✆ ✴ ➄ �❃✝③✒❱✔✷✒❱✔ ✗ ➡➢ ✁❪�✑✝✓✒❱✔✷✙❃❂❳�❃✝③✒❱✔✷✙ ✴ Ú❡Ñ Û❭Û ✡ ✴✁ Ú❡Ñ Û❭Û ✴ �❃✝③✙✳✙❃❂❳�❃✝③✙✳✙ ✴ Ú❡Ñ Û✿Û ✡ ➝ ➋ ✴ ✁❪�✑✝✓✙✳✒✕✔❡❂ Ú❡Ñ Û❭Û ✴ �✑✝✓✙✳✒✕✔❡✡ ➭ ✴ ✄✂✵✷✆✹✸✻✺

Utilisant l’équation linéarisée (6), une autre condition suffisante de stabilité uniforme et
asymptotique est déduite. Cette condition exige la définie positivité de la forme quadratiqueà ❘❚✝ ❯✠❯ ✗ ÕÕ ♠★á Ñ➁âã âã➎↕ä ✁❨✵❬❩❈✝✠✵❬❩➒✡ donnée par blocs ci-après :➣ ➄ ✄✚✵❁✆✵✷✟ ➅ ✰ ➄ �✑✝✓✒✕✔❁✒❱✔ �✑✝✓✒❱✔✷✙�❃✝③✙✳✒❱✔ �✑✝✓✙✳✙ ✗ ➋➎➆å✛ ✝❇✦✙❡✦✙ ➅ ➄ ✄✂✵✷✆✵❁✟ ➅❝↔

Lorsque la matrice æ �✑✝✓✙✳✙ ✗ ➋➎➆å✛ ✝❇✦✙❡✦✙❡ç est définie positive, la condition de stabilité ci-

dessus est équivalente à la définie positivité de la fonctionnelle élastique limite
➠ ➎ ✁❨✵❁✆❱✡ suivante :➠ ➎ ✁❨✵❁✆❱✡ ✎❴➡➢ ✱ ✲ ✄✶✵✷✆ ✴Ýè �✑✝ ✒❱✔✷✒❱✔ ✗ �❃✝ ✒❱✔❁✙ ✴✧é �✑✝ ✙✥✙ ✗Ý➡➢ å✛ ✝ ✦✙✞✦✙➈ê ➝ ➋ ✴ �❃✝ ✙✳✒❱✔❛ë ✴ ✄✂✵✷✆✹✸✻✺

Dans le cas général, la condition de stabilité portant sur la définie positivité de
➠ ➋✍✁❨✵❁✆❱✡

est plus restrictive que celle portant sur la définie positivité de la fonctionnelle élastique limite➠ ✁➥✵❁✆♦✡ trouvée dans le cas visco-élastique.
La condition suffisante de stabilité donnée par la fonctionnelle

➠ ➎ ✁❨✵❁✆❱✡ montre que pour
une faible vitesse de chargement, å✛ ✝ ✦✙✞✦✙ devient négligeable devant les autres termes, et l’on
retrouve la fonctionnelle

➠ ✁❧✵❁✆❱✡ obtenue pour un potentiel de dissipation quadratique.
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