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Résumé :

Les techniques d’homogénéisation développées ces dix derniéres années permettent d’établir, par une approche
entierement micromécanique, une borne pour la surface d’écoulement plastique d’un matériau poreux a ma-
trice rigide plastique. Celle-ci est obtenue grace a la construction d’un composite linéaire de comparaison a
I’aide de motifs morphologiques représentatifs. L’application d’une telle démarche a un assemblage de Hashin
conduit a une borne pour la fonction seuil de plasticité macroscopique. Nous montrons également l'influence de
I’hétérogénéité des porosités locales sur la réponse macroscopique du matériau par une approche autocohérente.

Abstract :

Homogeneisation techniques, developped these last ten years, permit us to establish new bounds for the macrosco-
pic yield surface of a porous material with a rigid perfectly plastic matrix. There are obtained by the construction
of a linear comparison composite described with morphologically representative patterns. Application to Hashin’s
composite spheres assemblage leads to a new bound for the macroscopique yield surface. Moreover, the influence
of the heterogeneity of the local porosity is established by means of a generalised self consistent approach.

Mots clés :

Milieux poreux, Plasticité, Homogénéisation, Non linéaire, Bornes, Motifs Morpholo-
giques, Méthodes sécantes.

1 Représentation d’un matériau hétérogene par Motifs Morphologiques Représentatifs.

Les méthodes d’homogénéisation permettent de déterminer le comportement macrosco-
pique d’un matériau hétérogene, a partir de la connaissance des caractéristiques mécaniques de
chaque phase le constituant et de leur distribution spatiale. Pour les composites avec une phase
matrice continue et des renforts ou des pores sphériques, Z. Hashin (1962) propose de repré-
senter la microstructure d’un matériau hétérogene par un assemblage de spheres composites
homothétiques de méme fraction volumique (Figure 1). Pour encadrer les caractéristiques mé-
caniques homogénéisées d’un tel matériau, k"™ et p ™ il construit des champs admissibles
pour les théoremes variationnels classiques en appliquant des conditions aux limites en défor-
mations homogenes ou en contraintes homogenes au bord de chaque sphere composite. 11 est
ainsi amené a traiter le probleme d’une sphere creuse soumise a des conditions de déformations
ou de contraintes homogenes au bord.



Néanmoins, un tel assemblage de spheres composites ne permet pas de décrire la microstruc-
ture d’un matériau hétérogene dont les fractions volumiques locales peuvent fluctuer. Pour ce
faire, nous avons recours a I’analyse par Motifs Morphologiques Représentatifs (M.M.R.) dé-
veloppée par C. Stolz et A. Zaoui (1991). L’analyse par M.M_.R. consiste a remplir tout I’espace
occupé par un V.E.R. de volume V' par un assemblage de motifs dont la géométrie rappelle les
éléments morphologiques essentiels de la microstructure. Dans notre cas, il s’agit de spheres
composites similaires a celles de Hashin, mais contrairement au modele de ce dernier, toutes les
spheres composites n’ont pas forcément la méme fraction volumique. On peut ainsi prendre en
compte les fluctuations locales de porosité (Figure 2). Le V.E.R. est ainsi décrit par un nombre

e

FIG. 1 — Assemblage FIG. 2 — Assemblage FIG. 3 — Discrétisation
des spheres composites de spheres composites de la matrice en
de Hashin. généralisé. couches concentriques.

N de familles de motifs k de fractions volumiques f, en proportions ¢, tels que la fraction
N
volumique globale f soit retrouvée selon: f = Z ficx. Pour construire des bornes pour les

modules d’élasticité effectifs, C. Stolz et A. Zaloulic ( 199 1) proposent d’étendre 1’approche varia-
tionnelle de Hashin et Shtrikman a un champ de polarisation constant par points homologues
de chaque motif de géométrie identique et non par phase. Sous I’hypothese de distribution
isotrope des centres des motifs, les champs d’essai obtenus satisfont I’équation suivante :

VA€ [LN], Va € Dy, e¥(x) = B —/ (e, &) (Ly - L) : e}l (2)dwl(@) (1)

Sx

ot I'’(x, =') représente 1’opérateur de Green modifié et €}/ () est la moyenne par points ho-
mologues du champ de déformation d’essai a I’intérieur du motif représentatif A, dont la dis-
tribution des modules locaux est donnée par Ly (x) sur le domaine Dy qu’occupe le motif A.
On reconnait dans (1) I’équation d’une inclusion composite de module Ly (x) plongée dans
un milieu infini de référence de module L° et soumise a des déformations E; a 1’infini. Des
opérations de moyennes adéquates sur ces champs conduisent a des bornes supérieures (infé-
rieures) lorsque le milieu de référence est plus raide (plus souple) que toutes les phases. Une
estimation autocohérente généralisée (M. Bornert ef al. (1994)) est obtenue lorsqu’on attribue
au milieu de référence les propriétés du milieu homogene équivalent.

2 Extension a la non linéarité.

La détermination du comportement macroscopique nécessite la résolution d’un probleme
local non linéaire sur le V.E.R. ou les champs de déformation e(x) et de contrainte et o(x)



sont fortement hétérogenes. La résolution exacte d’un tel probleme est tres difficile, voire im-
possible. Afin d’utiliser les connaissances acquises sur les matériaux linéaires, on peut recourir
a une linéarisation sécante des relations de comportement locales :

dlz(?( )TZT( ), @) : (x)
e(x) = L (Vut V) @
+ Conditions aux bords.

L,(e(x), x) est le tenseur des modules sécants locaux, fortement hétérogene de par sa dépen-
dance en e(x). Pour simplifier ce probleme, on remplace sur le VER. le champ fortement
hétérogene des modules sécants locaux par un champ homogene par morceaux, afin d’obtenir
un nombre fini de modules sécants a déterminer. Suivant P. Ponte Castafieda (1992), on appelle
le milieu linéaire correspondant Composite linéaire de comparaison. Le tenseur homogénéisé,
L™ de ce composite linéaire peut alors étre estimé par un modele d’homogénéisation linéaire
connu approprié a la microstructure de ce composite. Le probleme a résoudre est donc :

( div(o(x)) =
o(x ):L() e(x) dans la phase r

LM = Lgr) (Er(ef) ) : Relations complémentaires

e(x) =3 (Vu+ Vu!) dans V
+ Conditions aux bords.
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Les modules sécants sont déterminés dans chaque phase 7 au travers de relations complémen-
taires non linéaires, et sont associé€s a des déformations de référence EEQ . La solution de ce
probleme est une estimation des champs locaux du probleme local non linéaire initial ; elle va
dépendre du choix des modules sécants locaux, qui doivent rendre compte au mieux de la dis-
tribution réelle hétérogene.

L’extension classique, développée par M. Berveiller et A. Zaoui (1979), qui consiste a prendre
des modules homogénes par phases et a définir les déformations de référence comme les
moyennes de la déformation sur les phases correspondantes, ignore I’hétérogénéité intra-phase.
Pour une meilleure description de cette hétérogénéité, il faut modifier les relations complémen-
taires déterminant les modules sécants homogenes par phase, de telle sorte qu’une fluctuation
du champ local induisant des non linéarités au sein d’une phase, se répercute en une modifi-
cation des modules sécants de cette phase et donc se traduise sur la réponse macroscopique.
L’extension sécante modifiée, pour laquelle la déformation de référence est définie comme la
moyenne quadratique de la déformation équivalente locale €,,(x) sur la phase correspondante,
répond a ce souci. Selon cette approche due a P. Suquet (1995) et qui coincide avec I’approche
variationnelle de P. Ponte Castafieda (1992), les relations complémentaires sont :

hom
L(T) — L(T) (E(T)) E(T) — <€2 >% — 1 E oL - B (3)
s\ et )2 (ref) ea/ (r) 3¢\ oun )

Lorsqu’on dispose d’une borne supérieure pour le milieu linéaire de comparaison, le résultat
final a aussi le statut de borne supérieure pour le comportement non linéaire. Dans le cas d’un
comportement isotrope du milieu linéaire de comparaison, le moment d’ordre 2 s’écrit :

3¢ (e2)) = lTr(E)(S—I-DeV(E) : 38khomJ+28"homK : lTr(E)(S—i—DeV(E)
«a/(r) ~ \3 () au "\ 3 -
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Tr(X)

En tenant compte du taux de triaxialité macroscopique 7 = — et des relations suivantes :

(2) = 3K""Tr (E)
ev(X) = 2u"mDev (E)
J J=J, K. K=K, J:K=10
on obtient :

1
om2 hom hom 2

b 1 " ok o

<€eq>(r) - Eeq (C(r) (3 |:T khom:| 8#,(1") + a,u,(’") ’ (4)

3 Modélisation proposée.

L’approche proposée repose sur I’extension sécante modifiée étendue a une distribution non
uniforme des modules sécants dans la matrice : le milieu lin€aire de comparaison est un assem-
blage de Hashin généralisé formé de spheres composites multicouches (Figure 3). Comme dans
I’approche développée par M. Bornert ef al. (1994) dans le cadre d’une formulation sécante
classique, les modules sécants sont pris homogenes dans des couches concentriques autour des
pores, mais peuvent varier d’une couche a I’autre afin de mieux décrire 1’hétérogénéité locale
radiale. L’approche par M.M.R. est utilisée pour traiter le probleme linéaire obtenu et la so-
lution semi-analytique de I’inclusion multicouche due a E. Hervé et A. Zaoui (1993) est mise
a profit pour résoudre les problemes auxiliaires auxquels on se ramene. Les déformations de
référence sont calculées par itération et la dérivation (4) est menée numériquement. Suivant le
choix du milieu de référence L°, on obtient une borne supérieure ou une estimation autocohé-
rente pour la réponse non linéaire du composite. On désigne la borne par HSZNL+ puisqu’elle
étend au cas non linéaire et a plusieurs motifs celle due a E. Hervé, C. Stolz et A. Zaoui (1991)
pour 1’assemblage des spheres composites. Cette démarche améliore les méthodes plus clas-
siques ol les modules sont homogenes par phase et coincide avec ces dernieres lorsqu’on ne
prend qu’une seule couche. En particulier, avec un seul motif et une seule couche, on retrouve
la borne de Hashin et Shtrikman pour les milieux isotropes non linéaires.

4 Surface d’écoulement des milieux poreux.

A.L. Gurson (1977) a proposé de décrire la surface d’écoulement macroscopique d’un mi-
lieu poreux a matrice rigide plastique (régie par le critere de Von-Mises) par I’équation suivante:

2
F(X,00,f) = <Eeq) + 2f cosh (g%) —1-f*=0. 5)

g 0

Notons que le critere de Gurson est une borne supérieure rigoureuse pour tout assemblage
de spheres composites de Hashin (M. Garajeu (1995)). Plusieurs améliorations de ce critere
ont depuis été apportées, notamment par V. Tvergaard (1981) qui, pour prendre en compte les
interactions entre cavités, a introduit un parametre g dans (5) remplacant ainsi f par g f. Cette
extension heuristique ne releve pas d’une analyse micromécanique.

Les théories récentes de bornes non linéaires, notamment celles développées par P. Suquet et
P. Ponte Castafieda, conduisent a un critere de plasticité elliptique pour les matériaux rigides
plastiques poreux (dont les pores sont en distribution spatiale isotrope), de la forme :

<1+§f><;0q)2 94{(0'0) ~-(1-f)?=0 ©)




Le critere (6) repose sur la combinaison entre I’approche variationnelle de P. Ponte Castaiieda
et la borne supérieure de Hashin et Shtrikman linéaire. C’est une borne supérieure rigoureuse
pour les surfaces de plasticité macroscopiques des matériaux poreux a distribution de pores
isotrope, qui s’applique en particulier a I’assemblage de Hashin isotrope.

A taux de triaxialité nul, ce critere fournit une borne supérieure rigoureuse de la surface de
plasticité macroscopique, meilleure que celle de Gurson mais sur-estime cette derniere a taux
de triaxialité infini. Dans cette optique, J.C. Michel et P. Suquet (1992) proposent de remplacer

2
dans (6) le coefficient % par % (%) . Le critere ainsi obtenu fournit une borne rigoureuse

pour des taux de triaxialité nuls et infinis mais n’est qu’une estimation pour les autres valeurs.
5 Amélioration apportée par I’approche par M.M.R. pour un assemblage de Hashin.

Comme attendu, la borne supérieure proposée (HSZNL+) s’identifie a la borne de Hashin et
Shtrikman non linéaire (6) lorsqu’on ne fait appel qu’a un seul module sécant. En revanche, la
discrétisation en 20 couches, qui améliore la description de 1’hétérogénéité radiale de la défor-
mation plastique, converge vers le modele de Gurson pour une triaxialité infinie ; la prévision
en cisaillement pur n’est pas affectée. La convergence est satisfaisante pour 20 couches et le
résultat obtenu est une borne rigoureuse qui s’applique pour tout taux de triaxialité a une mi-
crostructure de Hashin en distribution isotrope. L’estimation autocohérente (AC) coincide avec
la borne pour une triaxialité infinie et est tres 1égerement plus souple pour un cisaillement pur.
On note que I’estimation de Michel et Suquet est beaucoup plus souple.
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6 Amélioration apportée par ’approche par M.M.R. pour un assemblage de Hashin
généralisé.

Lorsque la microstructure du matériau hétérogene est représentée a 1’aide de 2 motifs ou
plus (Figure 6), la surface de plasticité en cisaillement pur, dans une approche autocohérente,
est toujours tres proche de celle de Michel-Suquet: il n’y a quasiment pas de différence entre
les deux représentations de la microstructure (1 motif et 2 motifs) (Voir Figure 7) et la borne
HSZNL+ s’identifie a la borne de Michel-Suquet. En revanche, a fort taux de triaxialité, la
contrainte d’écoulement macroscopique prévue par 1’approche avec deux motifs est plus faible,
ce qui établit la sensibilité de la réponse sous chargement hydrostatique a 1’hétérogénéité de
distribution spatiale des pores (effet d’amas) (Voir Figure 6). Cet affaiblissement est également
décrit par le critere de Gurson-Tvergaard, mais de maniere heuristique.
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7 Conclusion.

L’approche par M.M.R. couplée a I’extension sécante modifiée faisant appel a plusieurs mo-
dules sécants, nous a permis d’établir des estimations et des bornes pour la surface de plasticité
macroscopique d’un milieu poreux qui s’appliquent pour tout taux de triaxialité. L’influence
de I’hétérogénéité de la distribution des porosités locales sur la surface de plasticité macrosco-
pique a également été mise en évidence. Une extension immédiate de 1’approche permettrait de
prendre en compte une distribution continue de porosités locales, issue de 1’expérience.
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