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Etude des Equilibres de Nash, Jeux de Potentiel
et Jeux de Congestion

Olivier Potti&

Résumé

Dans cette étude, on va présenter quelques-uns des principaux résultats concer-
nant le probléeme de trouver un équlibre de Nash dans un jeu. Aprés avoir survolé
différents cas de compléxité des jeux généraux (combien existe-t-il d’équilibres ?
peut-on assurer I'existence d'un équilibre ayant une certaine propriété ?) [1], on va
tout particulierement se concentrer sur les jeux qui posseédent des équilibres de Nash
purs tels que les jeux de potentiel [2] [5] et les jeux de congestion [24] [23] dont on
présentera différents modéles.

1 Introduction

Aprés quelques brefs rappels sur la théorie des jeux, on présentera, dans la section
2, les résultats de Conitzer et Sandholm [1] concernant le probléme de la determination
de 'existence d'un équilibre de Nash, la plupart des cas étudiés EtBrdifficiles. On
rappelle qu'un équilibre de Nash est un vecteur de stratégies mixtes, une pour chaque
agent i, telles gu’'aucun agent ne peut améliorer sa rémunération en changeant sa stratégie
alors que les autres gardent la méme. Dans la section 3 on va se focaliser sur différents
types de jeux de potentiels qui ont la particularité de posséder un équilibre de Nash pur
et on présentera en particulier les résultats de [2] et [5]. Pour finir, dans la section 4, on
étudiera plusieurs modéles de jeux de congestion en commencant par celui de Rosenthal
[24], puis ceux de Konishet al.[25], Milchtaich [26], Quint et Shubik [27] et Voorneveld
et al.[23].

*LAMSADE, Université Paris-Dauphine, place du Maréchal de Lattre de Tassigny, 75775 Paris cedex
16, Franceol i vi er. potti e@ ansade. dauphi ne. fr
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2 Résultats sur la complexité des Equilibres de Nash

2.1 Equilibres ayant certaines propriétés dans les jeux de forme nor-
male

Les resultats présentés dans cette section sont issus de [1]. Conitzer et Sandholm y
présentent une réduction grace a laquelle ils améliorent les résultats de Gilboa et Zemel
sur la determination de I'existence d’'un équilibre de Nash et montrent que compter le
nombre d’'équilibres de Nash (ou des ensembles connectés d’équilibres de Na&h) est
difficile (sous-sections 2.2 et 2.3). Ensuite, ils montrent que determiner I'existence d’un
équilibre Bayes-Nash a stratégies pures/€st-difficile, ce que I'on présentera dans
la sous-section 2.4. On montrera, finalement, que determiner I'existence d’'un équilibre
de Nash a stratégies pures dans un jeu stochastique (de Mark@®$Est1CE-difficile
méme si le jeu est invisible. Tous ces résultats sont valables méme si le jeu ne comporte
gue 2 joueurs et qu'il est symétrique.

2.2 Définitions

Définition 1 Dans unjeu de forme normalen a un ensemble d’agents et pour chaque
agenti, un ensemble de stratégieset une fonction de rémunératian : 3, x ¥y X - - - x
E‘A‘ — R.

Définition 2 Unestratégie mixter; pour un joueur i est une distribution de probabilités
surX;. Un cas spécial de stratégie mixte est wtratégie pureou toutes les probabilités
sont sur un seul elément dg.

Définition 3 Etant donné un jeu de forme normale, équilibre de Naslest un vecteur

de stratégies mixtes, une pour chaque agent i, telles qu’aucun agent ne peut améliorer sa
rémunération en changeant sa stratégie alors que les autres gardent la méme (on dit que
i dévie unilatéralement). C'est a dire, pour tout i et toute autre stratégie maixten a
Elui(s1,52,...,5i,...,54))] = Elu;(s1,52,...,5,...,54))], oU chaques; vient deo; et
chaques, deo..

On peut maintenant présenter la réduction de [1].

Définition 4 Soit¢ une formule booléenne de forme conjective normale.13@ibn en-
semble de variables (avé¥| = n), L 'ensemble des littéraux correspondants (un positif
et un négatif pour chaque variabfeetC' son ensemble de clauses. La fonctionZ, —

0Sj 2, est une variable;; et—z; sont des littéraux. On fait la différence entre la variahlet le littéral
xXq.
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V' nous donne la variable correspondant a un littéral, c’est a dife,) = v(—z1) = ;.
On définitG/(¢) comme étant le jeu symétrique & 2 joueurs de forme normale suivant. Soit
Y=%=%=LUVUCU{f}. Soitles fonctions de rémunération suivantes :

G
(
(I, x) :u2(1:,l):—2 pourtoutl € L,z € ¥ — L;
— uy(v,1) = uz(l,v) =2 pourtoutv € V, 1 € Lavecv(l) # v;
(v,1) = ug(l,v) =2 —npourtoutv € V, I € Lavecv(l) = v;
— uy(v,x) = ug(x,v) = —2pourtoutv € V,z € ¥ — L;
(¢,1) = ua(l,c) = 2 pourtoutc € C, 1 € L avecl ¢ c;
(¢,1) = us(l,c) =2 —npourtoutc € C, [l € L avecl € c;
(
(
(

)

— ui(e,z) = ug(x,c) = =2 pourtoutc eC,ze¥X—L;

Théoréme 1 Si(ly,1ls,...,1,) (0Uv(l;) = z;) satisfaity, alorsG(¢) posséde un équilibre

de Nash dans lequel les deux joueurs jougatec une probabilité , ot la rémunération

de chaque joueur est 1. De plus, le seul autre équilibre de Nash est celui ou les deux
joueurs jouent f et recoivent une rémunération de 0 chacun.

Preuve : On commence par montrer que ces combinaisons de stratégies mixtes consti-
tuent un équilibre de Nash. &, l,,...,1,) (ouv(l;) = z;) satisfaity et I'autre joueur

joue l; avec une probabilité}L, jouer l'un de ced; nous donne une rémunération de

1. D'un autre coté, jouer la négation d’'un de déesous donne une rémunération de
1(—2)+™(1) < 1. Jouer une variablenous donne la rémunératigii2 —n)+ "= (2) =

1 (puisque pour un dds que I'autre joueur joue parfois ormdl;) = v). Jouer une clause

¢ nous donne une rémunération de au gl(5—n)+ "1 (2) = 1 (car un de$; que l'autre
joueur joue parfois est présent dans la claygmiisquel; satisfait¢). Finalement, jouer

f donne la rémunération 1. Il s’ensuit que jouer n'importe lequel dgse I'autre joueur

joue parfois est une reponse optimale, et donc que si les deux joueurs jouent chacun un
de ced; avec une probabilit% est un équilibre de Nash. Il est clair que le cas ou les deux
joueurs jouentf est aussi un équilibre de Nash car jouer n'importe quoi d’autre quand
I'autre joueur jouef nous donne la rémunératior.

Il reste a démontrer qu’il n'existe pas d'autre équilibre de Nash. Si l'autre joueur
joue toujoursf, I'unique meilleure réponse est de jouer aysgduisque jouer n'importe
quoi d’autre nous donnera une utilité -2. Dans le cas contraire, étant donnée une stratégie
mixte de I'autre joueur, on considére la rémunération d’un joueur sachant que I'autre ne
joue pasf. (C'est a dire, la distribution de probabilités sur les stratégies de I'autre joueur
est proportionnelle & la distribution de probabilité constituée par la stratége mixte de ce
joueur, sauf qug est choisi avec une probabilité 0). Si cette rémunération est plus petite
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gue 1, alors le joueur fera mieux en joudrgui donne une utilité égale & 1 quand l'autre
joueur ne joue pag, et est aussi meilleur que la stratégie originale quand l'autre joueur
joue f). Donc cela ne peut étre un équilibre de Nash.

Pour le cas ol un des joueur jofiet I'autre non, il N’y a pas d’équilibre de Nash, donc
supposons que les deux joueurs jougrivec un probabilité inférieure a 1. Considérons
le bien-étre social espé&[u; + us]) étant donné qu’aucun des joueurs ne jgudl
est facile de vérifier que I'on obtiendra aucune configuration donnant un bien-étre social
supérieur a 2. De plus, toute configuration dans laquelle un joueur joue un éléniént de
ou C entraine un bien-étre social strictement inférieur a 2. Il s’ensuit que si un des deux
joueurs joue un élément déou C, le bien-étre social espéré, en supposant qu’aucun des
joueurs ne joud, est strictement inférieur a 2. Par linéarité de I'éspérance, il s’ensuit que
I'utilité espérée d’au moins un des joueurs est strictement inférieure a 1, en supposant que
personne ne joug, et d’apres le raisonnement ci-dessus, ce joueur pourrait améliorer son
utilité en jouantf plutot qu’une distribution de probabilités sur ses stratégies autres que
f.On en conclut qu'aucun élément Beou C' n’est joué dans un équilibre de Nash.

Donc on peut supposer que les deux joueurs ne mettent que des probabilités positives
sur les stratégies deU { f}. Si I'autre joueur met des probabilités positives gualors
jouer f est une meilleure stratégie que jouer n'importe quel élémert gmisque les
deux auront une utilité égala 1 sil'autre joue un élément dé, mais jouerf est une
meilleure stratégie si I'autre jouf). Il s’ensuit que le seul équilibre dans lequel un des
joueurs jouef est celui ou les deux joueurs jouefit

Maintenant on peut supposer que les deux joueurs ne mettent que des probabilités
positives sur les éléments de Supposons que pour un certaia L, la probabilité qu’un
des joueurs joué ou —{ est inférieure & . Alors, I'utilité espérée de I'autre joueur de
jouerv(l) est strictement supérieure:&2 — n) + “-1(2) = 1, et cela ne peut pas étre un
équilibre de Nash. Donc, on peut affirmer que pour tagitZ, la probabilité qu’un joueur
jouel ou—1 est précisément.

Sile joueur 1 met des probabilités positives sur un élémentetegue le joueur 2 met
des probabilités positives sur la négation de ce méme élément, les deux joueurs obtiennent
une utilité espérée inférieure a 1 et feraient mieux en joyaltonc, dans un équilibre
de Nash, si le joueur 1 joueavec une certaine probabilité, le joueur 2 doit joliavec
une probabilité d%. Donc on peut affirmer que pour chaque variable, il y a exactement
un de ses littéraux qui est joué par les deux joueurs avec une probabifitdldgensuit
gue dans chaque équilibre de Nash (en plus de celui dans lequel les deux joueurs jouent
1), les littéraux qui sont parfois joués correspondent a un assignement de variables.

Il reste & montrer que si cet assignement ne satisfaippakors nous n'avons pas un
équilibre de Nash. Soite C' une clause qui n'est pas satisfaite par cet assignement, c’est
a dire gu'aucun de ses littéraux n’est joué. Alors, joudonnerait une utilité égale a 2,
et les deux joueurs feraient mieux de jouer ¢éla.
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Donc il existe un équilibre de Nash da$¢) dans lequel chaque joueur a une uti-
lité 1 si et seulement sb est satisfiable; le seul autre équilibre est celui ou les deux
joueurs jouent O et les deux obtiennent une utilité 0. Cependant toute définition sensée
de I"'optimisation du bien-étre social" nous pousserait plutot a préférer le premier type
d’équilibre. Dans ce sens, déterminer si un "bon" équilibre existe est donc un probléeme
difficile. De plus, ce type d’équilibre est optimal pour le jeu, méme quand les joueurs
cooperent, et donc, trouver si un tel type d’équilibre existe est un probleme difficile. Les
corollaires suivants illustrent les points abordés ci-dessus(chaque corollaire découle di-
rectement du théoréme 1).

Corollaire 1 Méme dans les jeux symétrigua 2 joueurs, il esf\V'P —difficile de dé-

terminer s'il existe un équilibre de Nash donnant un bien-étre social espéré(standard)

(E] Z u;]) au moins égal &, méme quané est le bien-étre social maximum pouvant
1<i<|A|

étre obtenu dans le jeu.

Corollaire 2 Méme dans les jeux symétriques a 2 joueurs, iINBt—difficile de déter-

miner s'il existe un équilibre de Nash dans lequel tous les joueurs ont une utilité espérée
au moins égale &, méme quand est le plus grand nombre tel qu'il existe une distri-
bution sur les résultats du jeu telle que tous les joueurs ont une utilité espérée au moins
égale ak.

Corollaire 3 Méme dans les jeux symétriques a 2 joueurs, iINBt—difficile de déter-

miner s'il existe un équilibre de Nash Pareto-optimal.(Une distribution sur les résultats
d’'un jeu est Pareto-optimale s'il n’y a aucune autre distribution telle que tous les joueurs
ont une utilité espérée égale, et au moins un joueur a une utilité espérée strictement su-
périeure aux autres).

Corollaire 4 Méme dans les jeux symétriques a 2 joueurs , iNBt—difficile de déter-
miner s’il existe un équilibre de Nash ou le joueur 1 a une utilité espérée au moins égale
ak.

Corollaire 5 Méme dans les jeux symétriques a 2 joueurs, iINBt—difficile de déter-
miner s’il existe plus d’un équilibre de Nash.

Corollaire 6 Méme dans les jeux symétriques a 2 joueurs, iNBt—difficile de déter-
miner s'il existe un équilibre de Nash dans lequel le joueur 1 joue paf@s:;.

Corollaire 7 Méme dans les jeux symétriques a 2 joueurs, iNBt—difficile de déter-
miner s'il existe un équilibre de Nash dans lequel le joueur 1 ne joue jamai&:;
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Ces résultats nous montrent qu'il est difficile d’obtenir des informations sommaires
sur les équilibres de Nash d’'un jeu.(Le corollaire 5 et des versions moindres des corol-
laires 2, 6 et 7 ont été démontrées pour la premiére fois par Gilboa et Zemel [7].)

2.3 Compter le nombre d’équilibres dans les jeux de forme normale

On s'intéresse de maniére générale a la caractérisation de tous les équilibres d’un jeu.
Une caractérisation simple est, par exemple, le nombre d’équilibres d’un jeu (le nombre
d’équilibres dans un jeu de forme normale a été étudié dans le pire ([9]) et dans le meilleur
([8]) des cas). On peut utiliser le théoreme 1 pour montrer que déterminer ce nombre dans
un jeu de forme normale donné est difficile.

Corollaire 8 Méme dans les jeux symétriques a 2 joueurs, compter le nombre d'équi-
libres de Nash estP —difficile .

Preuve : Le nombre d’équilibres de Nash dans notre {&(1)) est le nombre d’assi-
gnements qui satisforgt, plus un. Or, compter le nombre d’assignements satisfiant une
formule CNF estP-difficile [10]. O

Il est facile de construire des jeux dans lesquels on a un continuum d’équilibres de
Nash. Dans de tels jeux, il serait plus significatif de se demander combien il existe de
continuum distincts d’équilibres. De maniére plus formelle, on peut se demander com-
bien un jeu posséde d’ensembles connectés maximaux d’équilibres(un ensemble connecté
maximal est un ensemble connecté qui n’est pas un sous-ensemble propre d’'un ensemble
connecté).

Corollaire 9 Méme dans les jeux symétriqua 2 joueurs, compter le nombre d’'en-
sembles connectés maximaux d’équilibres de Nastiedifficile.

Preuve : Chaque équilibre de Nash dafi¢p) constitue un ensemble connecté maxi-
mal, donc le nombre d’ensembles connectés maximaux est égal au nombre d’assigne-
ments satisfianp, plus un.J

Les résultats sur IgP-difficulté les plus intéressants sont ceux pour lesquels les ques-
tions de recherche et d’existence sont faciles, comme par exemple compter le nombre
d’assortiments bipartis parfaits (perfect bipartite matchings en anglais). Dans le cas des
équilibres de Nash, la question de I'existence est triviale : il a été prouvé de maniere analy-
tique (par le théoréme du point fixe de Kakutani) qu’'un équilibre de Nash existe toujours
[11]. La complexité de la question de recherche reste un probleme ouvert.
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2.4 Equilibres Bayes-Nash a stratégies pures

Les équilibres a stratégies pures sont particulierement appréciés car ils évitent I'incon-
fortable nécéssité d’une distribution aléatoire sur des stratégies pour lesquelles les joueurs
n'ont aucun interét [12]. Dans les jeux de forme normale avec un petit nombre de joueurs
il est facile de déterminer I'existence d'équilibres a stratégies pures : on peut simplement
vérifier, pour chaque combinaison de stratégies pures, si elle constitue un équilibre de
Nash. Cependant, ce n'est pas faisable danglesBayesienslans lesquels les joueurs
ont une information privée concernant leur propre préférence (représenté pgpeies
Dans ce cas, les joueurs doivent conditionner leurs actions sur leurs types, donc I'espace
de stratégies de chaque joueur est exponentiel sur le nombre de types.

Dans cette sous-section, on montre que la question de savoir si un équilibre Bayes-Nash
a stratégies pures existe est en feiP-difficile méme dans les jeux symétriques a deux
joueurs. D’abord, on donne la définition standard d’'un jeu Bayesien et d’'un équilibre
Bayes-Nash issue de la théorie des jeux.

Définition 5 Dans unjeu Bayesienon a un ensemble d’agents A ; pour chague agent
i, un ensemble de typé&3; ; une distribution commune sur ©; x O, X ... X O ;
pour chaque agent i, un ensemble de stratégigset pour chaque agent i, une fonction
d'utilité WUy : @1 X 2 X g X ... X E‘A‘ — R.

Définition 6 (tirée de [13]) Etant donné un jeu Bayesien, équilibre Bayes-Nash (BNE)

est un vecteur de stratégies mixtes, une pour chaque cauple 6;, tel qu’aucun agent

n'a d’interét a dévier de sa stratégie, pour chacun de ses types, en supposant que les
autres ne changent pas de stratégie. C'est a dire, pouritdlte ©;, et pour toute autre
stratégie mixter; , , on a

Eg 10, [E[ui(0:, 510,552,001 - -5 5105 -+ S|aLopa)]] = Eo_jo[E[ui(0i; 510,552,055 -+ Si,

sUi

e Sia)l]

ol touts; o, vient deo; , et touts; , vient deo; , .
On peut maintenant définir le probléme que I'on va étudier

Définition 7 (PURE-STRATEGY-BNE) Etant donné un jeu Bayesien, on cherche s'il
existe un BNE dans lequel toutes les stratégigssont pures.

La preuve de laVP-difficulté de ce probléme se base sur une reduction depuis le
probléme de SET-COVER que I'on définit ci-apres.
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Définition 8 (SET-COVER) Etant donné un ensembfe= s, . . ., s,,, des sous-ensembles
S1,Sa,..., Sy deSavedJ, ., Si = S, etun entiek. On cherche s'il existe,.,, S, . . .,
Se, telquelJ, ;< Se, = S.

Théoreme 2 PURE-STRATEGY-BNE e&fP-difficile, méme dans les jeux symétriques
a deux joueurs ok est uniforme.

Preuve :On réduit d'une instance arbitraire du SET-COVER vers I'instance de PURE-
STRATEGY-BNE suivante. Soit deux joueurs, av@c= O, = O, = {0',... 0%} ¢
est uniforme. De plusy = X, = ¥y = {51, 5, ...,Sm, 51, 52, ..., S, }. Les fonctions
d'utilité choisies ne dépendent pas des types, donc on omet lI'argument type dans leur
définition. Elles sont définies comme suit :
u(S;, S;) = u2(S;, S;) = 1 pour touts; et.sS; ;
(Si,sj) = uy(s;,5;) = 1 pour toutS; ets; ¢ S;;
— u1(S;, 85) = ua(s;, S;) = 2 pour toutS; ets; € S;;
(sis;5)
(

;) = ua(s;, s;) = —3k pour touts; ets; ;

s;,5;) = ua(S;, sj) = 3 pour toutS; ets; ¢ S;;

u(s;, ;) = ua(S;, s;) = —3k pour toutS; ets; € S;.

On montre maintenant que les deux instances sont équivalentes. D’abord supposons qu'il
existeS,,, Se,, ..., S, tel quelJ, ., S, = S. Supposons que les deux joueurs jouent
comme suit : quand leur type éstils jouentS.,. On pretend que c’est un BNE. Pour cela,
supposons que I'autre joueur emploie cette stratégie. Alors,comme posy 'licmtiste au
moins unsS,, tel ques; € S.,, l'utilité espérée de jouey; est au pluslg —3k) + &1L 3 < 0.

Il s’ensuit que jouer n'importe qued; (qui donne une utilité de 1) est optlmal Donc il
existe un BNE a stratégies pures.

Supposons maintenant qu'il existe un BNE a stratégies pures. On remarque d’abord que
dans un BNE a stratégies mixtes (non-pures), les deux joueurs jouent un elentent de
pour un certain type : si l'autre joueur joue parfoissynl’utilité de jouer uns; est au plus
=(—3k)+ ’“—;13 < 0, alors que jouer uf; a la place garantit une utilité au moins égale a 1.
Donc il y a au moins un joueur qui ne joue jamais d’'élemen$ delaintenant supposons
que l'autre joueur joue parfois usy. On sait gu’il existe uns; tel ques; € S;. Si le
premier joueur joue c#;, cela lui donnera une utilité au moins égalgar 11 = 1+ 1.
Puisqu'il doit faire au moins aussi bien dans I'équilibre, et qu'il ne joue jamais d’élément
de S, il doit parfois recevoir une utilité égale a 2. Dong, il existeet s, € S, tel que le
premier joueur joue parfoi§, et le deuxiéme joue parfoig Mais alors, joues, donne

au deuxiéme joueur une utilité au plus egalkb(ai%k + & 3 < 0, et il ferait mieux en
jouant plutot unsS;. (Contradiction.) On peut en conclure gue dans un BNE a stratégies
non-pures, aucun élément den’est joué.

Revenons a notre équilibre a stratégies pures, considérons I'ensemble de tSuguies
sont joués par le joueur 1 pour un certain type. Il est clair qu’il ne peut y avoir au maximum
qgue k ensembles de ce genre. On affirme qu’ils couvign®’ils ne couvrent pas un
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certain elémens;, I'utilité espérée de joues; pour le joueur 2 est 3 (car le joueur 1
ne joue jamais d’élément d€). Mais cela signifie que le joueur 2 (qui ne joue jamais
d’élément deS non plus) ne joue pas de facon optimale. (Contradiction.) Donc, il existe
un set cover

2.5 Equilibres de Nash a stratégies pures dans les jeux stochastiques

Aprés avoir observé les jeux a une seule étape, nous allons maintenant porter notre
attention sur les jeux a étapes multiples dans lesquels, a chaque étape, les joueurs doivent
agir et recevoir un paiement en conséquence. |l y a déja eu quelques recherches sur la
complexité de jouer des jeux répétés et séquentiels. Par exemple, determiner si un auto-
mate particulier est une meilleure réponse &§2-complet [14]. Trouver un automate
fournissant la meilleure réponse quand les automates considérés sont borhés-est
complet [15]. La question de savoir si un joueur donné avec rappel imparfait ("imperfect
recall" en anglais) peut garantir d’obtenir un certain paiement en utilisant des stratégies
pures est\P-complet [16]; et en général, donner la meilleure réponse a une stratégie
arbitraire peut méme étre non-calculable [17].

Dans cette section, on présente un résultaP&e ACE-difficulté sur I'existence d’'un
équilibre a stratégies pures.

Un jeu multi-étapes est typiguement représenté comnjewstochastique (de Mar-
kov), dans lequelliy a un sous-ensemble d’états , le jeu changeant d’état d'une étape
a l'autre [18, 19, 12]. A chaque étape, la rémunération des joueurs dépend de leurs ac-
tions, mais aussi de I'état courant du jeu. De plus, la probabilité de passer dans un état
donné est déterminée par I'état courant et les actions des joueurs dans cet état. Les ré-
sultats sur la difficulté de tels jeux ne peuvent étre obtenus en formulant un jeu étant
connu comme difficile tel que le jeu de Go généralisé [20] ou QSAT [21] comme des
jeux de Markov, car une telle formulation devrait spécifier un nombre exponentiel d'états.
Méme si le nombre d’états est polynomial, la difficulté du probléme peut étre dle au fait
gue les espaces de stratégies sont extrémement riches. Dans cette section, on montre la
PSPACE-difficulté de ce probléeme, méme pour une variante dans lagquelle les espaces
de stratégies sont simples (dans le sens que le joueurs ne peuvent pas conditionner leurs
actions sur les évenements du jeu).

Définition 9 Un jeu stochastique (de Markoeyt constitué de :
— Un ensemble de joueurs avec|A| = n;
— Un ensemble d’étatS, par lesquels le jeu va transiter;
— Pour chaque joueut, un ensemble d’actions; qui peuvent étre jouées dans n'im-
porte quel état;
— Une fonction de probabilité de transitign: S x ¥; x ... x X, x § — [0,1]
oup(sy,as,-..,a,, so) nous donne la probabilité que le jeu soit dans I'état la
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prochaine étape étant donné que I'état courantgst que les joueurs jouent les

actionsay, ..., a,;

— Pour chaque joueut, une fonction de paiemenf : S x ¥; x ... x 3, — R, ol
ui(s, a1, ..., a,) Nous donne le paiement du joueutans I'états quand les joueurs
jouentas,...,a,;

— Un facteur de réduction, tel que I'utilité totale de I'agent est :

inf

Z 5kui(sk7 a’f? R ai)
k=0

ou s est I'état du jeu a I'étapé: et les joueurs jouent les actiond, ..., a* a
I'étapek.

En général, un joueur n'a pas toujours besoin de connaitre I'état actuel du jeu, ni les
actions prises par les autres joueurs dans les étapes précédentes, ni les paiements qu'il
a accumulés. Un cas extréme est celui dans lequel les joueurs n'ont aucun moyen de
connaitre ces parametres et jouent donc a I'aveuglette. Un tel jeu est appellé jeu de Markov
invisible Il est relativement facile de spécifier une stratégie pure dans un jeu de Markov
invisible, car il n’existe rien pour conditionner le choix des actions. De ce fait, une telle
stratégie est "simplement" une séquence infinie d’actions (pour un jougue séquence

{a*}, ol il joue systématiquement I'actionf a I'étapek, sans considérer quoi que ce

soit). Malgré I'apparente simplicité du jeu, on montre ci-apres que le probléme consistant

a déterminer si un équilibre a stratégies pures existe est extrémement difficile.

Définition 10 (PURE-STRATEGY-INVISIBLE-MARKOV-NE) Etant donné un jeu
de Markov invisible, on cherche s'il existe un équilibre de Nash dans lequel toutes les
stratégies sont pures.

On montre que ce probléme §35P ACE-difficile, en effectuant une réduction depuis le
problemePERIODIC-SAT , connu comme étamSP.ACE-complet [22].

Définition 11 (PERIODIC-SAT) On définit une formule CNI(0) sur des variables
{2920} U {z]...2}}. Soite(k), la méme formule, sauf que tous les exposants sont
incrémentés dé. On cherche s'il existe un assignement de valeurs booléennes pour les
variablesJ,_,, {z}...x}} tel que laformules(k) est satisfaite pour tout = 0,1, ... .

Théoréme 3 PURE-STRATEGY-INVISIBLE-MARKOV-NERBSP ACE-difficile, méme
guand le jeu est symétrique, a 2 joueurs et les transitions sont déterministes.
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Schéma de preuve ta preuve se base sur une réduction du probléme PERIODIC-SAT
vers une instance symétrique a 2 joueurs de PURE-STRATEGY-INVISIBLE-MARKOV-
NE dans laquelle 'espace d'états st {s;}1<i<n U {tl{c}mggwec U{t? t<i<oncecU
{r}, ouC est I'ensemble des clauses@l®). L'espace de stratégies (actions) des joueurs
estY = ¥, = ¥y = {t, f} UC. Les probabilités de transition entre les états du jeu et
les utilités des joueurs sont définies de maniére a ce que V&t un état absorbant a
partir duquel aucun équilibre de Nash a stratégies pures ne peut étre atteint. Elles assurent
également que le jeu aboutira a I'étad’il atteint un des étaté"c( donc aucun équilibre
de Nash & stratégies pures ne peut étre obtenu si le jeu passe pariy).dtatreste de la
preuve montre qu'il existe un équilibre de Nash a stratégies pures en partant du postulat
qu'’il existe un assignement de valeurs booléenes pour les variables de la faxué
gu'un tel équilibre n'existe pas dans le cas contraire (la preuve compléte est disponible
dans [1])O

On peut utiliser le méme argument, de maniéere plus simple, pour montrer la difficulté
du cas ou le jeu posséde un nombre fini d’étapes.

Théoreme 4 PURE-STRATEGY-INVISIBLE-MARKOV-NE.&P-difficile, méme quand
le jeu est symétriquex 2 joueurs, les transitions sont déterministes et le jeu posséde un
nombre fini d'étapes.

3 Jeux de potentiel

3.1 Définitions

Considérons un graphe avec comme ensemble de somngts. . x ¥, et une aréte
(s,s') sis ets’ ne different que d’une seule composante€t’) > u;(s). Si ce graphe
est acyclique, on dit que lelynamiques de Nash convergent

Proposition 1 Siles dynamiques de Nash convergent, alors il existe un equilibre de Nash
pur.

Schéma de preuve Les puits du graphe sont précisément les équilibres de Nash du
jeu.

Soit G(uq, us, . .., uy,), Un jeu de forme stratégique avec un nombre fini de joueurs.
L'ensemble des joueurs edt= {1,2,...,n}, 'ensemble des stratégies du joueesty;
et la fonction de paiement du joueiestu; : ¥ — R, 00X = ¥; X ¥y X ... X X,,. Pour
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un ensembles C A, —S représente I'ensemble complémentairesdet X s représente le
produit cartésiernx ;e s3;. Pour les ensembles de singletdnj, 3;_;; sera notél_;.

Une fonctionP : ¥ — R est unpotentiel ordinalpour G, si pour touti € A et pour
touta_; € X_;ona:
ui(a—s,x) —ui(a;, z) > 0ssiP(a_;,x) — P(a—;, 2) > 0,Vz,z € &;

Définition 12 G est unjeu de potentiel ordinak’il admet un potentiel ordinal.

Soitw = (w);c4, Un vecteur de nombres positifs que I'on appellerapteds
Une fonctionP : ¥ — R est unw-potentielpour G si pour touti € A et pour tout
s ;E€EX_,o0na:
ui(s—i, x) — ui(s_4,2) = w' (P(s_s,x) — P(s_, 2))

pour toutz, z € ;.

Définition 13 G est unjeu dew-potentiels’il admet unw-potentiel (On dit aussi qué
est unpotentiel pondérét queG est unjeu de potentiel pondéyé

Une fonctionP : ¥ — R est unpotentiel exacfou, plus simplement, upotentie) pour
G si elle est un potentiel pondéré pasiravecw’ = 1 pour touti € A.

Définition 14 G est unjeu de potentiel exadbu, plus simplement, ueu de potentigl
s'il admet un potentiel.

3.2 Propriétés

Lemme 1 Soit P un potentiel ordinal pout=(uy, us, . . ., u,), 'ensemble des équilibres
de G(uq,us,...,u,) coincide avec 'ensemble des équilibres@eP, P, ..., P), le jeu

dans lequel on remplace les fonctions de rémunération par la fonction de potentiel. En
d’'autres termess € 3 est un point d’équilibre pouf- si et seulement si pour toute A

P(s) > P(s_;, ) pour toutx € ¥;

Donc, siP admet une valeur maximale dafsalorsG posséde un équilibre a straté-
gies pures.

Corollaire 10 Tout jeu de potentiel ordinal fini possede un équilibre de Nash pur.
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Un chemindansy est une sequenee= (y°,y*, . . .) telle que pour touk > 1 il existe
un unique joueur tel quey® = (y*;*, z) poura # y#~* dansy;. ¢° est appelé Igoint
initial de -, et siy est fini, alors son dernier élément est appellpdat terminalde ~.
Un cheminy = (3°,4',...) est unchemin d’amélioratiorpour G si pour toutk > 1, on
au;(y*) > u;(y*1), olii est le seul joueur changeant de stratégie a I'étape
On dit queG possede Ipropriété d’amélioration fini€ou FIP pour Finite Improvement
Property) si tout chemin d’amélioration est fini.

Lemme 2 Tout jeu de potentiel ordinal fini posséde la FIP.

Preuve : Pour tout chemin d’amélioration= (3°, %', ...), on a, par le Lemme 1
P°) < P(y") < ...

CommeX est un ensemble fini, la séquencdoit étre finie. A

Il est clair que dire d'un jeu qu'’il possede la FIP et que ses dynamiques de Nash convergent
est équivalent. Donc, tout chemin d’amélioration maximal doit aboutir a un équilibre de
Nash.

Il est interessant de remarquer que posséder la FIP n’est pas équivalent a avoir un po-
tentiel ordinal.

Une fonctionP : ¥ — R est unpotentiel ordinal généralis@our G, si pour tout
i € A, pourtouts_; € ¥_;, et pour toutr, z € ¥,
wi(S—i, ) — ui(s—;, 2) > 0 implique queP(s_;,z) — P(s_;,z) > 0

Lemme 3 Un jeu finiG a la FIP si et seulement & admet un potentiel ordinal généra-
lisé.

Preuve : SoitG un jeu qui a la FIP. On définit la relation binaire™ sur > comme suit :
x > y ssixz # y et il existe un chemin d’amélioration fini ayant comme point initial
y et comme point terminat. La FIP impliqgue que la relation>" est transitive. Soit
Z C X¥. On dira queZ estreprésent&'il existeQ : Z — R telle que pour tout, y € Z,
x > yimpligueQ(z) > Q(y). SoitZ un sous-ensemble représenté maximalLd®n va
prouver queZ = X. Supposons ¢ Z. Siz > z pour toutz € Z, on étend) enZ U {z}
en définissan)(z) = 1 + maz.czQ(z), ce qui contredit la maximalité d&. Siz > x
pour toutz € Z, on étendy enZU{z} en définissand(z) = min.czQ(z)—1, ce qui est
aussi en contradiction avec la maximalité ZleSinon, nous étendorg et contredisons
la maximalité deZ en définissan®)(z) = (a+b)/2, ola = maz{Q(z) : = € Z,x > z},
etb = min{Q(z) € Z,z > z}. DoncX est représenté (et admet un potentiel ordinal
généralis€)). &
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Corollaire 11 SoitG un jeu fini ayant la FIP. Supposons en plus que pour foaitA et
pour touts_; € X_;

wi(s_i, ) # ui(s_y, 2),Ve £ z € ;.

Alors G a un potentiel ordinal.

Preuve : Il suffit de remarquer que la condition supplémentaireGumplique que
chaque potentiel ordinal généralisé pGuest aussi un potentiel ordinal pair La preuve
découle donc du lemme 3

Définition 15 Un jeuG = (A, (3;)ica, (4i)ica) €St UN
— jeu de coordinatios’il existe une fonction : ¥ — R telle queu; = u pour tout
i€ A;
— jeufictif si pour touti € A ettouto_; € X_; il existe unk € R tel queu;(o;,0_;) =
k pour touto; € %;.

Dans un jeu de coordination, les joueurs poursuivent le méme but, ce que reflétent les
fonctions de rémunération identiques. Dans un jeu fictif, la rémunération d’un joueur ne
dépend pas de sa propre stratégie.

Théoréme 5 SoitG' = (A, (X;)sea, (u:)ica) UN jeu.G est un jeu de potentiel exact si et
seulement si il existe deux fonctiofag);c 4 et (d;)ic telles que

—u; =¢ +d; pour touti € A

— (A, (Z))ica, (¢;)ica) €Stun jeu de coordination, et

- <A (Ei)iEAa (dz)16A> estun jeu fictif.

Preuve :La partie "si" est triviale : la fonction de rémunération du jeu de coordination

est une fonction de potentiel exact par Pour prouver la partie "seulement si", on
définit P comme étant un potentiel exact padr Pour touti € A, u; = P + (u; —
P). Il est clair que(A, (X;);ca, (P)ica) €st un jeu de coordination. Saite A, o_; €
Y_;eto;,0; € ¥;. Alors ui(oy,0-;) — wi(0;,0-;) = P(oy,0-;) — P(6;,0_;) implique
Ui(0i70'_i) — P(O’Z‘,O'_i) = ui<9i,0'_,;) — P(@i,U_i). DOhC(A, (Zi)iGAa (U7 — P>i€A> est
un jeu fictif. W

Les jeux de potentiel ordinal ont un grand nombre de potentiels ordinaux. Pour les
jeux de potentiel exact, on a :

Lemme 4 Soit P; et P, deux potentiels pour le jed. Alors il existe une constantdelle
queP;(s) — Py(s) = c pour touts € 3.
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Preuve : Soitz € ¥; donné. Pour touy € X, on définit

n

H(y) =Y uils'™) = ui(s)],

i=1

ous’ =y etpourtoutl <i < n, s’ = (s, 2). Sil'on dénoteP; et P, par P, alors par
le lemme 1, on & (y) = P(y) — P(z) pour touty € ¥. D’ou

Pi(y) — Py(y) = c pourtouty € ¥. B

Le lemme 4 implique que I'ensemble de profils de stratégies maximisant une fonction
de potentiel d'un jeu de potentiel exact ne dépend pas d’'une fonction de potentiel particu-
liere. Des stratégies maximisant le potentiel ont été utilisées dans le lemme 1 pour prouver
I'existence d’'un équilibre de Nash pur pour les jeux de potentiel ordinal. Le "maximiseur
de potentiel" (Potential-Maximizer), défini formellement pour un jeu de potentiel de la
maniere suivante

PM(G) = {0 € £ |0 € argmazyex P(0) pour une fonction de potentié! de G

peut alors étre utilisé comme un outil de "raffinement" d’équilibre, comme suggéré par
Monderer et Shapley [5].

4 Jeux de congestion

4.1 Modele de Rosenthal

Dans un modele de congestion, les joueurs utilisent plusieurs ressources, sélectionnées
dans un "réservoir" commun. Les colts ou bénéfices qu’un joueur dérive de I'utilisation
d’une ressource sont déterminés par le nombre de joueurs utilisant cette ressource. Le but
de cette sous-section est de définir le modéle de congestion de Rosenthal [24]. Dans ce
modeéle chaque joueur sélectionne un sous-ensemble de ressources. L'allocation associée
a chaque ressource est une fonction qui ne dépend que du nombre de joueurs utilisant
cette ressource. La rémunération d’'un joueur est la somme des allocations associées a
chaque ressource dans son choix de stratégies, étant donnés les choix des autres joueurs
On peut établir I'existence d’'un équilibre de Nash pur en construisant une fonction de
potentiel exact pour de tels jeux de congestion. Monderer et Shapley [5] ont montré que
tout jeu de potentiel exact est isomorphique a un jeu de congestion. Leur preuve étant
assez complexe, Voornevedd al. [23] en donne une plus courte et plus intuitive basée
sur le théoreme 5.

Un modéle de congestiast défini par :
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— A un ensemble fini de joueurs;

— Fun ensemble fini de ressources;

— pour chaque joueure A, son ensemble de stratégiEsest une famille de sous-
ensembles dé’;

— pour chaque ressourgec F, wy : {1,...,n} — R estla fonction d'allocation de
la ressourcef, avecw(r),r € {1,...,n} les allocations pour chaque utilisateur
de la ressourcé si le nombre total d'utilisateurs est

Ce modéle permet de définir jgu de congestioavecA comme ensemble de joueurs,

Y, le profil de stratégies du joueuEe A etu; : ¥ — R est défini comme suit :
pour chaquer = (o4,...,0,) € X et pour chaquef € F, on ans(o) = |[{i € A :
f € o:}], le nombre d’utilisateurs de la ressourfesi les joueurs choisissent Alors

ui(0) =3 e, wr(ng(0)).

Cette définition implique que chaque joueur n'est rémunéré qu’en fonction des res-
sources qu'il utilise et du nombre d'utilisateurs de ces ressources. Remarquons que les
fonctions d’allocations peuvent donner des valeurs négatives représentant le colt d'utili-
sation d’'une ressource.

Le résultat principal de l'article de Rosenthal, formulé en termes de potentiel exact, est
donné dans la proposition suivante. La preuve est triviale est peut donc étre omise.

Proposition 2 SoitG un jeu de congestion défini comme ci-dessus. Aloest un jeu de
potentiel exact. Une fonction de potentiel est donnéearyX — R définie pour tout
o = (0y)ica € ¥ COMMe Suit :

ny(o)

Plo)= Y > wll)

feUieaoi =1

PuisqueX est un ensemble fini, le jeu possede un équilibre de Nash a stratégies pures.

SoitG = (A, (X))iea, (ui)ica) €t H = (A, (0;)ica, (v;)ica) deux jeux ayant le méme
ensemble de joueur& et H sontisomorphiquesi pour touti € A il existe une bijection
w; : 2; — 0, telle que

Ui((fl, . ,O'n) = UZ‘(gOl(Ul), .. 7<Pn(0n)> V(Ul., - ,O'n) ex

Un jeu de congestion dans lequel les ressources ont des allocations non-nulles seule-
ment si tous les joueurs les utilisent est clairement un jeu de coordination. De plus, tout
jeu de coordination peut étre formulé dans cette forme, comme le montre la preuve du
théoréme suivant.

Théoréme 6 Tout jeu de coordination est isomorphigue a un jeu de congestion.
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Preuve : SoitG = (A, (3;)ica, (u)ica) un jeu de coordination a joueurs dans lequel
chaque joueur a la méme fonction de rémunératioRour chaque € ¥ on a une res-
source différentg (o). On définit le modele de congestion suivant F, (0;);ca, (wy) rer)
avecF = Uyex{f(o)}, pour chaque € A : O, = {g;(0;)|o; € X;} o g;(0;) =
Us_.es_.{f(0s,0_;)} et pour chaqug (o) € F:

u(o) sir=n
Wio)(r) = { 0 sinon

Pourtoutr € ¥ :  Neagi(0;) = {f(0)}, donc le jeu correspondant & ce modéle de
congestion est isomorphiqueza(I'isomorphisme associe; a g;(o;)). B

Considérons maintenant un jeu de congestion dans lequel les allocations pour une cer-
taine ressource sont non-nulles uniguement si elle n’est utilisée que par un seul joueur. Si
pour chaque joueur, étant donné les choix de stratégies des autres joueurs, on chaisit une
ressource et on garde toujours la méme, sans se soucier de ses propres choix de stratégies
on a un jeu fictif.

Théoreme 7 Tout jeu fictif est isomorphique a un jeu de congestion.

Preuve : SoitG = (A, (%))iea, (ui)ica) un jeu fictif. Pour chaqueé € A et chaque
o_; € ¥_; on a une ressource différentéo_;). On définit le modéle de congestion
(A, M, (©;)ica, (wy)jer) aVeCF = Ujca Uy ex , {f(0_;)}, pourtouti € A : ©; =
{hi(gi”gi S Zz} ou

hi(oi) = {folo—i € 2}
U {f(0_;]5 € A\ {i} et f_; € ¥_; esttel qued; # o,},

et pour toutf(o_;) € M :

u;(o;,0_;) sir=1(avew; € %; arbitraire)
wien(r) =1 g sinon

Pour touti € A,6_; € ¥_;, etg; € X, : i est 'unique utilisateur d¢(7_;) dans
(hj(7;));jca ettoutes les autres ressources dafs;) ont plus d’un utilisateur. Pourquoi ?
Soiti € A,6_; € ¥_;, etg; € %;. Alors f(6_;) € h;(5;) et pour toutj € A\ {i} :
f(G-;) ¢ h;(g;), donci est le seul utilisateur d¢(a_;) dans(h;(a;));ea. Soit f €
hi(a:), | # [(5-4).

- Sif = f(6_;) pouro_;, € ¥_;, alorsf_; # &_; implique qued; # &; pour

j € A\ {i}, doncf = f(6_;) € h;(d;).
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— Sif = f(0_;) pourj € A\ {i} eth_; € ¥_; avect, # 7;, alorsf = f(6_;) €
h;(5;).
Dans les deux cag a plus d'un utilisateur. Donc le jeu correspondant a ce modéle de
congestion est isomorphiqueza('isomorphisme associe; a h;(o;)). B

Dans les deux théorémes précédents, on a prouvé que les jeux fictifs et les jeux de
coordinations sont des jeux de congestion. En utilisant la décomposition du théoréme 5,
on obtient le théoréme suivant :

Théoreme 8 Tout jeu de potentiel exact est isomorphique a un jeu de congestion.

un jeu de coordination et un jeu fictif comme dans le théoréme 5 et on prend leurs jeux
de congestions isomorphiques associés comme dans les théorémes 6 et 7. Sans perte de
généralité, on prend leurs ensembles de ressources disjoints. On peut contruire une jeu de
congestion isomorphique@ en prenant I'union des deux ensembles de ressources, les
fonctions d’allocation comme dans les théorémes 6 et 7, et les ensembles de stratégies

Dans unjeu de congestion de résedes familles de stratégies; sont assimilées
implicitement & des chemins dans un réseau. Soit un réseal, deux noeuds;, b; € V
pour tout joueui € A et une fonction d’allocation, les arétes jouant le r6le de ressources.
Le sous-ensemble d€ disponible comme actions pour le jougwest I'ensemble de tous
les chemins de; a b;. On suppose que le réseau est orienté. Un jeu de congestion de
réseau essymétriquesi tous les joueurs ont les mémes points de départ et d’ariete
b. Habituellement, les fonctions d’allocations sont appelféastions de retardians les
jeux de congestion de réseau. On présente dans la sous-section suivante les résultats de
complexité obtenus par A.Fabrikant, C.H.Papadimitriou et K.Talwar [2].

Preuve : SoitG = (A, (%;):ea, (u;)ica) UN jeu de potentiel exact. On le découpe en

4.2 Compléxité des jeux de congestion (Modéle de Rosenthal)

Théoréme 9 Il existe un algorithme polynomial permettant de trouver un équilibre de
Nash pur dans les jeux de congestions de réseau symétriques.

Preuve : L'algorithme calcule 'optimum de la fonctio® (o) donnée dans le théo-
réme 2. Puisque I'optimum est aussi un optimum local, I'état résultaedt un équilibre
de Nash pur.
L'algorithme est une reduction vers le probléme de min-cost flow. Etant donné un réseau
N = (V, E,a,b) et la fonction de retar@w,).cz, on remplace dan¥ chaque aréte par
n arétes paralléles entre les mémes noeuds, chacune ayant une capacité égfcdeec
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les coltsw,(1),...,w.(n). Il est facile de vérifier que chague min-cost flow (entier) du
nouveau réseau est un état qui minimiye ).

PLS-Complétude

Théoreme 101l est PLS — Complet de trouver un équilibre de Nash pur dans les jeux
de congestion de réseau des types suivants :

(1) Jeux de congestion généraux.

(2) Jeux de congestion symétriques.

(3) Jeux de congestion de réseau asymétriques.

Schéma de preuve :Soit le probleme suivant : étant donnée une instance de not-
all-equal-3SAT avec des poids sur les clauses et ne contenant que des littéraux positifs,
trouver un assignement de variables booleénnes satisfiant les clauses dont le poids total
ne peut étre amélioré en flippant une variable.
On appelle ce probléme POSNAE3FLIP; On sait d’aprés [4] que ce probléeme est PLS-
complet.
Pour prouver (1), Papadimitrioet al. [2] construisent un jeu de congestion tel que ses
équilibres de Nash sont les optima locaux de I'instance POSNAE3FLIP. La preuve de (2)
est une réduction du cas non-symétrique vers le cas symétrique. Pour la preuve plus com-
pliquée de (3), ils modifient le probléme POSNAE3FLIP en un nouveau qu'ils appellent
WITNESSED XPNAES3FLIP et prouvent :

— Il existe une PLS-réduction depuis WITNESSED XPNAE3FLIP vers NETWORK

CONGESTION GAME.

— WITNESSED XPNAE3FLIP est PLS-complet.

[ |

4.3 Autres modeles

Les jeux présentés par Konishi, Le Breton, et Weber [25], Milchtaich [26] et Quint et
Shubik [27] sont similaires, dans le sens ou les fonctions d'utilité des joueurs sont carac-
térisées par un effet de congestion. Les différentes classes de jeux dont on va parler dans
cette sous-section sont identifiées par des ensembles de propriétés concernant la structure
des interactions stratégiques. En particulier, Kongthal. [25] imposent les hypothéses
(P1)-(P4), présentées ci-apres, pour undest (A, (3;)ica, (4;)ica)-

(P1) Il existe un ensemble finf" tel queX; = F' pour tout joueus € A.
L'ensembleF’ est appelé "ensemble de ressources" et une stratégie pour unjesede
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choisir un élément dé'.

(P2) Pour tout profil de stratégies< X et tout joueut, j € A : Sio; # o et
o} € ¥; esttelle quer; # o, alorsu;(oj, 0_;) = ui(0},0_;).

Konishi et al. [25] appellent cette hypothése "independence of irrelevent choices" (litté-
ralement "indépendance des choix hors de propos") : pour chaque joaetiet chaque
profil de stratégies I'utilité de i ne changera pas si I'ensemble de joueurs qui choisissent
la méme ressource que le jouéurest pas modifiée.

Soitc € ¥, f € F. On noteny(o) le nombre d'utilisateurs de la ressourtelans le
profil de stratégies. La troisieme propriété peut alors étre définie comme suit :

(P3) Pour tout joueui € A et tout profil de stratégies, 6 € 3 aveco; = 6; :
sing(o) = ny(0) pour toutf € F, alorsu;(c) = u;(0).

Cette condition d’anonymatefléte 'idée que la rémunération du joueudépend du
nombre de joueurs choisissant d'utiliser les ressources plutdét que de leur identité. La
qguatrieme hypothese, appelée "partial rivalry" (littérallement "rivalité partielle"), établit
le fait que chaque joueurne regrettera pas que d’autres joueurs ayant choisi la méme
ressource que lui, en choisissent une autre. Plus formellement :

(P4) Pour tout joueui € A, chaque profil de stratégiese ¥, chaque joueuf = i
tel queo; = o; et chaquer; # o; : ui(oj, 0 ;) < w0}, 0 ;).

Bien que Milchtaich [26] introduise son modéle d’'une maniére I[égérement différente, la
classe de jeux en résultant est la méme. Plus spécifiquement, Milchtaich pose les condi-
tions (P1), (P4), et la suivante :

(P2) Pourtout joueui € A, et tout profil de stratégies 0 aveco; = 6; = f :
sing(o) = ny(0), alorsu; (o) = u;(0).

En d’autres termes, I'utilité du joueurdépend uniquement du nombre de joueurs ayant
choisi la méme ressource que lui. En supposant (P1), on peut prouver directement que
(P2") implique (P2) et (P3). La réciproque est également vraie.

Lemme 5 Tout jeuG = (A, (3;)ica, (u;)ica) satisfiant (P1), (P2) et (P3) satisfait (P2’).
Preuve :SoitG = (A, (X)ica, (u;)ica) Un jeu satisfiant (P1), (P2) et (P3). Soit A,

0,0 € ¥ tels queo; = 6, = f et on suppose ques(o) = ns(6). Si|F| = 1, alors la

condition (P2’) est directement vérifiée. Sinon, pour un usage répété de (P2), on sait que

pour ung fixé tel queg # o;, u;(0;, 0—;) = w;(0y, 0" ;) ot pour chaque € A\ {i} :
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0'14 _ g; Si 05 = 0y,
J g sinon

et queu;(o;,0_;) = u;(0;,0";) ol pour chaqug € A\ {i}:
9,. _ { ag; S? Gj = 0y,
J g sinon
On remarque que pour chaques F, ny(oy,0";) = np(o;,6;). Donc (P3) implique
’lLi(UZ‘, O'Ll) = Ui(O'i, (QLL) DO”C,’ZLZ'(UZ', O',Z') = Ui(O'i, JLl) = Ui(O'Z‘, GLZ) = ul(ﬁz, 972) [ |

Konishi et al. [25] et Milchtaich [26] ont démontré indépendamment le théoréme suivant

Théoréme 11 Tout jeuG = (A, (X;)sca, (u;)ica) satisfiant (P1), (P2), (P3) et (P4), pos-
sede un équilibre de Nash pur.

On rappelle que, étant donné un jBu= (A, (X;)ic4, (1;)ica), un profil de stratégies
o est unéquilibre de Nash forsi pour toutS C A et tout profil de stratégie®s € g, il
existe au moins un joueurc S tel quew;(fs, o_s < u;(0). On noteSN E(G) 'ensemble
des équilibres de Nash forts du jeél En général, I'existence d’'un équilibre de Nash fort
n'est pas garantie, mais Konigti al. [25] montrent

Théoréme 12 Pour tout jeu satisfiant (P1), (P2), (P3) et (P4), 'ensemble des équilibres
de Nash forts est non vide.

Quint et Shubik [27] proposent un modéle dans lequel I'hypothése que tous les joueurs
possedent le méme ensemble de ressources (établie par (P1)) est levée.

(P1) Il existe un ensemble fink tel queX; C F pour touti € A.

En supposant que la condition (P1’) est vérifiée, il est toujours simple de vérifier que
(P2") implique (P2) et (P3). Mais la réciproque n’est plus vraie comme dans le lemme 5.

Exemple :on choisitA = {1,2,3}, F = {a,b, c} et les ensembles de stratégies =
{a,b},¥s = {a}, 33 = {a,c}. Ce jeu satisfait (P1’). La condition (P3) n'impose aucune
contrainte supplémentaire et (P2) impose qué,a,a) = uy(b,a,c) etuz(a,a,c) =
us(b, a, c). Cela n'implique pas ques(a, a, ¢) = us(b, a, a), condition requise par (P2’).
Quint et Shubik [27] montrent

Théoréme 13 Tout jeu satisfiant (P1’), (P2') et (P4) posséde un équilibre de Nash pur.
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Les jeux appartenant aux classes définies jusqu’alors n'admettent pas forcément de
fonction de potentiel. Considérons maintenant la condition de "cross-symmetry" (litté-
rallement "symétrie croisée"), qui établit le fait que les rémunérations sur certaines res-
sources sont indépendantes des joueurs, du moment que le nombre d'utilisateurs reste le
méme.

(P5) Pour tous profils de stratégiest € X et tous joueurs, j € A:sSio; =60, = f
etns(o) = ns(0), alorsu; (o) = u;(6).
Remarquons que (P5) et (P1) impliquent (P2’), et donc (P2) et (P3). De plus, (P1) et
(P5) garantissent I'existence d’un potentiel exact.

Théoreme 14 Tout jeu satisfiant (P1) et (P5) est un jeu de potentiel exact.

Preuve : Soit G = (A, (X;)ica, (u:)ica) satisfiant (P1) et (P5). Pour tolite F et
0,0 € Y tels quens(o) = nys(#), on a par (P5) : s'il existe, j € A tels quer; = 6, = f,
alorsu;(o) = u;(#). Cela montre que pour toyte F il existe une fonction d’allocation
wy : {1,...,n} — Rtelle que pourtout € Sigma, Sic; = f, alorsu,;(c) = ws(ns(0)).
Cela fait du jeud, un jeu de congestion défini comme dans la sous-sectioh &g ré-
sultat découle maintenant de la Propositioli2.

Remarque Le théoréme est toujours vrai si on remplace (P1) par (P1’). La Proposi-
tion 2 nous dit aussi que la fonction d’'allocati¢ny) s » induit le potentielP : ¢ —

> revnes loik ST wi (1),

Voorneveldet al. [23] définissent une classe de jeux de congedficatisfiant (P1),
(P5) mais aussi (P4)
C={G = (A,(Z)iea, (ui)ica) | G satisfait (P1), (P4) et (P})
pour laguelle ils obtiennent le résultat suivant :
Théoréme 15 Pour tout jeu appartenant a la classe SNE = NE = PM?

Schéma de preuvePour tout jeu, SNE(G) C NE(G) et pout tout jeu de potentiel
exact,PM(G) C NE(G). Il suffit alors de prouver les deux propositions suivantes

Proposition 3 Pour tout jeuG € C, NE(G) C PM(G).

Proposition 4 Pour tout jeuG € C, NE(G) C SNE(G).

ol I'on associe le choix d’une ressourfes F, au choix d’'un ensemble de ressour¢g¢s C F
2SNE = Strong Nash Equilibrium, NE = Nash Equilibrium et PM = Potential Maximizer
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5 Problemes Quverts

On ne peut pas savoir en temps polynomial s’il existe un equilibre de nash pur dans les
graphes généraux la plus grande famille pour laquelle on sait qu'il existe des equilibres
de nash pur est justement la famille des jeux de congestion.

On sait que le modéle de Milchtaich et Konigtial. posséde au moins un équilibre de
Nash pur mais on ne connait pas la fonction de potentiel permettant d’établir ce résultat.
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