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Résumé : Soit F la catégorie des foncteurs entre espaces vectoriels sur le corps
A deux éléments. A Paide des catégories de foncteurs en grassmanniennes, nous
avons émis dans [D ] une conjecture décrivant la filtration de Krull de la
catégorie F. Nous démontrons une forme affaiblie de cette conjecture, avec
comme application la détermination de la structure du produit tensoriel en-
tre le foncteur projectif standard Py,2 et un foncteur fini de F, dont on établit
le caractere noethérien. Nous étudions également le morphisme induit par le
foncteur d’intégrale en grassmanniennes entre anneaux de Grothendieck.

Abstract (Grassmannian functor categories and Krull filtration) : Let
F be the category of functors between vector spaces over the field Fy. With the
help of grassmannian functor categories, we formulated in [D a] a conjecture
which describes the Krull filtration of the category F. We prove a weak form
of this conjecture, which applies to show the noetherian character of the tensor
product between the standard projective functor Fp,» and a finite functor of
F. We study also the morphism induced by the grassmannian integral functor
between Grothendieck rings.
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Introduction

Soient &£ la catégorie des espaces vectoriels sur le corps Fy a deux éléments,
£7 la sous-catégorie pleine des espaces de dimension finie et F = Fct(£7,€) la
catégorie des foncteurs de £f vers £. Cette catégorie joue un role important en
algebre et en topologie; de nombreuses investigations sur sa structure ont été
menées (cf. ) Pour autant, on ignore si F est une catégorie localement
noethérienne. Ce probleme connu sous le nom de conjecture artinienne, discuté
dans [[Pow004a] et [Dja06d] par exemple, n’est qu'une illustration des questions
qui demeurent ouvertes dans le domaine.

Cet article expose des avancées sur la conjecture artinienne et précise sen-
siblement les obstacles a surmonter pour parvenir a une compréhension globale
satisfaisante de la catégorie F. Il combine deux outils essentiels dans 1’étude de
la catégorie F : les foncteurs Vo : F — F de Powell et les catégories de fonc-
teurs en grassmanniennes, introduites dans [[Dja06a], dont ce travail constitue
la continuation. Tous les termes ou notations non définis ici sont introduits dans
la premiere partie du présent article, ou & défaut dans [[Dja06a].

Définis dans [Pow981H], les foncteurs V,, constituent une filtration décroissante
de sous-foncteurs du foncteur différence A : F — F obtenue a partir de la filtra-
tion polynomiale de 'injectif standard I,. Ils ont permis & Powell de donner les
premiers renseignements profonds connus sur la structure globale de la catégorie
F : son théoréme de simplicité (établi dans [Pow98(]) procure des informations
sur tous les projectifs standard de la catégorie F. De plus, Powell a déterminé la
structure du projectif Pr,2, dont il a montré le caractere noethérien de type 2,
a laide du foncteur Vs (cf. ) La préservation des monomorphismes
et des épimorphismes par les foncteurs V,, et le controle précis de leur effet
sur les foncteurs simples de F permettent de fait de mener efficacement des
raisonnements & la fois explicites (en termes d’éléments) et généraux dans la
catégorie F.

D’un autre coté, les catégories de foncteurs en grassmanniennes fournissent
un cadre puissant pour mener des calculs cohomologiques dans la catégorie F, a
I’aide du foncteur d’intégrale w : Fg, — F. On rappelle que Fg, est la catégorie
des foncteurs de but & et de source la catégorie des objets de £/ munis d'un
sous-espace, et que w est donné sur les objets par

w(X)(V)= P X(V,W).

wcv

Ainsi, le théoreme d’annulation cohomologique principal de [[Dja06a] contient les
lemmes techniques employés dans pour controler des groupes d’exten-
sions apparaissant dans I’étude du foncteur Fy,2. De surcroit, le foncteur w nous
a permis, a ’aide des catégories Fg, ,, de donner une description conjecturale,
la conjecture artinienne extrémement forte, de la filtration de Krull (IC,(F))
de la catégorie F, définie par K_1(F) = {0} et par le fait que, pour n > 0,
Kn(F)/Kn—1(F) est la plus petite sous-catégorie épaisse et stable par colimites
de F/K,—1(F) qui en contient les objets simples. Le coeur du présent article est
constitué par le résultat suivant, ot (J\Til@n) est une filtration de la catégorie F
par des sous-catégories épaisses définies & partir des foncteurs V,,.

Théoréme 1 (Théoréme de simplicité généralisé). Pour tout entiern > 0,
le foncteur wy, : Fgrn — F induit une équivalence entre la sous-catégorie



pleine des objets localement finis de Fgrn et une sous-catégorie épaisse de
J\/'il@n+1 /Nz'l@n .

Le théoreme de simplicité de Powell énonce pour sa part que si X est un
objet simple pseudo-constant de Fg, ,, alors 'image de w, (X) dans la catégorie
N il@n+1 N il est simple. Nous gagnons donc essentiellement le passage a un
objet simple quelconque de Fg, , et le controle des groupes d’extensions dans
la catégorie quotient a partir des groupes d’extensions dans Fg, .

La démonstration du théoreme El utilise deux types d’ingrédients. D’une
part apparaissent des considérations explicites relatives aux foncteurs Vo, qui
procedent des mémes idées que le théoreme de simplicité de Powell. D’autre
part, des propriétés d’annulation cohomologique du foncteur w, fournies par
le théoreme principal de [[Dja06d] et une variante en termes des foncteurs V,,
établie dans la section ﬂ, jouent un roéle significatif.

Une grande part de la riche structure de la catégorie de foncteurs en grass-
manniennes Fg, intervient dans le théoreme de simplicité généralisé. Ainsi, la
filtration par les sous-catégories Fg, <, est omniprésente; les propriétés coho-
mologiques du foncteur w utilisées dans la démonstration reposent sur la de-
scription fonctorielle de ces catégories.

On emploie également de maniere décisive la description en termes de co-
modules des catégories de foncteurs en grassmanniennes, dans un argument de
stabilisation qui constitue la partie la plus concrete de la démonstration. Cet ar-
gument généralise de maniere conceptuelle des considérations déja utilisées par
Powell. Quant a la description monadique des catégories Fg, », elle apparait en
filigrane dans les estimations des foncteurs composés Vi wn (pour n =1, c'est
essentiellement le début de la résolution canonique qui intervient).

Comme conséquence du théoréeme de simplicité généralisé et des résultats de
Powell sur les foncteurs annihilés par Vo (utilisés pour déterminer la structure
de Py,2), nous donnons la contribution suivante & la conjecture artinienne :

Théoreme 2. Pour tout foncteur fini F' de F, le foncteur Py,2®QF est noethérien
de type 2 (i.e. noethérien et dans Ko(F)).

Plus généralement, grace au théoreme , la conjecture artinienne extrémement
forte est ramenée & un probléme plus concret : montrer que les quotients de la
filtration par V,,-nilpotence de certains foncteurs sont oméga-adaptés d’une cer-
taine hauteur, selon la terminologie introduite dans [Dja064]. Cette filtration est
définie par le noyau de fleches entierement explicite]) ; son étude
se trouve étroitement liée a des questions fines de représentations des groupes
symétriques ou linéaires (sur Fq). En effet, les partitions associées aux facteurs
de composition des quotients de cette filtration sont controlées, le probleme con-
siste donc d’une certaine facon & maitriser les extensions entre les différents fac-
teurs de composition possibles. Ce probleme dérive essentiellement de la théorie
des représentations; c’est une sorte de générisation de la question (beaucoup
plus élémentaire) suivante : déterminer les sous-représentations maximales d’un
produit tensoriel de puissances extérieures de la représentation réguliere d’'un
groupe symétrique dont tous les facteurs de composition correspondent a des
partitions de longueur inférieure a un entier fixé.

Un autre résultat issu de I’étude conjointe des foncteurs V,, et w, donné
dans la section , s’exprime en termes de groupes de Grothendieck. On peut le
formuler explicitement comme suit. Les facteurs de composition sont implicite-



ment comptés avec multiplicité. On remarquera qu'un foncteur de type fini de F
(ou plus généralement, prenant des valeurs de dimension finie) a en général un
nombre infini de facteurs de composition, mais que chacun y a une multiplicité
finie.

Théoréme 3. Soient X et Y deux objets finis de la catégorie Fg,. Supposons
que les objets w(X) et w(Y) de F ont les mémes facteurs de composition. Alors
X etY ont les mémes facteurs de composition.

Ce théoreme revét une double importance. D’une part, il donne une descrip-
tion du groupe de Grothendieck Gf)f (F) des objets de type fini de la catégorie
F, en admettant la conjecture artinienne extrémement forte. On en déduit ainsi
le corollaire ci-dessous, ou les catégories de foncteurs en grassmanniennes n’ap-
paraissent pas. Ce corollaire illustre la puissance de la conjecture artinienne
extrémement forte, puisque le résultat qu’elle implique semble de la plus haute
difficulté a atteindre méme en admettant les formes renforcées de la conjecture
artinienne émises avant la forme extrémement forte.

Corollaire 4. Si la conjecture artinienne extrémement forte est vraie, alors la
classe d’un objet de type fini de F dans le groupe de Grothendieck Géf(]:) est
déterminée par ses facteurs de composition.

D’autre part, l'intérét de la détermination de facteurs de composition signi-
ficatifs dans des foncteurs du type w(X), ou X est un objet fini de Fg,, dépasse
le seul cadre des groupes de Grothendieck : des considérations analogues sont
utilisées dans ’article ], qui établit le théorémeﬁ dans le cas particulier
des puissances extérieures, sans recours aux catégories de foncteurs en grass-
manniennes. Plus précisément, le principe du théoreme E, similaire a certains
arguments de , consiste a étudier des facteurs de composition « signifi-
catifs » et raisonnablement détectables dans des foncteurs du type w(X), ou X
est un objet fini de Fg,. Il s’agit de facteurs de composition associés a des par-
titions de longueur maximale présentant une certaine périodicité (une partition
s’obtenant a partir d’'une autre en ajoutant ou retranchant un entier a toutes
ses parts). En effet, les foncteurs V,, sont adaptés a 1’étude de ces facteurs de
composition d'un foncteur w(X), et ceux-ci caractérisent essentiellement I’objet
X de fgr.

Les problemes de représentations modulaires auxquels est liée la démarche
du théoreme E participent de la richesse de la structure globale de la catégorie F.
De fait, le résultat d’injectivité du théoreme E s’obtient par des arguments qual-
itatifs hautement non explicites, de sorte que les facteurs de composition des
foncteurs w(X) restent difficiles & étudier de maniere générale, méme en se lim-
itant aux facteurs « significatifs » évoqués plus haut.

Ce travail ne considére que le corps a deux éléments, d’une part pour en sim-
plifier la partie technique (notamment en évitant le recours & la décomposition
scalaire), d’autre part parce que les considérations non formelles relatives aux
foncteurs annihilés par Vs ne se généralisent pas clairement : nous ne pouvons
pas encore démontrer I’analogue du théoreme E sur un corps fini arbitraire.

La plupart des résultats de cet article sont contenus dans la these de doctorat
de lauteur ([Djq]).

Notations, conventions et rappels utilisés dans tout ’article

Les notations et conventions générales de ’article sont conservées;



nous ne rappelons que les plus usitées. D’autres notations sont rappelées dans
la partie I

1.

Une catégorie de Grothendieck est une catégorie abélienne avec générateurs
et colimites exactes. Une telle catégorie possede des enveloppes injectives.

. Soit C une sous-catégorie localisante, i.e. épaisse et stable par colimites,

d’une catégorie de Grothendieck A.

(a) La catégorie quotient® A/C est une catégorie de Grothendieck; le
foncteur canonique A — A/C est exact et commute aux colimites.
On le notera quelquefois A — A/C sans plus de précisions.

(b) Ce foncteur canonique possede un adjoint & droite, appelé foncteur
section.

(c) On dit quun objet X de A est C-fermé si Ext’,(C,X) = 0 pour
C € ObCetie{0,1}.

(d) On dit qu'un objet X de A est C-parfait si Ext’ (C, X) = 0 pour tout
objet C' de C. Le cas échéant, le foncteur canonique 7 : A — A/C
induit un isomorphisme Ext%(4,X) = Exty o (m(A), (X)) pour
tout objet A de A. Ce fait sera utilisé abondamment dans cet article,
sans plus de précision.

La catégorie F est une catégorie de Grothendieck; elle est monoidale
symétrique. Cela vaut plus généralement pour toute catégorie de fonc-
teurs dont la source est essentiellement petite et le but est la catégorie
d’espaces vectoriels &.

Soit A une catégorie monoidale symétrique et X un objet de A. Lorsqu'’ils
existent, les adjoints & droite et & gauche a 'endofoncteur —® X de A sont
notés respectivement Hom 4 (X, —) et (— : X)4; l'indice A sera souvent
omis. Ces adjoints sont appelés respectivement foncteur hom interne et
foncteur de division par X.

On note F7I, Ftf et F¥ respectivement les sous-catégories pleines des
foncteurs finis (i.e. de longueur finie), de type fini et & valeurs de dimension
finie de F.

Dans la catégorie F (ou plus généralement une catégorie du type indiqué
dans fl), le foncteur Homgz(F, —) est toujours défini, et (— : F)x Dest des
que F appartient a F%

Si G est un groupe fini et M un F3[G]-module fini?, Hom(M, —) et (— :
M) existent et sont naturellement isomorphes au produit tensoriel par le
module contragrédient M* de M.

Si A est une catégorie de Grothendieck, on note Gg (A) le groupe de
Grothendieck des objets finis de A.

L’espace vectoriel Fy®" est noté E,.

INous renvoyons [k ?_rabGQ] pour ce qui concerne les catégories abéliennes quotients.
2Pour ce qui concerne la terminlogie et les propriétés élémentaires de théorie des
représentations, nous renvoyons le lecteur a [



Premiere partie
Rappels

Nous rappelons succinctement quelques propriétés utiles des différentes catégories
de foncteurs qui interviendront dans cet article.

1 La catégorie F et les endofoncteurs V,,

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. On rappelle que ’objet projec-
tif (resp. injectif) standard de F associé & V' est noté Py (resp. Iy); le foncteur
de décalage par V se note Ay, et A désigne le foncteur différence de F. On a

Ay Z_Hom}‘(Pv,f) ~ (7 : Iv)]:, et A ~ HOII’I]:(P,*) ~ (7 : j)}‘, ou P
(resp. I) désigne la partie sans terme constant de Pg, (resp. IF,).

1.1 Foncteurs polynomiaux et filtration polynomiale

On rappelle qu'un foncteur F' de F est dit polynomial s’il existe n € N tel
que A™F = 0, et analytique s’il est colimite de foncteurs polynomiaux. On note
F™ la sous-catégorie pleine des foncteurs polynomiaux de degré au plus n de
F (i.e. des foncteurs F tels que A" F = 0), et F, la sous-catégorie pleine
des foncteurs analytiques de F. Un résultat de base de la théorie est que tous
les foncteurs finis de F sont polynomiaux (cf. [[Kuh94a]). Les considérations
élémentaires que nous rappelons dans la suite de ce paragraphe sont détaillées
dans [, par exemple.

Le foncteur d’inclusion F™* — F admet un adjoint & droite noté p, : F —
F™; explicitement, p,(F) est le plus grand sous-foncteur polynomial de F €
Ob F de degré au plus n.

La filtration polynomiale du foncteur injectif standard Iy,, noté simplement
I par la suite, est explicite : si 'on note

tn =Y _[I] € Falhom(E,,Fy)] (1)

IEE?

et ¢t} : I — I, le morphisme de F induit, la suite suivante est exacte :

*

O—»pnfl(])—»]t—rﬂfEn. (2)

Le résultat suivant joue un role fondamental dans le comportement des fonc-
teurs V,, de Powell et des variantes que nous introduirons.

Lemme 1.1. L’espace vectoriel (I/pn—1(I))(E;) est de dimension 0 sii <n et
1sii=n.

Dualement, le foncteur d’inclusion F" — F admet un adjoint a gauche
noté ¢, : F — JF"; il envoie un foncteur sur son plus grand quotient poly-
nomial de degré au plus n. Nous noterons k,(F), pour F € ObF, le noyau de
I’épimorphisme canonique F' — ¢,_1(F). Le cas qui nous intéresse ici est dual de
la filtration polynomiale de I : pour le projectif standard P,, noté simplement
P par la suite, on peut décrire k,(P) de la fagon suivante.



Si V est un objet de £/ et W un sous-espace de V, notons

sw = Z [v] € P(V).

veW

Alors k,(P)(V) est le sous-espace vectoriel de P(V') engendré par les éléments
sw, ou W parcourt les sous-espaces de dimension n de V.

1.2 Les foncteurs simples de F

Une maniere classique de décrire les objets simples de la catégorie F con-
siste a employer les partitions d’un entier, qui apparaissent dans la théorie des

représentations des groupes symétriques® (cf. [Jam7§ & ce sujet).
Définition 1.2. 1. Une partition est une suite décroissante d’entiers (\;);en-
qui stationne en 0.

2. La longueur [(A\) d’une partition A est le plus grand entier tel que Ay(»y > 0.
Si A est identiquement nulle, on convient que [(\) = 0. Par la suite, on
identifiera une partition A et le n-uplet (A1,...,A,) sin > 1(N).

3. Une partition A est dite 2-réguliére si A; > X\j11 pour 1 < i < I(N); le
corps de base étant fixé a [Fy, nous parlerons par la suite simplement de
partition réguliére.

Nous désignerons par p 'ensemble des partitions régulieres.
4. Le degré d’une partition A\ est 'entier positif |[A\| = > A;. Une partition
1EN*
de n € N est par définition une partition de degré n.

5. Si A et u sont deux partitions de méme degré, nous noterons A < p si

i=1 i=1

On rappelle que les foncteurs simples de F peuvent se paramétriser par les
partitions réguliéres, a partir des représentations des groupes symétriques. Nous
suivons ici les notations de ], par exemple ; une présentation détaillée des
foncteurs simples est donnée dans [[PS9§], mais cet article indexe les foncteurs

simples de maniere différente (par la partition duale de celle que nous utilisons).

Notation 1.3. On désigne par Sy le foncteur simple associé a une partition
réguliere X\. On note I 'enveloppe injective du foncteur Sy.

Ainsi, Sy est un foncteur polynomial de degré |A|.

Une des propriétés fondamentales des objets simples de la catégorie F est la
suivante :
Proposition 1.4. Les corps d’endomorphismes des foncteurs simples Sy sont
réduits a Fo : on dit que Fo est un corps de décomposition de la catégorie F.

Cette proposition est démontrée dans [[Kuh94H] a partir du résultat classique
(que nous utiliserons également) selon lequel Fa est un corps de décomposition
de la catégorie des GLy-modules (on note GL,, pour GL,(F3)).

3Une autre approche, suivie dans [Kuh94H], consiste & s’appuyer sur la théorie des
représentations des groupes linéaires.




Une conséquence formelle de la proposition B est qu'on peut calculer la
multiplicité, notée my(F’), d’un foncteur simple Sy dans un foncteur F', supposé
a valeurs de dimension finie (pour assurer la finitude de cette multiplicité), par
la formule

m(F) = dimg, homz(F, I).

Notation 1.5. Etant donnés une partition réguliere A et un foncteur F' € Ob F,
nous abrégerons l'assertion Sy est facteur de composition (i.e. sous-quotient) de

Fen - F.

Le théoréme suivant résume les propriétés fondamentales des facteurs de
composition du produit tensoriel, noté A*, des puissances extérieures A*i. Il
est 'analogue de propriétés classiques des modules de Specht dans le contexte
des groupes symétriques (cf. [iam78 ); une démonstration dans le cadre de la
catégorie F est donnée dans I'article [[Kuh94H] de Kuhn (on prendra garde au fait
que cet article emploie des conventions différentes des noétres dans I'indexation
des foncteurs simples).

Théoréme 1.6. Les facteurs de composition de A, ot A est une partition de
longueur r de n € N, sont :

— les Sy, ot p parcourt les partitions régulieres de n telles que p > A,

— des simples du type S, avec |p| <n, I(p) <r, p1 > A1 et pr—1 < Ar.

En outre, Sy est facteur de composition unique de A*.

Nous rappelons maintenant un résultat fondamental dont on dispose sur les
produits tensoriels.
Définition 1.7. Soient A et p deux partitions de longueurs respectives n et
r. Nous appellerons partition concaténée de A et p la partition obtenue en
réordonnant la suite d’entiers (A1, ..., \n, 1, ..., i) ; elle sera notée (A, ).
Proposition 1.8 (Kuhn). Soient A et u des partitions réguliéres telles que la
partition (A, p) soit régulicre. Alors my ,)(Sx ® S,,) = 1.

Cette proposition est le théoreme 6.17.2 de [Kuh94h].

La proposition suivante, également démontrée dans [Kuh94h|, établit le lien
entre les objets simples de F et les représentations simples des groupes linéaires.

Proposition 1.9 (Kuhn). Soient A une partition réguliére et n € N.

1. Sin = A1, alors Sx(E,) est un F3[GLy,|-module & gauche simple ; nous le
noterons Ry .

2. Les R,, forment un systéme complet de représentants des F2[G Ly ]|-modules
sitmples lorsque p parcourt les éléments de p tels que pu1 = n.

3. Le Fo[GLy)-module Sx(E,) est nul si Ay > n, égal & Ry si \y = n et
isomorphe a Ry x, a2 (07 =1(N)) si Ay <n.

Nous conserverons, dans la suite, la notation R); nous désignerons par

mp, (M) la multiplicité de ce module simple dans un GL,-module M.

1.3 Les foncteurs V,, : F — F de Powell

On prendra garde que les foncteurs notés V,, sont les duaux de ceux intro-
duits dans par Powell, & qui sont dus tous les résultats de ce para-
graphe : si I’on note @5 ow e foncteurs V,, de , nos foncteurs V,, sat-
isfont des isomorphismes de dualité D o V,, ~ @50“’ oDet Do @50“’ ~ VoD,



ol D désigne le foncteur de dualité de F. Il n’en résultera aucune confusion par
la suite, car nous n'utiliserons jamais les foncteurs V% adaptés a 'étude de
foncteurs analytiques, tandis que nous traiterons de foncteurs co-analytiques.

Définition 1.10. Etant donné un entier n > 0, on note V,, I'endofoncteur de
F noyau de la transformation naturelle Ag, ~ (— : I) = (— : pp—1(I)) induite
par Uinclusion p,,_1(I) < 1.

Remarque 1.11. Le foncteur Vi préserve les foncteurs a valeurs de dimension
finie et les foncteurs de type fini.

Proposition 1.12. 1. Le foncteur V,, est additif ; il conserve les injections
et les surjections.

2. Deux foncteurs V,, et V,, (ot m € N) commutent toujours (a isomor-
phisme naturel prés) ; en particulier, le foncteur V,, commute au foncteur
différence.

Proposition 1.13. II existe dans F un isomorphisme V,(Py) ~ k,(P)(V*) ®

Py naturel en ’espace vectoriel de dimension finie V. En particulier, V., (Pg,, )
Pg, et V,(Pg,) =0 pour k < n.

Les propositions et sont démontrées dans [Pow98H].
Notation 1.14. 1. Si A est une partition de longueur r, nous noterons A_
la partition de longueur < r définie par (A_); = A; — 1 pour 1 <i <.

2. Sia=(ai,...,qr) est une suite finie d’entiers et a € N, on notera ay, =
(1 + a,...,ax + a). Cette notation est étendue au cas ot « est une
partition, en prenant k = I(«) (longueur de la partition «).

L’un des grands intéréts des foncteurs Vo, qui explique leur efficacité dans
de nombreux calculs explicites sur les foncteurs simples, réside dans le résultat

suivant, établi dans le §4.3 de [Pow98H].

Proposition 1.15. Soit A une partition réguliére.
1. Le foncteur V,,(Sy) est nul si et seulement si [(\) < n.
2. Supposons \ de longueur n. On a @H(SA) ~ S\ .
Proposition et définition 1.16. La sous-catégorie pleine des foncteurs V,,-

nilpotents de F (i.e. des foncteurs F tels qu’il eziste k € N tel que (V,,)F(F) =0)
est épaisse. On la note Nilg .

Nous désignerons par /\/'il@n la plus petite sous-catégorie localisante de F
contenant ./V'il@n .

Cest le théoreme 4.2.3 de [Pow98H (I'hypotheése d’analycité imposée par
Powell aux foncteurs V,,-nilpotents n’intervient pas dans la démonstration).

La conjecture suivante, discutée par Powell dans [[Pow00a], § 3, est une vari-
ante forte de la conjecture artinienne.
Conjecture 1.17. Un objet de type fini de F est noethérien de type n —1 si et
seulement s’il est V,-nilpotent.

Nous terminons ce paragraphe par un résultat concernant les produits ten-
soriels. Il est démontré dans [Pow0]1f] (théoreme 1), article qui précise en quoi la

notion de V,-nilpotence fournit une « bonne » notion de dimension dans F.

Proposition 1.18. Le produit tensoriel d'un foncteur @n-mlpotent et d'un
foncteur V,, -nilpotent (ow m € N) est Vy4m—1-nilpotent. En particulier, le pro-
duit tensoriel d’un foncteur V,-nilpotent et d’un foncteur fini est V,,-nilpotent.
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2 La catégorie Fg, et le foncteur w

Nous rappelons ici les définitions et propriétés des catégories de foncteurs
en grassmanniennes que nous utiliserons le plus fréquemment par la suite. Nous
renvoyons le lecteur a |M| pour les détails.

On rappelle quune convention générale consiste a omettre les indices ou
exposants désignant une partie de N lorsque celle-ci est égale a N tout entier.

2.1 Définitions
Une premiere famille de catégories et de foncteurs auxiliaires est donnée
comme suit.

Définition 2.1. 1. La catégorie gl
mémes objets et dont les morphismes sont les épimorphismes de 7.

€).

3. On note 0 : F — Feur; le foncteur d’oubli, i.e. de précomposition par

surj €St la sous-catégorie de ET qui a les

2. La catégorie Fyyrj est la catégorie de foncteurs Fct(Esfurj,

I'inclusion Esurj — &F,

4. Le foncteur @ : Fyyrj — F est donné sur les objets par

w(X)(V)= @ XW).

wegr(V)

la sous-catégorie pleine de ESM ; des

5. Si I est une partie de N, on note £’

surj
espaces vectoriels dont la dimension appartient & I, et 'on pose FI . =

surj
Fct(EL, ., €).

Lorsque I est une partie réduite a un élément n, la catégorie F(, ; e
équivalente a celle des Fa[GLy]-modules a gauche, notée p,[¢r,,jMod; nous
utiliserons souvent cette identification tacitement.

Rappelons que I'on dispose d'un foncteur de prolongement par zéro g, g1, Mod =~

surj?

Fourj — Fsurj; Uimage par le foncteur composé g, (g1, ) Mod — Fgurj = F
d’un GL,-module simple Ry, ou A est une partition réguliere telle que \y = n
(cf. proposition E) sera notée @ et est appelée foncteur de Powell associé a .
Un cas particulier fondamental est celui d’une partition & un terme (n); Q)
est noté aussi G(n).

Nous introduisons maintenant les catégories de foncteurs en grassmanni-

ennes.

Définition 2.2. 1. La catégorie Egr est la catégorie dont les objets sont les
couples (V,W), ot V.€ Ob&f et W € Gr(V), et dont les morphismes
(V,W) — (V',W') sont les applications linéaires f : V — V' telles que
fw)y=w".

2. On note Fg, la catégorie de foncteurs Fct(é‘gr, E).

3. Si I est une partie de N, on note Eg 1 la sous- catégorie pleine de &g f dont
les objets sont les couples (V,W) pour lesquels dim W € I, et lon note
For.1 la catégorie Fct(f,'gr »E).

Les catégories de type Fg,,1 que nous utiliserons seront surtout les Fg, , et

les Fgr,<n. On rappelle que celles-ci peuvent se voir comme des sous-catégories
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épaisses de Fg, via le foncteur de prolongement par zéro. En général, lorsqu’il
est défini, le foncteur de prolongement par zéro Fg, 1 — Fgr,s (pour I C J C N)
est noté Py, s, tandis que le foncteur de restriction Fg, ;j — Fgr 1 est noté Ry r.

Les objets projectifs et injectifs standard de la catégorie Fg, ;s sont notés
a l'aide des symboles Pgr"] et Igr"] respectivement, o1 A est 1'objet de Egr J
auquel ils sont associés. Dans la catégorie Fs,;, on emploie des notations du
type P‘S/"Tj et I‘S/Mj .

Définition 2.3. On appelle niveau d'un objet X de Fg, r 'élément
niv(X) = sup {dim W | (V, W) € Ob&J, ; X(V,W) # 0}

de T U {—00,+00}. On dit que X est de niveau fini si niv(X) < +oc.
On définit de méme le coniveau de X comme 1’élément

coniv(X) = inf {dim W | (V,W) € Ob&}, ; X(V,W) # 0}

de T U {+o0}.

Nous donnons a présent une liste de foncteurs exacts fondamentaux entre
les catégories précédentes. Soit F ® fsle la catégorie Fct(E7 x ESIMJ-, £). On
note :

o i1 : F — Fgr 1 le foncteur donné par 7 (F)(V,W) = F(V);

o k1 :F — Fgr 1 le foncteur donné par x;(F)(V,W) = F(V/W);

e pr: Flyj = For1 le foncteur donné par pr(A)(V, W) = A(W);

o cr: Fgr1 — fsle le foncteur donné par e (X)(V) = X(V,V);

o & F®Fly; — Farr le foncteur donné par &(F)(V, W) = F(V,W);

o 0r: FOFL, ; — Fgr.r le foncteur donné par 6;(F)(V, W) = F(V/W,W);
e 07 : Fgr 1 — FRF!, . lefoncteur donné par o;(X)(A, B) = X(A®B, B);
e w: Fg, — F le foncteur d’intégrale en grassmanniennes, donné par

wX)V)= @ xw,w).

wegr(V)

On a ainsi des isomorphismes canoniques wo p ~ w et e ot >~ o.

Pour n € N, on note w,, : Fg,, — F le foncteur composé du prolongement
par zéro Fgyr n — Fgr et de w: Fgr — F.

Les foncteurs de décalage de Fg, 1 sont les endofoncteurs A‘gf’] de cette
catégorie, ot V€ Ob &/, donnés par A‘Q,T’I(X)(A, B)=X(Ve& A, B).

Le foncteur différence A9"™! de Fg,  est donné par le scindement naturel
Ag;’l ~ A9 @ id; son noyau égale I'image essentielle de p; : fslurj
ses objets sont appelés foncteurs pseudo-constants.

On définit comme dans F la notion de foncteur polynomial ou analytique.

- ]:QT,Ia

2.2 Propriétés

Dans la proposition fondamentale suivante, on note Comod les catégories
de comodules; la structure comultiplicative sur Fo[Gr| est duale de celle d’une
algebre de Boole.

Proposition 2.4. Soit n € N.
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1. Le foncteur w est adjoint a gauche a ¢. Il induit une équivalence de catégories
entre Fgr et la sous-catégorie Comodyg,) de F.

2. Le foncteur w, induit une équivalence de catégories entre Fg, n et la sous-
catégorie Comodg(dn) de F des G(n)-comodules fideles, i.e. dont la co-
multiplication est injective.

3. On a un isomorphisme
wi(X @ (F)) ~wi(X)®F

naturel en les objets X de Fg, 1 et F de F, ou I =N oun.

Les deux propositions qui suivent donnent les résultats fondamentaux sur
les objets finis des catégories de foncteurs en grassmanniennes.

Proposition 2.5. Les foncteurs finis de la catégorie Fg, 1 sont polynomiauz.
Proposition 2.6. Soit I une partie non vide de N.
1. Etant donné un objet X de Fgr 1, les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) Vobjet X de Fgr 1 est simple;
(b) Lobjet o1(X) de F @ FL,. . est simple;

suryj
(c) il existe un objet simple F de F et un objet simple R de fslurj tel
que X est isomorphe a k1(F) ® pr(R).

2. Les foncteurs exacts oy : Fgrg — F ® fsle et 01 induisent des iso-
morphismes d’anneauz (sans unité si I est infini) entre Gg(fgrﬁj) et

Gg(]: ® fsle) o Gg (F)® Gg(}'l ) réciproques l'un de lautre.

surjg
3. Le foncteur exact &1+ F ® fsle — Fgr,1 induit un isomorphisme entre

les groupes G (F @ FL,,.) et G} (Fgr1).

surj
Nous donnons maintenant des propriétés relatives aux foncteurs de division.
Proposition 2.7. Soit I une partie de N.

1. Le foncteur py : fsle — Fgr,1 est adjoint o gauche a €;.
2. Il existe dans Fgr 1 un isomorphisme canonique (pr(A) : X) ~ pr(A4 :
er(X)) pour A € Ob fslurj, et X € ObFg, 1 a valeurs de dimension finie.
Proposition 2.8. Il existe dans F un isomorphisme w(X : o(F')) ~ (w(X) : F)
naturel en les objets X de Fg, et F de F¥. On a un résultat analogue dans
fgrén'
Une partie de la structure élémentaire de la catégorie Fg, dépend de l'iso-
morphisme naturel suivant :

lv)=~ @ 1%y, (Veobe). (3)
wegr(V)

Proposition 2.9. Il existe un isomorphisme

(X : u(Iv))(A, B) ~ b X(VaAC)
Cegr(VpA)
im (C—V@HA—~»A)=B

naturel en les objets V de £, (A, B) de Eér et X de Fgr.
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De plus, pour tout W € Gr(V), le monomorphisme scindé naturel (X :

I(g‘;W)) — (X : (Iy)) induit par I’épimorphisme scindé t(Iy) —» I(g‘;W) fourni

par Uisomorphisme () identifie (X : I(Q‘ZW))(A,B) au sous-espace

P X(VeAco)
Cegr(VaA)
im (C—>VeA—»A)=B
im (C—VOA-»W)=W
de (X :(Iv))(A, B).
Cette proposition est sous-tendue par l'isomorphisme naturel suivant :

Ggr Gr ~ gr
@I~ @D Ilswc (4)
CeGr(B,B)

ou (A, B) et (A’, B') sont des objets de Fg,, et 'on a noté Gr(B, B') 'ensemble
des C € Gr(B @ B’) tels que les applications linéaires C — B @ B’ — B et
C — B @® B’ — B’ soient surjectives.

Lemme 2.10. Soient (V,W) et (A4, B) deuz objets de Egr. L’unique morphisme
non nulia,p) : Fa — I(X’B) induit, par tensorisation par I(‘;,W), un morphisme

G G G ~ G
Iy = 1w @ 1= D ey
W’'eGr(W,B)

(cf. isomorphisme () dont les composantes I(Q‘ZW) — I(QJ®A7W,) sont induites
par la projection VB A — V.

Démonstration. La composante I(g‘}:w) — I(QJ®A7W,) de i(a,B) ®I(g‘}:w) s’obtient

par application du foncteur E — Fo¥ : Ens® — & & la transformation naturelle
homgéT('a (V@Aa W/)) — homgér('a (Va W))XhomgéT('a (Aa B)) - homgéT('a (‘/a W)) )

qui est induite par la projection V& A — V, d’ou le lemme. O

Nous utiliserons le théoreme d’annulation cohomologique fondamental de
[Dja064] via sa conséquence suivante :

Proposition 2.11. Soient k et n deux entiers naturels, X un objet analytique
de Fgr i et Y un objet quelconque de Fgr p.
1. Sik <n, alors Extr(wi(X),w,(Y)) =0.

2. Sik =n, alors le morphisme naturel Extg,. ,(X,Y) — Extz(wn(X),wn(Y))
induit par w, est un isomorphisme.

2.3 Foncteurs oméga-adaptés

Soit n € N. La sous-catégorie pleine des foncteurs oméga-adaptés de hauteur
au plus n de F, notée F¥~") est la plus petite sous-catégorie qui contient
tous les foncteurs du type w(X), ot X € Ob Fg, est fini et de niveau au plus n,
et qui vérifie la propriété suivante : si 0 — FF — G — H — 0 est une suite
exacte de F telle que deux des foncteurs F, G et H appartiennent & F«—d(n)
il en est de méme pour le troisieme.
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Conjecture 2.12 (Conjecture artininenne extrémement forte). Pour
tout n € N, la sous-catégorie F*= ") de F est stable par quotients.

Cet énoncé revient a dire que le foncteur w, induit une équivalence entre
la sous-catégorie pleine ]-"g;n des objets localement finis de Fg, , et le sous-
quotient Ky, (F)/Ky—1(F) de la filtration de Krull de F.

La proposition suivante constitue une variante des arguments de la section 12

de [Dfa0Gd).
Proposition 2.13. Soit n € N tel que les sous-catégories F*~%) de F sont
stables par quotient pour i < n. Alors le foncteur w, induit une équivalence entre
la sous-catégorie pleine ]:gnn des objets finis de Fgrp et la catégorie quotient
Fe—adn) jFe—adn=1) De plys, si X est un objet de ]:ng s alors wy, (X)) est un
objet noethérien de type n de F. 7

En termes des foncteurs V,,, la conjecture naturelle relative aux foncteurs
oméga-adaptés est la suivante.

Conjecture 2.14. Un objet de type fini de F est oméga-adapté de hauteur au
plus n — 1 si et seulement s’il est V,,-nilpotent.

Cette conjecture est équivalente a la conjecture artinienne extrémement
forte. Cela provient de I’épaisseur de N/ ilg , de la non Vy-nilpotence des fonc-

teurs wy,(X) pour X € Ob Fg,,, non nul et de la V.-nilpotence des foncteurs
w;(X) pour i < n et X € ObFg,; fini, que nous démontrerons a la section E

Les conjectures et impliquent également la conjecture .

Deuxieme partie
La catégorie F/F,

Cette partie démontre une forme partielle de la conjecture artinienne extrémement
forte, pour le quotient Ky (F)/Ko(F) (section ), qui est ensuite discutée dans
la section {.

L’essentiel des résultats de ce paragraphe ont été déja établis par un bi-
ais différent par Powell, dans , généralisant les théoremes obtenus par
Piriou dans [[Pir97 a l’aide de méthodes plus directes.

La démarche présentée dans cette partie présente un double intérét : d’une
part, elle précise les résultats de Powell, d’autre part, elle constitue une introduc-
tion & la démonstration du théoréme de simplicité généralisée (théoreme P.7),
dont elle contient toutes les idées conceptuelles, hormis ’emploi des foncteurs
V., remplacés par le foncteur exact A, ce qui en simplifie nettement la partie
technique.

3 Le théoreme principal

On rappelle que ]-"g;’l = Ko(Fgr,1) est la sous-catégorie pleine des objets lo-
calement finis de Fg, 1. Le fait que les objets finis de Fg, ;1 soient de présentation
finie (cf. [Dja06a]) implique en effet formellement que la sous-catégorie des ob-
jets localement finis de Fg, 1 est épaisse; de méme, F,, = Ko(F).

Le but de cette section est d’établir le résultat suivant :
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Théoréme 3.1. Le foncteur
— Lf w1
w1 : fgr,1 — ]:97"71 — F — .7:/.7:“;

induit une équivalence entre la catégorie ]-"g; | et une sous-catégorie localisante
de K1(F)/Ko(F) = K1(F)/Fo. En particulier, il envoie un foncteur simple de
Fgra sur un objet simple de F/F,.

En termes de foncteurs oméga-adaptés, ce théoreme prend la forme suivante :

Corollaire 3.2. La sous-catégorie F*~%1) de F est épaisse; ses objets sont
des foncteurs noethériens de type 1.

De plus, le foncteur wy induit une équivalence entre la sous-catégorie pleine
des objets finis de Fgr 1 et la catégorie fw_“d(l)/ff.

Le théoreme @ redonne les résultats principaux de l'article [Pow00H de
Powell et les précise. Nous y reviendrons dans la section E
Remarque 3.3. 1l semble en revanche tres difficile de prouver que tous les objets
simples de F/F, sont oméga-adaptés de hauteur 1 sans avoir démontré une
version forte de la conjecture artinienne.

Avant de démontrer le théoreme , nous établissons des résultats préliminaires
décrivant le comportement du foncteur différence sur 'image par w; d’un fonc-
teur fini de Fg, 1.

Notation 3.4. Soit X un objet de Fg, 1. Nous désignerons par mx : Aw;(X) —
w1(X) le morphisme donné sur V € Ob £ par la composée

Awi(X)(V) = Awy (X)(V) = w1 (X)(VEBFy) = &b X (V@Fs, (v,t))
(v,t)e(VBF2)\{0}

— EB X(V@TFy,(v,1)) - @ X(V,v) = w (X)(V),

veV\{0} veV\{0}

ol la derniere fleche est induite par la projection V @ Fy — V.

Si k est un entier naturel et X un objet de Fg, 1, nous noterons ﬂ";( :
AFw(X) — wi(X) le morphisme mx o Amx o --- o AF"Irx : par convention,
7T9( = idx.

Ces notations seront utilisées uniquement dans cette section.

Dans la suite de cette section, la catégorie F ® F,,.; but de oy est identifice
aF.

Lemme 3.5. Soit X un objet de Fgy 1.
1. On a un isomorphisme naturel Aw; (X) ~ o1 (X)@wi (A1 X)Bwit101(X).
2. A travers cet isomorphisme, wx : Aw(X) — wi(X) se lit comme la
composée de la projection o1(X) ®wi(AY 1 X) B witio1(X) = wityo1(X)
et du morphisme obtenu en appliquant wi a la cotnité de [’adjonction
1101 (X) — X.

3. Le morphisme mx est surjectif.

4. 51 X est fini de degré d > 0, ker wx est la somme directe d’un objet fini
de F et de l'tmage par wi d’un objet fini de Fgr1 de degré strictement
inférieur a d.
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5. Soient V un espace vectoriel de dimension finie, | une forme linéaire non
nulle sur Vet ¥ = (Ty)pev\foy (v € X(V,v)) un élément de wi(X)(V).
Notons a, : Py — wi(X) le morphisme de F représenté par x. Alors
lélément (y,) de w1 (X)(V) représenté par le morphisme

u— [l ®@u

Py Fo[V*\ {0} ® Py ~ APy 2% Aw (X) =5 wi (X)

est donné par y, = l(v)x,.

Démonstration. La décomposition ensembliste
gri(VeFz) ={(0,1)} U{(v,0)|v e VA{0}} U {(v,1)|ve V\{0}}

et I'isomorphisme naturel

P XVoF,(wl)~ @ XVoF,(©01)

veV\{0} veV\{0}

induit par les isomorphismes (V @ Fa, (v,1)) = (V @ Fy, (0,1)), (z,t)
(z + tv,t) fournissent un isomorphisme naturel

Awi(X) ~ 01(X) ® w1 (A1 X) @ winyo1(X).

L’inclusion canonique w1 (X) < Aw; (X) se lit dans cet isomorphisme comme
wi(X) = w1 (A91X) = 01(X) & wi (AY1X) @ wiyo1(X), don le premier
point.

Pour tout v € V' \ {0}, la composée X (V@ Fy, (0,1)) = X (V@ Fy, (v,1)) —
X (V,v), ot la premiere fleche est 'inverse de 'isomorphisme utilisé précédemment
et la seconde est induite par la projection, est induite par V@®F, — V,  (x,t) —
z + tv. Cela montre 1’assertion 2}

La suite exacte 1101 A91(X) — 1101(X) — X — 0 (début de la résolution
canonique de X — cf. [Dja064], § 7.2), et 'exactitude du foncteur w; permettent
d’en déduire les assertions B et E, puisque les foncteurs ¢; et o respectent le
degré.

Pour établir la dernieére assertion, notons z 'élément de Aw(X)(V) C
w1 (X)(V @ Fy) représenté par le morphisme

u— [l ®@u
_

Py Fo[V*\ {0} ® Py ~ APy 2% Aw; (X).

On a z = (wi(X)(i))(x) + (wi(X)(@1))(z), on i : V — V & Fy est I'inclusion
canonique et ¢; : V — V @ Fy le morphisme de composantes idy et [.

On en déduit que la composante z,1 (v € V \ {0}) de z égale X (i;)(2y)
si I(v) = 1, 0 sinon. La conclusion provient donc de ce que la composition

VS V@ Fy — V est lidentité. O

La proposition suivante fournit un argument de stabilisation décisif relatif

aux morphismes F];(.

Proposition 3.6. Soient X un objet de Fgr1 et F un sous-objet de wy(X).
Pour tout entier k > 0, on note Cj, = W];((AkF).

1. La suite (Ck)r>o0 de sous-objets de w1(X) est croissante; nous noterons
Cx sa réunion. Si X est un objet noethérien de Fg, 1, cetle suite sta-
tionne.

17



2. Pour tout k > 0, le foncteur Cy, est engendré par les éléments du type

(L) le(V)Ty)vevfoy € w1 (X)(V),

ot V' parcourt les espaces vectoriels de dimension finie, x = (Tv)yev\{0}
les éléments de F(V) et (I1,...,l;) les k-uplets de formes linéaires sur V.

3. Le foncteur C est le plus petit sous-P-comodule de wi(X) contenant F.
Si F est lui-méme un sous-P-comodule de wi(X), on a Cy, = F pour tout
k>0.

4. 8i X est localement fini, on a hom (Coo /F,w1(U)) = 0 pour tout objet U
de fgr,l-

Démonstration. L’assertion ﬂdu lemme @ et la préservation des épimorphismes
par le foncteur différence montrent le second point pour £ = 1. Le cas général
s’en déduit aussitot par récurrence.

On en déduit que la suite (C)i>o est croissante. Si v est un élément non
nul d’un espace vectoriel de dimension finie V', soient ly,...,l, les éléments de
V* tels que [;(v) = 1. Alors la fonction polynomiale ...l : V — Fq est égale
a lindicatrice de {v}. Si l'on note F97(V) le plus petit sous-espace vectoriel
V \ {0}-gradué de w;i(X)(V) contenant F(V), ce qui précéde montre que Coo
est le plus petit sous-foncteur de wy(X) tel que F9"(V) C Coo(V) pour tout
V € Ob &Y ; en particulier, Coo D F.

Soit Y le plus petit sous-objet de X tel que Y (V, v) contienne les composantes
dans X (V,v) des éléments de F(V) C wy(X)(V). La proposition .4 montre
d'une part que w;(Y) est le plus petit sous- P-comodule de w; (X ) contenant F'.
Le paragraphe précédent de la démonstration montre d’autre part que Coo =
w1(Y), d’ou le troisitme point.

Soit f : Cs/F — w1(U) un morphisme de F. Si X est localement fini,
il en est de méme pour Y, donc la proposition montre que la composée
g:wi(Y) =Cx - Cx/F ER w1(U) est induite par un morphisme v : Y — U
de Fgr1. Comme la composée F — wi(Y) EN w1(U) est nulle et que w; est
exact, F est inclus dans wq(keru). D’apres le troisitme point, on en déduit
keru=Y, doncu =0, puis g =0 et f =0, d’ou la derniere assertion.

Par ailleurs, si X est noethérien, alors Y est de type fini, donc Cy = w1(Y")
est de type fini. Cela montre que la suite (Ck)r>0o est stationnaire, et acheve la
démonstration. O

Début de la démonstration du théoréeme @ La proposition entraine la pleine
fidélité de wy : féﬁ)l — F/F, et lastabilité par extensions de son image. Comme
le foncteur w; commute aux colimites, il suffit donc d’établir qu’un sous-objet
d’un objet de I'image C de sa restriction a la sous-catégorie ]-"gnl des objets finis
de Fgr,1 est isomorphe a un objet de C. Pour cela, on procede par récurrence
sur le degré polynomial (cf. proposition @)

On se donne donc un objet fini X de Fg, 1 de degré d > 0 et I'on suppose
que 'hypothése suivante est satisfaite.

Hypothése 3.7 (Hypothése de récurrence). L’image par le foncteur w :
.7:3;71 — F/F. du théoreme B.] de la sous-catégorie (férjl)d_l des foncteurs
de degré < d de fér , est une sous-catégorie épaisse de F/F,,.

Notation 3.8. Dans cette section, nous noterons A4 cette sous-catégorie épaisse
de F/F,, et Qg la catégorie quotient de F/F,, par Ag. Nous noterons également
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X la sous-catégorie pleine des objets T' de F/F,, tels que hom (T',w;(U)) = 0
pour tout objet U de Fg, 1.

Lemme 3.9. 1. Le foncteur différence A induit un endofoncteur exact et
fidéle de la catégorie F/F,. Il induit également un endofoncteur exact
des catégories Aq et Qq.

2. La sous-catégorie X de F|F,, est stable par le foncteur induit par le fonc-
teur différence.

3. L’intersection des sous-catégories X et Ay de F/F,, est réduite a 0.

. Pour tout entier k > 0, le morphisme w5 induit un isomorphisme dans la
X
catégorie Q.

Démonstration du lemme. Le foncteur A est exact et conserve F,, il induit donc
un endofoncteur exact de F/F,. La suite exacte 0 — po(F) = F(0) — F —
I ® AF naturelle en I'objet F de F montre la fidélité de ce foncteur exact. En
effet, le foncteur constant F'(0) est analytique, et, comme I est analytique, si
AF est objet de F,,, il en est de méme pour 1 @ AF.

Le lemme @ montre que A préserve I'image Aq de (féryl)dfl par wy, il
induit donc un endofoncteur exact de Ay et Q4 = (F/F,)/Aq. Cela acheve
de prouver le premier point. Le lemme @ montre également que le noyau de
I’épimorphisme 7y appartient & Ay, puisque X est supposé de degré d. Cela
établit, par récurrence sur k, la derniere assertion.

L’isomorphisme d’adjonction homz(AF,w;(U)) ~ homz(F,w; (U ® 11(I)))
donne le second point, puisque la proposition permet de remplacer les
ensembles de morphismes considérés dans F par des ensembles de morphismes
analogues dans F/F,,.

Le troisieme point résulte de la définition de la sous-catégorie A . O

Fin de la démonstration du théoréme . — Soit F' un sous-objet de wy(X);
on conserve les notations de la proposition @, et 'on se donne k € N* tel que
Coo = C (qui est donc de la forme wy(Y') pour un sous-objet ¥ de X). Alors
AFF et A*Cy ont la méme image Cs par 7%, qui induit un isomorphisme
dans Qg (derniére assertion du lemme B.9), donc l'inclusion A*F — A*Cy
induit un isomorphisme dans Qg. Ainsi, 'image dans F/F,, de A*(C,,/F) est
objet de Ay. Mais c’est aussi un objet de X par la derniere assertion de la
proposition @ et la deuxieme assertion du lemme @ La troisieme assertion
de ce lemme montre alors que I'image de A¥(Cw/F) dans F/F,, est nulle, donc
aussi 'image de C/F (par la premiere assertion du lemme). Cela acheve la
démonstration. O

4 Remarques et conjecture

e Comme l'article [[Pow00H], le théoreme B.1 signifie que les foncteurs P® F
(avec F fini) sont noethériens de type 1 et donne des renseignements sur
leur structure. La méthode qu’emploie Powell dans [[Pow00H] repose forte-
ment sur les propriétés des foncteurs V,, et certaines considérations ex-
plicites sur les représentations des groupes symétriques. La notre reste tres
générale et clarifie les calculs d’algebre homologique entre les différents ob-
jets dont on démontre le caractere simple noethérien de type 1, entierement
ramenés a des calculs d’algebre homologique sur des objets finis de Fg, 1,

19



qui peuvent théoriquement se comprendre a partir des représentations
d’algebres de dimension finie sur Fs.
Le théoreme fournit également une construction de l'objet simple
noethérien de type 1 et JF,-parfait associé & une partition réguliere A
différente de celle de Powell. Nous pouvons aussi montrer, sans calcul,
Iégalité X\ = K conjecturée dans , §4.5 : avec nos notations,
elle se réduit & dire que I'image de 'unique morphisme non nul ¢1(S)) —
t1(S5), ot A= (A+1,...,A—+1) si Xest de longueur 7, est #1(Sy). En ef-
fet, cette image contient 1 (Sy) = cosoc1(Sy) (cf. [Dja06d)]), et lorsqu’on
applique le foncteur exact et fidele o; au morphisme précédent, on obtient
I'unique morphisme non nul (cf. théoréeme B.3 de [PS9§]) Sy ® AS), —
S5 @ ASj, dont I'image est Sy = g1£1(Sh).

e On peut généraliser le théoreme @ au cas d’un corps fini quelconque
k. Il convient pour cela de remplacer le foncteur différence par la com-

posée F(k) 2, F(k) B, F(k), ot la derniére fleche provient de la
décomposition scalaire, pour tout entier i € {1,...,¢— 1}, ot ¢ = Cardk.

e Les objets finis de la catégorie F/F, donnés par le théoreme B.1 (il
n’y en a pas d’autres si la conjecture artinienne extrémement forte est
vraie) possédent un représentant JF,-parfait dans F, du type w1 (X) (avec
X € Ob Fgr.1). Il n’en est pas de méme pour tous les objets de F/F,,. Con-
sidérons par exemple le noyau A de I'unique morphisme non nul P®? — P,
A partir de la suite exacte

0—-A—> P22 P A S0

et de la proposition , on obtient un isomorphisme naturel Exti(F, A) ~
Ext'™2(F,A') pour F € ObF,. Ainsi, A est F,-fermé, mais non F,-
parfait.

e L’absence de représentants parfaits pour certains foncteurs équivaut a

I'inexactitude du foncteur section F/F,, — F. Notons néanmoins la conséquence

suivante de la proposition , dans laquelle nous notons r* le i-eme fonc-
teur dérivé droit de ’endofoncteur de F composé du foncteur canonique
F — F/F, et du foncteur section : pour tout foncteur oméga-adapté
F, on a r'(F) = 0 pour i assez grand. Ainsi, la conjecture artinienne
extrémement forte permettrait de controler le défaut d’exactitude du fonc-
teur section.
e Méme en admettant la conjecture artinienne extrémement forte, certains
aspects de la structure globale de la catégorie F/F,, demeurent mystérieux.
Par exemple, la description de I’enveloppe injective de 1'image du fonc-
teur P dans cette catégorie quotient, qui en est I'objet simple le plus
élémentaire, pose des problemes tres difficiles.
En général, les injectifs indécomposables de F/F, sont les images par le
foncteur section des injectifs indécomposables sans sous-objet fini non nul de F
(cf. []), i.e. des injectifs indécomposables « pathologiques® » de F.

Nous conjecturons notamment le résultat suivant :

4Remarquons qu’il n’existe aucun objet projectif « pathologique » dans la catégorie F :
tous les projectifs indécomposables de F sont de type fini, et tout projectif de F est somme
directe_de projectifs indécomposables. Cela provient de la théorie classique de Krull-Schmidt
(cf. ), parce que les projectifs indécomposables de type fini engendrent F et ont des
anneaux d’endomorphismes locaux.
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Conjecture 4.1. Tout foncteur injectif indécomposable de la catégorie F est a
valeurs de dimension finie.

Les difficultés inhérentes a ce probleme, liées a la compréhension générique
des représentations des groupes linéaires, sont conceptuellement analogues a
celles que I'on rencontre pour la conjecture artinienne extrémement forte. Cepen-
dant, méme en admettant la conjecture artinienne extrémement forte, ’auteur
ignore comment démontrer la conjecture @, y compris pour la seule enveloppe
injective de P, notée I5.

Remarque 4.2. 1. On aimmédiatement I5(0) = 0 et I5(Fa) ~ homg (P, ) ~
Fy. Les résultats de Powell (cf. [[Pow98a]) fournissent homz(Q(2), Ip) ~ Fa
et homz(Q(2,1), Ip) ~ Fy, d’out I'on déduit, compte-tenu de la filtration
de Pg, donnée dans [Pow98d], que I5(Es) est de dimension 7.

2. Sila conjecture artinienne extrémement forte est vraie au rang 1 (i.e. pour

K1(F)/Ko(F)), alors il est facile de décrire ’enveloppe injective Ig’l de

P dans la catégorie K1 (F) : c’est I'image par le foncteur w; de I'enveloppe
gr,1
I(F21F2)

Le foncteur [ g’

injective (qui est localement finie) du foncteur constant Fa de For1.

1 . . . ,
ainsi obtenu est 'un des deux facteurs indécomposables

de P® I, dont le scindement est donné par application du foncteur w; au

scindement ¢1 (1) ~ k1 (I) ® I(g]F’;”}FZ) déduit de Pisomorphisme () du §p.3

Mais le foncteur Ig’l est beaucoup moins gros que ’enveloppe injective

Is de P dans F, ne serait-ce que parce que cette derniere contient le

foncteur Fo[Gr] (Particle [], §6.3, montre en effet que Fy[Gr] est
une extension essentielle de P).

La proposition élémentaire suivante va nous aider a discuter la conjecture @

Proposition 4.3. Le produit tensoriel de deux objets injectifs de la catégorie
F dont l'un est a valeurs de dimension finie est injectif.

Démonstration. Le produit tensoriel entre un injectif de F et un injectif stan-
dard Iy est injectif, car ’adjoint & gauche Ay a 'endofoncteur — ® Iy de F est
exact.

Si J est un injectif a valeurs de dimension finie, le foncteur — ® J commute
aux produits. Comme tout injectif de F est facteur direct d’un produit d’injectifs
standard, 'injectivité des J ® I, établie précédemment donne la conclusion. O

Corollaire 4.4. Supposons que la conjecture artinienne et la conjecture E
sont satisfaites. Alors le produit tensoriel de deuz injectifs de la catégorie F est
injectif.

Démonstration. Si la catégorie F est localement noethérienne, tout injectif de
F est isomorphe & une somme directe d’injectifs indécomposables (cf. [Gab67)).
La conclusion résulte donc de la proposition @ et de la distributivité du produit
tensoriel par rapport a la somme directe. O

Notons Gé"j (F) le groupe de Grothendieck des objets injectifs de F & valeurs
de dimension finie de F. Sous les hypotheses du corollaire @, ce groupe hérite
d’une structure d’anneau commutatif induite par le produit tensoriel. Noter
que, comme une somme directe infinie non triviale d’objets injectifs a valeurs
de dimension finie peut étre encore & valeurs de dimension finie, G (F) est
naturellement un anneau topologique non discret. Une autre question naturelle
(toujours en admettant la conjecture artinienne et la conjecture @) consiste a
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savoir si le produit tensoriel de deux injectifs indécomposables est une somme
directe finie d’injectifs indécomposables, ce qui permettrait essentiellement de
réduire I’étude de G/ (F) au sous-groupe discret engendré par les classes des
injectifs indécomposables (qui en serait alors un sous-anneau).

Nous verrons dans la sectionﬁ que la conjecture artinienne extrémement forte
donnerait une description assez explicite de ’anneau de Grothendieck Gtof (F)
des foncteurs de type fini de F. Méme en admettant la conjecture_D et la
conjecture artinienne extrémement forte, la structure de anneau G (F) reste
obscure.

Troisieme partie
Préliminaires relatifs aux
foncteurs w et V,,

Nous donnons dans cette partie le substrat technique nécessaire a la généralisation
des arguments de la section E au foncteur w,, ou n est un entier supérieur a 1. Il
s’agit d’une part d’étendre le lemme @, en remplacant le foncteur différence par
le foncteur V,, ce que nous accomplissons dans la section E Nous aurons besoin
d’autre part d’un résultat d’annulation cohomologique relatif aux foncteurs V-
nilpotents (généralisant le cas des foncteurs finis) ; ¢’est 'objet de la section ﬁ
Les deux facettes de ce programme reposent sur des arguments élémentaires is-
sus de la structure des injectifs des catégories de foncteurs en grassmanniennes;
le lemme @ relatif a la structure de l'injectif I de F constitue pratiquement
leur seul ingrédient non formel.

Convention 4.5. Dans toute cette partie, on se donne un entier n > 0.

5 Les foncteurs V9"

Nous introduisons l'outil interne a la catégorie Fg, qui permettra, dans les
sections suivantes, de mener a bien nos investigations relatives aux foncteurs w
et V,.

Définition 5.1. On définit un endofoncteur V9" de la catégorie Fg, par

Vi = ker (=2 uI)) = (= : tpaa(1))))

ot la transformation naturelle est induite par l'inclusion p,,—1(I) — I.
Le lien avec le foncteur V,, est donné par la proposition suivante.

Proposition 5.2. Il existe un isomorphisme
Gr ~ T
woVy ~V,ow

de foncteurs Fg, — F.

Démonstration. Grace a la proposition @ et a 'exactitude du foncteur w, il
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existe un diagramme commutatif aux lignes exactes

0—>woV9Y ——=wo(—:u(]) —>wo(—:pn_1()))

-

0—>@now—>(—21)0w4>(— :pn_l([))ow

dans lequel les fleches verticales sont des isomorphismes. O

Nous donnons maintenant des propriétés formelles du foncteur V9", ana-
logues & celles du foncteur Va.

La premiere d’entre elle est une conséquence directe de la suite exacte (E)
de la section . On rappelle que t}, : I — Ig, désigne le morphisme induit par
tn S Fg[hom(En, IFQ)]

Proposition 5.3. Le foncteur VgT est l'image de la transformation naturelle
(tn)s = (=2 e(t7)) : (= 2 ellp,)) = (= u(])).

Comme les foncteurs (— : ¢(Ig,)) et (— : (1)) sont exacts (cf. proposi-
tion P.9), on en déduit :

Corollaire 5.4. Le foncteur VI est additif; il préserve les monomorphismes
et les épimorphismes.

Nous utiliserons souvent le foncteur V97 sur des foncteurs appartenant &
une sous-catégorie Fg, 1, de Fg,. Pour ramener son étude a des considérations
internes a la catégorie Fg, 1, nous emploierons la proposition suivante.

Proposition 5.5. Soient k € N, X un objet de Fg, 1. et X lobjet de Fgr tmage
de X par le foncteur de prolongement par zéro. Il existe un isomorphisme naturel
entre la restriction de V9" (X) & Fgr i et Uimage de (t,)« = (X : g (t2)) : (X :
w(IE,)) — (Xt w(l)). 3
De plus, le niveau du foncteur V,gf (X) est inférieur ou égal a k.

Démonstration. Cela résulte de la proposition @ et de I"isomorphisme naturel
Rtk (Pr<k(X) 1 t<x(F)) = (X : t(F) (pour F € ObF) de la proposition
9.2 de ], et de l'isomorphisme naturel (f( tU(F)) = P<ion(Pr,<k(X) :
1<k (F)) qui s’établit par un argument formel d’adjonction analogue. O

La proposition suivante découle de la commutativité du produit tensoriel
de Fg, et de ce que ses foncteurs de décalage et son foncteur différence sont
isomorphes a des foncteurs de division.

Proposition 5.6. Le foncteur V9" commute auz foncteurs de décalage et au
foncteur différence de Fg,, a isomorphisme naturel pres.

Nous en venons maintenant a des propriétés élémentaires du foncteur \
qui different du comportement de V,,. Elles reposent sur la proposition suivante.

Proposition 5.7. Il existe dans Fg, un diagramme commutatif

Fy (1) (5)
l Lb(ti)
I(g};n,En)C—> t(Ig,)
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qui induit dans Fgr ., un diagramme commutatif

Fy ——— tn(I) (6)

l:\ lbn(t;’l)

gr,n
I(En,En)C—> Ln(IEn)

Démonstration. Le morphisme Fy — I(gbfm B)
fleche non nulle ; le morphisme Fo — ¢(I) est la composée de 'unique morphisme
non nul Fy — [ (gFr Fy) €t du monomorphisme scindé I (gF’;’FQ) — ((I) donné par
I’isomorphisme (g) de la section @; le monomorphisme non spécifié provient
de cet isomorphisme également.

Comme Fy ~ p(Fq), par adjonction entre les foncteurs p et & (proposi-
tion P.7), la commutation du diagramme (f) se ramene au lemme [.§ ci-dessous,
puisque € 01~ 0 et s(I(g‘;V)) ~ I,

du diagramme (E) est 'unique

Dans le diagramme () qu’on déduit de () par application du foncteur de
restriction, la fleche verticale Fy — I(ggnE ) est I'unique morphisme non nul,

qui est injectif parce que le foncteur constant Fy de Fg, ,, est simple. O

Lemme 5.8. Le diagramme suivant de Fgyur; commaute

F, TG o(I)
| s
I3c o(Ig,)

n

ot les deux fleches de source Fo sont les uniques morphismes non nuls et les
deuzx injections non spécifiées les monomorphismes scindés donnés par l’isomor-

phisme canonique o(Iy) ~ ®WEQT(V) Iﬁf,"j

Démonstration. Soit W un sous-espace de E,. Le morphisme

Fa — [327 < o(1) 5 o(Ip,) — L™

est la somme sur les formes linéaires [ € E* telles que {(WW) # 0 des composées

Fy — I3 L pourd

2 )
qui sont toutes égales a 'unique morphisme non nul. Comme le cardinal de
lensemble {l € E}; [I(W) # 0} = E; \ W+ est 27 — 2n=9mW gy est impair si
et seulement si dim W = n, on en conclut que le morphisme Fy — I/’ que l'on
étudie est non nul si et seulement si W = E,,, d’ou 'on déduit le lemme. O

Notation 5.9. On désigne par ¢y : V9" — id la transformation naturelle
composée de l'inclusion canonique V9" — (— : «(I)) et de la transformation
naturelle (— : «(I)) — (— : F3) ~ id induite par le morphisme Fo — (1) du
diagramme (f).
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Ainsi, les propositions E et @ procurent un diagramme commutatif

v

(=)

6 Estimation de @n Wy,

Il nest pas difficile de voir que, pour i < n, le foncteur V; a tendance & faire
exploser la taille des foncteurs du type w,(X). La proposition suivante montre
que le comportement de V; sur w,(X) est tout-a-fait différent pour i > n,
lorsque X est un foncteur fini de Fg; .

Proposition 6.1. Si F' est un foncteur oméga-adapté de hauteur strictement
inférieure a n, alors F' est V,,-nilpotent.

Démonstration. Si X € Ob Fg, i est simple, il existe un objet simple F' de F
et un GLj-module simple S tels que X ~ ki (F) @ pi(S) (cf. proposition P.6),
d’out un épimorphisme

PEk QR F —» wkpk(S) QR F ~ wk(Lk(F) ® pk(S>) —» wk(X).

Les propositions et montrent que Pg, ® F, donc wg(X), est @n—
nilpotent si k¥ < n. On conclut grace a la proposition . O

Nous nous attachons, dans la suite de cette section, & montrer que Vi wn (X)
et wy, (X) sont en quelque sorte du méme ordre de grandeur pour X fini. Dans le
cas ou X est un foncteur simple pseudo-constant, Powell a calculé exactement,
dans [Pow98d], V,, w,(X) (qui est alors isomorphe & w, (X), sauf dans un cas);

nous n’en aurons pas usage.
Notation 6.2. Dans cette section, on note X le prolongement par zéro a Fg,
d’un foncteur X de Fg, . On désigne également par qZ x le morphisme naturel
(ay)x : Vi (X) — X.

On remarque que la proposition @ entraine I'existence d’un isomorphisme

naturel

Vi wn(X) ~wVIT(X). (7)

En appliquant le foncteur w au morphisme naturel qz x, on en déduit un
morphisme naturel

Tn.x Vi wn(X) = wn(X). (8)

Pour n = 1, on retrouve le morphisme 7x de la section E
Une description explicite du morphisme 7, x sera donnée dans la section E

(lemme @) .

Proposition 6.3. Pour tout foncteur X de Fgr ,,, le morphisme (qY )5 : VI"(X) —
X est surjectif.
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Démonstration. Par la proposition @, cela découle de la surjectivité de la fleche
en pointillé du diagramme

X (X 2 en(I))

‘\
T ~ ~ - T(tn)*

(X I ) ~— (X en(IE,))

induit par le diagramme (J) de la proposition p.7. O
Corollaire 6.4. La transformation naturelle m, : @n Wn — Wy, est surjective.

Lemme 6.5. Si X est un foncteur pseudo-constant de Fgr n, la restriction a
Fgr.n du morphisme (qY )5 : VI"(X) — X est un isomorphisme.

Démonstration. La proposition 9.9 de [Dja064] fournit des isomorphismes (p,, (M) :
UF)) ~ pp(M : F(E,)) ~ pn(M ® F(E,)*) naturels en le GL,-module M et
le foncteur F' de F¥. On en déduit, par la proposition @, des isomorphismes
naturels

ker (pn(M © 1(E,)") 2% 0, (M @ poi (1)(E)"))

pn(M @ (I/pn—1(I))(En))")

o X = pn (M) est un foncteur pseudo-constant de Fg, »,. La conclusion provient
alors de ce que (I/pn_1(I))(E,) = Fy (lemme [L.1)). O

Proposition 6.6. Soit X un objet ﬁm' de degré i > 0 de Fg, . Il existe dans
Fgr une suite exacte 0 —Y — kerqy x — Z — 0 dans laquelle :
— Y est un foncteur fini de niveau strictement inférieur a n et de degré au
plus i ;
— Z est un foncteur fini de degré strictement inférieur a i, de niveau au plus
n et de coniveau au moins n.

RN,anT(X)

12

12

Démonstmtion OnposeY = P<p_1 N Ry, <n— 1V "X X ) — c’est un sous-foncteur
de ker qy _x puisque larestriction a Fgr <,,—1 de X estnulle — et Z = (ker Iy, VY.
La proposmon @ montre que la condition de niveau sur Z est vérifiée; la condi-
tion de niveau sur Y et celle de coniveau sur Z le sont pour des raisons formelles.
La proposition @ montre que le foncteur ker gy : Form — Fgr commute
au foncteur différence a isomorphisme naturel pres. On en déduit en particulier
degY < degkerqY x < deg X =i, par récurrence sur i. L'inégalité degZ < i
s’obtient de méme, par récurrence sur i, a partir du lemme @ Comme les
foncteurs Y et Z sont, comme V9" (X), & valeurs de dimension finie, ce qui
précede montre qu’ils sont finis, ce qui achéve la démonstration. O

Notation 6.7. Dans la proposition suivante, Fg <i désigne la plus petite sous-
catégorie épaisse de F contenant Nilg et les obJets wn(Y), pour Y objet fini
de Fgr,n de degré strictement inférieur A .

Intuitivement, cette catégorie contient tous les objets qui sont « moins
gros » que les foncteurs du type wy,(A), o A € ObFg, , est de degré i (la
proposition @ montre que Fg _; contient déja tous les objets du type wy(X)
avec k < n et X € ObFg, i fini).

Corollaire 6.8. Soient i € N et X un objet fini de degré i de Fgr p.

Le noyau de mp x @ Vi wn(X) — wn(X) appartient a Fs, <
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Démonstration. Soit 0 — Y — ker qZX — Z — 0 la suite exacte donnée par
la proposition @ : par exactitude du foncteur w, on en déduit une suite exacte
0 — w(Y) = kerm, x — w(Z) — 0. Le foncteur w(Y) est V,-nilpotent, donc
objet de F¢ _;, par la proposition @, et w(Z) est objet de Fg,, <i barce que
deg Z < i, d’ou la proposition. O

7 Théoreme d’annulation cohomologique relatif
a la V-nilpotence
La section précédente précisait le comportement du foncteur V,, sur Pimage

du foncteur w,, en terme de « taille » des objets; nous allons donner ’aspect
cohomologique de la comparaison entre V,, et w,,.

Tensorisons le diagramme @ de la proposition @ par un objet X de Fg;
et appliquons le foncteur w,, : on obtient un diagramme commutatif naturel

an, X

wn (X) ———wn(X)® I (9)
lwn(X)(gt:,
wn(X) ® IEn-

bn,x

Par adjonction entre les endofoncteurs Ay et — ® Iy de F, on en déduit un
diagramme commutatif

Ap,wn(X) (10)
(tn)*T L
Ag, wn(X) e wn(X).

Le théoréme fondamental suivant constitue une variation sur la proposi-
tion adaptée au contexte de la V,-nilpotence. Nous y reviendrons & la
remarque [{.2

Théoréme 7.1. Pour tout objet X de Fgrn, le foncteur w,(X) est /W@n-
parfait : pour tout foncteur F de W@n, on a Extr(F,w, (X)) =0.
Démonstration. Un argument de colimite montre qu’il suffit d’établir la nullité
des groupes d’extensions Ext’z(F, w, (X)) lorsque F' est V,-nilpotent, assertion
que 'on établit par récurrence sur 7.

La naturalité de la transformation (¢,). : Ag, — Ap, se traduit par la
commutation des diagrammes

Apy, )«
hOIn}‘(F‘7 G) (Br.) hOHl]:(AEnF, AEnG)

(AFZ)*\L ltn(G)*
tn (F)*
hom gz (Ap, F, Ap,G) — homz(Ag, F, Ap,G)

pour tous objets F' et G de F, ot l’on a noté t,,(F) pour ((¢,)«)r, pour simplifier
les écritures. Comme les foncteurs A, et A, sont exacts, ce diagramme s’étend
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en un diagramme commutatif

; (AE, )« .
EXt;_—(F, G) —— EXt}_—(AEn F, AEn G)

(AFQ)*\L ltn(G)*

. n(F)* .
Ext’s(Ar, F, Ar, G) =5 Ext-(Ap, F, Ar, G)

pour tout ¢ € N.
On forme alors le diagramme commutatif

) AR, )« . ~ i
Extis (F, wn (X)) — 22> Bxtic (Ap, F, A, wn(X)) —= Extie(F, Ap, wn(X) ® In,)
(Ary)- ltnwn(m)* l(tnwn(x»@fm*
. tn (F)* . ~ .
Extie(Ar, F, Ap,wn (X)) % Bxti(Ap, F, Ap,wn (X)) —> Extis(F, Ap,on(X) @ I, )
(LY - lmn,xn lmn,X@IEn)*
(p"‘pyn)* ) )
Ext’s (Vo F, Ap,wn (X)) Exts(Ap, F,w, (X)) —— Ext%s (F,w,(X) ® I,)
(o, x )«
(prg™)*
Exts (Vo Fywn (X))
(11)
ol prZ’" désigne la projection canonique Ap F — V, F, et plg’” : Vo F —

Ap, I 'inclusion canonique, et ou les isomorphismes de droite dérivent de ’ad-
jonction entre les endofoncteurs exacts Ay et — ® Iy de F.

Le morphisme v : Ext’s(F,w, (X)) — Ext%(F, w,(X)® I, ) obtenu en suiv-
ant le diagramme est induit par le monomorphisme by, x : wp(X) — wp(X) ®
I, . En effet, la composée horizontale supérieure est induite par 'unité w,, (X) —
Ag,wn(X)®Ig, de Padjonction, tandis que la composée verticale de droite est
induite par §, x ® Ig, (par la commutation du diagramme ))7 on conclut
par adjonction entre les morphismes b, x et G, x.

Comme b, x provient par application du foncteur w,, a un monomorphisme
X — X ®un(Ig,), il existe un objet Y de Fg, ., et une suite exacte courte

0 — wn(X) 2% 00 (X) @ I, — wa(Y) — 0.
La suite exacte longue de cohomologie associée et 'hypothese de récurrence
Exté,_fl(F, wy(Y)) = 0 (on rappelle que F' est supposé V,-nilpotent) montrent
que le morphisme u : Ext%(F,w, (X)) — Ext’z(F,w,(X) ® Ig,) est injectif.
On en déduit, en considérant la colonne de gauche du diagramme ([L1]), un
monomorphisme Extlr(F,w, (X)) — BExt(V,F,w,(X)), ce pour tous objets

F de Nil@n et X de Fgpn. Cela fournit, par récurrence sur l'indice de V,,-

nilpotence de F', la nullité du groupe d’extensions Extif(F ,wn (X)), ce qui acheve
la démonstration. |

Remarque 7.2. La proposition@ montre que le théoreme E est une généralisation
du résultat d’annulation cohomologique de la proposition (dont elle ne
fournit toutefois pas l'isomorphisme obtenu pour k& = n). Pour n = 1, ces deux
résultats sont identiques. La démonstration du théoreme IZlI est une conséquence
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formelle de 'injectivité du morphisme b,, x du diagramme (E) ; la seule difficulté
technique réside dans l'inexactitude du foncteur Vo, qui oblige a transiter par
les foncteurs exacts Ap, et Ag, pour passer aux groupes d’extensions. Con-
ceptuellement, cette démonstration procede d’idées tres voisines de celles em-
ployées dans [D al pour établir la proposition , reposant sur des adjonc-
tions entre foncteurs décalages et produits tensoriels convenables.

Quatrieme partie
Résultats fondamentaux

Nous nous consacrons désormais aux applications des résultats de la partie
précédente a la structure de la catégorie F. La premiere d’entre elle, présentée
dans la section ], est le théoreme ] de Pintroduction. Des catégories de foncteurs,
elle n’utilise les estimations de la sectionﬂ que dans le cas des foncteurs pseudo-
constants (déja traité dans [[Pow98d]), et les propriétés de base des objets finis
des catégories F et Fg,. Un autre ingrédient essentiel provient de la théorie
des représentations : la représentation de Steinberg (modulaire) des groupes
linéaires occupe une place privilégiée, parce que les facteurs de composition du
foncteur de Powell qui lui est associé s’averent bien plus faciles & controler a
l'aide des foncteurs V,, que dans le cas général. Outre cette observation assez
directe, qui repose uniquement sur le fait que la partition réguliere associée a
la représentation de Steinberg a une longueur égale a son premier terme, nous
emploierons une propriété profonde de la classe de cette représentation dans
I’anneau de Grothendieck de l'algebre du groupe linéaire, qui caractérise 1'idéal
qu’elle engendre.

Le reste de cette partie consiste en la démonstration du théoréeme de sim-
plicité généralisé (théoréme || de I'introduction) et de ses conséquences sur la
conjecture artinienne extrémement forte (notamment le théoréme f]). Grace aux
préliminaires de la partie [[1], nous pourrons emprunter une voie tout-a-fait ana-
logue a celle de la partie [L|.

Outre qu’ils reposent sur ’emploi des foncteurs w et @n, les deux volets
principaux de cette derniere partie se rejoignent dans l'observation suivante :
la compréhension fine de la catégorie F nécessite un contréle du comportement
générique des représentations des groupes linéaires (ou symétriques). L’appli-
cation du théoreme de simplicité généralisé a la structure de P®? @ F (pour
F fini) comme la propriété d’injectivité du morphisme induit par le foncteur
w : Fgr — F entre groupes de Grothendieck ne peuvent s’établir par les
seules méthodes fonctorielles ; une partie du substrat non formel sous-jacent a la
catégorie F réside manifestement dans des propriétés intrinseques des groupes
linéaires.

: cof tf S
8 Le morphisme w, : Gj(Fg,) — G§ (F) — G, (F)
On rappelle que les notations relatives aux groupes de Grothendieck ont été

données a la fin de l'introduction de cet article, et que les notations liées aux
partitions et facteurs de compositions ont été introduites au paragraphe @
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Notation 8.1. Nous désignerons par (A?g (F) le groupe abélien ZP produit de
copies de Z indexées par les partitions régulieres.

Pour toute partition réguliere \, la fonction de multiplicité my : Ob Ft/ — Z
est additive en ce sens que si 0 — A — B — C' — 0 est une suite exacte courte de
F, alors mx(B) = mx(A) + myx(C). Elle induit donc un morphisme de groupes,
encore noté my par abus, de Géf (F) vers Z.

Notation 8.2. Nous noterons, dans cette section, jg : G5 (F) — GI(F) le
morphisme de groupes dont les composantes sont données par les my (A € p).
Nous I'appellerons morphisme canonique.

Remarque 8.3. La composée Z[p| ~ GI(F) — G (F) 2% GI(F) = z¥ (on le
premier morphisme est induit par Iinclusion ObF/ < Ob F*/) coincide avec
I'inclusion canonique. Via cette inclusion, on peut voir le groupe ég (F) comme
un complété convenable de Gg (F).

Le foncteur w : Fg, — F est exact, respecte la structure tensorielle, en
prenant & la source le produit tensoriel total @ (introduit dans [D q), et
transforme un objet fini de Fg, en un objet de type fini de F. Par conséquent,
il induit un morphisme d’anneaux wy : Gg (Fgr) — Gf)f (F). Nous noterons
encore, par abus, wy : Gg (Fgr) — ég (F) le morphisme de groupes composé du
morphisme précédent et du morphisme canonique jg : Gf)f (F)— CA}g (F). Notre
objectif consiste a démontrer que ce morphisme w, est injectif.

Cette section utilise lourdement certaines propriétés de la représentation de
Steinberg de G L,,. Avec nos conventions d’indexation des représentations simples
de GL,,, R.,> est la représentation de Steinberg, o < n > désigne la partition
réguliere « triangulaire » (n,n—1,...,1) de n(n+1)/2. On pourra se reporter a
[Mit8d] pour la démonstration de I'identité entre la définition fonctorielle R,
et des approches plus classiques de la représentation de Steinberg.

Le lecteur pourra également consulter [Hum87 pour un survol des propriétés
de cette représentation.

La suite de cette section fait usage de la notation @, introduite au para-
grap, et du symbole Ay; (ol A est une partition) introduit dans la nota-

tion [1.14.

Lemme 8.4. Soient n > 0 et i > 0 des entiers et A une partition réguliere telle
que \y = n. Si A=< n>, alors mcp>,,(Qx) =1, sinon mep>_,(Qx) = 0.
Démonstration. Notons fr(i) = m<p>,,(Qx). Le lemme découle des quatre

points suivants.

1. La fonction f) : N — N est décroissante pour toute partition réguliere A
telle que A\; = n.

2. On a f(0) =1si A =<n >, 0 sinon.
3. Pour tout i € N, m<p~ ., (Pg,) > 0.

4. Pour tout i € N, m<p>_,(Pg,) est une combinaison linéaire des fx(i), A
parcourant les partitions régulieres telles que \; = n.

On commence par remarquer que si p est une partition réguliere telle que
w1 < n, alors le foncteur de Powell @, qui est un quotient de P®#*, n’a pas de
facteur de composition S, si v est une partition réguliere de longueur n.
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Comme le noyau de ’épimorphisme (corollaire @) T on(Ry) © VaQx — Qx
de la section E admet une filtration finie dont les quotients sont des fonc-
teurs de ce type (cf. proposition @), on a fy(i) = m<n>+i(@nQA). Mais
m<n>+i(@nQ>\) > Man>,,,, (@) par les propositions et . 1, d’ou le
premier point.

Le second vient des égalités

/2(0) = dimhomz(Q<p>,Qx) = dimhomgr, (R<n>, Ry)
(cf. [Powdsd).

Quant au troisieme, c’est une conséquence du théoreme E

Le dernier provient de ce que Pp, ~ w(Pp""’) admet une filtration finie dont
les quotients sont des foncteurs de Powell @), avec u; < n et de la remarque
précédente sur les (), pour pi < n. O

Lemme 8.5. Pour tout n € N, l'endomorphisme du groupe de Grothendieck
Gg (FsjcL,)Mod) induit par le produit tensoriel par la représentation de Stein-
berg R<,~ est injectif.

Démonstration. D’apres un théoreme de Ballard et Lusztig, 1'idéal de 'an-
neau Gg(]FZ[GLn]Mod) engendré par R.,~ est égal a 'image canonique de
Ko(p,icr,1Mod) dans Gg (F, (@L,JMod). Pour une démonstration de ce résultat,
voir , chapitre 8, théoreme 72.10 (la proposition 9.3 de cet ouvrage mon-
tre que les groupes linéaires sur Fy vérifient les hypotheses dudit théoreme). On
en déduit, par la théorie générale des représentations modulaires (cf. théoréme
21.22 de [CRI(]), que le conoyau de 'endomorphisme de Gl (x, (¢r,;Mod) in-
duit par le produit tensoriel par R.,,~ est fini. Comme Gg (FsjcL,,Mod) est un
Z-module libre de rang fini, cet endomorphisme est injectif. O

Notation 8.6. Etant donnés des entiers n et i, nous noterons p,; = {\ €
p|An > i} (ou lon convient que A\, = +oo sin < 0), et ég (Fn,i =2ZPri. Cest
donc un quotient du groupe ég (F).

Si d est un autre entier, nous poserons Pni<da = {A € Pn;il|A| < d} et
G (Fni<a = TP,

Nous noterons enfin po; = {A € p| A\ < i}, pf? ={A € pni|l(N)

<n _ .<n .
n,,<d ~ pn,i n p"al7§d'

Lemme 8.7. Pour tout n € N, le morphisme

n} et

a: Zlpcpir] — G (myiar, Mod) [ = [In(E,)]

a un conoyau fini.

Démonstration. Notons M = (M) ;)x,uep-,, la matrice définie par le fait que
I\, possede une filtration finie dont les sous-quotients sont les duaux J, de @,
chacun apparaissant avec la multiplicité M) ,. L’analyse effectuée dans le §4
de P'article [Pow98(| (o la matrice M est notée (ay,,)) montre que M est une
matrice inversible sur Q, car il en est de méme pour les matrices de Cartan des
groupes finis GL;.

Les colonnes de la matrice M~! ont pour images par a ® Q les images
des Jy(E,) (o A € pepy1) dans Gg(]FZ[GLn]Mod) ®Q. Comme Jy(E,) ~ Ry si
A1 = n, cela montre que le morphisme a®Q est surjectif, d’ou1 la conclusion. [
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Notation 8.8. Dans la suite de cette section, si « est une partition réguliere
telle que oy = n, nous noterons PGLn la couverture projective de R, dans
]F‘g[GLn]MOd'

Nous désignerons par A, pour p € p, I'endofoncteur exact (- : I,,) de F.
C’est un facteur direct de Ag,, oun = ;.

Proposition 8.9. Le morphisme
B: G (ryfor, Mod) — ZP<+t (M) (mcn>.. (Duwnpn(M))),

est injectif.

Démonstration. Par la proposition et la proposition 9.2 de [[Dja06a] (cf.
démonstration de la proposition @), il existe un épimorphisme

AuQx = wnlpn(R2) < in (1))

dont le noyau est l'image par w<p,—; d’un foncteur fini pseudo-constant de
Fgr,<n—1. On en déduit (cf. démonstration du lemme B.4) 1'égalité

Mn> . (ApQx) = Man> ; (Wn(pn(R2) : tn(1y)))-

On a (pn(Rr) : tn(14)) = pn(Rx : I,(E,)) par la proposition @ Le lemme @
donne alors

m<n>+i (A#Q/\> = mR<n> (R)\ Y I# (En)*)
On a donc, puisque Fa est un corps de décomposition de Fo[GL,],
m<n>+i (A,U.Q)\) = dim hOHlGLn (R<n>7 RA & I,u (En>*>

Le lemme B.4 montre alors que le noyau du morphisme 3 est inclus dans le
noyau du morphisme

Gl (pyior.iMod) - Z  dimhomgy, (Rens, Ry © M*)

pour tout GL,-module M.
Or on a

dimhomgr, (Rens, Ry ® (PF"")*) = dimhomgr, (Rens ® PS5 R))

= dimhomgr, (PS*", Ry ® Rens) = mp, (R ® Reps)

ou l'on a utilisé 'auto-dualité et la projectivité de la représentation de Steinberg

(cf. [Jan03], chapitre 10, (10.1) et (10.2)).

L’injectivité du morphisme 3 découle maintenant du lemme @ [l

Lemme 8.10. Soient n et i deux entiers positifs. Il existe un entier d tel que
le morphisme de groupes

Gl (raicr., Mod) 2225 Gf (F) 22 G (F) = 2P

est injectif.
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Démonstration. Soit pu € p<p41. Pour tout GL,-module fini M, on a

Man>,, (Auwnpn (M)) = Z Man>4; (A,uSA) mx(wnpn(M))
AEP

(somme dont seul un nombre fini des termes sont non nuls). Si A € p est telle que
A wppn(M) et <n >4 F ALSy, on al(X\) < n parce que wyp, (M) s’obtient
par extensions de quotients de Pg,_ ; en appliquant (V,,)" & la relation < n >
+ A"S,, on obtient, compte-tenu des propositions et , (V,)iSx # 0,
puis A, > 4. Par ailleurs, comme [(\) = n, si v F A"S, et I(v) = n, alors
lv| > |A\| — n? grice & la proposition 4.3.1.2 de [Pow00H] et au théoreme [L.6,
doncn(n+1)/2+ni=|<n>y | >|\-—n?

Par conséquent, si d > n(n+1)/2+ni+n?, on peut compléter le diagramme

Y n
Gg(IFQ[GLn]MOd) - pr,i,gd

% _-
A/

TP <n+1

—~

ou (3 est le morphisme de la proposition @ L’injectivité de 8 donnée par cette
proposition implique donc celle de ~. O

Lemme 8.11. Pour tous entiers n,i > 0, le morphisme de groupes
Zlp 31 @ Llp<i] = G{(F) @ GY(F) = GL(F) = Zlpn,]

composé de Uinclusion déduite de l’isomorphisme Gg (F) ~ Z[p], du produit de
Vanneau GL(F) et de la projection GL(F) ~ Z[p] — Zp,.i] déduite de Uinclu-
sion Pp; — P, est injectif.

Démonstration. Si A € pf? et u € p<y, alors la partition (A, u) est réguliere
et appartient a p, ;. De plus, la fonction f : pf? X Poi — Pp,i associant aux
partitions A et p la partition (), ) est injective, ce qui permet d’identifier cette
partition au couple (A, p).

Soit a : pg? X p<i — N une bijection telle que a(a) < a(3) si |a] < |8
ou |a] = [f] et a > 3, et définissons une matrice (u; ;) jyen> par 1'égalité
Ua(Ap)sa(v) = Mu(Sx ® S,) : c’est la matrice dans la base canonique (indexée
par a) du morphisme

ZIpS" x pei] = ZIpSh] @ Zlp<i] — Zlpn,) — ZlpgT X pei]

ou la fleche centrale est celle de ’énoncé et le dernier épimorphisme est induit
par f.

Le théor‘emg montre que la matrice (u;;)q j)enz est triangulaire, et
la proposition que ses coefficients diagonaux valent 1, ce qui acheve la
démonstration. |

Lemme 8.12. Soient n et i des entiers naturels. Le morphisme
G} (Fgrn) = Gf(For) = GL(F) = Gf(Flni

est injectif.
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Démonstration. Soient j € N et G(j), le sous-groupe de Gg (Fgr.n) engendré
par les classes d’objets simples de degré au plus j; nous noterons simplement
G(j) pour G(j)o. Comme Gg (Fgr,n) est la réunion croissante des sous-groupes
G(j)n, il suffit de montrer que la restriction & G(j),, du morphisme de 1’énoncé
est injective pour tout j.

La proposition E montre que le foncteur §, : F ® p,jgr,;Mod — Fgrn
induit un isomorphisme

Gg(FZ[GLn]MOd> ® G(j) = G(j)n.
Par la proposition @ 4, on en déduit un diagramme commutatif
Gf (rafr, Mod) ® G(j)—= Gf (Fgr.n)
(wWnpn)«®G(J) (wn)«
Gy (F) @ G(j) —— G (#)
Jc®G(5) ja

G (F) ® G(j) Gy (F)

Z| 7%,?,91] ® Zlp<i]——— ég(f)m

pour ¢ > j et un entier d convenable, dans lequel :

— les fleches horizontales sont induites par le produit tensoriel — celle du
bas est injective par le lemme ;

— les fleches verticales inférieures sont induites par les projections canoniques
et l'inclusion G(j) C Z[p<;] déduite de 'inégalité i > j (on note que
7] 7%,7;,<d] ® ZLlp<i] ~ ZPili<a ® ZP<¢ par finitude des ensembles psz<d et
P<i);

— D'entier d est choisi, conformément au lemme , pour que la composée

verticale de gauche soit injective. N
La composée Gg(]FZ[GLn]Mod) ® G(j) — G{;(]‘—)n,i obtenue en suivant le
diagramme est donc injective (suivre la moitié gauche); elle s’identifie & la re-
striction & G(j), du morphisme de 1’énoncé (suivre la moitié droite). Celle-ci
est donc injective si ¢ > j, donc pour tout %, ce qui acheve la démonstration. O

Nous pouvons désormais établir le résultat principal de cette section.
Théoréme 8.13. Le morphisme de groupes wy : Gg (Fgr) — Gg (F) est injectif.

Démonstration. 1l suffit d’établir que pour tout n € N, la composée
G} (For.<n) = G§(Far) == GY(F)

est injective, ou encore que pour tout n et tout j € N, la restriction f, ; de ce

morphisme au sous-groupe G(j)<, de Gg (Fgr,<n) engendré par les classes de
foncteurs simples de degré au plus j est injective. R R

Pour i > j, la composée G(j)<n_1 — G (Fgr) — GLH(F) = GL(F)n.i est
nulle : si A - P®* @ F avec k < n et deg F' < i, alors A\ ¢ p,, ;). Le lemme
précédent permet d’en déduire que le noyau de f, ; est inclus dans G(j)<n—1,
d’ou ker f, ; = ker fn,—1,;. On conclut par récurrence sur n. |
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Corollaire 8.14. 1. Le morphisme d’annequz wy : G(J;(]‘—gr) — Géf(f) est
injectif.
2. Sila conjecture artinienne extrémement forte est vérifiée, c’est un isomor-
phisme, et le morphisme de groupes jg : Géf(]:) — Gg(]:) est injectif.
Démonstration. Comme la conjecture artinienne extrémement forte implique
que le morphisme w, : G{(Fg,) — G (F) est surjectif, la conclusion découle
du théoreme précédent. O

9 Théoreme de simplicité généralisé

Le but de cette section est d’établir le théoreme @, qui constitue un succédané
de la conjecture artinienne extrémement forte, ou la filtration de Krull est rem-
placée par la filtration par V-nilpotence de F. Nous suivons la méme marche
qu’a la section E, ol les assertions E et E du lemme %ont remplacées par les
corollaires @ et @ respectivement, et la proposition .1 par le théoréme @
Convention 9.1. Dans toute cette section, on se donne un entier strictement
positif n.

On rappelle que le morphisme 7, x : Vown (X) — wn(X) a été défini dans
la section E
Notation 9.2. Si k est un entier naturel et X un objet de Fg, ., nous désignerons
par 7T§1X 2 (V) *wn(X) = wn(X) le morphisme 7, x oV, T x0- - -0(V ) ¥, x.

Afin de mener des estimations explicites & 'aide de ces morphismes, nous
identifions le morphisme 7,, x sur les objets grace au lemme suivant, qui emploie
le morphisme 3,, x du diagramme (E) de la section ﬁ
Lemme 9.3. Soit X € ObFg, .

1. Le morphisme By, x : Ap,wn(X) — wn(X) est la composée de la projection
canonique A, w,(X) — AV wn(X) et du morphisme mp x : Va wn(X) —
wn(X).

2. Etant donnés V.e Ob&EL et W € Gr,(V), le morphisme

) (Bn,x)v

X(V@®E, W) = wy(X)(V®E,) =Ap, wn(X)(V wn(X)(V)

est nul si l'une des deux applications linéaires W — V & E,, —» E, et
W — Ve FE, »V est de rang < n, et est induite par la projection
V@& E, »V sinon.

Démonstration. La vérification de la premiere assertion est immédiate. La sec-
onde résulte des observations suivantes, ott 'on note X le prolongement par zéro
a Fgr de X :

1. le morphisme (3, x s’obtient en prenant la restriction a Fg,, du mor-
phisme (X : 1,(Ig, ) — (X : I(gngn)) — X induit par le diagramme (f])
de la proposition @ puis en appliquant le foncteur w, ;

2. par la proposition @, évalué sur un objet (V, B) de Egr, le morphisme

(X :tn(Ig,)) — (X : I(gbfn En,)) est donné par la projection

T X(VBE,, W) - P X(VBE,, W);
Wegr(VeE,) wegr(VeE,)
im (W—V®E,—»V)=B im (W—V®E,—»V)=B

im (W—V@®E,—»E,)=E,
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3. le morphisme (X : I(gngn)

par 'application linéaire
&b X(Va&E, W)— X(V,B)
Wegr(VBE,)

im (W—V®E,—-»V)=B
im (W—V@E,—~»E,)=E,

) — X, évalué sur un objet (V, B), est donné

dont chaque composante est induite par la projection V & E,, - V. Cela
provient du lemme et du lemme de Yoneda.

O

Lemme 9.4. Soient V un espace vectoriel de dimension finie, X un objet de
Forn, H un sous-espace vectoriel de dimension n de V* et x un élément de
wn(X)(V). Notons ay : Py — wn(X) le morphisme de F représenté par x, et
SH = ZhGH[h] S k/’nP(V*) C FQ[V*]

Le morphisme

to sy ®t Vi l(az) Tn, X
- —_

Py knP(V*) @ Py ~V, Py Viwn(X) 225 0, (X)

représente Uélément 115 v, () de wy(X)(V), ot 11§ v, 5 désigne la projection
de wp(X)(V) sur les facteurs directs X (V,W), ou W € Grp,(V) est tel que
HnWwt ={0}.

Démonstration. Le diagramme

Ag ag
Ap, Py —" > Ap wn(X)

[(l1,...,ln)y7 i i B, x

PVW@HPV @nwn(X)

(X
@n(am) Tn, X UJ( )

commute, ol :

- {li,...,l,} désigne une base de H (on a noté (Iy,...,l,) I'élément de

homg (V, E,,) dont les composantes sont les ;) ;

— Ton a identifié Ag, Py & Folhomg(V, E,)] ® Py (et V,, Py & k, P(V*) ®

Pv);

L’élément [(I1, . .., 1,)|®[idv] de Ag, Py (V) s’envoie par Ag, a, sur I’élément
de Ap, wp(X)(V) = wo(X)(V @ E,) image par f = (idy,li,...,0,) 1 V —
V @& FE, de x.

Soit W € Gr,, (V). Le lemme .3 montre que la composée

X(V, W) = wn(X)(V) L5 w, (O @ By) 225 0, (X)(V)

est nulle si la projection de f(W) sur E,, en est un sous-espace strict, condition
équivalente & la non-inversibilité de la restriction & W de (I1,...,1,), ou encore
a HNW+ # {0}, et que sinon elle est égale & I'inclusion X (V, W) < w,,(X)(V),
puisque la composée de f : V — V @ E,, et de la projection V @ E,, — V est
Iidentité. Cela établit le lemme. |
Notation 9.5. Dans cette section, si V' est un espace vectoriel de dimension
finie, W un sous-espace de dimension n de V' et H un sous-espace de dimension
n de V*, nous noterons < H, W > 1'élément de Fy égal & 1 si H N W+ = {0},
0 sinon. Autrement dit, si (wq,...,wy) (resp. (I1,...,l,)) est une base de W
(resp. H), on a < H,W >= det(l;(w;)).
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La propriété de stabilisation suivante, qui fournit la partie « concrete » de
la démonstration du théoreme @, généralise la proposition @

Proposition 9.6. Soient X un objet de Fgrn et F un sous-objet de wn(X).
Pour tout entier k >0, on note Cy = mk ((V,)"F).

1. La suite (C)r>0 de sous-objets de w,(X) est croissante; nous noterons
Cos sa réunion. St X est un objet noethérien de Fgy,n, cette suite sta-
tionne.

2. Pour tout k > 0, le foncteur Cy est engendré par les éléments du type
(< H{,W > < Hpe, W > 2w)wegr, (v) € wa(X)(V),

ot V' parcourt les espaces vectoriels de dimension finie, v = (vw )wegr, (v)
les éléments de F(V) et (Hy, ..., Hy) les k-uplets d’éléments de Gr, (V*).

8. Le foncteur Cs est le plus petit sous-G(n)-comodule de w,(X) contenant
F. Si F est lui-méme un sous-G(n)-comodule de w,(X), on a C, = F
pour tout k > 0.

4. Si X est localement fini, alors hom (Cs /F,wp(T)) = 0 pour tout objet T
de Fgrn.-

Démonstration. Le lemme @ et la préservation des épimorphismes par le fonc-
teur V,, montrent le second point pour k = 1. Le cas général s’en déduit aussitot
par récurrence.

On en déduit que la suite (Cf)r>o est croissante. Si W est un sous-espace de
dimension n d’'un espace vectoriel de dimension finie V', soient Hy,..., Hg les
éléments de Gr, (V*) tels que < H;, W >= 1. Alors la fonction < Hy,- > -+ <
Hy,- >: Grp(V) — Fy est égale a I'indicatrice de {W}. Si 'on note F97 (V) le
plus petit sous-espace vectoriel Gr, (V)-gradué de w,(X)(V) contenant F(V),
ce qui précede montre que Cy est le plus petit sous-foncteur de w, (X) tel que
F9"(V) C Coo(V) pour tout V € Ob &Y ; en particulier, Cs, D F.

Soit Y le plus petit sous-objet de X tel que Y (V,W) contienne les com-
posantes dans X (V, W) des éléments de F(V') C w,(X)(V). La proposition .4
montre d'une part que w,(Y) est le plus petit sous-G(n)-comodule de w,(X)
contenant F. Le paragraphe précédent montre d’autre part que Coo = wp(Y),
d’ou le troisieme point.

Soit f : Coo/F — wy(T) un morphisme de F. Si X est localement fini,
il en est de méme pour Y, donc la proposition montre que la composée
g:wn(Y)=Cox - Cx/F ER wn (T) est induite par un morphisme v : Y — T
de Fgr . Comme la composée F < w,, (Y) L w, (T) est nulle, F est inclus dans
wy (keru). D’apres le troisieme point, on en déduit keru =Y, puis f = 0, d’ott
la derniere assertion.

Par ailleurs, si X est noethérien, alors Y est de type fini, donc Coo = w,(Y)
est de type fini. Cela montre que la suite (Ck)r>0 est stationnaire, et acheve la
démonstration. O

On rappelle que la notation fé]; ,, utilisée dans le théoreme fondamental
suivant désigne la sous-catégorie localisante des objets localement finis de Fg; .

Théoréme 9.7 (Théoréme de simplicité généralisé). Le foncteur

Bt o = Form 5 F — F/Nilg,
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induit une équivalence entre la catégorie ]:é{ n €t une sous—catégorie localisante
de /\/’il@nﬂ//\/il@n. En particulier, il envoie un foncteur simple de Fgrr sur
un objet simple de F/Nilg .

Démonstration. La proposition @ montre que la restriction a F, l’;yn du foncteur
wy est bien a valeurs dans J\Tz'l~n+ La proposition et le théoreme .
entrainent la pleine fidélité de w,, et la stabilité par extensions de son image.
Notons C,, 'image de la restriction de ce foncteur aux objets finis de Fg, p :
comme W, commute aux colimites, il suffit d’établir qu'un sous-objet d’un objet
de C,, est isomorphe & un objet de C,. On procede par récurrence sur le degré
polynomial. On se donne donc un objet fini X de Fg, , de degré d > 0 et I'on
suppose que ’hypothese suivante est satisfaite.

Hypothése 9.8 (Hypothése de récurrence). L’image par le foncteur @,

de la sous-catégorie (}‘fnn)d’1 des foncteurs de degré < d de ‘Fér,n est une

sous-catégorie épaisse de f//\/il@n

Notation 9.9. Dans cette section, nous noterons A, 4 cette sous-catégorie

épaisse, et Q, 4 la catégorie quotient de F/N ilg —par Ay, 4. Nous noterons

également X, la sous-catégorie pleine des objets A de F tels que hom (4, w, (T)) =
0 pour tout objet T' de Fg; .

Lemme 9.10. 1. Si F est un objet de F tel que V,,(F) appartienne d./\Tz'l@n ,
alors F' appartient a ./\/z'l@n.
2. La sous-catégorie X, de F est stable par le foncteur V,.
3. Un objet de X, dont l'image dans f/m@n appartient a Ay q est objet
de Nilg
4. Pour tout entier k > 0, le morphisme ﬂth induit un isomorphisme dans
la catégorie Qy 4.

Démonstration du lemme. Soit F est un objet de F tel que V,F appartienne
a /W@n. Si F est de type fini, V. F est aussi de type fini (car c’est un quotient
de A™F’), donc @n—nﬂpotent puisqu’objet de W@n. Par conséquent, F est ﬁn—
nilpotent. Dans le cas général, on montre que F est objet de J\Til@n en écrivant
F comme colimite de ses sous-objets de type fini.

Pour le deuxieme point, on remarque que la sous-catégorie &), est stable
par quotient et préservée par le foncteur Ag, , en raison de l'isomorphisme
homz(Ag, A, w,(T)) ~ homz(A, w, (T ® t,(Ig,))).

Le troisieme point résulte de la définition de la sous-catégorie A, 4.

La proposition @ montre que le noyau de l’épimorphisme m, x (corol-
laire @ ) appartient & A,, 4 (on rappelle que X est de degré d). Pour en déduire,
par récurrence sur k, la derniere assertion, il suffit de noter que 'image par le
foncteur V,, d’un morphisme f de F qui induit un isomorphisme dans F /N ile
vérifie encore la méme propriété. Ce résultat s’obtient en notant que les endo—
foncteurs ezacts A et A" de F préservent Nil ilg, (par la derniére assertion de
la proposition [.12), de sorte que ker (Af) ~ A(ker f), dont ker V,(f) est un
sous-objet, et coker (A™f) ~ A"™(coker f), dont coker V,(f) est un quotient,
sont objets de W@n. O

Fin de la démonstration du théoréme |9.7]. — Soit F' un sous-objet de w, (X); on
conserve les notations de la proposition P.6|, et I’'on se donne k£ € N* tel que C
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C (qui est donc de la forme w,, (Y") pour un sous-objet Y de X). Alors (V,,)*F et
(@n)kcoo ont la méme image C, par 7%, qui induit un isomorphisme dans Q,, 4
(derniere assertion du lemme P.1(), donc Vinclusion (V,,)¥F < (V,,)*Cw induit
un isomorphisme dans Q,, 4. Ainsi, 'image dans ]:/W@n de (Vp)*Co /(Vn)FF
est objet de Ay . Il en est de méme pour (Vo) (Coo/F), qui est un quotient
de (V,)FCo/(V)FF (parce que V,, préserve injections et surjections). Mais
(Vo)E(Coo ) F) est aussi un objet de A}, par la derniere assertion de la proposition
b.g et la deuxiéme assertion du lemme P.10} Il montre alors que (V,,)*(Cs /F)
appartient A Nilg  (troisieme assertion), donc aussi Cso /F' (premiére assertion).
Cela acheve la demonstratlon |

On démontre de maniére similaire la variante suivante du théoréme .7 :

Théoréme 9.11. Le foncteur w,, induit une équivalence entre la sous-catégorie
pleine des objets finis de Fg, n et une sous-catégorie épaisse de /\/’il@nﬂ//\/il@n
Remarque 9.12. L’une des conséquences principales de ce théoreme est le fait
que l'image d'un G(n)-comodule simple dans la catégorie quotient F[Nilg,
est simple. Pour un G(n)-comodule simple associé & un objet simple pseudo-
constant de Fg, p, (i.e. pour un foncteur de Powell), ce résultat est d a Powell
(cf. , théoreme 6.0.1, et son corollaire, la proposition 6.1.1), qui I'a
nommé théoréme de simplicité. Cela justifie la terminologie employée.

La démonstration du théoreme @ repose exactement sur le méme principe
que le théoreme de simplicité de Powell, a savoir la considération explicite
d’éléments dans les foncteurs, rendue raisonnable par le calcul aisé du foncteur
V., sur les projectifs standard, adapté aux catégories de foncteurs en grassman-
niennes par les résultats préliminaires de la section fj

Le théoreme P.7 (ou P.11) est un résultat global sur la structure de la catégorie

F (il donne des informations sur tous ses objets de type fini) ; comme le théoréme
@, qui en constitue le cas particulier n = 1, il n’utilise pas la théorie des
représentations linéaires (la généralisation a tous les G(n)-comodules simples
du théoréeme de simplicité de Powell fait disparaitre les quelques considérations
explicites sur les représentations de GL,, utilisées dans )
Remarque 9.13. On peut généraliser le théoreme ﬂ a un corps fini quelconque,
mais il convient de remplacer les foncteurs V,, par V(g-1)n; 01 q désigne le cardi-
nal du corps considéré. D’autres variantes sont possibles, en utilisant également
la décomposition scalaire (cf. section ], pour le cas n = 1).

10 Foncteurs V,-adaptés

Convention 10.1. Comme dans la section précédente, n désigne un entier
strictement positif.

La notion de foncteur V,-adapté que nous introduisons ci-dessous est des-
tinée a faciliter certains raisonnements de récurrence pour progresser dans 1’étude
de la conjecture artinienne extrémement forte.

Définition 10.2. Soit F un objet de F. On dit que F est un foncteur V,,-adapté
si tout quotient @n-nilpoten‘c de F est oméga-adapté de hauteur strictement
inférieure & n (cf. §P.3).

Le théoreme de simplicité généralisé montre que la conjecture artinienne
extrémement forte équivaut & dire que tout foncteur de type fini est V;-adapté
pour tout entier ¢ > 0.
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La définition est tres difficile a vérifier si 'on ignore si un quotient
d’un foncteur oméga-adapté de hauteur strictement inférieure a n est encore
oméga-adapté de hauteur strictement inférieure a n : elle est maniable lorsque
Ihypothese suivante est satisfaite (le but étant de démontrer 1’épaisseur de
]:w—ad(n)).

Hypothése 10.3. La sous-catégorie F« %) de F est épaisse pour i < n.

Proposition 10.4. Soient A € ObF et F un objet fini de F. On suppose que
Uhypothése est satisfaite.

1. Si A est un foncteur @n—adapté, il en est de méme pour tous ses quotients.
2. 8i A est un foncteur Vy,-adapté, alors A® F est V,,-adapté.
3. Si A est V,-adapté, alors (A: F) est V-adapté.

Démonstration. Le premier point est formel.

Pour le second, considérons un épimorphisme f : A ® F — @Q, ou Q est
V,-nilpotent. Soit g : A — Homyz(F, Q) le morphisme adjoint & f. Comme F
est quotient d’une somme directe finie de projectifs standard, Homz(F), Q) est
un sous-foncteur d’'une somme directe finie de Ay @, il est donc V,-nilpotent
par la proposition .12 E Par conséquent, im g est un quotient V,,-nilpotent de
A, c’est donc, par hypothese, un foncteur oméga-adapté de hauteur strictement
inférieure & n. Il en est de méme pour im g ® F, puisque F' est fini (cf. [Dja06d],
§12.1).

Le diagramme commutatif

AQF
9gQF if
Homg(F,Q)® F ——Q

(dont la fleche horizontale est la cotinité de ’adjonction) montre que @ est un
quotient de im g ® F'; Q est donc objet de F«~2(n=1) grice & ce qui précede
et a I’hypothese .

Le troisieme point s’établit par un argument d’adjonction analogue, grace
aux deux remarques suivantes.

1. Le foncteur - ® F préserve N- ilg . par la proposition .

2. Le foncteur de division par F préserve F@—d(n=1) Enp effet, comme F est
de co-type fini, ce foncteur est un quotient d’une somme directe finie de
foncteurs de décalage, et la sous-catégorie F*~4"=1) de F est stable par
les foncteurs de décalage (cf. [Dja06d], §12.1).

O
Avant d’appliquer cette propriété a la proposition [L0.6, nous mentionnons
un lemme élémentaire qui se déduit des résultats de [[Kuh94l], §4.

Lemme 10.5. Soit M un GL,-module fini. Il existe un foncteur fini F de F
tel que F(E,) est isomorphe & M comme GLy-module.

La proposition suivante permet de réduire les vérifications nécessaires pour
démontrer que F« ") est épaisse.

Proposition 10.6. Soit A une partition réguliére telle que Ay = n. On suppose
Uhypothése vérifice. Les assertions suivantes sont équivalentes.
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La sous-catégorie F*—4U") de F est épaisse.

Pour tout objet fini X de Fgrn, le foncteur w,(X) est V., -adapté.
Pour tout objet simple S de Fgyrn, le foncteur w,(S) est V. -adapté.
Le foncteur de Powell Qy est V,,-adapté.

Lorsqu’elles sont vérifiées, pour tout foncteur fini (resp. simple) X de Fgy .,
ot k < n, le foncteur wi(X) est noethérien (resp. simple noethérien) de type k.

e v o~

Démonstration. Supposons ’assertion E vérifiée. On commence par montrer
que pour tout GL,-module simple S, le foncteur de Powell w,p,(S) est V-
adapté. Pour cela, on se donne, conformément au lemme , un foncteur fini
F de F tel que le GL,-module F(E,) est isomorphe & F3[GL,]. Le foncteur
Wn(pn(Ry) : tn(F)) est V,-adapté, car ¢’est un quotient, par la proposition 9.2
de , de w<n(Pn,<n pn(Br) 1 t<n(F)) ~ (wnPnin) D F) = (Qx: F)
(cet isomorphisme venant de la proposition 9.8 de [Dja064]), de sorte que la
proposition prouve ce premier point.

Par ailleurs, (p,(R») : tn(F)) =~ pn(Ry : F2[GL,]) par la proposition B.7,
et (Ry : Fo[GL,]) ~ Ry ® F3[GL,] ~ F3[GL,]%%, ot i = dimp, Ry € N*. Par
conséquent, tout GL,-module simple S est quotient de (R : F2[GL,]), donc le
quotient wypp(S) de wy(pn(Ry) : tn(F)) est V,-adapté.

Si X est un objet simple de Fg, », il existe un GL,-module simple S et un
objet simple F de F tels que X ~ k,,(F)® p,(S) (proposition 2.€), donc w, (X)
est quotient de wy,(tn (F) @ pn(S)) >~ wnpn(S) @ F. La proposition montre
A nouveau que ce foncteur est V,-adapté.

On a ainsi démontré que | implique .

Si lassertion E est vérifiée, le théoreme E prouve que tout sous-quotient
de w,(S), ot S est un objet simple de Fg,.,,, est objet de F¥~24(")  Comme la
sous-catégorie pleine A des objets de F dont tous les sous-quotients sont dans
Fw—adn) yérifie Phypothese que pour toute suite exacte courte 0 — A — B —
C — 0 de F, si deux des objets A, B, C appartiennent a A, il en est de méme
du troisieme, on en déduit I'assertion ﬂ

1l est clair que P entraine |4

Si I'assertion [l] est vérifiée, le foncteur w, induit une équivalence entre les
catégories fgnn et Fw—ad(n) /Fo—adn=1) " qonc I'assertion [ est satisfaite.

Ainsi, les assertions de ’énoncé sont équivalentes.

La fin de la proposition découle de la proposition . [l

11 Structure de P*?® F pour un foncteur fini F

Dans Darticle [Pow98a] (proposition 7.4) est établi le résultat suivant 5.
Proposition 11.1 (Powell). Soit F' un foncteur de type fini de F tel que
Va(F) =0 et que homgz(F, P) = 0. Alors F est un foncteur fini.

En étudiant une filtration explicite du foncteur G(2) construite & partir de
la filtration co-polynomiale de P, [Pow984] déduit de la proposition précédente
le corollaire suivant (c’est sa proposition 7.5).

Corollaire 11.2 (Powell). Le foncteur G(2) est Vy-adapté.

50n rappelle que ’on travaille avec des conventions duales de celles de Powell.
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Nous aurons également besoin de la conséquence facile suivante de la propo-
sition (qui est implicite dans [[Pow98d)).
Corollaire 11.3. Si F est un foncteur de type fini de F tel que Vo(F) = 0, alors
F est oméga-adapté de hauteur au plus 1. Plus précisément, F est isomorphe
dans F/F¥ & une somme directe finie de copies de P.

Démonstration. Comme F est de type fini, 'ensemble homz(F, P) est fini.
Soient IV et C le noyau et le conoyau, respectivement, du morphisme canon-
ique F — Phom#(FP) - Alors C est fini (car homg(C, P) = 0); comme P est
Fl-parfait, on en déduit homz(N, P) = 0. Mais Va(N) = 0, car N est un sous-
foncteur de F', donc N est fini par la proposition , d’ou le corollaire. O

Remarque 11.4. La démonstration de la proposition repose sur des con-
sidérations explicites issues de la théorie des représentations — essentiellement,
Powell s’appuie sur le fait qu’il existe peu d’extensions non triviales entre les
puissances extérieures (cf. [Fradd]), qui sont les seuls foncteurs simples de F
annihilés par V,. Malheureusement, la complexité des problemes posés par la
généralisation de cette approche aux foncteurs V,, croit tres rapidement avec n.

Du reste, la seule obstruction sérieuse a la généralisation des résultats présentés
dans cette section se trouve concentrée a la proposition .

La satisfaction de I’hypothese de la section précédente pour n = 2
(corollaire B.9) et le corollaire permettent de déduire de la proposition
le théoreme suivant, qui constitue le résultat « concret » le plus important de
cet article.

Théoréme 11.5. 1. La sous-catégorie F*~%2) de F est épaisse.

2. Tout G(2)-comodule fidéle fini (resp. simple) est noethérien (resp. simple
noethérien) de type 2.

3. En particulier, pour tout objet fini F de F, le foncteur P®2 @ F est
noethérien.

Ce théoreme semble le meilleur résultat actuellement connu concernant la
conjecture artinienne. Dans le cas ol F est constant, il est dit & Powell (cf.
[Pow984]) ; nous avons traité le cas olt F est une puissance extérieure par
d’autres méthodes dans [Dja06H].

Nous pouvons maintenant préciser le corollaire en montrant que la con-
jecture est vérifiée pour n = 2.
Proposition 11.6. Tout foncteur Vy-nilpotent et de type fini F est oméga-
adapté de hauteur au plus 1.

Démonstration. On établit la proposition par récurrence sur lindice de V-
nilpotence ¢ de F. On suppose donc la propriété vérifiée pour tous les foncteurs
de type fini annihilés par (Vy)"~1.

Il existe une suite exacte

PQVy(F) > F —-Q—0

olt V2(Q) = 0 (cf. [Pow98H, §5). Comme Q est de type fini, on en déduit que Q
est oméga-adapté de hauteur au plus 1 par le corollaire . Le foncteur de type
fini Vo(F) étant annulé par (V2)*~!, I'hypothese de récurrence montre qu’il est
également oméga-adapté de hauteur au plus 1, donc P ® Vo(F), puis F, sont

oméga-adaptés de hauteur au plus 2 (cf. , §12.1 et le théoreme ) En
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conséquence, comme le foncteur we induit une équivalence entre les catégories
]:ér , et Fwmad2) /Fw—ad(l) ] existe une suite exacte

0—>A—-F—>w(X)—>B—0

avec X € Ob.7:gr,2 et A, B € Ob F*~(1) Vu que la sous-catégorie Nilg, de F

est épaisse (proposition ) et que A, B et F sont @g-nilpoten‘cs, cela entraine
que wy(X) est Vy-nilpotent, donc que X = 0 par la proposition [7.1.

Par conséquent, F' est oméga-adapté de hauteur au plus 1, ce qu’il fallait
démontrer. |

Remerciements

L’auteur exprime sa chaleureuse gratitude envers Geoffrey Powell pour ’at-
tention qu’il a portée a cet article. Il remercie également Lionel Schwartz pour
ses conseils.

Références

[CR87] C. W. Curtis & I. REINER — Methods of representation theory. Vol.
II, Pure and Applied Mathematics (New York), John Wiley & Sons
Inc., New York, 1987, With applications to finite groups and orders,
A Wiley-Interscience Publication.

[CR90] —, Methods of representation theory. Vol. I, Wiley Classics Library,
John Wiley & Sons Inc., New York, 1990, With applications to finite
groups and orders, Reprint of the 1981 original, A Wiley-Interscience
Publication.

[Djal A. DJAMENT — « Représentations génériques des groupes linéaires :
catégories de foncteurs en grassmanniennes, avec applications a la
conjecture artinienne », These, Université Paris 13, en préparation.

[Dja06a] — , « Catégories de foncteurs en grassmanniennes »,
arXiv :math.AT /0610598, 2006.
[Dja06b] — , « Foncteurs de division et structure de /%2 ® A™ dans la catégorie

F », arXiv :math.RT /0607595, 2006.

[FFPS03] V. FrRaNJOU, E. M. FRIEDLANDER, T. PIRASHVILI & L. SCHWARTZ
— Rational representations, the Steenrod algebra and functor homol-
ogy, Panoramas et Syntheéses [Panoramas and Syntheses], vol. 16,
Société Mathématique de France, Paris, 2003.

[Fra96] V. FRANJOU - « Extensions entre puissances extérieures et entre
puissances symétriques », J. Algebra 179 (1996), no. 2, p. 501-522.

[Gab62] P. GABRIEL — « Des catégories abéliennes », Bull. Soc. Math. France
90 (1962), p. 323-448.

[Hum87] J. E. HUMPHREYS — « The Steinberg representation », Bull. Amer.
Math. Soc. (N.S.) 16 (1987), no. 2, p. 247-263.

[Jam78] G. D. JAMES — The representation theory of the symmetric groups,
Lecture Notes in Mathematics, vol. 682, Springer, Berlin, 1978.

43



[Jan03]

[Kuh94a]

J. C. JANTZEN — Representations of algebraic groups, second éd.,
Mathematical Surveys and Monographs, vol. 107, American Mathe-
matical Society, Providence, RI, 2003.

N. J. KUHN - « Generic representations of the finite general linear
groups and the Steenrod algebra. I », Amer. J. Math. 116 (1994),
no. 2, p. 327-360.

[Kuh94b] — , « Generic representations of the finite general linear groups and

[Mit86]

[Pir97]

[Pop73]

[Pow98a)

[Pow98D)

[Pow98c]

[Pow00a]

[Pow00b]

[Pow01]

[PS98]

the Steenrod algebra. IT », K-Theory 8 (1994), no. 4, p. 395-428.

S. MITCHELL — « On the Steinberg module, representations of the
symmetric groups, and the Steenrod algebra », J. Pure Appl. Algebra
39 (1986), no. 3, p. 275-281.

L. PIRIOU — « Sous-objets de I ® A" dans la catégorie des foncteurs
entre Fo-espaces vectoriels », J. Algebra 194 (1997), no. 1, p. 53-78.

N. PopPEscU — Abelian categories with applications to rings and mod-
ules, Academic Press, London, 1973, London Mathematical Society
Monographs, No. 3.

G. M. L. POWELL — « The Artinian conjecture for I®2 », J. Pure
Appl. Algebra 128 (1998), no. 3, p. 291-310, With an appendix by
Lionel Schwartz.

— , « Polynomial filtrations and Lannes’ T-functor », K-Theory 13
(1998), no. 3, p. 279-304.

— , « The structure of indecomposable injectives in generic represen-
tation theory », Trans. Amer. Math. Soc. 350 (1998), no. 10, p. 4167
4193.

— , « On Artinian objects in the category of functors between Fs-
vector spaces », in Infinite length modules (Bielefeld, 1998), Trends
Math., Birkhauser, Basel, 2000, p. 213-228.

— , « The structure of the tensor product of Fy[—] with a finite
functor between Fa-vector spaces », Ann. Inst. Fourier (Grenoble)
50 (2000), no. 3, p. 781-805.

— , « The tensor product theorem for ﬁ—nﬂpotence and the dimen-
sion of unstable modules », Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 130
(2001), no. 3, p. 427-439.

L. Piriou & L. SCHWARTZ — « Extensions de foncteurs simples »,
K-Theory 15 (1998), no. 3, p. 269-291.

44



