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Résumé— Cet article présente un algorithme d’optimisation
mixte dédié a la commande prédictive des systémes affines
par morceaux (PWA) avec entrées mixtes (i.e. continues et
discrétes). En exploitant la structure particuliére du pro-
bléme d’optimisation, le nombre et la dimension des sous-
problémes a résoudre pour trouver ’optimum sont réduits.

Cette approche est appliquée a un cas d’étude classique
de Pautomatique hybride : le contrdle des niveaux de liquide
d’un systéme a trois cuves.

Mots-clés— commande prédictive, systémes hybrides, sys-
témes PWA, optimisation mixte.

I. INTRODUCTION

Une grande part de la littérature concernant ’automa-
tique avancée implique le concept d’optimalité et néces-
site des méthodes d’optimisation adaptées. Pour les pro-
blémes de commande des procédés industriels complexes
et sous contraintes, la commande prédictive est devenue
un standard, bien qu’elle requiert une procédure d’optimi-
sation effectuée en ligne. A chaque instant d’échantillon-
nage, une séquence de commandes optimale (vis & vis d’un
critére donné) sur un horizon de prédiction fini est trouvée,
dont seule la premiére commande est appliquée au systéme.
Cette procédure est répétée a I'instant suivant (horizon glis-
sant).

Le systémes hybrides sont des systémes dynamiques qui
impliquent la présence de variables continues et discrétes
dans les modéles. En conséquence, les méthodes d’optimi-
sation requises par la commande prédictive sont confron-
tées A des aspects combinatoires. Parmi les différents pa-
radigmes permettant de construire des modéles hybrides,
certaines classes de systémes se prétent particuliérement a
la mise en ceuvre de lois de commande prédictive, notam-
ment dans leur formulation & temps discret. On distingue la
classe des systémes affines par morceaux (PWA pour Pie-
ceWise Affine) qui sont définis par des dynamiques affines
sur des partitions polyédrales de ’espace d’état-commande
(continu ou mixte). L’effort de recherche concerne principa-
lement des techniques de réduction de la complexité combi-
natoire du probléme d’optimisation associé & la commande
prédictive afin de ne pas avoir & énumeérer toutes les pos-
sibilités pour la commande sur ’horizon de prédiction, ce
qui engendre un (trés) grand nombre de sous-problémes a
résoudre pour trouver 'optimum & chaque instant d’échan-
tillonnage. Pour les systémes PWA continus (i.e. pas d’état
ni d’entrées discrets), les concepts d’atteignabilité et de

graphe de transition d’état sont utilisés dans [1] afin de
proposer un algorithme qui réduit le nombre de ces sous-
problémes. Pour s’affranchir du besoin de calcul en ligne
requis par la commande prédictive, la résolution du pro-
bléme de commande peut étre effectuée hors ligne en uti-
lisant la programmation multi-paramétrique [2]. Toutefois
cette derniére approche se limite & des systémes de trés
petite dimension. Pour les multimodéles affines (SAS pour
Switched Affine Systems) qui sont une sous-classe des sys-
téemes PWA impliquant des entrées de commande mixtes,
mais pas de partitionnement de I’espace d’état-commande
continu, un algorithme d’énumération partielle est proposé
dans [3] pour en réduire la dimension et le nombre. C’est
un algorithme de type branch & bound (B&B) qui exploite
les caractéristiques particuliéres du probléme de commande
prédictive.

On distingue aussi le formalisme Mixed Logical Dyna-
mical (MLD), dont I’équivalence avec les systémes PWA a
été prouvée dans [4], qui aboutit & un modeéle composé
d’équations d’état linéaires & temps discret et d’un en-
semble d’inégalités linéaires impliquant des variables réelles
et binaires [5]. La mise en ceuvre de la commande pré-
dictive pour les systémes hybrides modélisés sous forme
MLD requiert la résolution de problémes d’optimisation
standards qui sont mixtes linéaires ou quadratiques, ap-
pelés MILP/MIQP (pour Mixed Integer Linear/Quadratic
Programming). Ces problémes d’optimisation difficiles sont
résolus en utilisant les techniques du B&B et requiérent une
capacité de calcul importante. Différentes approches ont été
proposées pour réduire la complexité liée a 'utilisation du
formalisme MLD. Dans [6], les formalismes PWA et MLD
sont combinés pour aboutir au formalisme SPMLD (State
Partition Based MLD) qui consiste a utiliser un modéle
MLD particulier dans chaque partition de I’espace d’état.
Dans [7], un outil de test de satisfabilité des contraintes
logiques (SAT) est combiné & un algorithme de B&B pour
diminuer la complexité combinatoire.

Dans cet article, 'approche proposée dans [3], qui
consiste en un algorithme d’énumération partielle exploi-
tant les caractéristiques du probléme, est étendue aux sys-
témes PWA (avec entrées mixtes). Il est organisé comme
suit. Les systémes PWA sont présentés en section II. Le
principe de la commande prédictive (hybride) est introduit
en section III et la section IV est consacrée au probléme
d’optimisation mixte associé. La section V présente la mise



en ceuvre de approche proposée et les résultats de simu-
lation obtenus pour le controéle des niveaux de liquide d’un
cas d’étude classique de 'automatique hybride : le systéme
a trois cuves. Les conclusions sont données en section VI.

II. SYSTEMES PWA

La classe de systémes, appelés systémes PWA avec en-
trées mixtes (mais dont I’état est continu), a laquelle on
s’intéresse dans cet article est définie par les équations &
temps discret suivantes :

x(k+1) =
y(k) =

oux € X C R™ est le vecteur d’état, u. € U C R™u est le
vecteur des entrées continues et y € Y C R™v est le vecteur
de sortie du systéme. A; € R x R B; € R" x R"ue,
C, e R x R" D; € R™ x R"™c a, € R™ et ¢; € R".
L’indice ¢ dénote le mode i(k) € I C N a l'instant k qui est
défini par une valeur du vecteur des entrées discrétes ug (k)
(ug € Uy avec par ex., Uy C Z™4) et 'appartenance a
une partition x; (j € J C N) de 'espace d’état-commande
continu, indépendante des entrées discrétes uy :

(x(k), uc(k)) € xj = {(x,we) |Fyjx + Gyu. < f5}  (2)

A,LX(k’) —+ Bluc(k) + a;
sz(k) —+ Dzuc(k) + c;

(1a)
(1b)

On définit alors une fonction ¢ : X x U, x Uy — 1 telle
que :

i(k) = ¢(x(k), uc(k), ug(k)) (3)
Pour faire le lien avec les autres formalismes hybrides, le
mode dans lequel se trouve le systéme est analogue a ’état
discret (d’un automate hybride par ex.). L’entrée de com-
mande u du systéme se compose des entrées continues (u..)
et discrétes (ug) avec ny = Nye + Nyg. Le nombre total de
modes pour le systémes est donné par :

p = card(l) = card(J) x card(Uy) (4)

III. COMMANDE PREDICTIVE

Le principe de la commande prédictive consiste a ré-
soudre un probléme de commande optimale en boucle ou-
verte sur un horizon de prédiction glissant. La boucle est
fermée par l'utilisation d’une nouvelle mesure de l'état
du systéme & chaque instant d’échantillonnage. Le modéle
(PWA) de prédiction est stationnaire, on peut donc utili-
ser l'origine des temps comme instant courant sans perte de
généralité dans les équations. Soit U la séquence de com-
mandes sur I’horizon de prédiction, choisi de longueur N :

U= (u"(0)u"(1) - u"(N-1))" (5)

avec u = (ul ul)7 et soit la fonction de cotit suivante :
N-1
In(x(0),U) = F(x(N)) + ) L(x(k),u(k))  (6)
k=0

En pratique, la fonction de colit (ou critére a optimiser)
inclut un terme basé sur les écarts de la sortie y par rapport
a une référence et un terme basé sur ’entrée de commande
u. Soient :

ly(k) = yrllq, +luF)la. (7a)
[x(N) = %:l[q; (7b)

ou y, et X, sont respectivement les références pour la sortie
et 'état (final). En utilisant la norme 2, la fonction de
cofit est quadratique, i.e. |w|q £ w7 Qw. Les matrices
de pondération sont telles que Qf >0, Q, > 0 et Q, >0
(si des contraintes sur u sont présentes, typiquement des
contraintes sur les actionneurs, il suffit que la matrice Q,,
soit semi-définie positive puisque u ne peut pas avoir de
composantes infinies). On peut ajouter un terme sur 'état
[x(k+1) = xr|lq, avec Qz > 0.

A chaque instant d’échantillonnage, le probléme d’opti-
misation Py suivant doit étre résolu, I’exposant o signifiant
I'optimalité :

Pr(x(0)) : J3(x(0)) = min Jn (x(0), U) (8)
sous les contraintes du modeéle (1a)—(2). Une contrainte
égalité sur l'état final x(N) = x; peut étre ajoutée, no-
tamment pour garantir la stabilité du systéme bouclé [8].

Une particularité du probléme d’optimisation ainsi for-
mulé est sa nature mixte. La présence d’entrées de com-
mande continues (u.) et discrétes (ug) conduit a considé-
rer la séquence de commandes recherchée U comme une
séquence de commandes continues, notée U, et une sé-
quence de commandes discrétes, notée Uy, sur I’horizon de
prédiction N. On a donc :

J3(x(0)) = min (min Jn(x(0), (U, Ud))> (9)

Uy e
sous les contraintes du modéle, pour £ =0,1, --- N —1:
X(kj +1) = Azx(kz) + Biuc(k) +a; (10a)
v(k) = C;x(k)+ D;u.(k)+c; (10b)
FZX(k') + Gluc(kz) < f; (106)

avec i(k) = p(x(k), ue(k), ua(k).

On note I = (i(0) i(1) --- (N — 1))T € I" une séquence
de modes sur ’horizon N. Elle caractérise une séquence
Uy et N ensembles de contraintes (10a)—(10c) pour k =
0,1, --- N — 1. Le probléme Py peut se reformuler ainsi :

30 = mjn (gin (8, (U=, 1)) (1)

Pour une séquence de modes donnée I, le cofit :

Jx(x(k),I) = min Jy (x(k), (U, I))

c

(12)

est le colit optimal trouvé en résolvant un sous-probléme
d’optimisation continu (la séquence I — donc U, — est fixée)
sous contraintes. Ce sous-probléme peut étre transformé
en un probléme standard de programmation quadratique
(QP) moyennant quelques étapes de calcul supplémen-
taires. L’exposant * signifie 'optimalité vis & vis d'une sé-
quence de commandes discrétes donnée. Ainsi, la séquence
de commandes continues notée U} est dite optimale en re-
gard de la séquence de commandes discrétes Ugq donnée.
Toutefois, le probléme d’optimisation sous contraintes (12)
n’est pas nécessairement faisable, i.e. pour la séquence de
commandes discrétes donnée, aucune solution ne satisfait
les contraintes du modéle (10a)—(10c).



IV. OPTIMISATION MIXTE

Le probléme d’optimisation associé & la commande pré-
dictive des systémes PWA étant formulé, on s’intéresse
dans cette section a sa résolution.

A. Enumération exhaustive

La méthode la plus simple pour trouver 'optimum
recherché consiste & énumérer toutes les séquences de
modes possibles sur ’horizon de prédiction puis & résoudre
les sous-problémes QP associés aux séquences correspon-
dantes. Pour une séquence de modes donnée, deux cas de
figure peuvent se présenter :

— il n’y a pas de solution satisfaisant les contraintes, le
sous-probléme QP est infaisable ;

— le sous-probléme QP est faisable, une séquence conti-
nue optimale est trouvée.

Pour chaque séquence de modes I ou le sous-probléme QP
correspondant est faisable, une séquence continue optimale
U? en regard de la séquence discréte Uy associée & I et une
valeur de la fonction de cotit (12) sont obtenues. L’optimum
recherché est donc donné par la séquence de modes qui
minimise (12) :

Ji (x(k)) = min (Jy (x(k), 1)) (13)

Simple en apparence, cette méthode, que 'on qualifie
d’énumération exhaustive, est rapidement mise en défaut
lorsque le nombre de modes et/ou la longueur de I’hori-
zon de prédiction augmentent. C’est un phénomeéne d’ex-
plosion combinatoire : le nombre de possibilités a énumé-
rer croit exponentiellement avec le nombre de modes et la
longueur de I’horizon. Soit p le nombre de modes possibles
pour le systéme. Une énumération exhaustive des séquences
de modes conduit a considérer p"V sous-problémes QP.

La figure 1 est une représentation de I’arbre des possibi-
lités : chaque feuille (symbolisée par un point noir) est un
sous-probléme QP & résoudre et 'une d’elle est 'optimum
recherché. La profondeur dans ’arbre croit avec ’horizon
de prédiction et a une profondeur donnée, sa largeur est
fixée par le nombre de modes possibles du systéme.

Horizon
+ de prédiction

p" séquences de modes

Fig. 1. Enumération exhaustive

Tous les sous-problémes QP sont de dimension identique,
i.e. la dimension du vecteur d’optimisation est dim(U.) =
Nye X N.

B. Enumération partielle

L’énumération exhaustive consiste & parcourir la totalité
de I'arbre des possibilités de la figure 1. Le probléme d’op-
timisation associé & la commande prédictive a une struc-
ture particuliére : le cott est additif (les fonctions L et F'
sont définies positives). L’idée clé de lalgorithme d’énu-
mération partielle proposé s’appuie sur la représentation
de Varbre des possibilités de la figure 1 : connaissant un
sous-optimum de (9)—(10c), évaluer des coiits partiels afin
d’élaguer D'arbre, i.e. couper les branches qui ne peuvent
pas conduire a 'optimum.

La méthode se compose d’une stratégie de descente pour
parcourir 'arbre des possibilités et d'un critére d’élimina-
tion de branches.

Stratégie de descente : supposons étre P (< N) instants
d’échantillonnage dans le futur, i.e. & une profondeur P
dans l'arbre des possibilités. La stratégie proposée est de
type meilleur d’abord :

— calculer les cofits optimaux Jp41 correspondant aux
sous-problémes faisables pour les différents choix pos-
sibles du mode;

— choisir la branche donnant le cotit minimal sur I’hori-
zon P + 1 pour continuer ’exploration.

Elimination de branches supposons connaitre un
premier sous-optimum (toutes les feuilles de ’arbre pour
lesquelles le sous-probléeme QP associé est faisable sont
des sous-optima, 'optimum recherché est le meilleur sous-
optimum). Parcourir arbre en éliminant les branches pour
lesquelles :

— soit le cotit optimal sur un horizon réduit est supérieur
au coflit du sous-optimum connu ;
— soit le sous-probléme est infaisable.

On rappelle qu’un probléme d’optimisation sous contrain-
tes est dit infaisable lorsqu’il n’existe pas de solution satis-
faisant les contraintes du probléme. Eliminer une branche
signifie éliminer toutes les autres branches issues de cette
derniére. Le sous-optimum connu est actualisé a chaque fois
qu’une feuille est évaluée et que le cotlit obtenu est inférieur
a celui du sous-optimum précédent.

Soit une séquence de modes Iy (on fait 'hypothése que
le sous-probléme QP associé cette séquence est faisable) o
I'indice N signifie que la séquence est de longueur N. Soit
un horizon P avec P < N. Les notations suivantes sont
utilisées :

— I%N) est la séquence des P premiers modes extraite de
la séquence Iy ;

— Ugg) est la séquence de commandes continues de lon-
gueur P extraite de la séquence U.y.

On rappelle que I'exposant * signifie 'optimalité vis & vis
d'une séquence de modes donnée : i.e. la séquence U}y
est optimale vis & vis d’une séquence de modes Iy donnée.
Toutefois, la séquence extraite UZEDN) n’est pas nécessaire-
ment optimale sur I’horizon P.

Théoréme : Soit une séquence de modes Iy donnée, pour
tout P < N, le coiit optimal obtenu pour la séquence Iy
est supérieur au cotit optimal obtenu pour une séquence



extraite IEDN) :

VP <N, Ji(x(0),Ix) > Jp(x(0),I)  (14)

Preuve : Le coit (12) se divise en deux termes, pour tout
P <N:

T (x(0),In) = Jp (x(0), (U, 10)

+ D L(x(k), (wi(k).i(k)) + F(x(N)) (15)

Le cott est additif et les fonctions L et I sont définies

positives donc :

T3 (x(0),Iy) > Jp(x(0), (UEV,107))  (16)

Le cotit Jp (x(0), (UZEDN), IgDN))) est le cotit calculé avec une
séquence extraite UZEDN) et est donc sous-optimal sur I’ho-
rizon P :
Tp(x(0),(Up". 1.7) > Jp(x(0).1,7) (1)
colit sous-optimal sur P colit optimal sur P
O

Supposons étre a une profondeur P < N et que le cofit
associé Jp est supérieur & un sous-optimum connu, en vertu
du théoréme énoncé ci-dessus, la branche correspondante et
toutes les branches qui en sont issues peuvent étre coupées.

Remarques :

1. La présence d’une contrainte égalité sur 1’état final
x(N) = x, (resp. un terme sur 'état final F/(x(IV)) n’est a
considérer que lors de I’évaluation d’un cotit sur ’horizon
complet (N), i.e. une feuille de I'arbre de la figure 1. Cette
contrainte (resp. ce terme) n’existe pas lors de ’évaluation
d’un cotlt partiel (P < N).

2. Dans le cas d’un probléme d’optimisation purement
combinatoire, le cotit d’'un noeud dans I'arbre des possibili-
tés est obtenu par la somme des cofits associés aux branches
menant & ce nceud (le cotlit est évalué en descendant). Le
probléme considéré ici est de nature mixte. Le cotit d’une
branche n’est pas connu & priori puisqu’il dépend de la com-
mande continue u} trouvée en résolvant le sous-probléme
QP associé au chemin emprunté dans I’arbre. Soit un nceud
& une profondeur P < N, le cofit associé & ce noeud n’est
pas la somme des cofits de branche mais le colit obtenu en
résolvant un sous-probléme QP sur ’horizon P.

L’algorithme d’énumération partielle est un algorithme
de type B&B qui conduit a la solution optimale en exploi-
tant la structure particuliére du probléme d’optimisation
associé & la commande prédictive : la hauteur de l'arbre
est fixée par la longueur de I'horizon de prédiction. Les
techniques de programmation mixte entiére & base de B&B
n’exploitent pas cette caractéristique car elles utilisent un
arbre de décision différent : si le probléme comporte b va-
riables entiéres supposées binaires, la profondeur de ’arbre
est N x b, il y a deux possibilités de branchement & chaque
nceud et c’est le cotit sur ’horizon complet qui est évalué.
Elles ont été développées pour résoudre des problémes stan-
dards, purement combinatoires ou mixtes. Dans le cadre de

la commande prédictive des systémes MLD, le probléme
d’optimisation associé est reformulé en probléme standard
MIQP [5], [9].

La stratégie de descente proposée est une heuristique qui
permet d’obtenir un premier sous-optimum qu’on espére de
bonne qualité, i.e. peu éloigné de 'optimum. Le caractére
sous-optimal provient du choix de la séquence de modes
(stratégie du meilleur d’abord a un pas de prédiction) mais
le sous-optimum est obtenu en résolvant un sous-probléme
QP sur I'horizon complet N.

Dans cette approche par énumération partielle, la dimen-
sion des sous-problémes QP & résoudre commence & n,. au
début de larbre (prédiction & un pas) pour croitre avec
P’horizon jusqu’a n,. X N en bas de 'arbre (horizon N).

V. EXEMPLE D’APPLICATION
A. Description du cas d’étude

L’algorithme proposé est appliqué au systéme a trois
cuves [10] dont un schéma est représenté figure 2. Le sys-

Q1 Q2

gl <>

VlSu V23u

5

ha

h Viai Vasi

BT iy

A A
Vsg Vas

Fig. 2. Systéme a trois cuves

Vi

téme est composé de trois cuves numérotées de 1 a 3 de
hauteur h,,q.. Les cuves 1 et 2 sont alimentées en eau par
deux pompes dont les débits respectifs Q1 et ()2 peuvent
varier entre 0 et Q.nqz. Quatre vannes Vigy, Voszr, Vizy et
Vo3, permettent de controler les flux entre les cuves. On
suppose qu’elles ne peuvent prendre que deux états : ou-
vert (1) ou fermé (0). Les vannes supérieures sont situées a
une hauteur h,. Les vannes Vi, Vaoy et Vay fixent les flux
sortants et sont ouvertes a 10 %. Les niveaux de liquide
dans les trois cuves, qui sont les grandeurs a controler, sont
notés hi, hs et hz respectivement.

La conservation de la masse dans les cuves permet
d’écrire les équations différentielles suivantes :

hy = %(Ql — Q131 — Q130 — Q1) (18a)
hy = %(Q2 — Q231 — Q230 — Q2f) (18b)
hy = %(sz + Q13u + Q231 + Q23. — Q3f) (18¢)

ou S, est la section des cuves et les grandeurs @ sont les
différents flux entre les cuves et flux sortants. Les débits



sont donnés par la loi de Toricelli et sont linéarisés en
utilisant approximation suivante : vh ~ h/v/hmas pour
h € [0, himaz] [9]- Les débits s’écrivent alors :

Qizr ~ kiVizi(h1 — h3) (19a)
Q231 ~ KkVaz(ha — h3) (19b)
Qif =~ kVigh; pourie {1,2,3} (19¢)

avec ki = aSy+\/29/hmaz. a est une constante liée au li-
quide, S, est la section des vannes et g est I’accélération
de la pesanteur. Pour le débit Qq3,, il faut considérer les
différents cas possibles pour les niveaux de liquide hy et
hg :
— si hl > hU et h3 > hU alors QlBu = k’uvlgu(hl — hg);
— si hy < hy et hy > hy, alors Q13y = kyVigu(hy — h3);
— si hy > hy, et hg < h,, alors Q134 = kuVigu(h1 — hy);
— si by < hy et hy < by, alors Qq3, = 0.

avec ky = aSy/29/(hmaz — hy). Il en va de méme pour le

débit (23, dont I'expression, qui est analogue & 13, n’est
pas détaillée ici. Il résulte de ces considérations un parti-
tionnement de ’espace d’état engendré par hy, hy et hs en
huit régions contigiies. Les équations (18a)—(18c) sont dis-
crétisées par la méthode d’Euler afin d’obtenir un modéle
PWA a temps discret (1a)—(2).

Il y a huit partitions & considérer et les deux positions
(ouverte ou fermée) des quatre vannes : le nombre total de
modes est donc 8 x 24 = 128. La période d’échantillonnage
est 10s. On ne considére pas de cotit ni de contrainte égalité
sur I'état final. L’état initial est :

x=(0.40.90.1)7 (20)
Les consignes pour les niveaux de liquide sont :

yr =%, = (0.6 0.8 0.5)7 (21)
Les pondérations utilisées dans la fonction de cout (6) sont :

Qu =
Qy

diag(11 1111)
Q. = diag(10? 102 10%)

(22)
(23)

01F —h1|]
—h2
—h3
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0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
(s)

Fig. 3. Niveaux de liquide (N = 3)
Des simulations ont été effectuées pour différents hori-

zons de prédiction (2 < N < 6). Les figures 3, 4 et 5 re-
présentent respectivement les niveaux de liquide dans les

2 2
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Fig. 4. Entrées de commande (N = 3)

Fig. 5. Trajectoire dans l’espace d’état (N = 3)

trois cuves, les commandes continues et discrétes, et la tra-
jectoire dans 'espace d’état obtenus pour N = 3. L’état a
atteindre x, n’est pas un état d’équilibre pour le systéme et
les niveaux des cuves 1 et 3 oscillent autour de leur valeur
de consigne respective suivant I'ouverture et la fermeture
de la vanne inférieure Vi3; qui permet le passage du liquide
entre ces deux cuves.

La figure 6 représente les nombres minimaux, moyens
et maximaux de sous-problémes QP résolus pour atteindre
I'optimum recherché en fonction de la longueur N de I’hori-
zon de prédiction. On peut observer que la complexité reste
exponentielle mais que I’algorithme d’énumération partielle
permet d’éviter I’explosion combinatoire.

Le tableau I met en lumiére cet aspect pour les diffé-
rents horizons employés. La premiére colonne donne les
nombres de sous-problémes QP qu’il faudrait résoudre a
chaque instant d’échantillonnage en procédant par énumé-
ration exhaustive. Les trois colonnes suivantes donnent les
nombres minimaux (QP min), moyens (QP moy) et maxi-
maux (QP max) obtenus avec ’énumeération partielle (le
nombre de QP résolus a chaque instant varie sur la durée de
la simulation). La derniére colonne donne les pourcentages
correspondant aux nombres maximaux de QP résolus par
rapport a I’énumération exhaustive. Pour N = 3 par ex.,
les optimisations effectuées lors de la simulation ont requis
la résolution de 6528 QP au maximum & chaque instant, a
comparer avec 128% 2 2.110% (énumération exhaustive).



Nombre de sous-problémes QP résolus

Horizon N

Fig. 6. Nombre de sous-problémes résolus en fonction de I’horizon de

prédiction
N pN QP min | QP moy | QP max
2 | 16384 256 420 1024
3 | 2.1108 384 1390 6528
4 | 2.7108 512 4815 44928
5 | 3.41010 1664 9045 86912
6 | 4.410'2 2688 15104 139264
TABLE 1

PERFORMANCES DE L’ALGORITHME D’ENUMERATION PARTIELLE

Nous nous sommes intéressés a effectuer la comparaison
des résultats obtenus avec les algorithmes d’énumération
partielle et “migp” [11] (associé au formalisme MLD, cité
en introduction). La modéle MLD du systéme a trois cuves
a été obtenu a l'aide du logiciel Hysdel [12]. Les résultats
sont présentés dans le tableau II pour 2 < N < 4 avec les
nombres maximaux de sous-problémes résolus et les temps
de calculs associés. Ces résultats ont été obtenus avec un
ordinateur de type PC équipé d’'un processeur Centrino
cadencé a 2GHz et de la version 7.0 du logiciel Matlab.
Les algorithmes utilisés ont été développés en code Matlab
et le solveur utilisé pour résoudre les sous-problémes QP
est “ quadprog” issu de la boite & outils “ Optimization”.

Outre le nombre de sous-problémes résolus pour obte-
nir U'optimum, le temps de calcul nécessaire est aussi lié
& la dimension des sous-problémes. Le formalisme MLD
requiert 'ajout de ns = 3 variables auxiliaires binaires et
n, = 7 variables auxiliaires réelles. La dimension maximale
d’un sous-probléme est alors (ny. + nugd + ns + n.) X N.
Pour I’énumération partielle, la dimension maximale d’un
sous-probléme est n,. x N. L’intérét de 'approche proposée
réside aussi dans la faible dimension des sous-problémes &
résoudre, ce qui induit de faibles temps de calcul. Au début
de l'optimisation, il faut résoudre un nombre important de
sous-problémes mais de faibles dimensions. Le fait de cou-
per des branches dans ’arbre des possibilités restreint le
nombre de sous-problémes de taille plus importante & ré-
soudre.

VI. CONCLUSIONS

Cet article présente un algorithme simple et efficace pour
résoudre le probléme d’optimisation mixte associé a la com-

énum. part. miqp (MLD)
N | QP max | temps (s) | QP max | temps (s)
2 1024 4.34 589 35.1
3 6528 27.8 6821 591
4 44928 233.3 27609 3583
TABLE II

PERFORMANCES COMPAREES

mande prédictive des systémes PWA avec entrées mixtes.
Connaissant un sous-optimum, I’idée clé de cet algorithme
est d’évaluer des cotits partiels (i.e & des horizons intermé-
diaires) afin d’élaguer I’arbre des possibilités en coupant les
branches qui ne peuvent pas conduire a 'optimum recher-
ché.

Les résultats de simulation obtenus avec le cas d’étude
du systéme & trois cuves permettent de juger de l'efficacité
de I’approche proposée et d’effectuer une comparaison avec
I’algorithme “ miqp” associé au formalisme MLD.

Des travaux futurs consisteront a programmer [’algo-
rithme proposé dans un langage rapide. Il sera alors pos-
sible d’effectuer des comparaisons avec des solveurs com-
merciaux puissants (et cotiteux) tels que CPLEX qui sont
incontournables pour 'utilisation du formalisme MLD avec
des problémes non triviaux.
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