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Résumé

In this paper we study a random walk on an affine building of type
A,., whose radial part, when suitably normalized, converges to the Brow-
nian motion of the Weyl chamber. This gives a new discrete approxima-
tion of this process, alternative to the one of Biane [E] This extends also
the link at the probabilistic level between Riemannian symmetric spaces
of the noncompact type and their discrete counterpart, which had been
previously discovered by Bougerol and Jeulin in rank one [E} The main
ingredients of the proof are a combinatorial formula on the building and
the estimate of the transition density proved in [@
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1 Introduction

Le mouvement brownien de la chambre de Weyl, ou MB intrinseque, con-
sidéré par Biane dans [E] a connu assez récemment un intérét grandissant du fait
de son apparition dans de nombreuses branches des probabilités. Par exemple
en dimension 1 c’est le Bessel-3 dont on connait déja bien I'importance. Mais
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plus généralement il apparait entre autres en théorie des matrices aléatoires,
des systemes de particules, des files d’attente, des tableaux de Young, en per-
colation orientée (voir par exemple [[J] pour un panorama général), ou encore
dans la théorie des processus sur les espaces symétriques riemanniens [[lf], et
plus récemment dans la théorie des processus de Dunkl et de Heckman-Opdam
(cf (] et [P4] et les références citées). C'est un processus a valeurs dans une
chambre de Weyl a,, c’est-a-dire grossierement un cone de R” dont les bords
sont délimités par certains hyperplans. Une fagon élémentaire de le définir est
de considérer le mouvement brownien tué au bord de la chambre de Weyl, et
conditionné & ne jamais toucher le bord (cf partie préliminaire pour plus de
précisions).

Une question de base est de trouver une version discrete naturelle de ce
processus, c’est-a-dire une marche aléatoire qui, convenablement renormalisée,
converge vers ce processus. Un exemple de telle marche a été introduit et étudié
par Biane [[] [[] [B], puis Biane, Bougerol et O’Connell [[fl. On peut la définir
de maniere analogue, en considérant la marche aléatoire simple sur le réseau
des poids d’un systeme de racines, tuée au bord de la chambre de Weyl, et con-
ditionnée a ne jamais toucher les bords. Disons simplement que le réseau des
poids en question est un réseau dont les vecteurs de base engendrent les direc-
trices du come ay. On peut alors calculer explicitement son noyau de transition,
a ’aide notamment du principe de réflexion, et montrer sa convergence vers le
MB intrinseque [{i]. En fait [[f] [f] cette marche apparait aussi naturellement
en cristallisant une marche aléatoire quantique sur le dual d’un groupe de Lie
compact.

Dans cet article nous étudions une discrétisation alternative du MB in-
trinseque, lorsque la chambre de Weyl est associée a un systeme de racines
de type A (cf partie suivante). Dans ce cas le MB intrinseque s’identifie au
processus des valeurs propres d’une matrice hermitienne de trace nulle dont
les coefficients sont des mouvements browniens complexes (dit aussi processus
GUE). Notre discrétisation est obtenue & partir d’une certaine marche aléatoire
au plus proche voisin (X,,,n > 0), sur (’ensemble des sommets d’) un immeuble
affine de type A,. Pour simplifier disons qu’un immeuble affine est un graphe
contenant plusieurs sous-graphes, appelés appartements, isomorphes au réseau
des poids. Une fois que l'on s’est fixé un appartement, disons P, et une partie
positive PT, on définit la partie radiale d’un sommet = de 'immeuble, comme
sa projection T sur Pt (cf partie suivante). Soit A 'opérateur de transition de
(Xn,n > 0). Notons Fy une certaine fonction propre positive de A au bas du
spectre (Fy sera définie précisément dans la suite). Soit (Y;,,n > 0) la Fy-marche
relativisée au sens de Doob. Soit (V;V,t > 0) la suite de Fy-marches radiales
renormalisées, définie par Y,V = Y[Nt]/\/ﬁ, pour tout N > 0 et tout t € RT.
Alors le principal résultat de cet article est que la suite de processus (Y,V,t > 0)
converge en loi, dans ’espace des trajectoires, vers le MB intrinseque, lorsque
N tend vers l'infini.
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L’idée de ce résultat remonte a I’étude de Bougerol et Jeulin @], qui le
démontrent dans le cas des arbres homogenes, qui sont des immeubles de rang
1. En méme temps ils démontrent également un résultat tout a fait analogue
sur les espaces symétriques riemanniens de type non compact de rang 1 (en
particulier sur tous les espaces hyperboliques réels ou complexes), qui sont des
versions continues des arbres homogenes. Ils 'ont ensuite étendu avec Anker
a tous les espaces symétriques riemanniens de rang supérieur ] [H] L’auteur
I’a également montré dans le cadre général de la théorie de Heckman-Opdam
[@] On voit donc que le résultat décrit plus haut est en un sens universel. 11
établit une correspondance au niveau probabiliste entre les espaces symétriques
riemanniens de type non compact, ou plus généralement la théorie de Heckman-
Opdam, et les immeubles affines (de type A,.). Signalons quand méme qu’une
telle correspondance n’est pas surprenante, puisque les immeubles affines, ex-
cepté certains de type A, sont aussi des (représentations géométriques d’) es-
paces symétriques de type p-adique. En particulier les théories analytiques ou
géométriques (e.g. compactifications) sur ces espaces sont similaires. Nous ren-
voyons aussi le lecteur a [E] ou @] pour d’autres résultats probabilistes sur les
immeubles (en particulier loi des grands nombres et théoreme central ou local
limite).

Cet article est organisé comme suit. Dans la partieﬁ nous rappelons certaines
définitions et propriétés importantes des objets étudiés. Dans la partie suivante
nous introduisons les Fy-marches aléatoires, et montrons qu’elles apparaissent
naturellement comme limites de ponts de longueur N, lorsque N tend vers
Iinfini. Puis dans la partie H, nous donnons des formules explicites pour les
probabilités de transition des parties radiales des marches aléatoires au plus
proche voisin. Ceci nous permet dans la partie E, de démontrer le résultat décrit
précédemment, lorsque 1’on renormalise le point de départ de (X,,n > 0) de
fagon a converger vers le MB intrinseque partant d’un point a l'intérieur de
la chambre de Weyl. On s’appuie pour cela sur un critere de Ethier et Kurtz
[@] sur la convergence uniforme des générateurs. Enfin dans la derniére partie
nous montrons la convergence vers le MB intrinseque partant de 0. Ce dernier
résultat est plus difficile a obtenir, car le critére de Ethier et Kurtz ne suffit
plus. 11 faut en plus un contréle de la norme des processus en temps petit. Ceci
s’obtient grace aux estimations du noyau de la chaleur démontrées récemment
dans [E] Cependant ces estimations ne concernent qu’une marche aléatoire bien
particuliere, dite marche aléatoire simple (excepté pour r = 2, ot les estimations
sont démontrées pour toutes les marches symétriques au plus proche voisin).
Notre dernier résultat se restreint donc (sauf pour r = 2) a ce cas particulier.

2 Préliminaires

Le systéme de racines : Soit a un espace euclidien de dimension r, muni du
produit scalaire < -,- >. On note a¢ := a+1a sa complexification. Soit R C a un
systéme de racine de type A,.. On peut le définir (c.f. [Eﬂ) comme 'ensemble des
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vecteurs e;—ej, pour 1 <4 # j <r+1,olulese;, 1 <i < r+1,sont les vecteurs de
la base canonique de R"*! et o1 a est 'hyperplan {< z,e; + -+ + e, 41 >= 0}.
Un sous-ensemble de racines positives R est défini comme suit : on choisit
d’abord arbitrairement v € a tel que < u,a >7# 0 pour tout & € R. Puis on
pose RT = {a € R |< a,u > > 0}. La chambre de Weyl positive associée a,
est définie par

ap ={r€al<a,x>>0 VaecR"}.

On note ay son adhérence, et Jay sa frontiere. Si & € R, on note 7, la réflexion
orthogonale par rapport a I’hyperplan orthogonal & . On note Wy le groupe
de Weyl, c’est-a-dire le groupe engendré par les r,, @ € R. Si a € a, on pose
aV = 2a/|al®. On note I := {ay,...,q,} une base (les éléments de II sont
appelés racines simples) de RT, c’est-a-dire un sous-ensemble de R tel que
pour tout & € RV, il existe des entiers positifs nq, ..., n, telsquea = >\, njo.
On note {A1,..., A} la base duale, i.e. Vi # j, < a;, A\; >= 0;,;. Les éléments
de la base duale sont appelés poids fondamentaux. Le réseau des poids P est
par définition le Z-réseau engendré par les poids fondamentaux. Le réseau P
engendre naturellement un complexe simplicial, appellé complexe de Coxeter
(cf [B4)). On note P le sous-ensemble des poids positifs, i.e. appartenant  ay,
et PTT celui des poids positifs réguliers, i.e. appartenant a a,. On note W le
groupe de Weyl affine étendu (il est engendré par Wy, les translations par des
éléments de P, et le groupe €2 qui agit par permutation circulaire sur les poids
fondamentaux, cf []). On peut définir (cf []]) une fonction w ~ g, sur W
telle que, si t) est la translation de vecteur A € P, alors

Gy = @Rt <A,

SiXe Pt etsi A=Y ._, n)\;, alors sa longueur est définie par [A\| =>_, n;.

L’immeuble affine : Un immeuble affine (voir [RJ] ou R3J]) de type A, est
un complexe simplicial non vide contenant des sous-complexes, appelés apparte-
ments, tels que :

e Tout appartement est isomorphe (cf [20]) au complexe de Coxeter.

e Etant donné deux chambres (simplexes de dimension maximale) il existe

un appartement les contenant toutes les deux.

e Etant donné deux appartements ayant au moins une chambre en commun,

il existe un unique isomorphisme entre eux qui fixe ponctuellement leur
intersection.
On note X Pensemble des sommets (simplexes de dimension 1) de I'immeuble.

Signalons, pour éviter toute ambiguité, que les chambres de 'immeuble (ap-
pelées aussi parfois alcoves), qui sont des simplexes compacts, ne doivent pas étre
confondues avec la chambre de Weyl positive, qui est une chambre du systéeme
de racines, et en particulier un céne ouvert non borné de a.

Deux chambres de I'immeuble sont dites voisines si elles sont distinctes, et
ont une face en commun. On appelle galerie toute suite de chambres (C1, ..., Cy)
telle que pour tout ¢ < n — 1, C; et C;41 sont voisines. L’entier n — 1 est par
definition la longueur de la galerie. On definit la distance entre deux chambres C'
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et C’, comme la longueur minimale d’une galerie allant d’une chambre & lautre,
et on la note d(C, C"). Si C est une chambre et F' une de ses faces, on supposera
que le nombre ¢ de chambres voisines de C' qui contiennent F' ne dépend ni de
C ni de F (on dit que I'immeuble est régulier). Pour » = 1 par exemple, X est
un arbre homogene, ou chaque sommet a ¢ 4+ 1 voisins.

On fixe désormais un sommet 0 de X, et un appartement P (identifié ici au
réseau des poids) contenant 0. On notera Cj la chambre de 'appartement P
contenant 0 et tous les poids fondamentaux. Si x est un autre sommet de X il
existe par définition un appartement contenant Cy et z. Par ailleurs il existe
un unique isomorphisme entre cet appartement et P qui fixe Cy. L'image de =
par cet isomorphisme est un élément de P, qui a donc un conjugué T (unique)
dans P* sous ’action du groupe de Weyl. On peut montrer que ce procédé
détermine bien T de facon unique, et on 'appelle la coordonnée ou partie radiale
de x. Lorsque 7 = 1 par exemple, P est I’ensemble des entiers N, et T est la
distance de z & lorigine. Pour A € PT, on note V,(0) Pensemble des sommets
de coordonnée A, et on 'appelle sphére de rayon A centrée en Q. Etant donné
un sommet z on définit de maniere analogue la sphere V) (z) centrée en z et de
rayon A. C’est ’ensemble des sommets y de X tels qu’il existe un appartement
A contenant x et y et un isomorphisme entre A et P, qui envoie x en 0 et y en
A. Pour tout A € P*, V(z) est un sous-ensemble fini de X, dont le cardinal Ny
est indépendant de x. Pour A € P, soit W) le stabilisateur de A sous l'action
de Wp. On a la formule suivante (voir R0] formule (1.5)) :

Wo(g™h)
Ny = =09 )
YT Wl )™

o V(g~') = X ey @' pour tout sous-groupe V de Wy. On définit enfin la
fonction 7 sur P par

m(\) = H <oV, A >.
aeRt

Les polynémes de Macdonald : Les fonctions c et h sont définies pour z € ac
par

1_ q7167<av,z>
C(Z) = H 1 —e—<avV,z>
a€RT
et
K
-3 ¥ o
1=1 AeWpA;
On notera aussi h = %. Les polynémes de Macdonald sont définis (voir par

exemple [ [ [[§, ou [Rd])) pour A € P* et z € ac par

-

. a,’ -1\, <wX,z>
Py(z) = Ww;; c(w™ z)e . (1)
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On définit également la fonction Fy sur P* par
Fy(A) = P(0).

On rappelle estimation dans PT (cf [H]) :

PN =a,® [ 1+ <ar>), 2)

a€R*

et lorsque < a, A >— 400 pour tout o € R,

1

Fo(A) ~ g, 7 m(N). (3)

Marche aléatoire symétrique au plus proche voisin : Par définition, c’est
une chaine de Markov (X,,,n > 0) sur X, dont les probabilités de transition
sont égales a

_ Di si (/S V)\i (:E)a
p(@,y) = { 0 sinon,

ou les p; satisfont la condition 2221 pilNx, = 1. Soit

T
1
p= Zpiqtii [WoAil,

i=1

le rayon spectral (le fait que p soit le rayon spectral resulte de la formule (2)
dans [f]). La marche radiale est par définition la chaine de Markov (X,,,n > 0)
sur P*. On notera p son noyau de transition. Un cas particulier important qui
sera étudié dans cet article est la marche aléatoire simple. Ses probabilités de
transition sont définies par

qt)‘i
r -3 ’
2
Zi:1 Qt)\i N)\i

pour tout ¢ < r. Pour cette marche on dispose d’une formule intégrale relative-
ment simple pour le noyau de transition (voir par exemple [@] formule (1.10)
et [ff] formule (2)), ce qui explique d’ailleurs son nom : si

N

(4)

pi =

U={0cal<a’,0><2r VYacR}

et si p™(0, ) est la probabilité, partant de 0, d’arriver au sommet x € V) (0) en
n pas, alors

(0, 2) = const - 5" /U wamumﬁ. (5)

Le mouvement brownien de la chambre de Weyl : Ce processus est
aussi appelé parfois le mouvement brownien intrinseque. Il existe de nombreuses
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définitions et interprétations de ce processus, dont nous ne mentionnerons ici que
certaines. Une fagon élémentaire de le définir (cf Biane [E], ou Anker, Bougerol
et Jeulin @]) est de considérer le m-processus au sens de Doob du mouvement
brownien standard dans a tué au bord de ay. En fait, comme I’a noté Biane, ™
étant I'unique (& une constante multiplicative pres) fonction harmonique posi-
tive qui s’annule sur da,, on peut l'interpréter comme le mouvement brownien
standard partant d’un point de a4, tué au bord de a4, et conditionné a ne jamais
toucher les bords de la chambre. C’est donc de ce point de vue une généralisation
naturelle du Bessel-3 en dimension plus grande que 1. Pour d’autres propriétés
de ce processus qui renforcent cette idée, nous renvoyons a l’article de Biane,
Bougerol et O’Connell [ Il y est en particulier démontré qu’il s’obtient par
une transformation du mouvement brownien qui généralise celle classique de
Pitman 25 — B en dimension 1. On peut aussi le définir comme le processus de
Dunkl de parametre 1 (cf [L3]). En particulier c¢’est un processus de Feller de
générateur D (cf [@]) défini pour f réguliere et Wy-invariante par

Df(z) = %Af(z)Jr < Vlogm, Vf > (z),

pour tous z € a;. Enfin la loi de ce processus partant de 0 a pour densité (voir
formule (3.5) dans [f[))

pt(O; ZL') = const - mﬂ'(x)Qei )

pour tout ¢t > 0 et tout x € a.
Remerciements : Ce travail fait partie de ma these. Je remercie chaleureuse-

ment mes directeurs Jean-Philippe Anker et Philippe Bougerol de m’avoir suggéré
d’étudier ce probleme.

3 La Fy-marche aléatoire

Soit (X,,n > 0) une marche symétrique au plus proche voisin, de noyau de
transition p. La fonction Fj est fonction propre de son opérateur de transition
(voir 0] Theorem 3.22) :

> p(x,y)Fo(@) = pFo(@),

yeXx

pour tout € X. La Fy-marche aléatoire (Y,,n > 0) est alors la chaine de
Markov sur X dont le noyau de transition ¢ est défini par

FO@) ~—1
Fo(m)"

q(z,y) = p(z,y)

On note (X% n > 0) le pont de longueur N autour de 0, i.e. la marche aléatoire
partant de 0 et conditionnée a revenir en 0 au temps N. La proposition qui suit
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montre que la Fy-marche peut étre vue comme la premiere moitié d’un lacet
de longueur infinie autour de 0. C’est I’analogue d’un résultat sur les espaces
symétriques G/K [, étendu ensuite & la théorie de Heckman-Opdam [R4].

Proposition 3.1 Lorsque N — +oo, (X9 n > 0) converge en loi vers (Yy,,,n >
0).

Preuve : Soit P la loi de (X,,n > 0) et F,, := 0(Xk, k < n) sa filtration
naturelle. Soit PV:0 la loi de (X2:%, n > 0). On a la relation d’absolue continuité
suivante :
N—n
N,0 p s An
= P]:na (6)
|Fr N (0,0) |

pour tout n > 0. Supposons maintenant pour simplifier un peu, que (X,,n > 0)
soit la marche simple. Alors d’aprés (), pour tout A € P* et tout z € V3(0),

Iy Bzy—n@@)&(l‘@ﬁ
i, BN (i6) Py (i9)%

—n

pN (0, 2)
pN(0,0)

=7

On effectue dans les deux intégrales précédentes, les changements de variables

respectifs 8 — ﬁ et 0 — %. On remarque ensuite que

~ 2
hN(Z- )HeiconSt'ZA<A70> ,

vN
lorsque N — +o0. De plus Wl'm est équivalent (& une constante prés) a 7 (if)
en 0. On obtient donc la convergence suivante :

P0)  PAO)
pN (0,00 7 Py0)

lorsque N — +o0, ce qui avec la relation (ﬁ) prouve la proposition pour la
marche simple. Dans le cas général, h doit étre remplacé par une certaine somme
d’exponentielles, mais dont les coefficients ne sont pas nécessairement tous égaux
(voir [29] formule (1.10) et [}f] formule (2)). Néanmoins la preuve reste inchangée.

4 Probabilités de transition de la marche radiale

Dans cette partie nous donnons des formules explicites pour les proba-
bilités de transition d’'une marche radiale au plus proche voisin. Elles seront
utilisées dans la partie suivante pour démontrer le théoréeme Ell Ces formules
se rameénent en fait & un calcul combinatoire sur 'immeuble (proposition
ci-dessous), qui peut aussi étre intéressant en soi. On peut trouver un résultat
similaire dans [[LJ| Lemme 2.1, et & la fin de la these de Parkinson [R1] pour tous
les immeubles de rang 2.
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Proposition 4.1 Pour tout A € PTF, tout sommet z € V)(0), tout w € Wy
et touti € {1,...,1},

1 1
Varuwr (0) N Va (2x)] = 45, 47, -

Preuve : Fixons A € Pt et 2y € V5(0). Soit w’ de longueur maximale tel que
w' Ay = w);. Comme la formule recherchée ne change pas quand on remplace
w par w’, on peut supposer que w = w'. Maintenant par définition de ¢, on
sait que chaque fois que l'on fixe une face I’ de dimension r — 1 contenant xy,
il y a ¢ + 1 chambres qui contiennent F. Autrement dit a chaque fois que 1'on
fixe une chambre C' et une de ses faces F', il y a exactement ¢ sommets = de
limmeuble, tels que (F,z) définisse une chambre différente de C. Notons C; et
C_ les chambres (dans P) contenant A et tous les poids A + \;, respectivement
A=\, pour i = 1,...,r. On notera aussi C, := wC, . On sait (voir (] Lemme
B.2) que pour tout 1,

[Vaca, (0) NV, (z2)] =1, (7)

si —A; € WoA;. Autrement dit il existe une unique chambre dans I'immeuble,
que 'on notera aussi C_, qui contienne z) et dont les sommets aient pour
coordonnées A\, \— 1, ..., A—A,. De méme pour tout sommet x de I'immeuble, il
existe une unique chambre C';, de 'immeuble contenant x, et a distance minimale
de C'_. Montrons maintenant que

[Vagwa, (0) NV, (z2)] = ¢, (8)

ou l, = d(C—,Cy). Pour cela soit G une galerie dans P de longueur [,, allant de
C_ & Cy,. D’une part, d’apres la discussion précédente, il existe ¢'» galeries dans
I'immeuble dont la partie radiale coincide avec G. D’autre part pour chacune
d’entre elle, il existe 2 € Vi, (0)NVy, (z) tel que C,;, soit la derniére chambre
de la galerie. De plus deux galeries distinctes (mais de méme partie radiale
G) peuvent avoir les mémes premieres chambres, mais & partir d’'un moment
elles n’ont plus aucune chambre en commun (immédiat par récurrence sur la
longueur de la galerie). Elles aboutissent donc nécessairement & deux points x
et 2/ distincts, ce qui prouve déja une inégalité dans (E) Pour montrer 'autre
il suffit de remarquer que pour tout x dans Vi, (0) NV, (2x) la chambre C,
associée est bien la derniere chambre d’une galerie de partie radiale G. Pour le
voir notons que tout appartement contenant x) et Cy contient C_ d’apres (ﬁ)
En particulier, d’apres la définition de 'immeuble on en conclut qu’il existe un
appartement contenant C,, C_ et Cy. Une copie de G dans cet appartement est
alors bien une galerie de partie radiale G aboutissant en C, ce qui acheve la
preuve de (§). Notons maintenant {(w) la longueur de w, qui est aussi la distance
entre Cy et C,. On sait que

l(w)=|RTNw™'R™|.
De plus d’apres le théoreme 2.15(iv) dans [2J],
d(C—a C’UJ) + d(Cwa C+) = d(c—’ C+) = }RJ’_} :
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D’ou l'on tire
Ly = [RY| = l(w) = [RT nw™ 'R

Par ailleurs, vu le choix de w que l'on a fait, on a

RTNw 'R = > <ak>.

a€ERTNw— IRt

En effet, pour tout « € R, < a,\; > est égal a 0 ou 1. Mais s’il existe
a € RTNw 'R tel que < o, A\; >= 0, alors déjd en décomposant a dans
la base II, on s’apercoit que 'on peut supposer o € II. Par ailleurs ro\; =
Ai, donc wro\; = wA;. Enfin puisque o € II, r, établit une bijection entre
RTNw IRT N {a} et RT N (wry) 'R, Donc I(wry) = I(w) + 1, et l'on
a une absurdité. Enfin puisque & — —a interchange RT ~ RT Nw 'RT et
wIIMRTNRTNw™ 'R, on a

> <a,)\i>=%{z <a,)\i>+z<a,w)\i>},

a€ERTNw—IRT a€RT aeRt

ce qui conclut la preuve de la proposition. |

On peut déduire de la proposition précédente les probabilités de transition
d’une marche aléatoire radiale :

11
P A+ wi) =4, 47, pi,
pour tout A € P+, En particulier pour la marche aléatoire simple, elles sont
données d’apres ([) par
1
qt2wxi

ﬁ()\, A+ W)\z') =—F.
2221 qt)\j Ny,

5 Convergence vers le MB intrinseque partant
d’un point intérieur

Soit x € X et soit (XZ¥,n > 0) une marche aléatoire symétrique au plus
proche voisin partant de z. Notons (Y,*,n > 0) la Fy-marche aléatoire partant
de x.

Si a € a4, on notera [a] un des poids (peu importe lequel) de PT qui est &
distance minimale de a. Pour N € N, on note (Y;** ¢ > 0) la Fy-marche radiale
renormalisée partant de a. Elle est définie pour ¢t € R™ par

[VNd]
_ Y[Nt]

VN

Nous pouvons maintenant déduire des formules de la partie précédente le

N
v
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Théoréme 5.1 Lorsque N — +00, la suite de processus (YtN’a,t > 0) converge
en loi dans D(RY,ay) vers le mouvement brownien intrinséque partant de a.

Preuve : Rappelons que le mouvement brownien intrinseque partant de a € a
est a trajectoires dans ay. Il en résulte que c’est un processus de Feller de
générateur D, dont un core est C°(ay), Pespace des fonctions C* & support
compact inclus dans ay. Soit (N, ¢ > 0) un processus de Poisson de paramétre
1 indépendant de (Y, ¢ > 0). Notons (Z"*,¢t > 0) le processus de Markov
homogene défini par

,a VNa
Ze =y VN vt

D’apres les calculs de la partie , le générateur Ayn de ce processus est défini
pour f € C(ay) par

&= 1 Fy(vVNX+wh) wh;
AN =93> "ak p Y i, = (A — V),
Nf( ) p {i—l qt)\ip wWEWoA; th)\i FO(VNA) f( + \/N)} f( )

pour tout A € Pt/ VN. De plus, tout polynéme homogene Wy-invariant de
degré 2 est proportionnel & | - |?. En particulier, quitte & bien normaliser R,
et d’aprés (fJ), on obtient que pour toute fonction f € C2°(ay), Ay f converge
uniformément vers Df sur ay. On en déduit le théoreme d’apres le corollaire
8.7 p.232 dans [14]. [ |

6 Le cas de la marche aléatoire simple

On souhaite maintenant obtenir un résultat de convergence vers le mouve-
ment brownien intrinseque partant de 0. C’est en fait plus compliqué & démontrer
que le théoreme @, puisque dans ce cas le critere de Ethier et Kurtz ne s’ap-
plique pas directement. En effet, un core du MB intrinseque partant de 0, con-
tient a priori des fonctions continues non nulles en 0. Or, pour ces fonctions, il
n’est pas du tout clair, si la suite Ay f converge uniformément vers D f sur a.
Par contre, comme le MB intrinseque est a valeurs dans a4 pour ¢ > 0, le critere
s’applique pour ¢ > 7 pour tout > 0. Il ne reste alors plus qu’a obtenir un
bon controle de ce qui se passe en temps petit. Un moyen pour cela est d’avoir
de bonnes estimations du noyau de la chaleur. Or, sauf pour r = 2, les seules
estimations suffisamment précises dont on dispose ne sont connues que pour la
marche aléatoire simple sur les immeubles de type A, (cf [E]) C’est pourquoi
dans le résultat qui suit, on se restreindra a ce cas particulier.

On note (Y;V,t > 0) la Fy-marche simple radiale renormalisée partant de 0,
et (It,t > 0) le MB intrinséque partant de 0.

Théoréme 6.1 La suite (Y,N,t > 0) converge en loi dans D(R*,ay) wvers
(It,t > 0), lorsque N — 4o00.

Preuve : La preuve se divise en deux étapes. On montre d’abord la convergence
en loi unidimensionnelle (lemme @ ci-dessous), ce qui permet d’apres le critere
de Ethier et Kurtz, d’en déduire la convergence en loi sur [n, +00), pour tout
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n > 0. Puis on montre un résultat de tension, ce qui permet de conclure la
preuve par des théoremes généraux.

Lemme 6.1 Pour toutt >0, Y,V converge en loi vers I, lorsque N — oo.

Preuve du lemme : Soit f = 1k la fonction indicatrice d’'un compact K de
a4, et soit ¢"(0,-) le noyau de transition de (Y,,n > 0). Alors

EfYM) = Y V0NN f(—=)

A
AepP+ \/N
1 r
= I Z N2q[Nt] (0, \/NU)N\/NU
uEi—%ﬂK

Signalons maintenant que pour tout u € a;,
1 r
2 2
ul® = —= <A u>*
ol = gy 2= 2
1=1 AeWpA\;

est égal (& une bonne normalisation de R™ pres) a la norme euclidienne au carré

ptt+
de u. Nous allons montrer que pour tout u € TN
2 2
r (u lul
Niq[Nt] (0, V NU)N\/Nu — const - t|72(+7‘)+%€_ 2t (9)

lorsque N — oo. La limite étant justement la densité de la loi de I, on en
déduira le lemme par un argument classique d’approximation d’une intégrale
par une série, et le lemme de Sheffé. Déja rappelons que

Fo(N) __
FE(O)” !

qn(O, )‘) = pn(ov >‘)

pour tout A € P et tout n > 0. De plus d’apres (ﬂ), et par Wy-invariance de

h, on a
n “n —3 P50 ot dg
p"™(0,\) = const - p"q;, /Uh (i0)e <’\’9>m.

0

VING

En faisant le changement de variable § — dans lintégrale, et en utilisant

(B, on obtient

- — 1102 +i<0, N _y .0
Naq[Nt](o,\/Nu)Nmu Nconst-%/e 21617 +i<8, 55 >7r(—i9)b(— ENt])dG,

ou b est la fonction continue, non nulle en 0, définie par 7b = % On effectue
VN
[N1]

alors le changement de variables 8 — 0 + ¢ u, et on obtient ’équivalent

m(u) w2 _1jgp2 . u
const - ————>—e 2t e 2V m(—10 + —)d#.
- ( \/E)
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Pour conclure, remarquons que le polynéme défini pour x € a par

r(z) = /e_%lelzﬂ'(—it?—i—x)dé’.

est anti Wo-invariant, et de degré exactement |[RT|. Il est donc égal (& une
constante multiplicative pres) a 7 (voir Corollaire 3.8 p.362 dans [ld]), ce qui
prouve (). La preuve du lemme est terminée. |

Montrons maintenant le résultat de tension suivant :
Proposition 6.1 Soient a > 0 et € > 0. Il existe n > 0 tel que

limsup P [sup VN > a] <e
N—o0 t<n

Preuve de la proposition : L’idée de la preuve est tirée de Billingsley [E]
Soit
A={ sup |Yi|>aVN}.
k<[Nn]

On commence par écrire A comme la réunion disjointe suivante

[Nn]

A= ]_[ Ay,
k=1

ou

Ay = {|y1| <aVN,...,|[Yi_1] < aVN, |Yi| > a\/ﬁ}.

Maintenant pour K > 0 et n > 0 tel que % > K, soit

B ={ Wil 2 (2 = K)VE .

D’apres la propriété de Markov, on a

[Nn]
P[A] < P[B]+ > PAP [[Yiny — Yil = Kv/N7] . (10)
k=1

Nous avons maintenant besoin du lemme suivant

Lemme 6.2 On a

sup P [|Yl| > K\/Z} -0,
1>0

lorsque K — 00.

Preuve du lemme : D’apres les estimations de [E] 85, il existe des constantes
c>0et C >0 telles que

l |1'|2|R+| 7Cﬁ
q (0,.T)Nf S Cme 1 s
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pour tout x # 0 et tout ! > |z|. On en déduit que

C 2
Z ¢'(0,2)Nz < —— |u|2\7z+|e_c\ L
[IR*I1+3 Vi
|z|>K VI |u|>KV1
En faisant le changement de variable u — \/Zu, on en déduit le lemme. =

D’apres le lemme

K K
P (Vi il = KV <P |Vl = 5 V7| + P |11 2 5 VI <

DN =

pour K assez grand. Alors d’apres ([L0)
P[A] < 2P[B],

si K est suffisamment grand. Par ailleurs toujours d’apres le lemme P[B] tend
vers 0 lorsque 7 tend vers 0, ce qui prouve la proposition. |

Le théoréme .1 résulte maintenant de théorémes généraux (cf par exemple [f
ou le théoreme 7.2 p.128 dans [[L4]). |

Remarque 6.1 Comme mentionné précédemment, lorsque r = 2 les estima-
tions de [E] sont valides pour toutes les marches aléatoires symétriques au plus
proche voisin. Le théoreme @ est donc aussi valable pour ces marches dans le
cas r = 2.
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