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Résumé : Cet article présenteune méthoded’approxima-
tion decourbesplanairesbaséesurunalgorithmegénétique
multi-objectif. L’algorithmed’optimisation/explorationloca-
lise les pointscaractéristiquesd’une courbeen minimisant
simultanémentle nombre de pointscaractéristiqueset l’er-
reur d’approximation. Par le biais de ce type d’approche,
l’algorithme proposeà sontermeun ensemblede solutions
parmi lesquelles l’utilisateur peutchoisir le compromisse-
lon ses intentions.L’approcheproposéeestévaluéeà partir
decourbesissuesdela littératureetcomparéeavecdenom-
breusesapproches.

Mots-clés: Approximationpolygonale,OptimisationMulti-
Objectif,AlgorithmeGénétique,FrontdePareto.

1 Intr oduction
L’approximationde courbesplanairespar dessegments

et/oudesarcsdecerclesestuneétapeimportantepourla re-
connaissancede formeset le traitementd’images.L’intérêt
estdefournir unedescriptioncompacteetadaptéeauxtraite-
mentsultérieurs.Lesrésultatsd’approximationpeuventaussi
êtreutiliséspourcaractériserlesformesenvuedeleurrecon-
naissance.
Le problèmepeut être formalisé de la manièresuivante :
soit unecourbeC = {Ci ≡ (xi, yi)}

N
i=1 composéede N

pointsordonnés,l’objectif estde trouver un sous-ensemble
S = {Si ≡ (xi, yi)}

M
i=1 à M points ordonnéset un en-

semblede paramètresassociésP = {Pi ≡ (xci, yci)}
M
i=1

où les (xci, yci) sont les coordonnéesdescentres desarcs
de cercle.S désigneici l’ensembledesextrémitésdesseg-
mentsou arcsdecerclestandisquelesPi définissentlespa-
ramètrespermettantd’obtenir la meilleureapproximationsur
lesportionsdecourbealorsdélimitéesdansle casd’un arc.
Bien quedenombreuxtravauxconcernentsoit l’approxima-
tion polygonalede courbe,soit l’approximationde courbe
par le biaisd’arcsdecercles,un nombreplusrestreintd’ap-
prochesconcerneune approximation combinantces deux
typesdeprimitives.Parmi lesétudestraitantcedernier sujet
[ICH 96, ROS95, HOR01, SAR03], citonstout particuliè-
rementla méthodologieemployéepar Sarkaret al. dont le
principe consisteà utiliser un algorithmegénétiquepropo-
santunesolutionquasi optimaledanscecontexted’approxi-
mation.Ainsi, le problèmed’approximation de courbeest-

il perçu commeune tâched’optimisation.L’algorithmesé-
lectionneautomatiquementlesmeilleurspointsdela courbe
au regardd’un critèredonné.Le nombredepointsestalors
unedonnéefixéeduproblèmeetl’approcheutilisele concept
de l’évolution génétiqueafin de détermineruneapproxima-
tion quasi-optimale.On peutnoterquele choix du nombre
de pointssansconnaissancede l’allure de la courbeinitiale
estune tâchecomplexe. Partant du mêmeparadigme,nous
présentonsdanscetteétudeun nouvel algorithmegénétique
pourl’approximationdecourbes.Notreapprochesesingula-
rise alorspar l’usaged’un algorithmed’optimisationmulti-
objectif. Cetteperceptiondu problèmeapportealorsà l’uti-
lisateur(ou éventuellementau systèmeexploitant les résul-
tats) la possibilitéde choisir un compromisentredifférents
critèresdequalité,et cedèsle termede la premièregénéra-
tion.
La suite du papierest organisée commesuit. Dansla sec-
tion 2, une introductionau problèmed’optimisation multi-
objectif estproposéeet nousy présentonsnotrealgorithme.
Dansla section3, nousillustronsl’usagede cet algorithme
dansle cadre de l’approximationde courbe.La section4
dressealors les résultatsobtenusainsi qu’unecomparaison
decesderniersvis à vis deceuxrecensésdansla littérature.
Enfin,nousconcluonsdansla section5.

2 Optimisation multi-objectif par al-
gorithme génétique

Lorsqu’unproblèmed’optimisationimplique plus d’une
fonctionobjectif, la tâcheconsistantà rechercheuneou plu-
sieurssolution(s)optimale(s)est appeléeoptimisationmulti-
objectif.Desouvragesderéférenceontétépubliéssurcesu-
jet, notamment[DEB 01]. Nousrappelonsici lesnotionses-
sentiellesafindeprésenterl’algorithmequenousproposons.
L’optimisationmultiplesedistinguedel’optimisationsimple
dansla mesureoù il estalorsnécessairededéfinir descom-
promisentreles objectifs.Si nous considéronssimplement
deuxobjectifs,dansle casoù ils sontenconflit, l’améliora-
tion del’un engendrealorsla détériorationdel’autre.Notam-
ment,dansle casde l’approximationpolygonale,diminuer
l’erreur d’approximationimplique toujours l’augmentation
du nombredesommets.Deuxgrandesapprochespoury re-
médierapparaissentdansla littérature.La premièreapproche
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consisteà combinerl’ensembledesobjectifs(la méthodela
plussimpleétantla combinaisonlinéaire)afin d’en créerun
unique.Cettereformulationramènealorsle problèmeà une
optimisationd’un seul critèrepouvant êtreeffectuéepar le
biais d’approchesbien connues(tellesquecelles à basede
gradient,derecuit simuléou d’algorithmesgénétiquesclas-
siques).Dans cette optique, le compromis entre les diffé-
rentsobjectifsestalorsfixé a priori à partir de la règlede
combinaison.La principalecritique quel’on peutalorsfor-
muler concernela difficulté de sélectionnerun tel compro-
mis a priori. Il peutapparaîtreplusintéressant dedifférer ce
choix. Il s’agit là de la motivation desméthodesde Pareto
s’appuyantsurla notiondedominanceentresolutionscandi-
dates.Unesolutionendomineuneautresi elle estmeilleure
vis à vis de l’ensembledescritèresindépendammentlesuns
desautres.Le conceptde dominancepeut être illustré par
la figure 1. Deux critèresJ1 et J2 y sont alors à minimi-
ser. L’ensemble despointsnon-dominésconstituantle front
deParetoy sontreprésentéspardes’o’ et lessolutionsdomi-
néespardes’x’. Ens’appuyantsurceconceptdedominance,
l’objectif de l’algorithmed’optimisationconsisteà détermi-
ner le front de Pareto,c’est-à-direl’ensembledessolutions
non-dominées.Parmi les méthodesd’optimisationpermet-
tant de résoudreunetelle tâche,les algorithmesgénétiques
sontparticulièrementadaptésdansla mesureoù ils reposent
surl’utilis ationd’unepopulationdesolutionscandidates.Ils
ont été intensémentutilisés pour descontextes analogues.
LesalgorithmeslesplusutiliséssontVEGA (VectorEvalua-
tedGeneticAlgorithm) [SCH85], MOGA (Multi Objective
GeneticAlgorithm) [FON 93], NSGA(Non-DominatedSor-
ting GeneticAlgorithm) [SRI 94],NSGAII [DEB 00],PAES
(Pareto Archived Evolution Strategy) [KNO 00] et SPEA
(StrengthParetoEvolutionaryAlgorithm) [ZIT 99].Lesstra-
tégiesemployéesdanscescontributionssontdifférentes.Les
résultatsobtenusdiffèrentessentiellementauniveaudela vi-
tessedeconvergenceet de la répartitiondessolutionssur le
front. Un bonétatdel’art est reportédans[COE01].

FIG. 1 – Illustrationduconceptdefront dePareto

L’algorithmeproposéestélitisteetsteady-statecequi si-
gnifie(i.) qu’il reposesurdeuxpopulationset(ii.) quela stra-

tégiedemiseà jour desindividusdespopulationsn’estpas
globalemaiss’établit individu par individu. Lesdeuxpopu-
lationssontd’une part unepopulationclassique, composée
d’individus évoluantet d’autrepart unepopulationarchive
regroupantles individusdéfinissantl’estimationdu front de
Paretoà un instantdonné.Cesdeuxpopulationssontcom-
binéesaucoursdesitérationsde l’algorithmegénétique.La
premièrepopulationapourobjectif l’explorationde l’espace
desparamètreset lasecondel’exploitationdesconnaissances
acquisesainsi quela convergence de l’algorithme.En s’ap-
puyantsurcesconcepts,notreméthoded’optimisationutilise
l’algorihtme1. Cetalgorithmeaétédéfinidetellesortequ’il
puisseêtreemployépourdifférentscasd’usage.La définition
d’unenouvelle applicationconsistealorsseulementà spéci-
fier le codagedesindividus,à définir unefonctiond’évalua-
tion etàchoisirlesvaleursdesparamètresgénétiquesd’opé-
rateursspécifiques.

Initialisationdela PopulationI
Initialisationdel’Archi veA : élémentsnon-dominésdeI
Répéter

F← FusionPopulation-Archive
(I1, I2)← Sélectionaléatoire( F )
(I3, I4)← Croisement(I1, I2 )
Mutation( I3 )
Mutation( I4 )
Évaluation( I3 )
Évaluation( I4 )
Si I3 domineI4 ou inversementAlors

I5 ← Élémentdominant( I3, I4 )
Sinon

conserver (I3, I4 )
Fin Si
Miseà jour éventuelledeA / I5 ou ( I3, I4 )
Miseà jour éventuelledeI / I5 ou ( I3, I4 )

Jusqu’à nombremaximumdegénérations

ALG 1: L’algorithmemulti-objectif utilisé

Dansl’implémentationactuelledecetalgorithme,le co-
dage d’un individu peut être binaire, réel ou mixte. De
même,les opérationsde croisement,mutationou initialisa-
tion peuventêtreadaptéesenfonctiondel’application.Dans
le casd’un codagebinaire,le croisementestun croisement
classiqueau niveaude 2 pointstandisque l’initialisation et
la mutationont étéredéfiniesdefaçonspécifique.La straté-
gie d’intégration d’un individu candidatauseinde l’archive
reposesur le testde dominanceentrel’indi vidu candidatet
les élémentsde l’archive. Le candidatest inséréau seinde
l’archive si aucunélémentde l’archive ne le domine.De
plus,touslesélémentsdel’archive dominésparcetindividu
sontalorssupprimés.Un problèmeconcernantl’optimisation
évolutionnairemulti-objectif a étéreportédansla littérature
et concerne une mauvaiseexploration du front de Pareto;
les élémentsde l’archive se focalisantsur certainesparties
le front. Cettedifficulté estpalliéedansnotreapprochepar
l’introduction d’une distanceminimaleentredeuxéléments
dansl’espacedesobjectifs.Unélémentintégrédansl’archive
n’estpasintégrédansla population.L’individu candidatrem-
placepréférentiellementun élémentqu’il domine.S’il n’en
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domineaucun,etn’estdominéparaucun,il remplaceunélé-
mentau hasardafin de favoriser le renouvellementdesélé-
mentsde la populationpour l’exploration.Cet algorithmea
ététestésurdesproblèmesmulti-objectifsclassiquestelsque
BNH, TNK ou OSY [CHA 03]. Les résultatsalorsobtenus
ont montréla pertinencede notreapprochedansla mesure
où lesapproximationsobtenuesdesfrontsétaientsimilaires
à cellesobtenuespar les algorithmesde référencepour un
mêmenombred’appelsà la fonctiond’évaluation.

3 Application à l’appr oximation de
courbe

Afin d’appliquer l’algorithme présenté ci-avant au
problème d’approximation de courbe, un individu doit
représenterune solution possible au problèmed’approxi-
mation. C’est pourquoi,un individu est retranscritpar N
gènes,avec N le nombrede points de la courbeinitiale.
Un gèneest mis à 1 si le point contribue à la définition
de la solution, à 0 dans le cas contraire.Un tel codage
pour un individu est donné à titre d’exemple par la fi-
gure 2. Chaquepoint Ci de la courbe C correspondà
un bit du chromosome.Dans le cas de cette figure, un
individu est associé à une chaîne binaire de 45 gènes
correspondantaux C1 . . . C45 initiaux. L’approximationse
composede 2 segmentset de 6 arcsde cercles.Les points
de ruptures sont ainsi C3, C5, C20, C29, C36, C37, C41

et C44. Une telle approximation (la meilleure
pour 8 points de rupture) correspond à l’indi vidu
“001010000000000000010000000010000010100010010”.

FIG. 2 –Exempled’individu pourla courbe4(c)

En utilisantun tel codage,l’algorithme génétiquedécrit
à la section2 estappliqué.Pourdiminuerle nombred’itéra-
tionsdel’algorihtmegénétique,unopérateurspécifiquepour
l’initialisation estutilisé. Il estdéfini à partir d’une analyse
de basniveaude la courbeà approximer. Un histogramme
descourburesesttout d’abordévalué.Puis,durantl’initiali-
sation,pourchaquepoint,uneprobabilitédesélection(gène
à 1) est calculée à partir de cet histogramme. Cettestraté-
gie permetd’éviter unesélectionde pointscolinéaireset à
l’inverse,de privilégier la sélection de pointsà hautecour-
bure.Un opérateurspécifiquedemutationestégalementem-
ployé. Il consisteà décalerd’un rang le gènepositionnéà
1, donc le point de rupture.Ceci correspond à un affine-
ment local de l’approximation. Concernant les critèresde-
vant être optimisés,deux objectifs ont été pris en compte
dansla versionactuelle.Le premierobjectif estl’erreurqua-
dratiqueet le secondconcernele nombrede points. Ceci
permetd’avoir un compromisentrela précisiondu résultat
et le nombrede segmentset arcs,grâceau front de Pareto.

On pourranoterquel’utilisation d’un objectif à valeursdis-
crètes(le nombredepointsde rupture)garantità lui seulla
diversitédesélémentsconstituantle front de Pareto.Nous
n’avonsdoncpasbesoindespécifierunedistanceminimale
entredeuxélémentsde l’archive. Le choix entreun arc de
cercleet un segmentpour l’approximationd’une partie de
la courbeSiSi+1 esteffectuéencomparant l’erreur quadra-
tique (les paramètresde la primitive en questionétant alors
stockésen Pi). Les paramètresd’un arc de cerclesont ob-
tenuspar unetechniquede minimisation desmoindres car-
résissuede[SAR 03] et dontnousrappelonsici le principe.
Soient(Sp = Cj , Sp+1 = Cn) ∈ S2, le centre(xc, yc) de
l’arc decercleapproximantla courbeC entreCj et Cn ap-
partenantà la médiatricede [CjCn], on définit a et b par
a = −(xn−xj)/(yn−yj) etb = 0.5(yj +yn−a(xj +xn)).
Il vientalors:

(xc, yc) =

(

−

∑n

i=j K1(i)K2(i)
∑n

i=j K1(i)K3(i)
, axc + b

)

R2 = (xj − xc)
2 + (yj − yc)

2

Aveclesnotations:

K1(i) = −xj + ayj + xi + ayi

K2(i) = x2
j + (yj − b)2 − x2

i − (yi − b)2

K3(i) = −2xj − 2a(yj − b) + 2xi + 2a(yi − b)

4 Résultatsexpérimentaux
Afin d’illustrer les performancesde l’algorihtme pro-

posé,celui-ciaétéappliquéaux4 courbesfréquemmentem-
ployéespourcetypedeproblèmeprésentéesdans[TEH 89]
et reportéesauniveaudela figure4.

Ces tests permettent de confronter notre algorithme
avec ceux de la littérature. Pour chacunedes courbes,le
programmea exécuté200 itérations en utilisant une popu-
lation de 100 individus. Cetteconfiguration engendreprès
de 800 appelsà la fonction d’évaluation (voir algorithme
1). Les taux de mutation et de croisementont été fixés
initialementà 0.05 et 0.6 mais ils peuvent évoluer au fur
et à mesuredu déroulementde l’algorithme. Commenous
l’avons évoqué précédemment,la sortie de l’algorihtme
présenté n’est pas uniquement une erreur quadratique
pour un nombrede sommetsfixé a priori . Nous obtenons
l’ensembledu front du Paretodu problèmed’optimisation.
C’est pourquoi les résultatsque nous reportonsest un en-
sembledecouples(erreurquadratique,nombredesommets).

À titre d’exemple, la figure 3 montrel’ensemblede ces
couplesobtenuà l’issue de l’exécutionde notrealgorithme
surla courbe« demicercles».Sur cettefigure,on voit claire-
mentl’intérêt dumulti-objectifpuisquele systèmefournit un
ensembled’approximationscandidates.Une remarquedoit
êtreeffectuéequant àla lecturedesrésultatsobtenus.Dansla
mesureoù lesalgorithmesgénétiquessontstochastiques,les
résultatspeuventdifférerd’uneexécutionàuneautre.Aussi,
pourcetteévaluation,nousreportons(tableau1) à la fois la
meilleure(M) et lamoinsbonne(m) erreurquadratiquepour
chaquenombredesommetsobtenuesaprès5exécutionspour
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FIG. 3 – Illustrationdu front dePareto obtenusurl’image4(a)
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(a)4 demi-cercles (b) feuilleérable

(c) huit (d) chromosome

FIG. 4 –Les4 courbesdetest

chaquecourbe.Lesrésultatsobtenuspeuventêtrecomparés
avecceuxdu tableau2 recensantceuxd’uneétudecompara-
tive existante[SAR 03]. Il apparaîtà lecturedestableaux1
et 2 queles résultatsproposés par un algorithmegénétique,
tel quenousle présentonsdans ce papier, sontcompétitifs.
De plus, en dépit de la remarqueprécédente,nos expéri-
mentationsindiquentla stabilitédessolutionsretenuesdans
l’approximationdu front deParetoauregarddesmeilleures
et moinsbonnessolutionspour5 exécutionsindépendantes.
Nous avons par ailleurs comparéles résultatsd’exécutions
multiplesd’un algorithmemono-objectifen faisantvarier le
nombredepointsavecceuxd’uneexécutiondel’algorithme
multi-objectif. Il apparaîtclairementquenotreapprochené-
cessitemoinsd’appelsà la fonctiond’évaluation.

5 Conclusionset perspectives

Danscet article, nousavons proposéune nouvelle ap-
prochepour traiter l’approximationde courbes.Ce travail
s’inspire de travaux existant au sensoù nous considérons
l’approximation polygonalesous la forme d’un processus
d’optimisation.L’étudesedistinguetoutefoisdansla mesure
où nousutilisonsun processusd’optimisationmulti-objectif
tandisquelestravauxanaloguesnepermettent quel’optimi-

sationd’un uniquecritère, l’erreur quadratique.En propo-
santun ensembledesolutionspotentielles,l’uti lisateurou le
systèmepeutalors ensélectionneruneauregarddesonex-
ploitation.Un intérêtsupplémentaireconcernel’introduction
d’objectifsadditionnelspuisquel’algorithmeprincipal a été
conçuindépendammentde tous casd’usage.Citons à titre
d’exemplela miseen placed’une applicationde vectorisa-
tion descontoursde formespour laquelleunecontraintede
parallélismepeutalorsêtre introduite.
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