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1. Introduction 

L'analyse de la diffraction des ondes acoustiques par une fissure dans un solide, destinée à la 
reconstruction de cette dernière, est un problème inverse classique. Cependant, les études mathémati­
ques trouvées dans la littérature, en dynamique, sont sujettes à certaines limitations : milieu non borné, 
pour lequel on connaît la fonction de Green; source d'excitation à l'intérieur du domaine, source 
éloignée de la fissure de telle sorte que l'onde incidente puisse être considérée comme une onde plane, 
de fréquence pure, etc. Dans tous ces travaux, c'est l'onde diffractée dans le milieu non borné qui est 
analysée pour extraire l'information sur la fissure. Les études sur les solides bornés sont généralement 
effectuées, en statique comme en dynamique, par simulations numériques, soit par la méthode des 
éléments finis, soit par la méthode des équations intégrales couplées avec une formulation variation­
nelle [l]. 

Pour lever ces diverses restrictions en vue d'établir un résultat d' « identifiabilité »de fissure plane le 
plus général possible, nous considérons un solide borné Q c [ - a, a ]3 c !R3, soumis à des conditions
aux limites de Neumann, fonction quelconque du temps, non nécessairement harmonique. Par 

<< identifiabilité »,nous entendons ici non seulement l'unicité de la solution du problème inverse de 
détermination de la fissure, mais encore la reconstruction effective de la fissure, considérée ici 
comme le support de la discontinuité du champ acoustique convenablement choisi. Nous supposons 

seulement qu'il existe une fissure F c Q, qu'il s'agit de déterminer par des mesures de frontière.
Considérons le problème acoustique direct, légèrement perturbé par un petit terme visqueux (e > 0),
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destiné uniquement à la formulation mathématique du problème inverse, qui tendra vers zéro dans 
la solution asymptotique du problème physique. Les équations du problème s'écrivent : 

avec les conditions initiales : 

et les conditions aux limites : 

u( X, t '.S 0) = 0 d1U( X, t '.S 0 )  = 0

(1) 

(2) 

(3) 

où <Pm est une force imposée et l'on supposera qu'elle est telle que la solution U6 ainsi que la vitesse
aue décroissent rapidement pour X E Q quand t � OO : 

(4) 

Pour satisfaire à (4), on peut agir sur la condition aux limites, par exemple, après une mise en
mouvement initial, on peut amener le milieu au repos par des contrôles sur sa frontière [2]. 

Supposons maintenant que la réponse U8 est connue à la frontière aQ pour tout t E [O, oo[ :

(5) 

Nous cherchons à résoudre le problème inverse, consistant à déterminer la fissure F en utilisant les
deux données exactes : l/fm, </Jm. 

La fissure est caractérisée par deux propriétés: elle fait écran à l'onde (condition aux limites (3)) et
le champ acoustique y est discontinu [UJ :;<: O. En élastostatique, on ajoute une troisième propriété, la 
non-pénétration ou la discontinuité normale positive. Cette troisième condition n'a pas à être prise 
en compte dans les problèmes de détection acoustique de fissures existantes dans un solide, qui sont 
en réalité en grande partie des défauts de soudure plus ou moins plats dont l'épaisseur dépasse très 
largement l'amplitude assez faible des ondes de pression. Nous considérons donc que le support de 
la discontinuité dans l'expérience réelle est la fissure elle-même. (Notons que ce n'est pas toujours 
le cas en élastostatique, car il peut y avoir contact unilatéral sur F). 

Dans ce qui suit, nous nous intéressons au problème d' « identifiabilité » de la discontinuité, plus 
précisément au calcul explicite du support de la fissure, ce qui résoud en même temps le problème de 
l'unicité, en laissant de côté les problèmes de stabilité (continuité de la solution par rapport aux 
données) et de simulation numérique. 

2. Champs adjoints et fonctionnelle d'écart à la réciprocité

La présence du terme visqueux dans (1), aussi petit soit-il, est le point clé de la méthode de solution 
du problème inverse. Cette perturbation régulière de l'équation des ondes scalaires permet de s'affran­
chir des conditions généralement trop sévères imposées aux champs adjoints, conditions qui limitent 
jusqu'à présent leur choix pour résoudre effectivement le problème inverse. 
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Introduisons un champ adjoint w défini dans Q x [O, oo(, borné, de classe C2• En multipliant (1)
avec w et en effectuant quelques intégrations par parties on obtient : 

Si l'on choisit w solution de : 

ff'e *( W) = à1 à1W - �W - e Ù1W = Ü

en. tenant compte des conditions (4) et (2) on obtient: 

(7) 

(8) 

Le deuxième terme de l'équation va être dénommé Réciprocité de Betti. C'est une forme linéaire de w, 
dépendant des données, l/fm, <Pm: 

(9) 

L'équation de réciprocité (8) généralise à la dynamique la méthode de la fonctionnelle d'écart à la 
réciprocité déjà utilisée en quasi-statique par de nombreux auteurs, Calderon [3], Andrieux et al. (4, 5], 
Alessandrini et Diaz [6]. 

3. Détermination du plan de la fissure 

Ce problème est résolu par des champs adjoints de type ondes planes habituelles, comme dans l'analyse 
fréquentielle en considérant les équations des ondes (1) et (7) avec e = o+ au sens des distributions. 

Considérons un champ wk( x, t) = f( x · k + t ), trace dans Q d'une onde plane rétrograde de 
direction de propagation k, non nulle pour t E [ 0, T[ et nul dans Q pour t E [ T, ""]. L'opérateur 
intégral agissant sur (u) figurant au premier membre de (8) est identiquement nul lorsque ànw est
identiquement nul sur P x [ 0, oo [, où P désigne le plan de la fissure. Il suffit de tester deux ondes
planes indépendantes caractérisées par ki. k2 annulant le second membre 9tél( wk; IJlm, rpm) =O. La
normale n au plan P est alors orthogonale aux deux directions de propagation choisies n = k 1 x k2• 
Ainsi deux zéros distincts de Btrll( wk; IJlm, rpm ), fonction de k, la direction de propagation de 
l'onde plane, déterminent la nonnale à la fissure. Une fois trouvée la direction n, prise comme l'axe
Ox3, la position du plan d'équation x3 = c est révélée par le zéro de la fonctionnelle
BtBI( wb; lf/m, <Pm), avec la fonction adjointe rétrograde wb dépendant d'un paramètre b, ne croissant
pas plus vite que ?, définie par:

(IO) 
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L'intégration de af dl( wb; lflm, <Pm) est convergente, grâce au fait que la surface a!J est bornée et
grâce à la décroissance temporelle de à11J1m. Au temps t = T/2 et sur la fissure x3 = c, on a
à3w = 2( c - b ). Le zéro simple de Bfdl( wb; lflm, </>m), fonction du paramètre b, se trouve en b = c, 

et révèle explicitement la position x3 = c de la fissure. 
Ainsi notre résultat pour le solide borné correspond à celui donné par Alves et Ha-Duong dans leur 

analyse de diffraction lointaine d'ondes acoustiques [7] ou élastiques [8] dans un milieu non borné. Par 
une approche directe du problème de diffraction, ces auteurs ont identifié le plan P de la fissure, avec 
une seule onde incidente, comme c'est le cas ici avec une seule expérience, et ont montré que la 
fissure ne diffracte pas les ondes quand elles « voient » la fissure par la tranche. 

L'analyse donnée ici par la fonctionnelle Bfdl est différente en ce sens que l'onde incidente étant
fixée, c'est l'onde analysante choisie w qui ne «voit» pas la fissure par la tranche, ce qui nous 
permet de la« détecter» par l'absence d'écart à la réciprocité Bfdl =O.

4. Identification de la géométrie de la fissure 

Nous prenons Ox1x2 suivant le plan P de la fissure. Le champ adjoint considéré, satisfaisant à (7),
dépend de trois paramètres réels Ç' = ( Ç1, Ç2) E IR2 et q E IR: 

1 
w =exp( iqt) exp( -i( Ç' · x')) exp( ( IÇ'l2 - q2 - ieq )2 x3) (11) 

où le prime' désigne les points du plan P, i.e. x' = (x1, x2). Par 919'( Ç', q ), on va nommer l'écart de
réciprocité associé à ce champ adjoint w. 

Le saut de la solution sur la fissure va être prolongé par zéro dans tout le plan P et, noté avec : 

!!JJ( x', t) = [u( x', t )] 

Introduisons la transformée de Fourier temporelle [8] : 

.Jf( x',q) = J: f!JJ( x', t) exp( iqt) dt

et son inverse : 

1 f"° f!JJ( x', t) = 2n: _ .. exp( -iqt ) .Jf ( x', q ) dq

(12) 

(13) 

(14) 

Comme le support spatial de !!} est indépendent de t et borné (supp !!}( x', t) ç; F), les supports
spatiaux de .Jr( x', q) et de !!}( x', t) sont les mêmes. Afin de connaître le support de la discontinuité,

1 
il suffit d'étudier la fonction .Jr(x', q) pour q > 0 fixé. Comme à3 wlx3 = 0 = ( IÇ'l2 - q2- ieq )2 w,
nous avons l'équation pour déterminer .Jr(x', q): 

r .Jr(x', q) exp( -iÇ'. x') dx' = Bldl( Ç', q) ( IÇ'j2 - q2 - ieq )-�JR2 
Le second membre de l'équation précédente: 

(15) 

(16) 
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est de classe C"" à cause du terme eq > O. Prolongeons analytiquement les fonctions de Ç' dans le
voisinage des axes réels des complexes s' = Ç' + iq', q' E IR2. D'après (15) : 

f Jt"( x'
, q) exp( is' · x') dx' al af( s', q ) ( js'l 2J fR2 

(17) 

On rappelle que le solide était supposé borné D c [-a, a]3• Pour ls' I assez grand, on a donc la
majoration : 

avec C > 0 une constante.
On rappelle qu'une distribution est de type exponentiel ::;; 2a si l'inégalité (18) est vérifiée. Donc

�( s') est une distribution de type exponentiel ::;; 2a et d'après un théorème de Paley-Wiener ([9],
p. 271), �(s') est la transformée de Fourier d'une distribution tempérée Jt", à support compact.

Pour q > 0 fixé, un passage à la limite au sens des distributions pour e = o+, donne l'expression de 
la fonction Jt" : 

Jt"( x'
, q ) = f al af( Ç', q )exp( ix' . Ç') ( j <!'l 2 - q2 - m+ r � dÇ' 

J fR2 
(19)

En conclusion, le calcul explicite de cette intégrale révèle le support de Jt" c'est-à-dire de�= et
donc le support de la fissure elle-même. 
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