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On exprime une loi de comportement viscoélastique non linéaire par un opérateur causal faisant correspondre une

fonction de réponse a une histoire de sollicitation. n définit alors, en vue d’homogénéisation, la loi linéaire
tangente par I’opérateur dérivé du précédent au sens de Fréchet. n montre ensuite comment, pour les matériaux
hétérogenes viscoélastiques non linéaires et non vieillissants, cette définition permet de concevoir ustraitement pas

a pas pour déterminer leur comportement homogénéisé.

viscoélasticité non linéaire / homogénéisation

1. Introduction

Les méthodes d’homogénéisation du comportement non linéaire des matériaux hétérogenes ont
fréquemment recours a la linéarisation du comportement des phases constitutives, notamment a travers
I’utilisation de modules « sécants » ou « tangents » [1-6]... Le cas de la viscoélasticité non linéaire (ou
de I’élastoviscoplasticité) pose, de ce point de vue, une difficulté spécifique a cause de 1'intervention
simultanée dans la loi de comportement de dérivées d’ordres différents des contraintes et des déforma-
tions. Dans ce cas, Rougier et al. [7] ont proposé une méthode de linéarisation simplifiée permettant
d’utiliser la transformation de Laplace—-Carson pour la définition de modules tangents et la résolution
du probléme d’homogénéisation, méthode étendue depuis & la prise en compte de variables internes [8]
et d’une élasticité non linéaire (dite « plasticité instantanée » [9]).



Nous proposons ici une approche plus générale et une définition plus large de la linéarisation en
viscoélasticité en partant d’une écriture fonctionnelle et en nous appuyant sur I’utilisation d’histoires de
chargement « voisines », dans un sens qui sera précisé. Nous montrons que cette définition permet de
poser plus completement le probleme d’homogénéisation et, pour des matériaux non vieillissants, de
rewouver les propositions antérieures comme approximations définies de la présente approche.

2. Définition d’une loi linéaire tangente

Considérons une loi de comportement rhéologique reliant la conwainte ¢( ¢) a I’instant ¢ a 1’histoire
de la déformation e(7) (7 € ] — oo, ¢[ ) par une fonctionnelle non linéaire notée & :

o(t)=F[e(1)] ., (==<1<1) €))

Notons plus simplement désormais o et ¢ de telles histoires de contrainte et de déformation, fonctions
de I’intervalle ] — oo, o[ dans I’espace des tenseurs 3 x 3 syméwiques, et notons E 1’espace vectoriel
de ces fonctions. La loi (1) définit une application de E dans E, ou un opérateur, que nous désignons
par la méme lettre & en écrivant :

og=%(¢) 2)

L’écriture (1) ne recouvre cependant pas ’ensemble des opérateurs de E dans E : elle se réduit aux
opérateurs causals, i.e. pour lesquels la réponse g(¢) a un instant ¢t donné ne dépend que des valeurs
prises par la sollicitation ¢ aux instants 7 antérieurs a ¢.

Considérons maintenant une histoire particuliere de déformation £ et soit :

¢=F(¢&) 3

la réponse associée. Nous supposons I’opérateur & dérivable au sens de Fréchet en &': il existe donc
un opérateur linéaire noté C tel que, pour toute histoire Ae, on puisse écrire :

F(E+Ae)=F(&)+C(Ae) + ||Ae|| a(Ae) 4

avec lim ||a(Ae)|l =0 quand ||Ae|| = 0, ot || . || est une norme dans E (par exemple la norme
absolue, définie a partir d’'une norme | . |; « 3 dans ’espace des tenseurs 3 x 3 symétriques par:
fe E, |If] = . ]SPQ ol |f(t)|3 x 3)

On peut montrer (et }’on admettra pour la suite) que I’opérateur dérivé C d’un opérateur causal & est
lui-méme causal. Nous appelons alors loi tangente en & a la loi associée a &, la loi rhéologique
associée a 1’opérateur causal C. Cette définition est en accord avec les définitions habituelles pour les
lois rhéologiques usuelles : viscoélasticité linéaire, ou C se confond avec £ ; élasticité non linéaire, ou
Fle(t)] .= Z[e(t)] ; viscosité non linéaire, out Fle(1)]...=F[e(t)].

Considérons maintenant une histoire de déformation ¢ « voisine » de & c’est-a-dire telle que
Je = ¢ — £ soit infiniment petit au sens de la norme définie précédemment, et notons do = g — &, ol
o est I’histoire de contrainte correspondant a €. On peut alors négliger dans la relation (4) le dernier
terme ||d¢| a(ds), infiniment petit d’ordre supérieur a de, et approcher cette relation par :

da(t)=Cloe(t)]. &)

La relation (5) définit le modéle linéaire tangent en £ au modele associé a &. La linéarité de C permet
d’écrire également la relation :

o(t)=Cle(r)]) e+ 6(1) - C&(7) ] .. (6)



qui définit alors le modéle affine tangent en & au modele associé a #. Notons que 1’opérateur C
intervenant dans ces relations ne dépend que des histoires & et &.

Dans la suite, le symbole @ représentera 1’action d’un opérateur linéaire et causal sur une histoire de
contrainte ou de déformation, en écrivant par exemple (5) sous la forme :

b0=CQ® o¢ )

Si I’opérateur C est inversible et si son inverse, noté S, est également causal, ce dernier n’est également
fonction que des histoires & et € et permet d’écrire :

Je=S® do ®
Oou encore :
e=S® o+¢& avec el=é-SQ® & 9)

ol &/, qui s’apparente & une déformation initiale (7], est indépendante de 1’histoire o.

3. Homogénéisation

Considérons maintenant I’homogénéisation d’un volume élémentaire représentatif de matériau hété-
rogene dont les constituants satisfont a des lois de la forme (2). Le probleéme consiste, par exemple, a
trouver, a partir de la détermination des histoires locales & et £, I’histoire de contrainte macroscopique
2 répondant 2 un chargement macroscopique E. Les champs locaux doivent vérifier les relations de
comportement et étre reli€s aux grandeurs macroscopiques par des relations de localisation des
contraintes ou des déformations, ainsi que par des relations de moyenne. Le traitement linéarisé du
probléeme d’homogénéisation consiste & considérer de petites variations des histoires locales et
globales autour d’un état donné et a supposer qu’elles sont liées entre elles par les lois de
comportement linéarisées, ainsi que par les relations de localisation correspondant & ces comporte-
ments linéarisés.

Plus précisément, considérons une histoire de déformation E proche de E. Sous cette sollicitation
macroscopique, chaque phase subit une histoire de déformation ¢ proche de & et une histoire de
contrainte o proche de & ; la réponse macroscopique X sera proche de 2. Notons respectivement s
et S les opérateurs associés aux modeles linéaires tangents locaux et au modele global respectivement.
Le probleéme linéarisé porte sur les petites variations (& — &), (6 — ), (E—E) et (Z -2 ; il est
régi par les relations suivantes :

e-E=s® (6-6) et E—-E=S® (Z-2)
e-E=AQ (E-E) (10)
<¢—-&>=E-E et <o-6>=2-2%

ol le symbole < . > représente la moyenne spatiale prise sur tout le volume élémentaire représen-
tatif. L’ opérateur A est I’opérateur de localisation de la déformation qui doit étre calculé a partir de s
et S selon des hypothéses complémentaires définissant le modele choisi. La relation de localisation
correspondante est écrite sous réserve de 1’unicité de la solution de ce probleme [10]. L’opérateur A,
calculé a partir de s et S, est causal comme ces opérateurs et ne dépend que des histoires &, 6, E et £.

Les formules (10) permettent de construire la réponse du matériau 2 des histoires proches de & &, E
et £ quand on connait celles-ci. Mais, dans un probléme d’homogénéisation, on ne connait qu’une
des deux histoires 2 ou E, selon que le chargement est donné en contrainte ou en déformation
macroscopique imposée, et les histoires & et & sont également inconnues. On peut cependant
considérer, dans le cadre d’un traitement pas & pas, qu’elles sont connues sur un intervalle



] — oo, T] : il faut alors déterminer la facon de les prolonger dans un voisinage a droite de T pour
élaborer de cette fagon une méthode de calcul pas a pas permettant de les déterminer pour tout ¢. C’est
ce que nous examinons maintenant sous 1’hypothése supplémentaire selon laquelle les comportements
considérés sont non vieillissants. Cela implique que, si I’on considére alors 1’histoire E, définie par une
translation & dans le temps de 1’histoire £ connue sur ] — oo, oo[, soit :

Ey (1) =E(t+8) (11)

les déformations et contraintes dans les différentes phases ainsi que la contrainte macroscopique
correspondant & E, s’obtiennent alors également par la méme translation # dans le temps de &, & et
2’ (soit gg, 0 € 2).

4. Méthode de calcul pas a pas

Pour une valeur (positive) petite de 8 et moyennant une régularité suffisante de E, les histoires £
et E, définies précédemment sont proches. En effet, supposons par exemple que E soit bornée sur
] —oo,00[, et soit m= sup |E|3x3 ob l'on aurait défini la norme |.|3,3 par:

te - 00, Oa

le]s x3= max |&;|. On peut alors écrire :
V1, |Eg(t) —E(t)|5x3<mf ouencore |[E;—E| <mf

Ainsi, en choisissant 6 suffisamment petit, les histoires E, et E sont aussi proches que 1’on veut au
sens de la norme adoptée précédemment pour définir la dérivée de Fréchet. Les formules (10)
sont alors valables si 1’on y remplace ¢, g, E et 2 respectivement par &, g4, Eg et 2.

La relation de localisation des déformations s’écrit en particulier :

eg=AQ® Eg+6-AQ® E (12)

Cela permet de proposer la méthode de calcul pas a pas suivante : considérons connues les histoires &, &,
E et X sur un intervalle ] — oo, T] ; supposons que la restriction sur cet intervalle des opérateurs s, S
et A intervenant dans les relations (10) soit déterminée par I’ensemble des valeurs de &, &, Eet 5 sur cet
intervalle. Les opérateurs s, S et A sont donc aussi connus sur cet intervalle. La résolution du probleme
d’homogénéisation linéarisé — relations (10) — permet alors de calculer &y, o4, Eget Zysur | — oo, T[ . Par
exemple, si le chargement macroscopique est donné en déformation, E et donc E, sont connues sur
] — oo, T] etle second membre de (12) sera connu sur ] — oo, T], ce qui permet de calculer & sur cet
intervalle et ensuite g, et 2, par les lois de comportement et les relations de moyenne.

Or la connaissance de &, gy, Eget Zsur | — oo, T[ équivaut, d’aprés la définition de ces quantités,
acellede & G, Eet £ sur | —oo, T+ 0] et permet ainsi de prolonger les valeurs de ces grandeurs
jusqu'a (T + ). Quant au point de départ de ce calcul pas a pas, il peut étre 1'état naturel
(contraintes et déformations nulles). On peut supposer qu’un tel état régne sur | — oo, 0] : sur cet
intervalle, E, & et ¢ seront identiquement nulles, E démarrant 2 I’instant zéro.

5. Forme différentielle des relations d’homogénéisation linéarisées

Les trois premiéres relations (10) sont vraies au premier ordre par rapport a 1’infiniment petit || Je ||
qui intervient dans la définition de la dérivée de Fréchet. Quand on remplace, dans ces relations, ¢
par &, en supposant que toutes les histoires intervenant dans ces équations sont réguli¢res, donc en
particulier a dérivées bornées, 1’infiniment petit || Jde|| est de I’ordre de 8, comme montre précédem-

ment. En remplagant alors ¢, — &, o4 — 6, 5 — 2 et Ey — E respectivement par £6, 56, Soet E0 on



obtient des équations intégro-différentielles portant sur les histoires & &, E et 2. La relation de
localisation des déformations s’écrit en particulier :

i=A® E (13)

expression qui peut étre considérée comme la forme générale de relation de localisation pour un
probléme d’homogénéisation viscoélastique linéarisé. On peut, en particulier, vérifier qu’elle généralise
les relations de localisation des cas déja traités cités dans I’introduction.

La méthode de résolution pas a pas de ces équations intégro-différentielles non linéaires n’est autre
que la méthode présentée dans le paragraphe précédent. 1l faut cependant noter que la détermination de
’opérateur A ou de I’opérateur linéaire tangent S & partir des opérateurs s des différentes phases n’est
pas en général chose aisée. Nous ne disposons pas actuellement d’une méthode numérique générale de
résolution de ce probleme. Mais nous pouvons procéder par approximations successives selon une
méthode illustrée dans ’exemple qui suit.

Considérons un matériau dont les constituants ont un comportement défini par 1’équation suivante,
portant sur les valeurs a I’instant ¢ de la contrainte et de 1a déformation et de leurs dérivées successives
jusqu’aux ordres m et n respectivement :

¢(e ¢, ...e", 0,0,.,0™)=0 (14)

ol la fonction ¢ est en général non linéaire. Soient (&, &), un couple d’histoires liées par cette
équation et (Jde, do ) de petites variations au voisinage de ce couple. En notant dans toute la suite

APIIE = %% ( ), ces petites variations vérifient 1’équation différentielle :
0¢ = (3p/3E) : 0 + (PIIE) : 06 + - - - + (3plae™) 156 + - - -
-+ (09l36) 1 60 + (39l3G) : 96 + - - - + (3plag' ™) : 6™ =0 15)

Pour une histoire d¢ donnée, cette équation différentielle linéaire d’ordre m portant sur do permet de
calculer cette réponse. Cela définit I’opérateur C de la relation (7). A I'inverse, si ’on se donne do,
cette équation différentielle linéaire d’ordre n permet de calculer I'histoire de et définit ainsi
I’opérateur S de la relation (8). Les conditions initiales pour ces équations différentielles se déduisent
de la condition de I’état naturel sur ] — oo, 0], soit d¢ =do =0 sur cet intervalle, ainsi que des
conditions de continuité nécessaires pour les histoires de et do.

6. Exemple d’application

11 est intéressant de comparer cette méthode de linéarisation a celle proposée par Rougier et al. [7]
pour le matériau « élasto-viscoplastique » a élasticité linéaire défini par :

é=b:o+g(og) (16)
Dans ce cas, la méthode de linéarisation que nous proposons conduit 2 :
0é=b:06+m(§):80, ou m(G)=03glod a7

Pour se rapprocher de la forme (9), en tenant compte des conditions initiales d¢ =do =0 a t =0, on
peut écrire plus explicitement :

t
0

e(t) =b:a(t)+f m(ﬁ):adr+f;[g(&)—m(6):&] drz (18)



ol le dernier terme intégral définit la « déformation initiale », indépendante de ¢. Au contraire, la

méthode de linéarisation proposée par Rougier et al. [7] pour traiter ’intervalle de temps entre T et
T + dr consistait a écrire, pour t < T':

t t
e(t)=b:a(t)+m(T):jadt+j[g(&)~m(T):o’] dr (19)
0 0
ot m(T) =m(&(T)). Les deux lois linéaires (18) et (19) fournissent donc la méme réponse & = &
pour =4 sur [0,T]; elles expriment cependant des modeles de comportement enti€rement
différents : le modele associé a (19) peut s’interpréter comme 1’ approximation de (18) selon laquelle
on remplacerait la fonction m( &) par une constante fixée par la valeur prise par cette fonction a
I'instant ¢ = T. Cela équivaut a remplacer m( &) par m( T) dans la relation (17). L’avantage de cette
simplification est, bien sfir, d’avoir alors a traiter une équation différentielle & coefficients constants,
la méthode de la transformation de Laplace—Carson, par exemple, permettant de convertir commodé-
ment le probléme d’homogénéisation correspondant en un probléme symbolique en élasticité linéaire.
Mais ce n’est qu’une approximation du traitement général.

Cette approximation peut cependant, dans notre optique, tre améliorée et cela a un ordre quelcon-
que. Dérivons en effet I’équation (17) par rapport au temps. On obtient :

08=b:06+m(G):60+n(6,a):60, n(6,6)=(0midG):a (20)

En remplacant alors dans cette équation les fonctions m et n par leurs valeurs prises a I’instant 7, on
obtient un modele de comportement mieux approché que la relation (19), mais s’exprimant encore par
une équation différentielle a coefficients constants et pouvant donc se préter au traitement numérique
proposé par Rougier et al. [7]. La remarque vaut bien sfir pour une dérivation a tout ordre et débouche
sur une méthode pratique de mise en ceuvre de la procédure générale de linéarisation proposée ici.
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